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DEDUCTION DE QUELQUES FORMULES ANALYTIQUES
D’UN THEOREME ELEMENTAIRE DE LA
THEORIE DES NOMBRES

PAR

A. BERGER

4 UPSAL.

Si Pon désigne par » un nombre impair positif, I'équation 4 deux
inconnues x, y
(1) 2yt =mn

n'a évidemment qu'un nombre limité de solutions entiéres. Nous dirons,
qu'une solution x, y de cette équation est propre ou impropre, selon que
le plus grand commun diviseur positif des deux nombres z, y est égal a
Punité ou plus grand que l'unité; nous désignerons dans ce mémoire par

¢(n, d)

le nombre des solutions z, y de 1’équation (1), pour lesquelles le plus
grand commun diviseur positif des nombres x, y est égal 4 d, et par suite

¢(n, 1)

est égal au nombre des solutions propres de cette équation. En posant
n sous la forme

(2) n = py ;z,f.pgv’

ou Py, Py, ..., p, sont des nombres premiers positifs et différents les uns
des autres, et ot les exposants a;, a,, ..., a, satisfont aux conditions
(3) a = I, o =, ..., a>1,
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on démontre' dans les éléments de la théorie des nombres, que

(4) $ln, 1) = 27,

si tous les nombres p,, p,, ..., p, satisfont a la congruence

p=1 (mod 4),
mais que

(5) Sb(n’ I) = O,
8il y a un seul de ces nombres, qui satisfait a la congruence
p =3 (mod 4).

Des équations (4) et (5) on tire

l p—1 r-z—ll TV*‘l

6) ¢(n, 1)=4l-1 + (— 1) 2} L4 (— 1) ® | 14 (— 1)_'7|,

formule, qui est vraie pour tous les nombres impairs positifs ». Multi-
plions les facteurs du second membre de I'équation (6), nous aurons

Pr—1 re—1

U ORISR RS NEHEES XD

pe—1 pa—1  pe—1 l

+X(_ 1)T+T+T+---I;

ry 8t
dans la premiére somme dans le second membre r prend les valeurs
Iy 25 3, ooy V— 1, U3

dans la seconde somme r et s désignent toutes les combinaisons 2 a 2
de ces nombres, dans la troisiéme somme r, s, ¢ désignent toutes les
combinaisons 3 & 3 de ces nombres; ainsi de suite. En maultipliant les
facteurs du second membre de l'identité

(8) D=1+ p—D)1+ @P—0D]+ (p—1)]...,

! Voir Vorlesungen diber Zahlentheorie von LEJEUNE DIRICHLET, (Dritte Auflage, 3. 68).
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nous aurons
(9) 2P =1+ p—0)+p—1)+B—1)...

+E0,— 1) — 1) + Z o — ). — Do 1)+ ..
Les nombres p,, p,; p,, - . ., étant impairs, nous obtiendrons de I’équation (9)

(10) ppp.-.=14+@p,— 1)+ pP.—1)+ (P — 1)+ .... (mod 4)

ou

(11) prpm;.—l }»,.—2—1+IL*2;_1+?"_:_‘+,_,, (nod 2).

i

En appliquant cette formule & 1'équation (7), nous aurons

7

(1) $n, 1) = { T N LIS N A MO R |

8,2

et par suite

6--1

(13) dln, 1) =42(—1) ",

eu ¢ parcourt les nombres

I, pz" prpsv P,,Z?spt, c v

Par la est démontré ce théoréme:
Théoréme I. Si l'on désigne par z un nombre positif impair; le
nombre des solutions propres de I'égquation indéterminée
¥ + y‘z =n
a deux inconnues xz et y est égal A
-1
2
423:(~ I) s
ou ¢ parcourt tous les diviseurs positifs du nombre #, qui ne sont divi-
sibles par aucun nombre carré plus grand que 'unité.
Soient maintenant z, y deux nombres quelconques entiers, qui satis-
font & I'équation (1), et désignons par d le plus grand commun diviseur
positif des nombres « ct y; en posant

(14) r = dr,, y = dy,,
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les quantités z,, y, seront des nombres entiers, premiers entre eux, qui
satisfont & 1’équation
9 9 7

(15) x + h = Fik
et inversement, si 'on désigne par d un nombre entier positif, ainsi choisi,
que le nombre carré d® soit un diviseur du nombre %, et si les nombres
@,, y, sont premiers entre eux et satisfont a Véquation (15), les deux
nombres z, y, déterminés par les équations (14), auront le plus grand
commun diviseur d, et ces nombres satisferont. aussi- a I'équation (1).
Par 14 est démontrée la formule

(16 P, &) = ¢(3ir 1),

pourvu que d* divise le nombre n. De cette équation on obtiendra, en
y appliquant le théoréme I, la formule

(17) Pin, ) = 4E(—1) 7,

) 7 . \ s . oy n
ot ¢, est égal successivement A tous les diviseurs positifs du nombre 7

qui ne sont divisibles par aucun nombre carré plus grand que l'unité.
Le nombre # étant impair, le diviseur d sera aussi impair, et 'on aura

d’=1 (mod 4),
d’ont il suit

0,d* =0, (mod 4);
de cette congruence on tire

o, —1 _84d°

(18) = 2“1 (mod 2),

et par suite on obtiendra de V'équation (17)
Sdt—1

(19) P, d) = 4%(—— ) * .

. . . s ; n .
Puisque &, parcourt tous les diviseurs positifs du nombre —;, qui ne

sont divisibles par aucun mombre carré plus grand que l'unité, le nombre
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d,d* parcourt évidemment tous les diviseurs positifs du nombre #, qui
sont divisibles par d?, mais qui ne sont divisibles par auwcun nombre
carré plus grand que d’. Par suite, en posant

S 2 8
0,d" = 0,

nous obtiendrons de l'équation (19) la formule

d—1

(20) b, ) = 4T(—1)",

ou ¢ est égal successivement & tous les diviseurs positifs du nombre #,
qui sont divisibles par d?, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre
carré plus grand que d?. De la résulte cette proposition:

Théoréme II. Soit # un nombre entier positif impair, et d un nombre
positif, ainsi choisi, que le nombre carré d* soit un diviseur du nombre #,
le nombre des solutions entiéres z, y de 1'équation

m’l+y2:n’

pour lesquelles 2 et y ont le plus grand commun diviseur d, est égal &
a—1
2

4X(—1)",

i\

oli ¢ est égal successivement & tous les diviseurs positifs du nombre #,
qui sont divisibles par d”, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre
carré plus grand que d°.

- Désignons maintenant par ¢(») le nombre de toutes les solutions
(propres et impropres) de 1'équation (1), et par

d]’dQ,...’dﬂ
tous. les nombres positifs, jouissant de la propriété, que les nombres carrés

(21) a,di, ..., d

"

divisent le nombre #; il s'ensuit, qu'un diviseur quelconque du nombre n
n'a dautres diviseurs quadratiques que les mombres (21), et I'on aura
évidemment la formule

s=p

(22) ¢ (n) =‘§1¢(n, d,)

Acta mathematice. 9. Imprimé le 3 Mars 1887. 39
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ou d’apres l'équation (20)

s=p 0s—1
(23) d(n) = 42X (—1)*,
ou ¢, cst égal successivement & tous les diviseurs positifs du nombre =,
qui sont divisibles par d7, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre
carré plus grand que d;. L’équation (23) peut se mettre sous la forme

G 9 =40 T HTE )T 4Ty

5,1 dp—1 ’;//.’ 1 l

Les groupes de nombres

A\ A\ W Y
(25) 015 02y, O35 «v oy Oy

qui entrent dans le second membre de I'équation (24), ne contiennent
d’autres nombres que les diviseurs positifs du nombre n. Je dis de plus,
que ces groupes contiennent tous les diviseurs positifs du nombre », car
en désignant par d un diviseur positif quelconque du nombre n, ce divi-
seur d ‘est mécessairement divisible par un ou par plusieurs des nombres
carrés (21) et ne peut pas étre divisible par d'autres nombres carrés que
ceux-ci. Par suite on peut déterminer un nombre carré d;, qui appar-
tient au groupe (21) et qui a la propriété, que d est divisible par &,
mais que d n’est divisible par aucun nombre carré plus grand que d,
d’ot l'on peut conclure, que le diviseur d appartient au groupe ¢,. Enfin
les nombres, qui appartiennent a un quelconque des groupes (25), sont
complétement caractérisés par leur plus grand commun diviseur quadrati-
que, et par suite un diviseur quelconque du nombre » appartient & un
seul de ces groupes.

Il densuit, que les nombres, qui appartiennent a tous les groupes
(25), seront précisément tous les diviseurs positifs du nombre n, et par
conséquent 1'équation (24) peut se mettre sous la forme

0—1

2
(26) pn) = 4T(— 1),
ou ¢ est égal successivement i tous les diviseurs positifs du nombre #.
De 13 résulte le théoréme suivant, que nous avons démontré ici par un
calcul tout & fait élémentaire.
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Théoréme III. Si l'on désigne par » un nombre positif impair, le
nombre de toutes les solutions entiéres (propres et impropres) de 1'équa-
tion indéterminée

2’ +y'=n

ot ¢ parcourt tous les diviseurs positifs du nombre n.!
En attribuant dans ’expression

2 2
© 4y
aux variables x et y toutes les valeurs entiéres, nous n’obtiendrons que

des nombres entiers positifs; pour que ces nombres soient impairs, il fant
et il suffit, que les nombres x et y satisfassent a la congruence

(27) x4+ y=1 (mod 2).
Cela posé, -désignons par @(z) une fonction bien déterminée pour toutes
les valeurs positives impaires de la variable 2, et formons la série

2o+ y7)

Yy

de maniére, gue Von attribue aux quantités x et y toutes les valeurs
enticres compatibles avec la condition (27), nous n'obtiendrons que des
termes de la forme

&(n),

ot n désigne un nombre positif impair, et d’aprés le théoreme I nous
obtiendrons le terme @(z) un nombre de fois exprimé par:

—1

42(—1)";

par suite on aura lidentité
01

(28) S0 +y) = 4Z0mT(— 1"

! Voir Vorlesungen iber Zahlentheorie von LEJEUNE-DIRICHLET, (Dritte Auflage, §. 91),

ol ce théoréme est démontré anu moyen du caleul infinitésimal.
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Les nombres z, y dans le premier membre de cette équation satisfaisant
a la congruence (27), on aura ou

r=o0, y=1 (mod 2)
ou

rT=1, y=o0 (mod 2).

Par suite, en désignant par %, tous les nombres pairs et par h, tous
les nombres impairs, on obtient:

(29) ?:y¢(902 + %) =h>:h O(hy + b —I-hz]; Oy + ) = 2"2,; O(hy + k),

et des équations (28) et (29) on conclura la formule

o—1
(30) T 00+ k) = 20w S(—1) 7,
(224 n 0
et on a donc ce théoréme:
Théoréme IV. Si l'on désigne par @(z) une fonction bien déterminée
pour toutes les valeurs positives impaires de la variable 2, on aura la

formule
1
E;rp(hg +H)=2Z0n)2(—1)",

ot l'on a a observer, que dans le premier membre kb, parcourt tous les
nombres pairs et h tous les nombres impairs, et que dans le second
membre # parcourt tous les nombres impairs positifs et ¢ tous les divi-
seurs positifs du nombre #, pourvu que les séries dans les deux membres
convergent indépendamment de l'ordre de leurs termes.

Nous transformerons maintenant la formule (30). Désignons pour
cela par g(n) une fonction, qui pour tous les nombres impairs positifs
n, et n, satisfait & la condition

(31) g(n,)a(n,) = g(n,n,),
on aura évidemment une égalité de la forme
m~--1

(32) ZZ(— I)Tg(nl)g(n?)$(n1n2) :§c~¢(%>’

"l "2
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ou chacun des nombres n, n,, #, parcourt tous les nombres impairs po-
sitifs; en effet, si T'on attribue aux quantités #, et %, toutes les valeurs
entiéres positives impaires, nous n'obtiendrons de l'expression @(n, n,) que
des termes de la forme @(u), o #» désigne un nombre positif impair;
quant au coefficient ¢,, celui-ci sera évidemment déterminé par la formule

Ay—1

(33) (=ZF(—1) " gln)ain,),

ou les nombres impairs positifs #, et n, sont combinés entre enx de toutes
les maniéres, qui sont compatibles avec la condition

par suite, en désignant par ¢ un diviseur positif quelconque du nombre
n et par ¢, le diviseur complémentaire, ainsi que l'on aura toujours

NN
00, = #,

I'équation (33) pourra sc mettre sous la forme

=1

(34) 6 =2 (—1)* g(3)g(5),)

dhy=mn

ou, en y appliquant 1'équation (31),
y appiq €q

a—1

Cp = g(”) 2 (“_ I)T’

dh=n

formule, qui peut aussi s'écrire

s—1
ou ¢ est égal successivement a tous les diviseurs positifs du nombre n.
En introduisant dans le second membre de l'équation (32) la valeur du
coefficient ¢,, donnée par la formule (35), nous aurons

m—1 o—1

(30 Z(—= 17 gl#)Zg(n)0lm,n,) =Tg(m)O(m)Z(— 1) " .
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Remplacons maintenant dans l'équation (30) la fonction @(n) par
g(n)®d(n), nous obtiendrons au moyen de l'équation (36) la formule

np—1

(37) Tl + B0 + ) = 2Z(— 1) * g(n,)Zg(n,)0(s,n,);

ce qui démontre le théoréme suivant:

Théoréme V. Si I'on désigne par @(z) une fonction bien déterminée
pour toutes les valeurs impaires positives de la variable 2, et par g(n)
une fonction, qui pour tous les nombres impairs positifs n, et n, satisfait
a la condition

g(nl) g(?%) = g(”l "’2)7

on aura
T g + WO + k) = 2Z(— 1) 7 g(n) To(n)0(mn,),

ou l'on a & observer, que dans le premier membre h, parcourt tous les
nombres pairs et h tous les nombres iwpairs, et que dans le second
membre n, et n, parcourent tous les nombres impairs positifs, pourvu
que les séries dans les deux membres convergent indépendamment de
Pordre de leurs termes.

Nous allons faire quelques applications de ce théoréme. Posons

¢(n) — qn,

ou ¢ désigne une quantité, dont le module est moindre que l'unité, nous
aurons la formule

ny—1
(68 Zalh+ M)t =22 T gln) Zgln)en
Pour
g(n) =1
on en déduit
nm—1

(39) ST =23 (=0
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formule, qu'on peut mettre sous la forme'

(40) (14 20"+ 29"+ 2¢"+ .. )g+ "+ +4"+..)

5 7

=1 AT A

1_92—-1_9 I_qno I-——g“

Pour

n?—1

g(n) =(—1)°

I'équation
g(”l)g(n?) = g(nl n,)
subsiste pour tous les nombres impairs-positifs #, et n,, et nous obtien-

drons de l'équation (38)

o+ '—1 m=1 ni—1

(41) Z(_ I) 8 qh§+h? — 22(_‘ 1) ? g — g g L)

hgy Iy n

I
N
B¢
|
e
j
.,
o
2
B Ll
-+ |
hQ*th
22

Des congruences

h, =0 (mod 2), h,=1 (mod 2)

1

on déduit
(hy + ) — 1 =2k} + (B} + 1)(h] — 1) (mod 16),
et, en y appliquant la congruence
ki=1 (mod 8),
on aura

(hy + B} — 1 = 2h] (mod 16),

d'eun

8 T4 2

! Voir Vorlesungen iiber Zahlentheorie von LEJEUNE DIRICHLET, (Dritte Auflage, §. 92
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et par suite on obtiendra de I'équation (41)

2 n.-—l "‘, -1 [ — qzu,
42 1 2 ho+h = 2 8 1y -
(42) D X i
ou
LI . (m—1)(m + 5) I — q?n,
(43) Z(___ 1)2qhozqh1= 22(_ I) 8 (.I"'_“Tn,
T Py . I +9q

ou, en divisant les deux membres par 2,
(44) (I ___2q4 + 2q16_2q3s + 2q64.”)(q _l__gs +q25+q49+ )

—

31“£7 s1—¢° G 1—¢
I+q.+q el B ar I+q,z,+

En désignant par m un nombre entier positif, la somme
1) + ¢(3) + ¢(5) + ...+ ¢ezm — 1)

est évidemment égale & la somme des nombres des solutions entiéres des
équations indéterminées

(45) 2’4+ 9'=1, ’+y’'=3, 2°+y’'=5, ... 2ty =2m—1

ou égale au nombre de toutes les solutions entiéres simultanées de
I'inégalité

(46) 24 gt < om
et de la congruence
(47) z+y=1 (mod 2);

en effet chaque solution entiére d’'une quelconque des équations (45) satis-
fera aussi aux relations (46) et (47), et inversement chaque solution en-
tiére de ces deux relations satisfera & une des équations (45). Posons
maintenant

(48) ==, 7=

«m Vam'’

ol & et » sont deux inconnues nouvelles, il s'ensuit, que la somme

$(1) + ¢(3) 4 oo+ Plam—1)
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est égale au nombre de toutes les solutions &, 7 de l’inégalité

(49) E?: + Wg < I,

ou £ et » désignent des quantités des formes (48), les quantités z et y
étant des nombres entiers, qui satisfont a la congruence (47). Quant aux
solutions de cette congruence, on peut les trouver de la maniére suivante.
En désignant par z et y deux nombres entiers quelconques, qui satisfont
a la congruence, et en posant

—a+1 o+
(50) = T

les quantités r et s seront évidemment des nombres entiers, et des équa-
tions (50) on tire

(51) t=8s—7r, Yy=tr+s—1I.

Nous démontrons ainsi, que nous obtiendrons toutes les solutions de
la congruence (47) en laissant dans les formules (51) r et s parcourir
tous les nombres entiers et en combinant ces nombres entre eux de toutes
les maniéres possibles, et inversement on trouvera, que les valeurs, ainsi
obtenues, - des nombres x et y satisferont 4 la congruence (47). Enfin
nous obtiendrons par la chaque solution seulement une fois, car & chaque
solution z, y correspondent. d’apres les équations (50) des valeurs déter-
minées des quantités » et s.

En introduisant dans les équations (48) les valeurs des nombres z
et y, données par les formules (51}, nous trouverons, que la somme

(1) + ¢(3)+ ... + ¢(2m —1)

est égale au nombre de toutes les solutions &, » de 'inégalité (49) qui
sont de la forme
8= _r + s—1

(52) §=—

\[zm’ v——“—-\/% ’

ou r et s désignent des nombres entiers gquelconques.

En considérant les quantités & et » comme des coordonnées rectangu-
laires d’un point, et en désignant par G la portion du plan, qui renferme
tous les points, dont les coordonnées satisfont a la condition (49), mais

Acta mathematica. 9. Imprimé le 5 Mars 1887. 40
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qui ne contient d’autres points que ceux-ci, cette portion du plan sera
évidemment limitée, et nous trouverons, que la somme

G(1) + ¢(3)+ ... F+ ¢d(zm— 1)

est égale au nombre de tous les points dans la portion &, dont les coor-
données sont de la forme (52). Mais on peut aussi considérer ces points
comme les points d'intersection des deux systémes de droites

2r—1 25— 11

(53) 77:5_*_7277’ 7= —¢+ N

— )

2m

ol r et s parcourent tous les nombres entiers. Ces systémes de droites
sont orthogonaux, et les droites, qui appartiennent & chacon des denx
systémes, sont situées a la distance

Vi

m

Vune de Vautre; il sensuit, que par ces droites la portion G du plan est
divisée en des carrés égaux, et que l'aire de chaque carré est égal a

I
-

Le nombre de ces carrés est égal an nombre des points d’intersection
susdits, car a chaque carré appartiennent quatre points d'intersection, sa-
voir les sommets du carré, mais de l'autre cdété chaque point d'inter-
section est un sommet commun & quatre carrés. Par suite le nombre
de ces carrés est égal a la somme

(1) + P(3)+ ... + f2m—1);

or, une portion finie du plan étant divisée en des carrés égaux, dont on peut
diminuer indéfiniment la grandeur, la limite du produit du nombre des carrés
et de l'aire de chaque carré est évidemment égale a l'aire de cette portion
du plan; done, en désignant V'aire de la por;[ion G par 7, nous aurons

Y+ ¢+ ..+ glem—1)

m

(54) Iim T,

m=w

et 11 en résulte ce théoréme:
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Théoréme VI. LEn désignant par z l'aire de la portion du plan, qui
renferme tous les points, dont les coordonnées rectangulaires &, 7 satisfont
a linégalité

g + 772 <1,

mais qui ne renferme d’autres points que ceux-ci, chaque nombre positif
impair peut se mettre sous la forme

2 2
z +y,
ou x et y désignent des nombres entiers, en moyenne de 7 maniéres
différentes.
En désignant par p(n), #n étant un nombre impair positif, I'excés du
nombre de ceux des diviseurs positifs ¢ du nombre n, qui satisfont & la

congruence
d=1 (mod 4),

sur le nombre de ceux de ces diviseurs, qui satisfont & la congruence
0=3 (mod 4),

on aura évidemment
5—1

(55) p(n) =2 (—1)7?,

ol ¢ parcourt tous les diviseurs positifs du nombre =, et des équations
(26) et (55) nous obtiendrons

(56) pin) = #52,

et par suite, m étant un nombre entier positif quelconque,

r=m r=m

(57) 7§1#(ZV - I) - iﬁgﬁ‘b(zr—' I);

des équations (54) et (57) on déduit la formule

(58) lim/‘(l) +p3)+ . tplem—1) =
m=w m =1

De la résulte cette proposition:
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Théoréme VII. L'excés du nombre de ceux des diviseurs positifs ¢
d’'un nombre impair, qui satisfont 4 la congruence

d=1 (mod 4),
sur le nombre de ceux des diviseurs du méme nombre, qui satisfont a la

congruence

0= 3 (mod 4),

est en moyenne égal a j—;, la quantité 7 ayant le méme sens que dans
le théoréme précédent.

Puisque dans I'équation (26) » est un nombre positif impair, et que
¢ a la sommation dans le second membre ne parcourt que des nombres
positifs impairs, on peut y poser

H=2r—1, 0=2k—1,

ou r et &k sont des nombres entiers positifs; par ces substitutions on déduit
de l'équation (26)

(59) Plar—1) = 4T (— 1,

ou k parcourt tous les nombres entiers positifs, pour lesquels 2k — 1
divise 2r — 1. En désignant par E(z), = étant une quantité réelle, le
plus grand des nombres entiers, qui ne surpassent pas x, de sorte que
Pon aura

o< z— K= <1,

(%=1 — E(5=2)

sera égale a4 1 ou a o, selon que 2k — 1 divise ou ne divise pas 2r — 1,
et par suite on pourra mettre I'équation (59) sous la forme

o) ger—n =43 B(EZY) — B (G |- o,

la différence
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d'ou 'on tire

r=m k=0 r=m

60 Tger—1) =43 o3 |B(E= -2 (G0

La différence dans le second membre étant égale a 1 ou a o, selon
que 2r — 1 est un multiple ou n'est pas un multiple de 2k — 1, la
derniére somme dans le second membre sera égale au nombre de ceux
des nombres

I, 3, 5y -0, 20— 1,

qui sont divisibles par 2k — 1; en désignant ce nombre par ¢, nous
aurons évidemment pour la détermination de la quantité £ les inégalités

(62) (2t — 1)(2k— 1) < 2m — 1 < (2t + 1)(2k — 1),

d’'ou l'on tire

(63) 532(2;6 + <t+1,
ou

L[ 2m— 1 1
(64) b= E<2(2k— 1) + 5)’

et par conséquent nous obtiendrons de I'équation (61)

r=m

- e 2m — 1 1

Les termes de la séric dans le second membre étant décroissants et ayant
des signes alternés, nous obtiendrons de 'équation (65), ¢ étant un nombre
positif quelconque,

k=1

r

m

(66) (2r — 1)

!

r=1

st ) T A8 B (s + ),
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ot 0 < @< 1. On tirera de 1, en sappuyant sur la définition du
symbole E(x),

r=1n

(67) T g(zr—1)

=1 te1 2m — 1 p 2m — 1 I
- 4;(" 2 ( 2@h—1) T ’)‘) +46,(—1) (szq 7ot 5)’

\ I I
ou— - <p <;cto< 6, < 1. En posant

= Blym)

et en divisant les deux membres de l'équation (67) par m, on aura
pour m = QO

r=1m (“ 1)1;__

(68) hm E P2r —1) = 42: Ty

et des équations (54) et (68) on obtiendra la formule

I I
4 1 3 5 7

— ...

I
9 II

+

Enfin nous emploierons I'équation (40) a l'évaluation d’une intégrale
définie; désignons pour ce but par ¢ une quantité positive, moindre que
l'unité, et posons

(70) S, =1+q¢" +q°+ ¢+ ..
(71) S =qg+¢ +q¢"+q¢" 4+ ..

il s'ensuit
(72) S —8 =1—q¢g+¢"—¢" +¢°"—¢* + ..

Les termes de cette série étant décroissants et ayant des signes alternés,
nous aurons évidemment
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ou 0 < p < 1. Au moyen des équations (70), (71), (73) on peut mettre
I'équation (40) sous la forme

of LN/ p\N_ ¢ ¢ ¢ 7 )
(74) 2S°<I 26’)(1 So>“1——g” 1—q“+1—_q‘° 1-—-g“+""

multiplions les deux membres de cette équation par

1—9q,
nous en obtiendrons pour ¢ = 1
i S A ST .
(75) lim(— )8 = ({— 4+ 1 +-)

(76) lim 7= 8, = V7.
g=1 4
Puisque on a
lim L —p,
g=1 ——lqu

nous obtiendrons des équations (70) et (76)

N S P ‘7
(77) lim V— log g (1 +q4—|—q“‘+q”+...)=\/7.
¢=1
Substituons dans cette équation
02
q = e 4
ou ¢ désigne une quantité positive, nous aurons
(78) limé(1 + e + e e+ ..)= ﬁt,
0=0

et, par suite, conformément & la notion d’intégrale définie,
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Des fermules (69) et (79), que nous avons déduites d’une proposition
élémentaire de la théorie des nombres, résulte le théoréme suivant:

Théoréme VIII. Si l'on désigne par = l'aire de la portion du plan,
qui renferme tous les points, dont les coordonnées rectangulaires &,
satisfont & l'inégalité

2 2
&+ Y <1,
mais qui ne renferme d’autres points que ceux-ci, on aura

I I
= sTite Tt

-]

T I
re

Jal

f —-xzdx — \/

2




