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D E D U C T I O N  DE 0UELOUES FORMULES ANALYTIOUES 

D'UN THI~0REME I~L]~MEHTAIRE DE LA 

THEORIE DES NOMBRES 

PAR 

A. B E R G E R  
/~ UPSAL. 

Si l'on d6signe par n un nombre impair  positif, l '6quation k deux 
inconnues x, y 

( I )  X2 -[- y~  ----- n 

n'a 6videmment qu'un hombre limit6 de solutions enti6res. Nous dirons, 
qu'une solution x, y de eette 6quation est propre ou impropre, selon que 
lc plus grand commun diviseur positif des deux nombres x, y est 6gal h, 
l 'unit6 ou plus grand que l 'unit6; nous d6signerons darts ce m6moire par 

r d) 

le hombre des solutions x, y de l '6quation (t) ,  pour lesquelles le plus 
grand commun diviseur positif des nombres x, y est 6gal k d, et par suite 

r ,) 

est 6gal au hombre des solutions propres de cette 6quation. En posant 
n sous la forme 

(2)  n p~ p~ . . .  p ,  , 

ou Pl, P2, . . . ,  P, sont des nombres premiers positifs et diff6rents les uns 
des autres, et off les exposants al, a~, . . . ,  a~ satisfont aux conditions 

(3) ~,>', ~ ,  ..., ~,>~, 
dcta mathematfca. 9. Imprim6 le 3 Mars 1887. 
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on d6montre ~ dans les 616ments de la th6orie des hombres, que 

(4) r  ~ ) =  2 '+ ' ,  

si tous les nombres 291, jo~, . . . ,  ff.~ satisfont i~ la congruence 

p - -  I ( rood4),  
mais que 

(5 )  r I )  = O, 

s'il y a un seul de ces nombres, qu i  satisfait k la congruence 

P = 3  (rood4). 

Des 6quations (4) et (5) on tire 

(6) r , ) =  4 ,  + ( 5) ~ , + ( - -  ,) } . . .  
-~-'1 

i + ( - - ~ )  ~ [, 
] 

formule, qui est vraie pour t o u s l e s  nombres impairs positifs n. Multi- 

plions les facteurs du second membre  de l '6quation (6), nous aurons 

(7) p ( n ,  , ) =  4 1 + - -  I )  ~ "I-  - -  I )  2 + 
rjs 

pr~l p,--I pt--I I §  , ) - ~ + T + ~ -  + . . .  ; 
r, s, t i 

dans la premi6re somme dans le second membre ,1" prend les valeurs 

I ,  2, 3, . . . ,  u - - l ,  u; 

dans la seconde somme r et s d6signent toutes les combinaisons 2 k 2 

de ces nombres, dans la troisi6Ine somme r,  s, t d6signent toutes les 
combinaisons 3 a 3 de ces hombres; ainsi de suite. En mult ipl iant  les 

facteurs du second  membre de Yidentit6 

(8) l}r_p, pt  . . . .  [I + (p,.-- I)][I + (Ps--  I)][I + ( P t - -  I ) ] . . . ,  

i Voir Vorlesungen aber Zahlentheorie von L~4~.trNE DIaIcr~Lr.a', (Dritte Auflage, ~. 68). 
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nous  a u r o n s  

(9)  ] O r P s ~ t ' ' .  = I O F ( P r - -  I )  -Jr- ( p , - -  I )  2f.. ( P t - -  I ) . . .  

21 - Z ( p , , - -  i ) ( p s - -  I )  + Z ( p , . - -  , ) ( p , - -  I ) ( p t - -  I )  - - [ - . . .  
r~s r,a,t 

Le.~ nombres p,., p,; pe, . . . ,  6tant impairs, nous obtiendrons de l '6quation (9) 

( IO)  p , . p , p , . . . ~  I - t-  ( P r - -  I )  21- (Ps I )  " t - ( P t -  I )  + . . . .  ( l i lOd 4) 

011 

I I )  "t'tgr jgs/9t' " * - -  I __ l ~ , , - -  1 p.r - -  I J)t ~ I 
2 2 + 2 + 2 + . . . .  (rood 2). 

En appliquant  eette formule g t '6quation (7), nous aurons 

( I 2 )  r  1 ) : :  4 
T~-- 1 pv p, -- 1 p~ p, pt -- 1 | 

I + Z ( - , )  + Z ( ' ,  ' + Z ( - , )  ' + J . . .  
r. s ~', st t 

et par suite 
3--1 

(i3) r  ,)--=- 4 ~ ( - -  1) ~ 

off 3 pareourt les hombres 

I,  p,,, PrP~ '  P,'P~Pt' . . . .  

Par  l~ est d6montr6 ce th6or~me: 
Th6or~me I. Si l 'on d6signe p a r - n  un nombre positif impair, le 

nombre des solutions propres de l 'dquation ind6termin6e 

x ~ + y~ = n 

deux inconnues x et y est 6gal 
3--1 

4 ~ ( - -  r) ~ , 

oh 3 pareourt t o u s l e s  diviseurs positifs du nombre n, qui ne song divi- 
sibles par aueun nombre earr6 plus grand que l 'unit6.  

Soient maintenant x, y deux nombres queleonques entiers, qui saris- 
font h l '6quation (I), et d6signons par d l e  plus grand commun diviseur 
positif des nombres x et y; en posant  

(I 4) ~c ----- dxl  , y ---- dy,  , 
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les quantit6s x~, y, seront des nombres entiers, premiers entre eux, qui 
satisfont k l'6quation 

( ,5)  z, + y, = d ~ ,  

et inversement, si l'on ddsigne par d u n  hombre entier positif, ainsi choisi, 
que le nombre carr6 d ~ soit un diviseur du nombre n, et si lcs nombres 
xl ,  y, sont premiers entre eux et satisfont k l'6quation (i5) , les deux 
nombres x, y, d&ermin& par les 6quations (I4), auront le plus grand 
commun diviseur d, et ces nombres satisferont aussi h~ l'6quation (t). 
Par lk est d6montr6e la fornmle 

( ,6)  , I , 

pourvu que d 2 divise le nombre n. De cette 6quation on obtiendra, en 
y appliquant le th6or6me I, la formule 

3t--1 

( ,7)  r  d) --- 4 ~ ( - -  ,) '~, 

oh 3, est 6gal sueeessivement k tous les  divisears positifs du hombre if,, 

qui ne sont divisibles par aueun nombre earr6 plus grand que l'unit& 
Le nombre n 6tant impair, le diviseur d sera aussi impair, et l'on aura 

d'oh il suit 

de eette congruence on tire 

d ~  I (rood 4), 

d, d 2 =- o~ ~ (rood 4); 

( ' 8 )  3, - - I  - -  __ ~ l d ~ - -  I (rood 2), 
2 2 

et par suite on obtiendva de l'6quafion (I7) 

t}t d~--I 

Puisque o~ parcourt tous les divisears posi~ifs du nomb~  ~ ,  qui ne 

sont divisibles par aucun hombre cart6 plus ~ a n d  que l'unit6, le hombre 
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3 ld 2 parcourt 6videmment tous les diviseurs positifs du hombre n, qui 
sont divisibles par d~, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
carr6 plus grand que d 2. Par suite, en posant 

31 d ~ : 3, 

noun obtiendrons de l'6quation (!9) la formule 

3--1 
(20) r d ) =  

oh 3 est 5gal successivement ~ tous les  diviseurs positifs du hombre n, 
qui sont divisibles par d ~, mais qui ne sont divisib!es par aucun nombr0 
carr5 plus grand que d 2. De l~ rdsulte cette proposition: 

Th~ori~me II. Soit n u n  nombre entier positif impair, et d u n  nombre 
podtif~ ainsi choisi, que le hombre carr4 d 2 soit un diviseur du hombre n, 
le nombre des solutions enti~res x, y de l'~quation 

x ~ -b y~ ----- ~, 

pour lesquelles x et y ont l e  plus grand commun diviseur d, eat ~gal 

oh 3 est ~ga! suceessivement h tous les  diviseurs positifs du nombre n, 
qui sont dlvislbles par d =, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
carr4 plus grand que d ~. 

D~signon8 malntenant par r  le hombre de toutcs les solutions 
(propres et impropres) de l'dquation (i),  et par 

4, 4 , . . . ,  d, 

tous  lea nombres positifs, jouissant de la propridt5, que les nombres carr5s 

( 2 I ) d ~ ,  d ~ ,  . . . , d~  

divisent le nombre n; il slensuit, qu'un diviseur quelconque du nombre n 
n'a d'autres diviseurs quadratiques que  les nombres (2i), et l'on aura 
4videmment la formule 

(22) = 
Acts  mathematics.  9, Impr im~ le $ Mars  1887, 39 
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ou d'apr& l'Squation (2o) 

s = I *  3~ - -  1 

(23) r = 4 Z Z ( - -  I) ' 
s = l  a, 

oh o~ est 6gal sueeessivement k lous les diviseurs positifs du hombre n, 
qui sont divisibles par d~, mats qui ne sont divisibles par aucun nombre 
cart6 plus grand que d~. L'6quation (23) peut se mettre sous la forme 

Les groupes de nombres 

(25) a,, 4 ,  4 ,  . . . ,  o;~, 

qui entrent dans le second membre de l'Squation (24), ne contiennent 
d'autres hombres que les diviseurs positifs du nombre n. Je dis de plus, 
que ces groupes contiennent t ous l e s  diviseurs positifs du nombre n, car 
en d&ignant par d u n  diviseur positif quelconque du hombre n, ce divi- 
seur d est fiScessairement divisible par un ou par plusieurs des hombres 
car%s (2i) et ne peut pas 6tre divisible par d'autres hombres carr& que 
ceux-ei. Par suite on peut d~terminer un hombre car% d~, qui appar- 
dent au groupe (2x) et qui a la propri~tS, que d est divisible par d~, 
mats que d n'est divisible par aucun hombre carr6 plus grand que d~, 
d'o5 l'on peut conclure, que le diviseur d appartient au groupe 3,. Enfin 
les nombres, qui appartiennent k un quelconque des groupes (25), sont 
compl~tement caract&'is& par leur plus grand commun diviseur quadrati- 
que, et par suite un diviseur quelconque du nombre n appartient k un 
seul de ces groupes. 

I1 s'ensuit, que les hombres, qui appartiennent k tous les groupes 
(25) , seront prScis~ment tous los diviseurs posltifs du hombre n, e t  par 
consequent l'Squation (24) peut se mettre sous la forme 

3 - - I  

(26) i b ( n ) -  4 ~ ( - - I )  T ,  

oll 3 est 5g~l successivement k tous les  diviseurs positifs du nombre n. 
De l'~ r&ulte le thSo%me suivant, que nous avons dSmontr~ ici par un 
calcul tout k fait 51dmentaire. 
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Th~ior6me III. Si l'on d&igne par n un hombre  positif impair, le 
nombre de toutts  les solutions enti6res (propres et impropres) de l'dqua- 
tion ind6termin6e 

x: + y~ = .  n 

est dgal k 
3221 

4~} ( - -  I) 2 , 

oh 0 parcourt tous les diviseurs positifs du nombre n. 1 
En attribuant dans l'expression 

x ~ + y~ 

aux variables x et y routes its valeurs enti6res, nous n'obtiendrons que 
des nombres entiers positifs; pour qut  ces nombres soient impairs, il faut 
ct il suffit, qu t  its hombres x et y satisfassent h, la congruence 

(27) x + y - - I  (rood2). 

Cela pos6,-d6signons par r  une fonetion bien d6termin6e pour toutes 
les valeurs positives impaires de la variable z, et formons la s6rie 

Z  p(x = + v') 
X) y 

de mani6re, que ]'on attribue aux quantit6s x et y routes les valeurs 
enti6rts compatibles avtc la condition (27), nous n'obtiendrons que des 

termes de la forint 

oh n d&igne un nombre positif impair, et d'aprSs le thSor~me III nous 

obtiendrons It terme r  un nombrt  de lois exprim6 par: 

a-1 

4 g ( - -  

par  suite on aura l'identit6 
3 - - 1  

(28) ~ ( x  ~ + y = ) =  4 Z ~ ( n ) ~ ( - -  I) = 
~) Y ;'I 

x Voir Vorlesungen iiber Zahlentbeorie yon ~LEJEUNE-DIR1CHLET~ (Dritte Auflag% ~. 9I)~ 
o~ ce thdor~me est ddm.on~rd au moyen du calcul infinit6.dma]. 
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Les hombres x, y darts le premier membre de cette 6quation satisfaisant 
la congruence (27) , on aura ou 

OU 

X ~ O,  y ~-  I (rood 2) 

x ~  I, y ~ o  (mod 2). 

Par suite, en d6signant par h o tous les nombres pairs et par hi tous 
les nombres impairs, on obtient: 

(~9) 
X, y ho, h I hi, h a he, h I 

et des 6quations (28) et ( 2 9 ) o n  conclura la formule 

$--1 

(30) ~ ~(~,~ + J,~)= ~ ( . ) ~ ( - , ) ' ,  
hO, hi 

et on a donc ce th6or6me: 
Thdorbme IV. Si l'on d&igne par r  une fonction bien d6termin~e 

pour toutes les valeurs positives impaires de la variable z, on aura la 
formule 

ho, hi 

oh t'on a g observer, que dans le premier membre h 0 parcourt tous les 
nombres pairs et h I t o u s l e s  nombres impairs, et que dans le second 
membre n parcourt tous les nombres impairs positifs et 3 t o u s l e s  divi- 
seurs positifs du hombre n, pourvu que les sdries dans les deux membres 
convergent ind6pendamment de l 'ordre de leurs terme~ 

Nous transformerons maintenant la formule (30). D6signons pour 
cela par ~(n) une fonction, qui pour tous les nombres impairs positifs 
n 1 et n, satisfait g la condition 

~(.1)g(n,) = g(.ln,), 

on aura 6videmment une 6galit6 de la forme 

~1-- 1 
2 2 ~ ( -  ,) g( ,)~(,) ( ,  ,) = ~ c . r  
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oh chacun des nombres n, n~, n~ parcourt tous les  nombres impairs po- 
sitifs; en effet, si ron attribue aux quantitds n~ et n, routes les valeurs 
enti6res positives impaires, nous n'obtiendrons de l'expression 4~(nln2)que 
des termes de la forme q~(n), off n ddsigne un hombre positif impair; 
quant au coefficient c~, celui-ci sera 6videmment d6termin6 par la formule 

(33) c. = X ~ : (  i) ~ g(n~)g(%), 

off les nombres impairs positis n~ et n~ sont combinds entre e ux de toutes 
les mani6res, qui sont compatibles avec la condition 

par suite, en d6signant par ~ un diviseur positif quelconque du hombre 
n e t  par 3~ le diviseur compl6mentaire, ainsi que l'on aura toujours 

O 1 = ~l~ 

l'6quation (33) pourra se mettre sous Ia forme 

(34) c.---- X ( - -  ,)~-0($)g(3~) 

ou, y apptiq .t v . tion (3,), 

c. = L Z , ( - - , ) T ,  

formule, qui peut aussi s'6crire 

(35) c. ---- $ ( n ) ~ ( - -  i) ~ , 

oh 3 est 6gal successivement ~ tous les  diviseurs positifs du nombre n. 
En introdu~sant dans le second membre de l'6quation (32) la valeur  du 
coefficient cn, donn6e par la formule (35), nous aurons 

(3 6) 



310 A. Berger. 

Remplacons maintenant dans l '6quation (3 o) la fonction ~(n)  par 
fj(n)q~(n), nous obtiendrons au moyen de l'dquation (36) la formule 

(37) 
n t - - I  

hO) hi fll ' 

ce qui d6montre le th6or6me suivant: 
Th6or6me V. Si l'on d6signe par 60(z) une fonction bien ddterminde 

pour toutes les valeurs impaires positives de la variable z, et par $(?,) 
une fonction, qui pour tous les nombres impairs positifs n~ et n 2 satisfait 

la condition 

o n  a H r a  

2 2 ~ _  z ~(h~o + h,)~,(ho + h, ~) = ~ X ( -  ~1, g(n,) ~ g(,,,~)~(,,,,,,,), 
h O, h 1 1) 1 

oll l'on a k observer, que dans le premier membre h o pareourt tous les 
hombres pairs et h I tous les nombres i,,,pairs, et que dans le second 
membre n x et n 2 parcourent tous les nombres impairs positifs, pourvu 
que les sdries dans ]es d e u x  membres convergent inddpendamment de 
l 'ordre de leurs termes. 

Nous allons faire quelques applications de ce thdor6me. Posons 

~ ( - )  = r  

off q ddsigne une quantitd, dont le module est moindre que l'unitd, nous 
aurons la formule 

(38) 

Pour 

n l - - 1  

Xg(h :  + h~)q',:+~:= ~ X ( - - , )  ' g(,,,,)Z~(,,,)q","~. 
DO, hl nl ' 

on en d6duit 

(39) h~ hi q"' 
It o h I v't I - -  ~ 2 n l  ~ 
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formule, qu'on peut mettre sous la forme ~ 

(40) (I 71- 2q 4 71- 2q TM -31- 2q 36 "31, . . . ) (q  -21- ~o AC q25 .31_ q49 71_ . . . )  

__ q ~/~ q~ q7 

i--q'~ i - - q ~  + i - -q '~  I - - ~ "  + . . . .  

Pour 

l '6quation 

= ( - - , )  

subsiste pour t o u s l e s  nombres impairs-positifs n 1 
drons de l '6quation (3 8) 

(4,) 
ho~ hi 

Des congruences 

on d6duit 

nl--I 

311 

et n2, et nous obtien- 

( q . , _  q~., __ qO., + r  

hi--1' ~ n~--I 
~4nl 

~o ~ 0 (IIlod 2), h, ~ i  (mod 2) 

(h~o .ql_ ItS) ~ _ _  i ~ 2]l~oh~ .-1- (h~l A 1- I ) ( h ~ -  i) (tnod i 6 ) ,  

et, en y appliquant  la congruence 

h~_-- I 

on allrll 

d'oll 

(rood 8), 

(h~ + k~) ~ -  I ~ 2h~ (mod I6),  

(ho ~ + h~)'-- t _ ho ' .  ho (mod 2), 
8 - - 4 - - 2  

1 Voir Vorlesungen iiber Zahlentheorie yon LEJEUNE D[RICHLET~ (Dritte Auflage~ w 92 
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et par suite on obtiendra de l'dquation (4~) 

, - v q . ,  r  
ho, hi ~l I --~ 

(44) ( i - - 2 q  4 +  2q ' * -  2q 3 ' +  2qG'...)(q + qg + q'5 + q~9 + . . . )  

! - -  q2 I 6 q~O 
- -  q i + q "  "J[- 3 - -  ~l - -  qa  I - -  q7 I - - -  q,4. 
- -  q -i-4--~' ~ + q~~ ~ + q "  + . . . .  

En d6signant par m un nombre entier positif, Ia somme 

r  + r  + r  + . . .  + r  ,) 

est 6videmment ~gale ~ la somme des nombres des solutions enti~res des 
~quations ind4termin~es 

(45) x 2 + y 2 =  I, x2+Y~----3,  x ~ + y 2 = 5 ,  . . .  x 2 + Y ~ - - 2 m - - I  

ou 6gale au nombre de toutes les solutions enti6res simultan6es de 
yo r �9 t 1 megahte 

(46) x ~ + y ~  < 2m 

et de la congruence 

(47) x + y - - I  (mode); 

en effet ehaque solution enti~re d'une queleonque des ~quations (45) satis- 
fera aussi aux relations (46) et (47), et inversement chaque solution en- 
t i~re de ces deux relations safisfera k une des ~quations (45). Posons 
maintenant 

x y 
(48) = 

oh $ et 7/ sont deux inconnues nouvelles, il s'ensuit, que la somme 

r  + r + . . . .  + r  ~) 

ou, en divisant les deux membres par 2, 

OU 

h o  (,,1-1)<~,+~) 
I - -  2 . _ _  ~ (43) ~_.(__ ,)~-qhi~_..qh~= 2 ~ ( - - , )  8 q"' q,,,, 

ho ai "1 I -F 
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est 6gale au hombre de toutes les solutions $, 7] de l 'in~galitd 

(49) 4:~:q - r/~ < I ,  

313 

off ~: et 7/ d6signent des quantit~s des formes (48), los quantit~s x et y 
~tant des hombres entiers, qui satisfont ~ la congruence (47). Quant aux 
solutions de cette congruence, on peut les trouver de la mani~re suivante. 
En d~signant par ~v et y deux hombres entiers quelconques, qui satisfont 

la congruence, et en posant 

(5)'-o" y - - ~ + i  y + ~ +  i - -  - -  S:~ 
2 r ,  2 

les quantit4s r et s, seront 6videmment des hombres entiers, et des 6qua- 
tions (50) on tire 

x ~ s - - , r ,  y - - - - r + s - - I .  

Nous d6montrons ainsi, que nous obtiendrons toutes les solutions de 
la congruence (47) en laissant duns les formules (5t)  r et s parcourir 
tous Ies nombres entiers et  en comblnant ces hombres entre eux de routes 
les mani6res possibles, et inversement on trouvera, que les valeurs, ainsi 
obtenues ,  des hombres x et y satisferont ~ la congruence (47). Enfin 
nous obtiendrons par lk chaque solution seulement une lois, car ~ chaque 
solution x,  y correspondent d'apr~s les ~quations (5 o) des valeurs d~ter- 
min6es des quantit~s r et s. 

En introduisant duns les 6quations (4 8) les valeurs des nombres x: 
et  y ,  d(mn~es par Ies formules (5I),  nous trouverous, que la somme 

r  + r  + . . .  + r  

de routes les solutions 8, ~] de l'in6galit~ (49) qui 

s - - r  r - - b s - - i  
( 5 : )  = - - ,  q2m 

off r et s d~signent des nombres entiers quelconques. 
En consid~rant les quantit~s 8 et 7/eomme des coordonn~es reetangu- 

laires d 'un point, et en d6signant par G la portion du plan, qui renferme 
tous les points, dont les coordonn@s satisfont ~ la condition (49), mais 

Acta mathemat ica .  9. Impr im~ le 5 Mars 1887. 40  

est ~gale au hombre 
sont de la forme 
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qui ne contient d'autres points que ceux-ci, cette portion du 
6videmment !imit6e, et nous trouverons, que la somme 

plan sera 

r  + r  + .. + ,) 

est 6gale au nombre de tous les points dans la portion G, dont les coor- 
donn6es sont de l a  forme (52). Mais on peut aussi considdrer ces points 
comme les points drintersection des deux syst6mes de droites 

2 r -  I 2 8  ~ I 

(53) r2 = $ + ~/2m ~ = ~ $ + ~/2m 

oh r et s parcourent tous les nombres entiers. Ces syst6mes de droites 
sont orthogonaux, et les droites, qui appartiennent ~ chacun des deux 
syst6mes, sont situ6es s la distance 

l'une de l'autre; il s'ensuit, que par ces droites la portion G du plan est 
divis6e en des carr6s 6gaux, et que l'aire de ehaque carr6 es t  6gal h 

I 

Vn" 

Le nombre de ces earr6s est ~gal au hombre des points d'interseetion 
susdits, car h chaque carr6 appartiennent quatre points d'intersection, sa- 
voir les sommets du carr6, mais ~de l'autre c6t6 chaque point d'inter- 
section est un sommet commun ~ quatre carr6s. Par suite le hombre 
de ces carr6s est 6gal ~ la somme 

r  + r  + . . .  + r  

or, une portion finie du plan 6tant divis6e en des carrds 6gaux, dont on peut 
diminuer ind6finiment la grandeur, la limite du produit du hombre des carr6s 
et de l'aire de chaque carr6 est 6videmment 6gale ~ l'aire de cette portion 
du plan; donc, en d6signant l'aire de la portion G par ~r, nous aurons 

(54) l i m e ( i )  + r + . . .  + r l) = ~r, 

et il en r6sulte ce th6or~me: 
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Thfor~me u En d6signant par ~r l 'aire de la portion du plan, qui 
renferme tous les points, dont les coordonndcs rectangulaires $, r] satisfont 

l'in6galit6 
$~ + ~: < i ,  

mais qui ne renfcrme d'autres points que ceux-ci, chaque nombre positif 
impair  peut se mettre sous la forme 

x: + y~, 

off x et y dSsignent des nombres entiers, en moyenne de rr mani~res 
diffdrentes. 

En dSsignant par / l (n) ,  n 6tant un nombre impair positif, l'exc~s du 
hombre de ceux des diviscurs positifs d du nombre n, qui satisfont k la 
congruence 

=- i (rood 4), 

sur le hombre de ceux de ces diviseurs, qui satisfont k la congruence 

on aura ~videmment 

(55) 

~ 3 (rood 4), 

off 3 parcourt tous les diviseurs positifs du nolnbre n, et des dquations 
(26) et (55) nous obtiendrons 

( 5 6 )  - 
4 ' 

et par suite, m 6tant un nombre entier positif quelconque, 

(57) ,F1 ' ,FI r  I )  = i); 

des dquations (54) et (57) on ddduit la formule 

( 5 8 )  lim[~([) + f~(3) + . . .  +, '~(zm-- ~) 

De l~ r~sulte cette proposition: 

7~ -~ 
4 
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Th~orbme VII. L'exc6s du hombre de ceux des diviseurs positifs 3 
d'un hombre impair, qui satisfont k la congruence 

0~- I  (rood4), 

sin, le hombre de c~ux des diviseurs du m&ne nombre, qui satisfont ~ la 
congruence 

~ 3 (rood 4), 

est en moyenne 6gal b~ 4' la quantit6 rc ayant le m~me sens que dans 
r t t ~t le thdordme p eceaent. 

Puisque dans l'dquation (26) n e s t  un hombre positif impair, et que 
3 ~ la sommation dans le second membre ne parcourt que des nombres 
positifs impairs, on peut y poser 

oh r et k sont des nombres entiers positifs; par ces substitutions on d6duit 
de l'6quation (26) 

(59) r  4~t  ( - - - I )  k-l, 

oll k 
divise 
plus grand 
l'on aura 

parcourt tous les nombres entiers positifs, pour lesquels 2 k - - I  
2 r - - i .  En d6signant par E(x) ,  x 6tant unc quantit6 r6elle, ]e 

des nombres entiers, qui ne surpassent pas x, de sorte que 

la diff6rence 

0 < 3~- - .E(Z)  < I,  

sera 6gale b~ I ou b, o, selon que 2 k  ~ I divise ou ne divise pas 2 r - -  i ,  
et par suite on pourra mettre l'6quation (59) sous la forme 

(60) 
I k ~ l  
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d'ofi l 'on tire 

r ~  k=| r .... ( 2 r - -  I~ [ 2 r - -  2~! 
Cb,'-,) = 4~: ( - , )~- '22  [E ~TzT_ , / -  ~ k - , / j "  (6i) 

r=l k=l r~l 

La diff6rence dans le second membre 6tant 6gale ~ i ou k o, selon 
que 2r ~ I est un multiple ou n'est pas un multiple de 2 k - - I ,  la 
dernidre somme dans le second membre sera 6gale au hombre de ceux 
des nombres 

qui sont divisibles par 2 k -  I;  en d&ignant ce hombre par t, nous 
aurons 6videmment pour la d6termination de la quantit6 t les in6galit~s 

(62) ( 2 t -  l ) ( 2 k - -  I) __~ 2 , l ~ - -  1 ( (2t + I ) ( 2 k - -  I) ,  

d'ofi l'on tire 

(63) 2 m - - I  x < t +  I,  

on 

(64) t = E  2 ( 2 k - - i )  + ' 

et par cons6quent nous obtiendrons de l '6quation (61) 

r =  m ~ r  aO 

- = ' ) - ~ i : ( 2 k - i ) +  �9 r=l k=l 

Les termes de la s6rie dans le second membre 6tant dScroissants et ayant  
des signes altern6s, nous obtiendrons de l '6quation (65) , q 6rant un nombre 
positif quelconque, 

r ~ m  

(66) ~-~-1 ~ ( 2 r - -  I) 

k=q ( 21Ib-  I 
= 4~(-- I)k--iE \2~(2k-~ I) 

k=l 

I 
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o f l o < O < I  
symbole E(x), 

(67) 

A. Berger .  

On tirera de 1'~, en s 'appuyant sur la d6finition du 

I ' = m  

k~q 

= 4 ~ ( _ _  i),__., ( 2 ,m-- ,  ) (20--I 
+ p, + 4 8 , ( - -  ,)" ~{2~+ ,) + 

'1 I < Pk < I oi ~ ~___~ et o < O~ < ~. En posant 

et en divisant les deux membres de l '6quation ( 6 7 ) p a r  m, on aura 
p o u r  m ---~ 

(68) "=" ~=~ ( - - - - i - '  lira I E r  I) = 4 2-k-  
m = ~  ~ r= l  k=l 

et des 6quations (54) et (68) on obtiendra la formule 

~ "  I I --I- I I --1-- I I 
(69) + 

4 I 3 - - 5  7 - - 9  II 

Enfin nous emploierons l'dquation (40) fi l '6valuation d'une mtegrale 
d6finie; d6signons pour ce but par q une quantit6 positive, moindre que 

' n" ' 1 u lte, et posons 

(70) S 0 =  i + q ~ + q ~ + q ~ + . . . ,  

(71 ) s ~ = q + q ' ~ + q 2 ~ + q ~ ' + . . . ,  

il s'ensuit 

(75) S o - - s , = ~ - - ~ + q ' - - q ~ + ~ ' ~ - - q ~ +  . . . .  

Les termes de cette s6rie 6tant d6croissants et ayant  des signes altern6s, 
nous aurons 6videmment 
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oh o < p < i .  Au moyen des 6quations (7o), (71), (73)on peut mettre 
l%quation (40) sous la forme 

(74) : S 0  2 I - - ~ ,  I - -  - -  I - - q '  I - -q~ ' -~ -  1 __q ,o  I - - q " " ~ - ' ' ' ;  

multiplions les deux membres de cette 6quation par 

I - - q ,  

nous en obtiendrons pour q = 

z ( r  z ~ ~ ) 
(75)  l i m ( I - - q ) S 0 2 = ~  i - - ~ q - ~ - - ] d - . . .  , 

q=l 

d'oh l'on tire, en y appliquant la formule (69), 

(76) lim ~/i --  q S o = v,, .  
q=l 4 

Puisque on a 

lim I - -  q _ I ,  
q=l - -  log q 

nous obtiendrons des 4quations (7 o) et (7 6) 

(77)  lim ~ / - - l o g q ( i  q- q4 _1._ q,6 ._}_ qaG "4- . . . )  ---- V~. 
q=l  4 

Substituons dans cette 6quation 
~2 

q - - - - e  4, 

oh 3 d6signe une quantit6 positive, nous auron,~ 

(78) l i m 3 ( i  + e -'~' + e -''~' + e -9'~' "-I- . . . )  = ~? ,  
3=0 

et, par suite, conform4ment k la notion d'int4grale ddfinie, 



8 2 0  A .  B e r g e r .  

Des formules (69)e t  (79), que nous avons d6duites d'une propositlion 
616mentaire de la th6orie des nombres, r6sulte Ie th6or6me suivant: 

Th~or~me VIII. Si l'on d6signe par ~r l'aire de la portion du plan, 
qui renferme t o u s l e s  points, dont lea coordonn6es rectangutaires $, ~] 
satisfont k l'in6galit6 

mais qui ne renferme d'autres points que ceux-ci, on aura 

~" I I I I r I 
- -  F + - - - - - + . . . ,  

4 x 3 5 7 9 I I  

2 
O 


