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EINIGE SATZE

UBER SUMMEN VON DIVISOREN

VON

JACOB HACKS

in BONN.

Bezeichnet man mit f(m) die Anzahl der in m aufgehenden ganzen
Zahlen, so ist bekanntlich, wenn die Zerlegung von m in seine Prim-

factoren gegeben ist
m = a*b’c" ...k,

wo a, by, ¢, ..., k" von einander verschiedene Primzahlen sind,

(1) fm) == (a + DB+ )G+ 1)...(0 + 1)
Bedeutet F(m) die Summe

() + 1)+ @3+ ...+ (m),

o =[3 ] [2] +[2] 5 2]

wo [x] die grosste in x enthaltene ganze Zahl bezeichnet.
Bedeutet g(m) die Summe der Divisoren der Zahl m, so ist

]0 ist

t+1 1 1
Tt — 1t 1 T

(2) g(m) = :

a— 1 b—1 T k—1

und bezeichnet man mit G(m) die Summe

g(1) + 9(2) + 9(3) + ... + g(m),
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so 1st

(3) oy = o[ ]2 5|2+ ]2

Es sei jetzt m eine ungerade Zahl und es werde ein Ausdruck gesucht
fur die Function

L(m)y =1(0) + 1(3) + £(5) + ... + F(m).

Offenbar kommt bei den Zahlen 1, 3, 5, ..., m die Einheit

-1

mal als Divisor vor, die Zahl 2, ebenso alle andern geraden Zahlen

2]
3.

2

konnen nicht als Teiler vorkommen, die Zahl 3 erscheint [

m
. . . . .
mal als Teiler, u. 8. w., die Zahl m endlich — { mal. Demnach ist
2

F(m) = [[I ]2+—I] + [[3 ]2+—IJ F.o 4+ |["”‘2+——IJ,
oder da allgemein die Gleichung besteht
|5 =

F(?)z),—_[mj'l]%_[m+3]+lm+5J +,m+mJ

< 2m

Wenn man mit G(m) die Summe

g(1) +93) +9(5)+ ... + g(m)

bezcichnet, so ergibt sich

O e R e E e E

2m
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Wir bezeichnen mit £(m) die Summe aus den ungeraden und den halben
geraden Divisoren der Zahl me, mit I(m) die Differenz aus den geraden
und den ungeraden Divisoren der Zahl m, und setzen

K{m)y =ka)y 4 k(2) 4+ ... + k(m),
) I(1) 4+ 1(2) + ...+ {(m).

Daun ist

K(m) = 1[%5‘ 41 [m ] 43

A R

wenn m =1 (mod 2), und

O L R G R E b e Pt
wenn =0 (mod 2).

Dem letzten Gliede kann man in beiden Fallen die Form geben

" | (m + L m
mil —
.

mn I m| e . 1 . . :
da ~-+ [7J fur gerades m gleich -, fur ungerades m gleich 1 ist.

™

2

Ferner ist
(4) L(m)z—-——[m‘l-{— Iml

Die Kenntniss der Functionen F(m), G(m), k(m), 1(m), I(m), L(m)
verdanke ich einer Vorlesung des Herrn Professor Lipscarrz. Obige
Ausdricke fur K(m) und L(m) finden sich im roo. Bande der Comptes
Rendus (R. Lirscarrz, Sur les sommes des diviseurs des nombres, p. 845).

Von allen diesen Summenfunctionen lasst sich, wenn m als gegeben
betrachtet wird, im voraus bestimmen, ob sie gerade oder ungerade sind.

Aus der Darstellung (1) der Function f(m) folgt zunichst, dass f(m)
fur jede nichtquadratische Zahl gerade, fir jede Quadratzahl ungerade
sein muss. Hieraus ergibt sich mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass
f(1) = F(1) ungerade ist, dass F(m) fur 1, 2, 3 ungerade, fir m = 4, s,
6, 7, 8 gerade, fur m =g, 10, ..., 15 wwder ungerade ist, u. s. f.

ﬁ] (= )'”ml m] .

3

oder allgemein
F(m)=[ym| (mod 2).
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Bringt man dic Gleichung (2) in dic Form

gmy=(1+a+a + ...+ a1 +Db+V+...+ ). ..,
so sieht man, dass g(m) fur jede Quadratzahl notwendig ungerade ist.
Ist m gleich dem Doppelten ciner Quadratzahl, so ist vermoge der Glei-
chung

p(a ) = g2 g (n),

in welcher # cine ungerade Zahl bedeuten soll, g(m) gleichfalls ungerade,
da g(2®*)=1 (mod 2) ist. Ist hingegen m weder gleich ciner Quadrat-
zahl noch gleich dem Doppelten einer Quadratzahl, so ist g(m) offenbar
gerade. Demnach ist

Gim)=[\m] + IV'—}J (mod 2),-

da G(m) so oft seinen Charakter (ob gerade oder ungerade) andert, als m
die Form «*® oder 2u* annimmt, und [yu] + {\/’_'EJ genan dieselbe Ei-
: . 2
: ., - AR . .
genschaft hat.  Da nun G(1) = [yi] + I \/;J ist, so ist obige Kongruenz
gerechtfertigt.
In gleicher Weise findet man

F(m)= [u@il] (mod 2).

Die Richtigkeit dieser Kongruenz leuchtet sofort ein, wenn man
Tym . ' 1
bedenkt, dass [ﬂ;~J denselben Wert behalt von m = (2n — 1)*
incl. bis m = (2rn 4 1)* excl. und einen ungeraden Wert hat fur un-
gerades n, einen geraden Wert fiir gerades n. Ebenso ist auch

G (m) :[l"%i_f] (mod 2).

Vermoge einer oben gemachten Bemerkung kann man auch schreiben

I'(m)= G(m) = [\/m;'ﬂl-J (mod 2).
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Die Function k(m) ist fur ungerades m gleich g(m); wir konnen
also unsere Erorterung auf den Fall m =o (mod 2) beschriinken. Da
gilt nun der Satz, dass fur gerades m die Function k(m) stets einen ge-
raden Wert hat. Denn zu jedem geraden Divisor, welcher =2 (mod 4)
ist, gehort ein ungerader Divisor, (namlich die Hilfte des geraden) und
die Summe aus ersterem halb genommen und aus letzterem ist eine
gerade Zahl. Denkt man sich daher die simtlichen halb genommenen
geraden Divisoren von der Form 4n 4 2 zu den zugehorigen ungeraden
Divisoren addiert, so ist das Resultat eine gerade Zahl, und es bleiben,
da auch umgekehrt ein ungerader Divisor ohne zugehorigen geraden Di-
visor von der Form 4n + 2 nicht auftreten kann, nur noch etwaige
Divisoren von der Forin 4 ubrig, deren Halften also gerade sind. Aus
diesem Satze, dass filr m =o (mod 2), k(m) eine gerade Zahl sein muss,
folgt mit Beriicksichtigung des oben tiber die Function g(m) Gesagten
dic Kongruenz

ym 2+ —IﬁI (mod 2).

K (m) =|

Zur Herleitung dicser Kongruenz kann man auch vorteilhaft benutzen
die von Lirscurtz in der oben erwihnten Abhandlung aufgestellte Glei-
chung

k(m) = 2"g(m'),

wo m = 2"m’ eine beliebige ganze Zahl und m’ cine ungerade Zahl ist.
An der citierten Stelle findet sich auch die Gleichung

l{m) = (21" — 3)g(m'),
dic sich zu einem Beweise der Kongruenz
L(m) = [ym]| + [ \/?J (mod 2)

verwenden lasst. Andererseits findet man auch durch Addition oder Sub-
traktion der Gleichungen (3) und (4), dass

L(m)=G(m) (mod 2).




