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UBER EINEN ZUSAMMENHANG

ZWISCHEN GEWISSEN LINEAREN

DIFFERENTIAL- UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN

VON

HJ. MELLIN

in HELSINGFORS.

1. In meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafunction, Bd. 8 dicscs
Journals S. 37—80, habe ich gewisse mit der Gammafunction schr nahe
verwandte Transcendenten untersucht. Hs wurde behauptet, dass die for-
male U‘bereinstimmung, welche die Theorie dieser IFunctionen mit der
Theorie der linearen Differentialgleichungen in gewissen Hinsichten erhilt,
dadurch erklart werden kann, dass in der That auch ein bestimmter Zu-
sammenhang zwischen diesen Functionen und den Integralen gewisser li-
nearen Differentialgleichungen stattfindet. Am Ende der Arbeit wurde
ein specieller, diesen Zusammenhang angebender Satz ausgesprochen. Es
wurde zugleich behauptet, dass dieser Satz nur ein Specialfall von all-
gemeineren auf Differentialgleichungen der Form

(1) (ag— box)x"y™ + (¢, — byx)x" 'y 4+ ... + (0, — b, x)y = 0O

sich beziehenden Sitzen sei. Die Differentialgleichung (1) wurde bei
jener Gelegenheit in der Gestalt

ar g ix“"y:cxﬂixﬁ'i. 4

de” dxe’ " dx de” de’’ 'dmx Y

auf die sie immer gebracht werden kann, geschrieben.

Acta mathematice, 9. Imprimé le 17 Novembre 1886. 18
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Der Zweck ‘der vorliegenden Arbeit ist nun, die Richtigkeit der oben
crwithnten Behauptungen nachzuweisen.

Obgleich e¢s nicht immer nothwendig ist, stellen wir uns dennoch vor,
dass die bestimmten Integrale, von denen im Folgenden die Rede sein
wird, lings einer die Grenzen verbindenden Geraden erstreckt sind. Liegt
cine singulire Stelle zwischen den Grenzen, so kann sie mit Huife eincs
unendlich kleinen Halbkreises vermieden werden.

Ist @, von Null verschieden, was im Folgenden vorausgesetzt werden
soll, so haben die Integrale der Differentialglcichung (1) bekanntlich die
Eigenschaft, mit einer passenden Potenz von z multipliciet, in der Um-
gebung von # = o endlich zu bleiben, und konnen in dieser Umgebung
durch eine Summe von Reihen der Form

s 2}

() (v) X¢ b—17 5.

x”go[co + & logx + ... + ¢, (logx) o,
daroestellt werden, wo o eine Wurzel der zum singuliren Punkte £ = o

te) ) H o
der Differentialgleichung (1) gehorigen Fundamentalgleichung bedeutet.
Bezeichrniet also ¢(z) ein Inteeral dieser Differentialeleichung, so hat das
14 g 2 &

bestiminte- Integral
1

(2) f(z r:./'gp(x)x?*"(lx,

fur hinreichend grosse Werthe des reellen Theiles von 2, sicher cinen
endlichen Werth, wenn der singulire Punkt

der Differentialgleichung (1) von 1 verschieden ist. Den Fall wo a=1
ist, wollen wir spiter fur sich betrachten. Der Kiirze halber wird daher
im Folgenden, wenn “das entgegengesetate nicht gesagt wird, angenommen,
dass & = 1 eine regulire Stelle unserer Differentialgleichung ist.  Be-
zeichnet man also die entgegengesetzten Werthe der Wurzeln der ge-
nannten Fundamentalgleichung mit

By Byy v o0y By

und den grossten unter den reellen Theilen von z,, 2, ..., 2z, mit 4, s0
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hat das bestimmte Integral (2) immer ecinen endlichen Werth, wenn der

reelle Theil von 2> A ist.
Durch das bestimmte Integral (2) wird nun cine Function definirt,
welche die folgende lineare Differenzengleichung erster Ordnung befriedigt

(3) r(2)f(z + 1) = 1,(2)/(2) — RB(2),

wo 1,(2), r,(2), R(2) ganze rationale Functionen bezeichnen.

Die Richtigkeit dieser Bebauptung ergiebt sich folgendermnassen.
Durch Multiplication mit 2" und Integration zwischen den Grenzen o
und 1 folgt zunichst aus (1):

1

(4) /, 2—1 (aoxn?j(u) + alxn—ly(n—-l) + .. + 0,,y)dx
0

1

_ /.xz(boxny(u) b L+ by d

0
Das Verfahren der theilweisen Integration liefert ferner die Gleichung

1

(s) [yurdn = gy g a g Ve — 1)

0

+(—1)ye(z—1)... (¢ —v + l)jiyxl*’dx,

wo yi” den Werth von y% fur # == 1 Dbezeichnet. Aus Gleichung (4)
erhellt nun, indem man auf beiden Sciten gliedweise integrirt und jedes
Glied mit Halfe von (5) transformirt, dass man auf der linken Scite
ganze rationale Functionen und ausserdem das Integral

1

fy;c?“’ dx. = f(z)

o

und gleichfalls auf der rechten Seite ganze rationale Functionen und
ausserdem das Integral

/.yxzdx = flz + 1)
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bekommen wird. Die so erhaltene Gleichung kann nun offenbar auf die
Form (3) gebracht werden.

Die ganzen Functionen r,(2) und r,(z) sind durch folgende Glei-
chungen bestimmt

(6) r,(2) = ay—a, 12+ @, y2(z+ 1)+ (— 1)@z 4+ 1).. (¢ + n—1)
(7) r(2) =0, — b2+ 1)+ bz + 1)+ 2)+ ...
e (— Db+ D+ 2) .. (2 F )

R(z) ist hochstens (n— 1)*" Grades. Die beiden Functionen r (2) und
r,(z) sind von dem Integrale ¢(x) unabhangig. Die Coefficienten in R(2)
aber sind homogene lineare Functionen von ¢(1), ¢'(1), ..., ¢“ 7 (1). Es
ist offenbar

r(— &) = a, + @12 + a, y2(z— 1) +..F @2z —1).(¢—n + 1)=0
die zum singuldren Punkte x = o, und

r(¢2—1)=0b,~—~b,_ 24 b, y2(z+ 1)+ .. (—1)"bz(z+1)...(¢ +n—1)=0

die zum singularen Punkte z = oo der Differentialgleichung (1) gehorige
Fundamentalgleichung.

2. Das oben betrachtete Integral f(z) kann in manchen Fillen
durch einen einfachen analytischen Ausdruck dargestellt werden. Wir
wollen, um dies zu zeigen, annchmen, es sei entweder |a,| > |b,| > o
oder |a,| =|b,] > 0 (nicht aber @, = b)), und im letsten Falle der
reelle Theil von

— b1 ,
TR e
in algebraischem Sinne grosser als — 1.
Setzt man
r(z) _ 0 R(z) _
e " T e~ B

so folgt mit Hulfe von (4) die Gleichung
(8) f(z + 1) =r(2)f(z) — R(2),
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durch deren wicderholte Anwendung sich die folgende ergiebt

v ~ R(») Riz+ 1
(9) = tresnt
R+ m-—1) z + m)

.+ +

r(e)r(z 4+ 1.t +m—1) ()4 1)...7z +m—1)

Unter den obigen Voraussetzungen kann nun gezeigt werden, dass das
Restglied in (9) stets die Null zur Grenze hat. Dies ist, wenu |a,|>|b,|
ist, unmittelbar ersichtlich; denn das Product

r(s)r(z + 1)...r(z +m—1)

wird alsdann mit wachsendem m unendlich, wahrend f(z + m), da in (2)
die Veranderliche x auf das Intervall o...1 beschrankt ist, sich der

" . a .
Grenze Null nithert. Ist |a,| == ]0,]|, so setzen wir ;0= 6 und bezeichnen

0

die Wurzeln der Gleichungen
r,(z) = und r,(2)=o0
beziehungsweise mit
Gy Zoy vovy £
und
2y Byy weuy e
Dann ist

x=z+a5+. . F 2 —z—2—. . —2,.
Bringt man das Restglied in (9) auf die Form

f(z 4+ m) a"m” flz + m)

I+ 1).. T +m—1) T()re+ 1).. .t +m—1) g"p*

so geht aus § 2 meiner oben citirten Arbeit hervor, dass der erste Factor
rechter Hand fir wachsendes m sich der endlichen Grenze

1im am'mx _: IW(Z — Z]) F(Z —_ Zg) . r(z — Z,,)
m=w B()PE + 1. P +m—1)  ['G——2z)...[(z—2z)

nahert. Da der reelle Theil von z grosser als A vorausgesetzt wird, wo
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A die in § 1 Dbestinmte Zahl bedeutet, so giebt es offenbar cine positive
Constante 4, welche die Bedingung

|yz] < 4

erfillt, wenn z auf das Intervall o...1 beschrankt ist. In Folge eines
bekannten Satzes aus der Theorie der bestimmten Integrale ist daher

1 1
. N N A
| £z 4+ m)] §[|yx*|x"”']dx < Afx“‘ t=
R ki
[} ]
Hieraus crgiebt sich
[z + m) I A l
mox X411 *
a m m
Da unserer Annahme nach der reelle Theil von x> — 1 ist, so crhellt

hicraus, dass das Restglied in (9) fur wachsendes m sich der Grenze
Null nihert.

Hiermit ist nun unter den oben erwahnten Voraussetzungen dargethan,
nicht nur dass die Reihe

@

Z R+ v)
r(:r(z 4+ 1)...r&+ v)

y=0

wenigstens fir dicjenigen Werthe von 2z, fiir welche das Integral cine
bestiminte Bedeutung hat, eine convergirende ist, sondern auch dass

o

1/ g R + )
(IO> fyx' dr = Zr(z)r(z-{— I)...r(z-i—u).

v=0

Der Convergenzbereich der rechten Scite von (10) ist nicht wie
jener Bereich, in dem die linke Secite cinen bestimmten Sinn hat, ein
beschrankter. Xs kann unter den oben gemachten Voraussetzungen be-
wiesen werden, dass diese Reihe immer convergirt, wenn nur 2z von den
Wurzeln der Gleichungen

r,(¢ +v)=o0 =0,1,2,..)

verschieden ist. Nechmen wir zundchst an, es sei | q,| > [0,], so nihert
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sich offenbar der Quotient eines Gliedes der Reihe durch das vorherge-
hende, d. h. die Grosse
Rz + m) Tz + m)
Rz +m—1) r(z +m)’

wenn m ohne Ende wiichst, einer Grenze, deren absoluter Betrag kleiner
als 1 ist, und es ergicbt sich leicht, dass die Reihe in der Nahe jeder
von den Wurzeln der genannten Gleichungen verschiedenen Stelle un-
bedingt und gleichmassig convergirt. Ist ferner |a,| =|b,], so ent-

. . . . .. I
wickeln wir den obigen Quotienten nach positiven Potenzen von — und

crhalten nach einer einfachen Rechnung

R(Z + m) r‘(z + ‘m,> . h—m — 3
Rz +m — 1).1‘0(2 T a(l +4m-'+ mg—l— >,

wo k die Gradzahl des Zahlers von R(2) und ¢, ¢,, ... von m unab-
hiingige Grossen bezeichnen. Weil & hochstens gleich # — 1 und der reelle
Theil von x grosser als — 1 ist, so ist der reelle Theil von % — 2 — x
jedenfalls megativ. Da die Grosse @, deren absoluter Betrag gleich 1 ist,
von der Einheit verschieden ist, so sind nach einem bekannten Satze fur
die Reihe'(10) dic hinrcichenden Convergenzbedingungen erfillt.

In meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafunction bin ich, von der
Gammafunction ausgehend, auf einem anderen Wege zu Reihen der Forin
(10) gekommen, indem gewisse anfangs durch Partialbruchreihen dar-
gestellte Functionen auf diese Form gebracht wurden. Stellt man die
irgebnisse dieser Arbeit mit dem Obigen zusammen, so crhellt; dass eine
grosse Anzahl bestimmter Integrale auf jene Functionen zuriickgefuhrt
werden kann. Zwischen der Differentialgleichung

(ay — byx) 2"y + (ay — byx)x* 'y D + ...+ (¢, — b, x)y = 0

einerseits und der Gammafunction andererscits ergichbt sich zugleich ein
intercssanter Zusammenhang, der aus der folgenden Darstellung hervor-
gehen wird. Fassen wir zunichst den Fall, wo |a,| > |%,] ist, vorzugs-
weise ins Auge, so kann dieser Zusammenhang in aller Kurze folgender-
massen angegeben werden.



144 Hj. Meliin.
die

Bezeichnet man mit & die erste der Grossen b,, b, ..., b
nicht- gleich Null ist, und setat

nY

ro(2) = (— 1)@z —2)e — &) ... (¢ — 2,)
r(z)=(—1)"bz—a)(e—au)...(6—2)
; {1 g — )z —2) ... 1z —2)

Fz) = <b> IFe—o)l'z—2z)...1z— z)

so ist I'(z) eine der Gleichung
Flz 4+ 1) =1r(2)F(2)

geniigende Function. Diese Gleichung kann als ein Specialfall von (8)
aufgefasst werden. Dem Mirrac-LEFFLER'schen Satze gemiss setze man
nun

F(z) = P(2) + Q(2),

wo P(z) eine Partialbruchreihe und @(z) eine bestindig convergirende
Potenzreihe bezeichnet. In der oben genannten Arbeit ist gezeigt worden,
dass. P(z) einer Differenzengleichung der Form (8) Genige leistet. Anderer-
seits iberzeugt man sich ohne Schwierigkeit, wenn man die Abhingigkeit .
der rationalen Function R(2) von y,, y{, ..., yi"" beachtet, dass es unter
den particularen Integralen der obigen Differentialgleichung eines und
zwar nur ein einziges » giebt, fir welches die durch

f(z) :flyyxf"dx

definirte Function f(z) dieselbe Differenzengleichung geniigt wie P(2).
Da die beiden Functionen P(z) und f(z) ausserdem die Bedingung

lim P(z + m) = o = lim f(z + m)

m= % m=aw

erfiilllen, so folgt leicht aus den {ritheren Betrachtungen, dass sie im
ganzen Giltigkeitsbereich des Integrals ibereinstimmen miussen. Es giebt
somit ein particulares Integral % der Differentialgleichung (1), fir welches

1
P(z) :fﬂx”‘ dx.
0
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Die bestandig convergirende Potenzreihe Q(z) gentigt auch einer Dif-
ferenzengleichung der Form (8). Dass diesclbe, sowie auch die Function
I'(z), mit Hulfe eines particularen Integrals der Differentialgleichung (1)
auf die Form eines bestimmten Integrals gebracht werden kanun, wollen
wir im Folgenden fiir einen ziemlich umfassenden Fall nachweisen.

3. Es soll nunmehr vorausgesetzt werden, dass ¢, und b, beide von
Null verschieden sind. Die zum singularen Punkte

der Differentialgleichung (1) gehorige determinirende Fundamentalgleichung
lautet

plo—1)...(o—n+ 2)o+ x+ 1) =o0.

Das zur Wurzel p = — x — 1 gehorige Integral, welches im Folgenden
mit » bezeichnet wird, ist nun besonders bemerkenswerth. Der obigen
Voraussetzung fitgen wir nun noch die Bedingung hinzu, dass der reelle
Theil von x kleiner als — » sein soll. Lis sind alsdann die Werthe

n—1)

’
7417 Wn? ""77(: ’

welche %, 7', ..., ™" fur 2 = a annehmen, alle gleich Null, und das
Integral

(11) f(2) :fayx”‘ dx

hat sicher eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil von z grosser
ist als eine gewisse reelle Zahl A, dic von den Wurzeln der zum singu-
laren Puncte £ = o gehérigen Fundamentalgleichung abhiingig ist,

Da 9, 74y -, 75" gleich Null sind, so folgt durch wiederholte

theilweise Integration

a

a
jﬁ"’x"dx =(—1)zle—1)... (¢ —v + I)/;yxz""’dcc. =01, ..., n—1).
0 h

Acta mathematica. 9, Imprimé le 22 Novembre 1886, 19
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Mit Hulfe dieser Formel folgert man nun aus der Gleichung

a

fxz“(ao o'y a2y 4L+ a,y) dr

0
— f 2 (b, 2"y + b2y 4L+ byy)de
]

ganz so wie in § 1, dass f(2) der linearen Differenzengleichung

r (,z)f(z + I) =T, (Z)f<z)

oder

fle + 1) = 2(2)1(2)

Gentige leistet, wo r,(2) und r (2) durch die Gleichungen (6) und (7)
bestimmt sind.
Setzt man

r,(z) = (— 1)a,(z — 2)(z — 2) . .. (2 — 2,)
r(2) = (— 1)b(e — )z —2p) ... (2 — 2))

(#—2)2—2)...(z— 2,

(z—21)z —23)...(z — )

r(z) =a

azr(z——zl)]ﬂ(z—zg)... [(z —2z,)
e — )z — z;)...['(z—z,',,)’

(12) F(z) =

so ist F'(z) eine Function, welche ebenfalls die Gleichung
F(z 4 1) =1(2)F(2)

befriedigt. s soll nun gezeigt werden, dass sich f(2) und F(z) nur
durch einen constanten Factor von einander unterscheiden kénnen.

Das bestimmte Integral f(z) hat folgende Eigenschaften:

I. Die Gleichung f(¢ + 1) = r(2)f(2) besteht fur alle Werthe von
z, fur die das Integral einen bestimmten Sinn hat.

II. Man kann eine reelle Zahl o so annehmen, dass sie in alge-
braischem Sinne grosser als der reelle Theil einer jeden der Grossen
2y 2, «.o., 2, ist, und dass f(2) in der Niahe jeder Stelle 2z, = {4 i,
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fiar welche o < { < a 4 1 ist, in eine nach positiven ganzzahligen Poten-
zen von z — z, fortschreitende Reihe entwickelbar ist. Das letztere ist die
Folge cines bekannten Satzes aus der Theorie der bestimmten Integrale.’

IMI. In dem soeben erwihnten Bereiche von 2z kann der absolute
Betrag von a7°f(z) nicht tiber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Es
ist namlich, wenn man x = af setat,

1

a*f(z) = a“f;;x’“ld;c zfptz“dt
0

0

und ¢ eine reelle Veranderliche, woraus sich die Richtigkeit der Behauptung
sofort ergiebt.

Betrachten wir jetzt die Function F(2), o ist unmittelbar ersichtlich,
dass sie die Eigenschaften 1 und II besitzt. Mit Hiulfe des analytischen
Ausdruckes der Gammafunction findet man ohne besondere Schwierigkeit,
dass F(z) auch die Bedingung III erfullt.

Nun habe ich mich von der Richtigkeit des folgenden Satzes uber-
zeugt, der tibrigens nur ein Speciaifall eines viel allgemeineren ist.

Es giebt, abgeschen von einem constanten Factor, nur eine einzige ana-
lytische Function, welche die Gleichung F(z 4 1) = v(2)F(2) befriedigt und
ausserdem die wunter Il wnd I1I erwdhnten FEigenschaften besitzt, und zwar
st diese Function identisch wmit

@ I'(z — 1) 17‘(74 — 22) oo — z")
Ie—a) [z —2y) ... [(z — a)

In Folge dieses Satzes ist

(13) a Ia— Zf) Iz — Z'f) T — Z'f) = (. f;yx”“dx
s — )z — 29y ... [z — 2z,) Y

0

fiir alle Werthe von z, fiir welche das Integral einen bestimmten Sinn hat.

Durch diese allgemeine und, so viel ich weiss, neue Gleichung wird
eine grosse Menge bestimmter Integrale auf die Gammafunction zurick-
gefithrt.

! Biche Scueerrur, Zur Theorie der Functionen I'(z), P(z), Q(z), CRELLES Jour-
nal, Bd. 97, S. 237.
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In der Theorie der bestimmten Integrale hat bekanntlich die Gamma-
function eine grosse Anwendung. Es sind besonders die Gleichungen

r(z) . &i —mz a2—1 7
(14) ot -—J(Z ¥ dx
0
M) (a)  p
z o . —
(15) Tara =)o oy
0

welche sehr oft benutzt werden. Deswegen und weil die Gleichung (15)
nur ein Specialfall von (13) ist, gewinnt diese allgemeinere Gleichung ein
besonderes Interesse.

Ich behalte mir vor bei ciner anderen Gelegenheit zu zeigen, dass
die Gleichung (r4) in ahnlicher Weise wie (15) verallgemeinert werden
kann.

Die Potenzen des EvLerschen Integrals erster Gattung konnen nun
beispielsweise in der Form eines bestimmten Integrals ausgedruckt werden.
Setzt man namlich

so wird

(U aN I
(7,(2 ¥ ”T> = C fagr dx,
0

wo z die folgende Differentialgleichung befriedigt

ii_ ix €T d 1,a?
oo Iw(ﬁ Y.

d ix xd o a
dm'y—_xdmxdm d

—x

dae ™ de
Die Anzahl der bezeichneten Differentiationen ist auf beider Seiten gleich .
Nimmt man an, s sei a eine positive ganze Zahl, so erhilt man eine
Verallgemeinerung der Gleichung

1-2...(x—1)
2z + 1) ...+ a—T

1
= [ot (1—a) e,
Q
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Durch eine gecignete Specialisirung von (13) erhalt man ferner die
Gleichung
' lMz—y+ 1)
I'e—a+ )I'z—g+ 1)

1
:C'fF(T_—a? T—ﬂ; )’—fl—-ﬂ-l- I, I ———-x)(l —x)T‘““ﬁx’“ldx,
0

wo I’ die hypergeometrische Reihe bezeichnet.
Ist @ von 1 verschieden, so kann offenbar die oben betrachtete Func-
tion F(z) folgendermassen als Summe zweier Integrale dargestellt werden

a 1 a
(16) F(2) :fmcz"ldw = /.nx’“‘dx —i—f)ym”ldx,
0 0 1

wobei 7 statt C. geschrieben ist. Setzen wir

so hat das Integral @(z) fir jeden Werth von z eine bestimmte Be-
deutung und kann in Folge eines schon frither benutaten Satzes in der
Nahe jeder endlichen Stelle z, nach positiven ganzzahlizen Potenzen von
2 — 7, entwickelt werden. Sie hat inithin den Charakter einer ganzen
Function und kann daher in eine bestandig convergirende Potenzreihe
entwickelt werden. Nach § 1 befriedigt P(z) eine Differenzengleichung
der Form

Pz + 1) =1r(2)P(2) — R(2),
und mithin Q(2) = F(z) — P(2) die Gleichung
(17) Q(z + 1) = r(2) Q(2) + R(z).
In der Umgebung von z = o kann das Integral » durch eine Summe

von Reihen der Form

7, = x"vgo O + P logx + ... + C¥ (logw)']a,
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dargestellt werden, wo p eine Wurzel der zum singuliren Punkte x = o
gehorigen Fundamentalgleichung bedeutet.  Diese Reihen convergiren be-
kanntlich innerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkte z = o und dem

Radius |a|= %"
Q

mit Hulfe der Formel

. Ist nun |a|> 1, so kann offenbar der Ausdruck z*'y,

1
fx"“ (logx)"'dx =

0

(=™ 1r.2...(m—1)

Zﬂb

gliedweise integrict werden, und es ergiebt sich dann eine gewohnliche
Partialbruchreihe der Form

- A7 A A
(15) Yo g ),
N+ p+v (z+p+v z+p+v)/
welche immer convergirt, wenn z von den Grossen
p=—2y, ", .., 7
__lo——v (yz 0,11, ;, )

verschieden ist.  Das Integral P(z) kann mithin in der Form einer Suinme
von Partialbruchreihen der Gestalt (18) ausgedruckt werden. Hiermit
vergleiche man § 5 meiner frither erwahnten Abhandlung.

Auch im Falle |a,| = |b,] ist, wie ich hier nicht niher ausfahren
will, die gliedweise Integration erlaubt, wenn x die oben festgesetste Be-
dingung erfullt. Diese Bedingung ist ubrigens fur eine solche Integration,
wenn auch hinreichend, bei weitem nicht immer nothwendig. Es soll bei
dieser Gelegenheit auch nicht naher erdrtert werden, ob diese Bedingung
fur die ubrigen in diesem § dargestellten Resultate nothwendig sei. In
der That kann ich gegenwirtig keinenfalls eine vollstindige Darstellung
des Gegenstandes dieser Arbeit beabsichtigen, weil eine solche Darstellung
von einigen allgemeinen, auf Gammafunctionen sich beziehenden Sitzen
vorausgegangen werden muss, die sich nicht in fritheren Arbeiten finden
durften, wenn man von einigen ganz speciellen, von ScHEEFFER' bewie-
scnen absieht. In der nichsten Zeit werde ich eine Arbeit versffentlichen,
wo ich den Gegenstand meiner fritheren und der vorliegenden Abhand-
lung in einer vollstandigeren Gestalt darzustellen beabsichtige.

Y Zur Theorie der Functionen I'(z), P(z), Q(z), CrELLE’S Journal, Bd. 97.
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4. Ist b, von Null verschieden, so konnen die Integrale y der Dif-
ferentialgleichung (1) in der Umgebung von z = oo durch eine Summe
von Reihen der Form

(1)”j§:[CJ 4 Clogt + ...+ C (1oal)k”f]<l>"
® y=0_° Vo R x)’
dargestellt werden, wo p eine Wurzel der zum singulidren Punkte x = <o
gehorigen Fundamentalgleichung bedeutet. Bezeichnet man wie frither
die Wurzeln der Gleichung r,(¢) = o mit &, &, ..., 2, so sind nach
§124+ 1,5 +1,...,2 + 1 die Wurzeln der genarnten Fundamen-

talgleichung. 1Ist nun der singuldre Punkt » = % = a von I verschieden,
0

was in diesem § angenommen wird, so ist, damit das Integral

(19) g(2) ==fy:v‘“‘dx

einen bestimmten Werth habe, nach dem gesagten im Allgemeinen erforder-
lich und immer hinreichend, dass der reelle Theil von ¢ in algebraischem
Sinne kleiner als die reelle Zahl p sei, womit der kleinste unter den
reellen Theilen von 2 4 1, 2, 4 1, ..., 2z, + 1 bezeichnet wird.

In § 1 ist gezeigt worden, dass das Integral

(20) f(2) =fyx2“‘dx
die Gleichung 0
(21) r,(e)f(e + 1) = r,(2)f(s) — B(2)

befriedigt. In ganz #hnlicher Weise findet man jetzt, dass g(z) der
Gleichung

(22) r,(2)g(z 4+ 1) = r,(2)g(2) + B()

Gentige leistet. Die ganzen Functionen r (2) und r,(2) sind durch die
Gleichungen (6) und (7) bestimmt. Die ganze Function R(2) ist auch in
den beiden Gleichungen (21) und (22) dieselbe, wenn y in (19) und (20)
dasselbe Integral bezeichnet, was im Folgenden angenommen wird.
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Setzt man wie friher in § 2

r,(z) —
N TEh i = RO
go folgt aus (22)
(23) 8(z 4 1) = r(2)g(2) + R(2)
und durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung
(24) g(s) =R{z—1) +r(z—1)R{z— 2) +.

cee r(z—— Nr(z—2)...rz—m 4+ HREe—m
+ rle— nr(E—2)...r(¢ —mg(z — m).

Es sei nun far cinen Augenblick entweder |a,|<|8,| oder |a,|=|0,],
und im letzten Falle der reelle Theil von

b

a
r=Pt—ten=g5+un+...+0—25—%—...—2,
bO (I/O
in algebraischem Sinne grosser als — 1, =0 kann bewicsen werden, dass

das Restglied in (24) fur wachsendes m sich der Grenze Null nahert.
Dies ist, wenn |a,|<|b,| ist, unmittelbar ersichtlich; denn das Product

r(z— 1)e(z—2)...r(z—m)

wird alsdann mit wachsendem m unendlich klein, was offenbar auch mit
g(z—m) der Fall ist. Ist |a,|=|b,]|, so bringen wir das Restglied in
(24) auf die Form

r(z—1)r(z—2)...vr(z—m)glz — m)

= @ "m'r(s — DTl — 2)...r(z —m) : gizfmqf)

Aus § 2 meiner friheren Abhandlung ergiebt sich, dass der erste Factor
rechter Hand fur wachsendes m sich der endlichen Grenze

Hma™"m*r(z — 1)r(z —2)...2(z — m)

=00

s — (42— T 4 2, —2)
T Ia 2, — (0 +z,—z) . A+ 2 —2)
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nihert. Da der reelle Theil von 2z kleiner als die oben genannte Zahl p
vorauszusetzen ist, so giebt es offenbar eine positive Constante 4, welche
die Bedingung

Jyar) < 4

erfillt, wenn x auf das Intervall 1...00 beschrinkt ist. In Folge eines
Satzes aus der Theorie der bestimmten Integrale ist dann

- Tdw A
y 2 -m—1 —
ol — ml < [l |amtar < 4 [ 22 =2
: .
1
und mithin
oe—m)| _ 4
, @~ an X l mx;l *
Da unserer Annahme nach der reclle Theil von x» > — 1 ist, so folgt

hieraus dass das Restglied in (24) fir wachsendes m sich der Grenze o
nihert. Hiermit ist nun unter den oben crwahnten Voraussetzungen nach-
gewiesen, nicht nur dass die Reihe

R(z—1) + %r(z— Nr(z—2)...r{z—v + DHR{E—)

v=1

wenigstens fur diejenigen Werthe von 2z, fur welche das Integral eine
Bedeutung hat, eine convergirende ist, sondern auch dass

v=1

(25) fyxz‘ldx =R(z— 1)+ %r(z— r(z—2)...v(¢—v+ nHR(z—y).

In #hnlicher Weise wie in § 2 wird gezeigt, dass der Convergenzbereich
dieser Reihe nicht, wie der Bereich von z in dem das Integral einen be-
stimmten Sinn hat, ein beschrinkter ist.

Die beiden Integrale {19) und (20) haben im Allgemeinen nicht
gleichzeitig cine bestimmte Bedeutung. Damit dies der Fall sei, miissen
die Wurzeln der zu den singuliren Punkten x = o und z = co gehorigen
Fundamentalgleichungen eine gewisse Bedingung erfullen. Bezeichnet A
den in algebraischem Sinne grossten Werth, den der reelle Theil einer
Wurzel der Gleichung r (2) = o haben kann, so hat das Integral (20)
eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil von 2z > 4 ist. Das
Integral (19) hat auch eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil

Acta mathematica. 9. Imprimé le 3 Décembre 1886. 20
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von z < p ist, wo p die oben angegebene Zahl bezeichnet. Ist also 2 < p,
so haben diese Integrale gleichzeitig cine bestimmte Bedcutung, wenn der
reelle Theil von 2 = ¢+ i dic Bedingung

(26) A< ¢E<p

erfullt, In dem durch (26) charakierisirten Bereich von z stimmt als-
dann das Integral

w 1 o*
(27) /'ya;"‘dm -—:f?/,xf“‘(lx + /'yx?"(ix
0 1] 1

mit ciner analytischen Function @(z) uberein, die in Folge von (21) und
(22) dic Eigenschaft

Dz 4+ 1) =r(z)d(2)
besitzt. Bezeichnet also F(z) die durch (12) definirte Function, so kann
0z = ¢(2) ()

gesetzt werden, wo @(z) cine periodische Function bezeichnet, die ich bei
einer anderen Gelegenheit bestimmen werde.

Ist |a,| =|b,| und der recelle Theil von x > — 1, so convergiren
die Reihen (10) und (235) gleichzeitig. Setzt man unter dieser Annahme

. < Rz 4 m) ‘s
(28) D) =2 e+ e T RE—Y

v=0
-+ er(z — nDriez—2)...vr(e—v -+ DRz —m),
so ist @(2z) eine analytische Function mit der Eigcnschaft

O+ 1) = () 0(2).

Diese Function kann offenbar auf die Form (27) gebracht werden, wenn
die Bedingung 2 < & < g erfullt ist.
5. Nunmehr betrachten wir das Integral

(29) g(#) r—fﬁxz“‘drp,

@
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wo 7 dieselbe Bedeutung hat wie in § 3. Der Einfachheit halber wird
angenommen, dass das Integral lings einer Geraden crstreckt ist, deren
Verlingerung durch den Origo geht. Wenn der reelle Theil von x < —n
ist, so sind die Werthe, welche %, %/, ..., 7" fir 2 = ¢ annchmen,
alle gleich Null.  Hieraus folgt nun leicht, dass g(z) der Differenzen-
gleichung

(30) g(z + 1) = r(2)g(2)

Geniige leistet.

Das Integral g(2) hat folgende Eigenschaften.

1. Die Gleichung g(2 4+ 1) = r(2)g(2) besteht fiir alle Werthe von
z, fur die das Integral einen bestimmten Sinn hat.

1. Man kann eine reeclle Zahl « + 1 so annehmen, dass sie in al-
gebraischem Sinne kleiner als der reelle Theil einer jeden der Grossen
Zy+ 1,2+ 1, ..., 2 + 1 ist, und dass g(2) in der Nahe jeder Stelle
2, = {4 i, fur welche a < < a 4 1 ist, in eine nach positiven ganz-
zahligen Potenzen von z— g, fortschreitende Reihe entwickelt werden
kann. (Vergl. § 3, II)

HI. In dem soeben erwihnten Bereiche von z kann der absolute
Betrag von a*g(z) nicht itber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Ls
ist nimlich, wenn man z = af setat,

£

a’g(z) = a’zfr;xz‘ldx =f77t"“ dt,
a 1
und ¢ eine reelle Veranderliche, worauns sich die Richtigkeit der Be-
hauptung ergiebt.
Betrachtet man die Function

G(2) = & ———- : - Z>’
I' 42— )0 +zm—2) .. [+ 2, —2)

so erhellt leicht, dass sie die Eigenschaften I und II besitzt. Mit Hulfe
des bekannten analytischen Awusdruckes der Gammafunction uberzeugt

man sich, dass G(z) auch die Bedingung III erfillt. Es gilt nun fol-
gender Satz, der aus dem eutsprechienden in § 3 abgeleitet werden kann.
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Es giebt, abgesehen von einem constanten Factor, nur eine -einzige ana-
lytische Function, welche die Gleichung Gz 4+ 1) = r(2)G(2) befriedigt und
ausserdem die unter II und IIT bezeichneten Figenschaften besitst, vwnd zwar
ist diese Function identisch mit G(2).

In Folge dieses Satzes ist

w

31 v — = O [y dr.
(33) I'G 4z —a) (1 +29—2) ... [(¥ + 2, —2) “f/

Die in § 3 betrachtete Function F(z) ist mit G(¢) mittelst der
Gleichung

i sinzm(z—z)sinmlzg —)...sinx(z — 3z
(32) (2) = Ple) SR mE— ) smzle = o) st (e )
sinw(z — zy)sina(e — 7). . .sihw(z — 2,)

verbunden.
6. Im Vorigen haben wir die Integrale

; ez —1 7 =17, %
(33) Of yr' e, f Yy dz, @=
nur fir den Fall betrachtet, wo y dem zur Wurzel p = — x — 1 der

Fundameuntalgleichung

pp—1)...(p—n+2)p+x+1)=0

gehorigen Integrale 7 gleich ist. Aus dieser Fundamentalgleichung und
aus der allgemeinen Form der Integrale der Differentialgleichung (1) far
die Umgebung von # = o und x = oo erhellt sofort, dass das erste Integral
fur hinreichend grosse und das zweite fur hinreichend kleine Werthe des
reellen Theiles von z eine bestimmte Bedeutung hat, wenn y irgend eine
lineare Function der zu den Wurzeln p = o, 1, 2,...,n — 2 gehorigen
Integrale bezeichnet.

Durch die Substitution x = af gehen die Integrale (33) in die fol-
genden iber

a

1 @® o
f yr’ e = o° f Yy, j Yo dr = @ f ytdt,
0 0 a 1

wo ¥y, wenn ¢ als unabhingige Verinderliche betrachtet wird, eine Dif-
ferentialgleichung befriedigt, die cbenfalls die allgemeine Form (1) hat,
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fur die aber der Punkt ¢ = 1 ein singularer ist. Es darf daher ange-
nommen werden, dass ¢ in den Integralen (33) gleich 1 ist.

Bezeichnet nun y eine lineare Function der zu den Wurzeln p = o, 1, 2,
..., n— 2 gehdrigen Integrale, so hat das bestimmte Integral

(34) f(e) = [yo' = do

einen endlichen Werth, wenn der reelle Theil von z > A ist, wo A die
fruher angegebene Zahl bedeutet. In Folge dessen, was in § 1 dargestellt
ist, geniigt f(2) der Gleichung

r,(2)f( + 1) = 1,(9)f(2) — B(2)-

Wenn man die Bildungsweise der Coefficienten der ganzen Function E(z)
beachtet, so ergiebt sich fiir den gegenwartigen Fall (¢, = b,), dass R(z)
hochstens (n — 2)** Grades sein kann. Nechmen wir jetzt an, es sei der
reelle Theil von x > — 1, so ergiebt sich ganz so wie in § 2, dass f(2)
durch die Reihe (10) dargestellt werden kann.

Ist der reelle Theil von 2 < p, wo p die in § 4 definirte Zahl be-
zeichnet, und werden die obigen Voraussetzungen festgehalten, so erhilt
man fir

(35) g(2) = [y da
1

die Reihenentwickelung (23).

In den Fallen, wo die bestimmten Integrale (34) und (35) nicht in
Rethen der oben genannten Form entwickelt werden konnen, sind sie, wie
ich hier nicht niher ausfithren will, durch gewshunliche Partialbruchreihen
darstellbar, und zwar auch wenn y das allgemeine Integral bezeichnet.

7. Die in der vorliegenden und in meiner frither erwihnten Arbeit
entwickelten oder angedeuteten Sitze gehoren zu einer sehr umfassenden
Theorie, wo lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordnung in Zusam-
menhang mit linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten
in der vorhin angegebenen Weise untersucht werden konnen. Da die
Gammafunction fur die Theorie der linearen Differenzengleichungen von
grosser Wichtigkeit ist, so wird sie, in Folge des innigen Zusammenhanges
zwischen den linearen Differential- und Differenzengleichungen, auch in



158 Hj. Mellin.

der Theorie der lincaren Differentialgleichungen eine intercssante und wich-
tige Anwendung haben.  Der Zweck der nachfolgenden Betrachtungen ist,
das Gesagte ctwas niher auseinanderzusetzen.

Dass die Gammafunction auch in der Theorie der linearen Differen-
zengleichungen hoherer Ordnung in Betracht genommen werden nuss,
ergiebt sich folgenderweise. Bezeichnen v, (2), ..., 1,,(2) rationale Func-
tionen, und setzt man, unter F,(2), ..., F,(2) verschiedenc Functionen
der Form

gt P ) PN T A 2 T
Pz —b) ...l —b)[(H—2) ... 13 —2)

verstehend:
F(z) =ry(2)I(2) + ... + r,.(2)1,(2),
so ergeben sich die Gleichungen
F(o)=r, () (2) + ... + 10, (2) I(2)
Flz+1)=r,()IG) + ... + 1. (2)F.(2)

Fla+u)=r1r,()F(2) + ... + 1,.(2)I(2),

wo r,,(2), ..., ¥,,.(2) rationale Functionen bezeichnen. Aus diesen Gleich-
ungen folgt durch Elimination von F(z), ..., F,(#) dic homogene lineare
Differenzengleichung ' Ordnung

(36) r(2)I'(2) + v ()F(z + 1) + ... + r,(2)I'(2 + m) = o.

Es kann offenbar angenommen werden, dass r,(2), ..., r,(2) ganze ra-
tionale Functionen bedeuten. Nach dem Mirrag-LerrrLer’schen Satze kann
F(z) auf die Form

(37) F(z) = P(z) + €(2)

gebracht werden, wo P(z) cine Partialbruchreihe und @(z) eine bestiandig
convergirende Potenzreibe bezeichuet. Stellt man dic letzte Gleichung
mit (1) zusammen, so folgt unmittelbar, dass P(z) der Gleichung

(38) v, ()PE)+ ()P + 1)+ ...+ () P2 + m) = R(2)

geniigen muss, wo R(z) cine ganze, rationale oder transcendente, Function
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bezeichnet. Aus den Gleichungen (36), (37) und (38) folgt sodann, dass
@(2) der Gleichung

r,(2)P(z) + 1, (2)Plz + 1) + ... +1,(2) Pz + m) = — R(z)

Gentige leistet. Diese letate Gleichung sagt natiirlich nur in dem Falle

o

etwas Bemerkenswerthes aus, wo sich R(z) auf eine rationale ganze Func-
tion reducirt, was sehr oft der Fall ist. — Die beiden Functionen P(z)
und @(z) konnen ebenso wie F(z), als eine Summe von Functionen, die
lineare Differenzengleichungen erster Ordnung befriedigen, dargestellt wer-

den. Setzt man namlich

rO).<Z)F).(5) = P).(z) + Qz(z)y =12 0y m)

wo P,(z) eine Partialbruchreihe und @,(2) eine bestindig convergirende
Potenzreihe bezeichnet, so kann offenbar

P(z) = P(z) + ...+ P,.(2)
Qz) = &i(2) + ... + Qu(2),

gesetzt werden, woraus sich die Richtigkeit der Behauptung ergiebt, da
r,;(2)F,(2), und somit auch P,(z) und €,(2), eine lineare Differenzen-
gleichung erster Ordnung befriedigt.

Fur die Integration linearer Differenzengleichungen hoherer Ordnung
ist durch die obige Betrachtung sehr wenig geleistet, da wir dabei nicht
von einer beliebig gegebenen Differenzengleichung ausgegangen sind. Durch
eine weitere Verfolgung der nachstehenden kurzen Andeutungen kann aber
die Theoric der linearen Differenzengleichungen hoherer Ordnung in voll-
staindiger Uebereinstimmung it der Theorie der Gleichungen erster Ord-
nung entwickelt werden.

DS

sei
(39) r() (&) +r () fz+ 1)+ ...+, (2)(: + m) = R(2)
cine belichige Differenzengleichung, wo ry(2), ..., r,(2) bestiminte ganze

rationale Functionen bezeichnen, R(z) aber als cine unbestimmte ganze,
rationale oder transcendente, I'unction betrachtet wird.  Versucht man diese
Gleichung duarch eine Partialbruchreihe der Form

o) Al =3 ( A A A
' S Me—a + W (g—a + V)"L_l Z2-—a 4+ v
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zu befriedigen, so findet man zunachst, dass 2z = a eine p-fache Wurzel
der Gleichung r (2) = o sein muss. TFerner miissen die Constanten 4 den
folgenden Gleichungen gentigen:

(@ — )AY + r(a — 1)AP = o
[ry(a — 1) A0, + ri(a —- 1)AP] + [r(a — DAL, + ri(a-— 1) 4A0] =0

(1—1)
[r,(a — DAY 4+ ... + ‘:v. ;/(“— . )A(n
(u. 1)
Tl A9 4T T ) = o

ro (a —m + I) A,El-m—l) + t e + rm»l ((l —m + I) A;LO) =0
[ro(@a —m + D) AT + rola—m + 1) AT "]+ ...
A [, e —m + DA, 1, (a—m 1) 4] = o

¢ m— (” 1)( ~— m + 1 "
[xo(a —m + 1) A7 " + . LT A<:L—-I >A< ) 4 .
(l. ~1) N
[t — b AP g (ﬂ_”f 040 =0

rye—v)A4Y + ...+ r, (0 —v) 4™ =0
[Fo(a — ) 42, + ri(a— ) AP] + o A [Tl —0) A7 1 (0 — ) 4] =

[Po(@ — ) AP + ... 40 T2 qop 4

(1—-1)

.+ [rm(a —_ 11) A‘l") 4 ?E‘_L—_U)Aw m)]

=1

(v=m, m + 1, m-+2,...)
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Es seien nun die Grossen r,(a —v), (» = 1, 2, 3,...), der Einfach-
heit halber von Null verschieden, so erhellt aus den obigen Gleichungen,
dass zu der p-fachen Wurzel 2z = ¢ der Gleichung r (2) = o g von cin-
ander linear unabhiéngige Partialbruchreihen der Form (40) gehoren, welche
die Differenzengleichung (39) wenigstens formell befriedigen. Die Constanten
AD, ..., AP des ersten Gliedes von f{(z) konnen beliebig angenommen
werden; die Constanten der folgenden Glieder erhalten nachher eindeutig
bestimmte Werthe, dic mit Halfe der obigen Gleichungen als homogene
lineare Functionen von Ay, ..., 4 ausgedruckt werden konnen.

Aus dem Beweise des Mrrrac-LurrLer’schen Satzes geht hervor, dass
die ganzen rationalen Functionen g,(2), (¥ = o, 1, 2, ...), immer so ge-
bildet werden konnen, dass dic Reihe

i( Ay T 470 n g,(2>>

e\ —a 4+ ) z2—a + v

gleichmissig convergirt. Hieraus erhellt nun zwar leicht, dass man immer
die Differenzengleichung (39) befriedigende Functionen bilden kann, wenn
R(z) nur der Bedingung, eine ganze Function zu scin, unterworfen ist.
Das grosste Intercsse kommt indessen solchen Functionen zn, fur welche
die entsprechenden Functionen R(z) rational sind. Ein ziehmlich um-
fassender Tall, wo man solche Functionen erhilt, soll hier angegeben
werden. Bezeichnet man mit # die positive ganze Zahl, welche die tiber-
haupt hochste in irgend einer der Cocfficienten r,(2), ..., r,(2) vorkom-
mende “Potenz von # angiebt, und setzt man

n(2) = @ T L
r,(z) = 2 + &P 4.+ oD
rm('z) — Cgm‘-zn —I_ Cim\zn—d + L. _I__ c;m),

so ist die Reihe (40), wic auch die Constanten A des ersten Gliedes ange-
nommen werden, gleichmissig convergent, wenn jede Wurzel der Gleichung

(41) &+ e+ .+ P =0

dem absoluten Betrage nach grosser als 1 ist. — Die Richtigkeit dieses
Satzes ergiebt sich am einfachsten aus den Betrachtungen, welche im

Acta mathematica. 9. Imprimé le 6 Décembre 1886. 21
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Folgenden tiber lineare Differentizlgleichungen angestellt werden. — In
diesem Falle gehoren also zu jeder p-fachen Wurzel ¢ = a der Gleichung
r,(2) = o g von cinander linear unabhingige, die Differenzengleichung (39)
befriedigende Partialbruchreihen der Form (40); durch welche jede andere
zu derselben Wurzel gehorige <Reihe als homogene -lineare Function aus-
gedruckt werden kann.  Jede homogene lineare Function von diesen zu
derselben oder zu verschiedenen Wurzeln der Gleichung r,(2) = o ge-
horigen Reihen befriedigt offenbar auch die Differenzengleichung (39). Dass
die ganze Function R(z), welche von der jedesmal in Betracht genom-
menen Function abhingig ist, rational sein muss, geht aueh in ziemlich
cinfacher Weise hervor. — Es ist zu bemerken, dass die obige auf die
Wurzeln der Gleichung (41) sich bezichende Voraussetzung fur die Con-
vergenz der erhaltenen Partialbruchreihen (40) nicht immer nothwendig ist.

Die soeben betrachteten Functionen konnen auch auf cine andere
Form gebracht werden. Setzt man namlich

D _R(2), ., 2 = —R,(), 1D =R(2),

r(z) T (z) r,(

so konnen sie, wie ich hicr nicht naher ausfohren will, durch die Reihe

(42) 2 ¢, (2)

dargestellt werden, wenn man dic rationalen Fuunctionen ¢ mit Hulfe der
folgenden Gleichungen bestimmt:

¢o(2) = R(z)
¢,(2) = Ri(2) ¢ (2 + 1)
¢i(2) = Ri(2)gife + 1) + R.(2) ¢z + 2)

. . . . . . . . . . . . . . .

¢m('g> = R](Z> Cm— (2 + I) + RQ(Z) fﬁnl-?(z’, + 2) + e + R”L(Z) /¢U<Z + 7")

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

() = B er e+ 1) + Rl slc + 2) 4+ o 4 Rule) g ulz + m)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ein specieller Fall der obigen Reihe (42) ist die in § 2 betrachtete Reihe

Rz <+ ]
;r(z)r(z + 0...r¢z+ vy

Auf Grund der vorhergchenden Betrachtungen muss angenommen

werden, dass auch zwischen den linearen Differenzengleichungen hoherer
Ordnung und den lincaren Differentialgleichungen mit rationalen Coef-
ficienten ein demjenigen ahnlicher Zusammenhang stattfindet, der frither
zwischen den linearen Differenzengleichungen erster Ordnung und den
Differentialgleichungen der Form (1) nachgewiesen ist. Die Richtigkeit
dieser Annahme bestitigt sich vollstandig, wenn man die lineare Differen-
tialgleichung
" (a + oz 4.+ aPx™) Y™
(43) + 2" 0 + aw + a2y

+ (@l + a’x + ...+ aVax"yy = o

zum Ausgangspunkt der Untersuchungen wahlt. Ist af? von Nall ver:
schieden, so haben die Integrale dieser Differentialgleichung die Eigenschaft,
mit einer passenden Potenz von z multiplicirt, in der Umgebung von
z = o endlich zu bleiben. Bezeichnet also y ein Integral der Differential-
gleichung, so hat das bestimmte Integral

1
(44) f(2) zfg/xz"dx
0

fir hinreichend grosse Werthe des reellen Theiles von z, sicher einen be-
stimmten endlichen Werth, wenn dic Wurzeln der Gleichung

(45) a? + % + ... F aP2™ = o,

und somit dic singuliren Punkte der Differcntialgleichung von 1 verschie-

den sind. Durch eine Rechnung, dic der in § 1 angestellten ganz ahunlich

ist, kann nun gezeigt werden, dass f(z) die folgende lineare Differenzen-
4 ter - M M R

gleichung m Ordnung befriedigt:

(46) T ()f(2) + (&) + 1)+ ...+ . (2)f(z + m) = R(2),
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wo die Coefficienten durch die nachstehenden Gleichungen bestimmt sind:
r,(z) =af’—al "z o+ (—1)ePz(z 1) (¢ +n—1)

() == 1) b (A ek 2l )

r,(2)=a—a5 "+ m) + ot (—1)aP(z m)( +m 4+ 1) (z + m 4 n-—1).

Diese Functionen sind mithin von dem Integrale y unabhingig. Die Coef-
ficienten der ganzen Function R(z), deren Gradzahl hochstens gleich n — 1
ist, sind aber homogene lineare Functionen von den ¥ Terthen o, i, v, 407,
welche o, o', ..., y* P fur £ = 1 annehmen.

Ist die Differenzengleichung (46), wo R(z) eine unbestimmte ganze
Function (rn— 1)** Grades bezeichnet, gegeben, so ist leicht zu sehen,
dass immer eine solche lineare Differentialgleichung der Form (43) gefunden
werden kann, dass jede durch (44) definirte Function f(z) die gegebene
Differenzengleichung befriedigt. Hierbel wird natirlich vorausgesetat, dass
die Integrale f(z) endliche Werthe haben, was wenigstens unter den oben
erwihnten Bedingungen der Fall ist.

Die Integrale der Differentialgleichung (43), wo af” von Null verschie-
den ist, konnen bekanntlich in der Umgebung von z = o durch eine
Summe von Reihen der Form

_EO[B%) + BY logx + ...+ Bfr)(logx)ﬂ_x] o+

ausgedruckt werden, wo p eine Wurzel der zum singuliren Punkte z = o
gehorigen Fundamentalgleichung bedeutet. Sind die Wurzeln der Gleichung
(45) dem absoluten Betrage nach grosser als 1, so kann y,2°~' zwischen
den Grenzen o und 1 gliedweise integrirt werden. Dadurch ergiebt sich,
wenn man dic Formel

1

» _ 7‘2
/ " (logx) de = "

)+1
0
benutzt, ein Resultat der Formn
1

» . L) A(u) Asv) A(:)
/g/pw ‘d:v=2< ! + : 2—|—...—]——’~7>.
. =

=\itp+y  @tp+y) (= +p + )

9
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Hiermit vergleiche man den frither erwihnten Satz @ber die Convergenz
von Partialbruchreihen, welche einer linearen Differenzengleichung gentigen.

Sind @ und b zwei singulire Stellen der Differentialgleichung (8),
an denen y, ¥, ..., ¥*7" verschwinden, und setzt man entweder

1(2) = j Yo dw

oder
b

(&) :-fy;vz"‘dx,
a
so ist f(2) in beiden I"allen eine Function, welche einer homogenen linearen
Differenzengleichung geniigt. — Mit Hulfe der Gammafunction kann die
friher betrachtete Function F(z), wenigstens in gewissen Fallen, so zusam-
mengesetzt werden, dass sie dieselbe Differenzengleichung gentigt wie f(2).
Es liegt daher sehr nahe anzunehmen, dass es eine ausserordentlich grosse
Menge von bestimmten Integralen giebt, welche auf die Gammafunction
zuriickgefuhrt werden kann. Fur die Richtigkeit dieser Annahme sprechen
in der That alle im Vorhcrgehenden erhaltenen Resultate, besonders aber
die Gleichungen (13) und (31).
Dass die Gleichung

f(2) —_—fyx"‘ dx

einen bestimmten Zusammenhang zwischen den linearen Differential- und
Differenzengleichungen vermittelt, ist wohl zuerst von LapLace bemerkt
worden . In seiner Théorie analytique des probabilités wird von diesem
Uinstande vielmals Gebrauch gemacht.

Der in Frage stehende Zusammenhang ist auch der Gegenstand eines
vor kurzer Zeit publicirten Aufsatzes des Herrn PINCHERLE

In der Abhandlung Ueber die Integration der linearen Differential-
gleichungen durch Reihen® wendet Herr Frosexius eine Reihe G(z, p) an,
mit deren Hulfe er die Integration der dort betrachteten Differential-

! Man siehe beispielsweise 2 21 in Livre premier seiner oben erwithntem Arbeit.

® Sopra una trasformazione delle equazioni differenziali lineari in equazioni linear:
alle differenze, e viceversa. Nota del prof. 8. PincHERLE, letta al R. Istituto Lombardo
nell’ adunanza del 17 giugno 1886,

* CreLLEs Journal, Bd. 76, S. 214,
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gleichungen bewerkstelligt. Fir den Fall wo die Coefficienten der Dif-
ferentialgleichung ganze rationale Functionen sind, wird gezeigt, dass
die Reihe G(z, p), als Function von p betrachtet, cine lineare Differenzen-
gleichung befriedigt. . Tch halte es nicht fir nothig, den einfachen Zu-
sammenhang zwischen dieser Reihe und den vorigen Untersuchungen néher
auseinanderzusetzen.

Ich bemerke schliesslich, dass die Gleichung

(47) ro(2)f(2) + ri(a)f(g2) + .-+ ru(2)/(4"8) = R(2)

wo ¢ eine Constante und ry(2), ..., r,(2), R(z) ganze rationale Func-
tionen bezeichnen, in ahnlicher Weise untersucht werden kann wie dic
Differenzengleichung (46). Sie sind beide specielle Fille der Gleichung

v, ()8 + v, (&) (%) + ... + r.(e)f(9") = R(2),
WO
N A Y Y 1 P O )

2+ 8’

Mit Hulfe des aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannten
Productes

(4 2),  Jal<r,

konnen specielle Functionen gebildet werden, welche eine Gleichung der
Form (47) befriedigen .

! Vergl. meine Abhavdlung: En grupp af transcendenta funktioner, hvilka besilia
egenskaper liknande den, som {illkommer det reciproka virdet af den oindliga produkten

(1 + ¢’2), in Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar
1884, N:o 5, 8. 125.




