
35 

SUR LA REPRESENTATION 

DES VALEURS LIMITES DES INTI~GRALES 

PAR DES RESIDUS II~TI~GRAUX 

PAI~ 

P. T C H E B Y C H E F F  
�9 ~ S : t  P ~ T E R S B O U R G .  

( T r a d u i t  d u  r u s s e '  p a r  S o p h i e  K o w a l e v s k i  h S t o c k h o l m . )  

Dans un mdmoire Sar les valeurs limites des intdgrales, publi6 en i874  
dans le J o u r n a l  de m a t h 6 m a t i q u e s  de LIOUVILLE, nous avons commu- 

niqu6 quelques r6sultats concernant les valeurs limites de l 'int6grale 

f f(x)dx 
u 

dans le cas oh l'on donne les valeurs des int6grales 

b b b 

tt a tt 

prises entre des limites plus vastes: a < u, b > v e t  o~t la fonction in- 
eonnue f(x) reste positive pour routes les valeurs rdelles de x entre 
x ~ a  et x = b .  

D'apr6s un thdorAme contenu dans ee m6moire si ]e nombre des 
int6grales  donn6es 

b b 5 

f f . .  , f 
a a a 

i O IIpes Hpe~J[bHbIX~ Be~[Hq~4rI% gHTerpa~oB'f) Hocpe/~CTBO~ HHTer- 

paJ~u~ix~ BIa~IeTOB~. CII]~. 1885. Appendiee au tome 5T des Anuales de l 'aeaddmie 

des sciences de S:t  ladtersbourg. 
@cta  m a t h e m a t i c v t .  9. Impr imt i  le 16 octobre  1886. 
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cst pair =: era, les valcurs limites de l'intdgrale 

nc peuvent ~trc dOerlnindes que dans lc cas off lcs limites u, v satisfont 
~ une 6qua.tion, dont lcs coeffieienis d6pendent de la valeur des int6grales 
donn6cs. 

Pour obtenir cette 6quation et les valeurs limites de l'intdgrale 

u 

dans le cas off u, v satisfont h, cette 6quation, nous ddveloppons l'intdgrale 

6 

j " f ( x )  d x  
Z - - X ,  

a 

an une s6rie, procfidant selon les puissances d6croissantes de z 

b b 

/[ (~) ~ - + o  ,, + .... 

z 

Posant 

b b b 

. S 2"~-1 ~ tlX j y ( x ) d x  = ~0, f xf(x)dx A,, . . ,  f f(, ) = -~2o,_, 
a a a 

nous obtenons doric pour l'int6grale 

b 

, ]  Z - -  

a 

I 
l'expression approximativc suivante, rigoureuse jusqu'au terme ~ inclusive- 

ment: 
Ao A~ A~m_l 
V + 7 + . . . +  2~ Z 
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En ddsignant done par 

37 

I 

( I I Z  - - ~  t ~ l  - -  _ _  

a,~z + t~,,, 

la fraction continue, que l'on obtient en ddveloppant l'expression 

A ,  + A ,  A ....... , 

T 7 + " ' "  + "'-'"' 

en fractions continues et en s'arr~tant ~ la ,m ~'"~ rSduite, nous aurons par 
I 

eons&luent , aussi avec un degr6 d'approximation jusqu'au terme ~.-~ in- 
Z 

clusivement 
b 

' f(~) dx ~ -  
e /  
a 

a2z + fl,~ " . . , 

a,,,z + fl,,, 

A l'aide de la fraction continue, d6finie de cette fa$on, on 6tablit l'6qua- 
tion k laquelle doivent satisfaire u et v, de mdme que les valeurs limites 
correspondantes de l 'int6grale 

~t 

En d6signant par 

r 

la fraction ordinaire, k laquellc peut se %duire la fraction continue en 
question, et en 6gulant le d6nominateur ~b~(z) g z & o ,  on obtient l'6quation 

g laquelle doivent satisfaire lcs limites u et v de l'int6grale 

v 

f f ( x )dx  
u 

Et en d6signant par 
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toutes les raeines de cette dquation, disposSes d'apr6s leur grandeur crois- 
sante, on trouve que si l 'on pose 

U ~ Zl5 V ~ Zn9 

les valeurs limites de l'int6grale en question sont exprimdes par les sommes 

r  r 

~m(z~) 9~.,(z,+,) 
r + r 

- -  + . . .  + r 

+ . . . .  + r 

Ces sommes sont compos6es des r6sidus de la fonction 

~.,(~) 
r 

par rapport aux racines de l '6quation 

contenues dans les limites 

ZI~ Zn 

y 6tant ou non comprises les racines zz et z,, elles m~mes. 
Pour pouvoir exprimer ces sommes de r6sidus partiels par des r6sidus 

int6graux, nous conviendrons de d6signer par w une quantit6 positive in- 
finiment petite. Vu clue duns ce cas les racines de l '6quation 

contenues dans les limites 

sont 

'~l+l~ 2 l + 2 ~  " " " ~ i~n--1 

et les racines, contenues dans les limites 

sont 
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nous pouvons repr6senter les sommes pr6c6dentes par les r6sidus int6graux 

Z ~ -  o) z n  -}-, ~ 

c J  Ore( , )  ' ~, _ J , ~ ( ~ ) "  
Zl  ~ - o )  

En cons6quence des valeurs limites trouv6es pour l'int6grale 
z n  

f flx)d~ 
Z~ 

Oil ~ur~ do / i t  
Zn  Zn - -  O) 

;~ --~,§162 ' 
Zn  Zn -I" t o  

w 2. Ces in6galitds, de m~me que la solution d'un probl6me pr6- 
sent6e dans un m6moire mentionn6e plus haut, et d'autres probl6mes du 
m~me genre, d6eoulent immddiatement de la repr6sentation des va,leurs 
limites de l'intdgrale 

V 

.ff(z)dx 
U 

par des r6sidus int~graux, darts le cas, oh la limite sup6rieure de l'intfi- 
grale v reste arbitraire, mais la limite inf6rieure u coincide avee la limite 
inf6rieure des int6grales 

b b 

ff(x)dx, f . . . .  

a a 

Dans ee eas les va.leurs limites de l'int6grale 

ff(x)d~ 
a 

sont donndes par les formules suivantes: 

(i) f f(x)dx ~ Z F(~) 
a 

(2) f f(x)dz > Z F(z) 
a - - ~ o  

a 
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oh F ( z )  est une fonction rationnelle, dont la valeur ddpend du hombre 
des int~grales donnSes 

b b 

f f  f(x)dx, 
a a 

Cette fraction s'obtient facilcment en d~veloppant et de leur valeur. 
l'intSgrale 

en fraction continue 

b 

f f(z) dx 

a 

I 
I 

(Zl Z "JV ~ I  

('~2 Z "~  ~ �9 I 

dont les r a  d6nominateurs peuvent toujours ~tre trouv4es, comme nous 

l'avons montrS, lorsque l'on eonnalt les valeurs des 2m int~grales 

b b b 

a a a 

f . dz )  la fraction ordinaire ~ laquelle En d6signant eomme auparavant par r 

st r~duit la fraction continue 

. ,z +p ,  

nous d4signerons par 
• m - - i ( z )  

nous arr~tant au terme 

Si, en outre des int4grales 

b 

f = Ao, 
a 

~.~z + fl~ I 
t ( m 

la fraction ordinaire que nous obtenons en 

�9 o �9 

b 

,fxf(x)d  = At, 
a 

b 

f x~m-'f(x)dx = A: .... 1 
q 
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on connait ausai la valeur de l'int6grale 

41 

b 

a 

il est nfcesaaire, pour pouvoir d6terminer la fraction rationnelle F(z) 
dans les formules plus haut, de d6terminer non seulement la fraction 

f.._~(z) 9,,,(z) 
continue prdcitde et les deux fractions ordinaircs , mais r r 
aussi la valeur du coefficient de z, dans le (m + I) "~ ddnominateur de la 
fraction continue, obtenue par le d6veloppement de l'expresaion 

A~ + A a, + . . .  + 
Z Z 2 

M2m_l  A2m 

Z Z 

Noua ddaignerons ee coefficient par %+1. 
w 3. En 6tudiant la fraction rationnelle F(z) noua remarquons que 

soua sa forme gdndralc elle peut 6t re exprim6e d'une manigre simple par 
une fraction continue. Dana cette dernidre lea m premiers d6nominateura 
sont identiques avee ceux de la fraction continue 

a,z + p, 

a.mz + ]-~m 

que l'on obtient en d6veloppant l 'intdgrale 

b 

j ' f(~) dx. 

r 

La fraction rationnelle F(z) pourra done dtre reprdsentSe par la 
formule 

(3) ' r Z + /~, 

oh Z est une fonction inconnue, 
Acta mathematica. 9. Imprim~ le 18 Octobre 1886. 

I 
elm z Jr- ~m 

Z 
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Cette fonction peut (~tre exprim6e h l'aide des fonctions ~ ..... ,(z), 
r  seulement, si l 'on connalt les valeurs des 2m int6grales 

b b b 

f f(x)d~, f ~r(~)~, �9  �9  .f.~:~-,r(~)d~. 
a a a 

Mais si l 'on veut se servir de 2m -}- I int6grales 

b b b 

f r(~)ax,  f ~f(x)~.~, . . . , f x~"f(x)d~ 
a r a 

il faudra encore, pour d6terminer F ( z ) ,  eonnaitre une quantit6 consta.nte 

q m + l  * 

Dans le premier  de ces deux cas, cette fonetion sera donn6e par  la 

formule  

r 
(4) z = r(~ - -  ~) ~ r 

dans laquelle y ddsigne la plus grande des deux quantltes 

</,,.-,(~)] 
~ - _ l  

, I-r r 
b -  ~, L?,;-~-~ 7.,(;7 J" 

Dans le second cas on trouve pour la ddtermination de Z deux formules 
diffdrentes selon que la fraction 

(5) 

I ['/'m--~(a) 
- -  v L q,m(<~t) 7,,(,$ "~ 

r 

est positive ou n6gative. Dans le premier cas la fonction Z e s t  ddfinie 
par la formule 

r .... ,(v) 
(6) z = ~,,,+,(~--~) ~ r 
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Dans le second cas Z e s t  donn6 par la fornmle 

(7 )  Z -=- a,,,+l(z - -  a) 

off 

43 

(b - -  a ) f l 3  r . . . .  l ( a ) 
i-----~?- + r176 

(b - -  a ) ~ p 3  

( I  - -  p ) * z  - -  ( I - -  p ) ( b  - -  a i d '  

, [r  .... ,(~) 

p . - = _  

Cm_,(v)]  
~.,(;,3 J - '~'+' 

_ m 

' [ r  .... '(_~) r 
b - - v  I_ ~b,,,(b) - -  •,,,(v) J - -  a,,,+, 

, [r r .... , ( o ) ]  
b - -  a L r  ~ )  _1 - -  a , , + , .  

~~ t ( l  r 
w 4. L'expression de la valeur limite de l m t % r a l e  

a 

1)at les r6sidus int6graux nous conduit facilement 'X toutes tes formules 
indiqu6es dans le m6moire pr6cit6. 

En supposant connues les valeurs des 2m int6grales 

b b b 

ff(~)d~, f~r(x)<~x,..., fx"-  .... ' / ( x ) d : ~  
a t t  t t  

ct supposant de plus que l'on cherche la valeur limite de l 'intdgrale 

v 

(~ 

p o u r  une valeur de v satisfaisant ~ l'6quation 

r = o, 

nous remarquons que d'apr6s le w 3 la valeur de Z sera donnde dans ce 
cas par la formule 

r .... ~(v) 
z = r ( z -  v) + r ; 

d'oh il rdsulte, b~ cause de l'dquation 

era(v) = o, 

Z = e e .  
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Par consdquent, d'apr& le w 3, 

I F ( ~ )  = - - -  

a , z  + fl,~ " �9 I 

a,,, z q- 19,, 

En substituant i~ la fraction continue la fraction ordinaire qui lui est 6gale 

on trouve 

~,,,(*) 

v ( z )  = r 
r 

Pour eette valeur de F(z)  les formules (,), (2 )nous  donnent 

V V - - ( o  

ff(x)dx > f ~'.(~, 

v V + o )  ,* \ 

f f ( x ) oT x < r ~,,J_A~ . ; : . % r  

Ceci aura lieu pour toutes les valeurs de v satisfaisant h l'6quation 

r = o. 

En posant l'un aprSs l'autre 

(z. ct & signifient comme 

et z,,  > z~) nous ddduisons 

V = Z n ~ V = Z l 

auparavant des racines de l'(~quation 

r  = o,  

de ces formules 
Zn Zn - -~J  

f f(x)dx > f ~,~(z) 
o - - o _ %  r  

Za zn-~w / \ 

x)dx =< . %  r  

2t  Z l - - ~ )  

zg z l  -~eo I \ 

f f(x)& < L 'P"~'~-" . : __. r  
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Et en retranchant les deux derni6res in6galit6s des deux premi6res on 
trOllVe 

f j ,  f,,dz, x)dx < 

Zn Z n - - ~  ~_ j ,  f,,,(z) 
f .)d. > 

Et comme nous l'avons vu au w I c e s  in6galit6s nous conduisent 
aux mdmes valeurs limites de l 'int6grale 

n 

Zl 

que nous avons conununiqu6es dans le J o u r n a l  de LIOUVlLLI~ pour le cas 
consid6r6. 

w 5. Pour appliquer les formules (,) et (2) g la rdsolution du 
probl6me propos6 dans le indmoire prdcitd, nous supposons que les trois 
quantitds donndes 

p,  d, k 

sont ddt, ermindes par les formules suivantcs: 

b 

0 

b 

f .f( ~)das 
d o 

- -  b Y 

f f(~) dx 
0 

b 

k 
0 

et que l'on vcut trouver les valeurs limites de l ' int6grale 

v 

ff(m)dx 
0 

pour le eas off la fonetlon ineonnue f (x)  ne devient pas n6gatlve pour 
des valeurs de x entre o et v. 
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Vu que los trois quantitSs 

p, d, k 

dSterminent les valeurs des trois int6gralcs 

f : v ,  
0 

f x f ( x )& = prl, 
0 

f ~ V ( . ) d ~  = pa ~ + k, 
0 

~~ t i t  lcs valeurs limites de lmt%rale  

v 

ff@)& 
0 

dans le probl6me considdr6 seront d6termindes par lcs formules qui 
S'appliquent au cas, quand le hombre des intdgralcs donndcs cst impair 
:m "4- I; il faut poser de plus 

A o = p ,  A 1 : pal, 

A~ : p d ' *  + k.  

Pour d6terminer la fraction continue 

I 
I 

q'l Z "F ~ I  ~ 
a~z +~,  

nous ddveloppons l'expression 

A o A ~ ? p d 
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en une fraction continue, en nous arr~tant toutefois au premier dd- 
nominateur,  ce qui nous donne 

I I 

Nous trouvons done 

z d 

P 1 ~ 

~ , ( Z )  - -  I 

G(z) z d; 

P P 

r o 
- -  ; 

Co(Z) I 

C o ( Z )  _ _  ~ 
r ~ - - d  

Pour d6terminer la quantit6 constante a,~+l ~ a2, nous d6veloppons 

en fraction continue l'expression 

& + A~ + & _ _p + p,Z _~ V d ~ + l~ 
Z ~2 ~a Z Z ~ ~ Z a 

cn nous arrStant all second denommateur  et ne consid6rant que le premier 

membre  de ce dernier. De cette mani6re nous trouvons 

p d  ~ + k I 

p z  + ~ -t - 
Z :~ z a Z - -  d I 

P P." z �9 + 
k ";  

d'oh l'on ddduit, conform6ment ~ ce qui a 6t6 expos6 au w 2, 

.lq) 2 

w 6. 
fraction 

En substituant ces valeurs dana la formule (5) on trouve la 

k 
d - -  v "t- p d  

d - - v  

dont le signe d6eide, d'apr6s le w 3, quelle des deux formules (6), (7) 
<loit 4tre employ6e pour d6terminer la fonction Z. 
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Vu  que cette fraction ne change de signe que pour  les valeurs 

k k 
v ----- d v - 6 - - - - ' l  a) v =- d + ~ o ~ '  

pour  lesquelles elle devient cxv ou o, tandis que pore" v--~ cx9 et v = - ~  oo 

elle est dgale k -4- I ou - - I ,  on volt que cette fraction sera positive 

pour  

et pour  

k 
v < d  

p (b - -  d) 

k 
v > d + ~ ;  

tandis qu'elle est ndgative lorsque v e s t  contenu entre les limites 

k k 
d < v < d  v O - -  a) + ~" 

k k 
Par  consdquent,  si v < d p(b - -  d) ou bien v > d + ~ nous devons, 

conformdmcnt  au w 3, nous servir de la formule  (6) pour  ddterminer  la 

fonction Z,  ee q u i  nous d o n n e  

Au  contraire, dana le cas oh 

k k 
d p ( b _ d ) < V < d + 7 ~ l  

la fonction Z sera d6termin6e par  la formule  (7) qui nous donne 

+ h,'- 

_ _  p [p (b - -  d) cl - -  k] [p (V - -  d)  d - -  k] [ P (v - -  d)(b - -  d) - -  k] 

k~0 - -  d) - -  pk~(t, d)(v - -  d) 

En passant main tenan t  ~ lu ddterminat ion de lu fraction rat ionnel le  F ( z ) ,  

conform6ment  a u  w 3, nous remarquons  que dans le cas con, ldere ]a 

fraction continue 
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~,z  §  
~.,z + ~ ,  - -  

ne contient qu 'un seul d6nominateur 

' I 

z d 
O[lZ "~ fll  p l-0' 

la formule (3) se r6duit donc 

! 
F ( ~ )  = 

z d ! 

p p Z 

Aux deux valeurs de Z correspondent donc les valeurs suivantes de F(z ) :  

F ( ~ )  = 

k 
p ( z  v) + v--'------d 

k 
(z - -  v ) ( z  - -  d + P ( ,  __ 

F ( z )  = vz~ - - v q '  + v - -  d) + 1~ + (b - -  ~ l ~  - -  ~)p 
z tz - -  b)(z - -  v) 

La.. premi6re de ces valeurs aura lieu, d'apr6s ce que nous avons vu, dans 
le cas oll 

k 
v < d  

p (b  ~ d)  

ou bien 

la, seconde dans le eas oh 

v>d+A 
p d  ' 

k k 
d < v < d + : : ~  p(6 

En introduisant  ces valeurs de F ( z )  dans les formules (I) et (2) et en 

posant a - - o ,  nous trouvons que les valeurs limites de l 'intdgrale 

ff(x)d~ 
0 

Aeta m~tthematica. 9. Imprim6 le I90etobre 1886. 
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que  nous  

f o r m u l e s  

(8) 

dans  le cas oh  

0 1 1  

et  pa r  les f o r m u l e s  

P. Tchebycheff. 

e h e r c h o n s  dans  le p r o b l 6 m e  consid6r6,  s e ro n t  donn6es  p a r  les 

k 
b , . . . .  p ( z - -  v) + v - -  d 

f - -V 
a - - to  - -  

k 
,, ~+~, p(z  - -  v) + v - -  d 

k 
v < d  

k v > d + ~ ;  

V v - - t o  2 

�9 z ( z  - -  b ) ( z  ~ v )  ' 

ff(x)d~ < ~ p~" -P(~ '  + ~ - a ) ~  + 1~ + ( ~ -  ~)(~- ~)2~ 
o ~ - , ~  z ( z -  b ) ( z  - -  ~) 

dans  le cas oh  
k k 

d < v < d q- ~ .  
p(b d )  ptt 

w 7. Si nous  nous  a r r8 to n s  au  cas 

k 
v < d ~ ( I , - a ) '  

n o u s  r e m ~ r q u o n s  q u e  p o u r  t e l l e s  v a l eu r s  de  z co m p r i s e s  en t r e  z ~ -  co 

e t  z ~ v +  to, la  f r ac t i on  

k 
t~(z- -  v) + v - -  d 

( k a)) 
(z - -  v ) \ z  - -  d + (~:-_ 

T 
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ne peut  devenir  o,v que pour  

51 

Z -~- V~ 

k 
vu que la seconde va leur  z ~ d p ( ; ~ - - d ) '  pour  laquel le  cette f ract ion 

devient  e,9, surpasse, pour  Its valeurs  considdrdes de v e t  pour  to infini- 

men t  petit,  aussi bien v "4-to que v - - t o .  Quan t  b~ la w d e u r  

Z ~--- V, 

elle sera contenue,  b~ cause de l ' in6galit~ 

t o > o ~  

dans les l imites 

mais  clle sera en dehors des l imites 

- - t o ~  V ~ t o .  

Par  cons6quent,  pour  les va leurs  considdr@s de v, le r6sidu intdgral  

k 

L k 

se r6duir~t k z6ro, tandis que le r6sidu int6gral  

k 
~ v(z - -  v) + v - -  ,---~ 

se r6duira  au r6sidu cor respondant  ~ z - - v ,  qui est 6gal 

k + r (v --  d) '~" 
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Par  cons6quent,  

duisent  aux  suiwmtes:  

P. Tchebycheff, 

dans l c c a s  oh v < d 
~ ( b  - -  d) 

v 

f t'(~)d~ > o, 
0 

kp 
f t'(~)d~ < j~ + ~,(v-d)~" 
1,) 

~p 

le~ formules  (8) se re- 

Passant  ma in t enan t  au  cas, 

k v>d+~. 

Nous r emarquons  que dans ce cas la va leu r  

pour  laquel le  la fract ion 

z - d  
2' ( v  - -  d )  ' 

k 
p ( z  - -  v) + - -  

v - - d  

(z - -  v) (z - -  d + r (v - -  

devient  infinie, est contenue  aussi bien entre  los l imites 

qu 'en t re  les l imites 

tandis que l ' au t rc  va leur  z--~ v, pour  laquel le  cctte fract ion devient  aussi 

r n'est contenue  qu 'en t rc  les deux  derniSres limites. Pa r  consdquent  

le r6sidu int6gral  
k 

. . . .  _p (z - -  v) + v - -  d 

~-/(z--v) z--d+p(v 
se r6dui t  a u  rdsidu cor respondant  k 

k 
Z -~- d 

p ( v - -  d ) '  
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lequel est dgal k 

tandis que le rdsidu intdgral 
k + _V (v - -  d) ~ ' 

k 
~+~ 2(z ~ v) + v ~  

D :) 

sera 6gal k la somme des rdsidus de la fraction 

k 
l ~ ( z  - -  v )  + - -  

v - - d  
V 

l~(v --~ 

eorrespondants aux dcux valeurs de z, pour 

devient infinie. Cettc somme est 6gale h, p.  

.sidus int6graux, let formules (8) nous donnent 

lesquelles eette fraction 

Pour  ees wdeurs  des rd- 

v 

f p ~ ( v  - -  d)  ~ 
o f ( ~ ) &  > 1~ + v ( v -  <~' 

v 

f t ( x ) d x  < v .  
0 

II nous reste encore k dtudier plus en ddtail le cas oll 

k k 
d t , ( b _ _ d ) <  v < d .-}-l-~d. 

Pour  ces valeurs de v ,  les valeurs limites de int6grale 

f f ( x ) ~ .  
0 

sont donn6es, d'apr6s l e  w 6, par les formules 

f f ( x )  d .  > P~' - -  p (b + ~ - -  d)~ + 1,, + (~ - -  e)(v - -  a >  
o ~ -  -~, z ( .  - -  b ) ( z  - - .  v )  

v v 4 - t a  ,1; 

f f ( z ~ d x  < v w  --~,(~ + ,, - -  d)~ + k + (b - -  ~)(v - -  a)~.  
oJ ' \  ) = (j-~, Z(z - -  b)(z - -  v) 
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Vu  que des 3 v a l e u r s  

p o u r  lesquel les  la  f r ac t ion  

? z  ~ - - p ( b  -4- v - -  d)z  + k "4- (b - -  d)(v --- d ) p  

z ( z  - -  I , ) (z  - -  v )  

de v i en t  infinie,  la premi6re ,  z = o,  est c o n t e n u e  aussi b ien  en t re  les l imi tes  

q u ' e n t r e  les l imi tes  

la  seconde z-----b n 'es t  con tenue  ni en t re  les premi6res ,  ni  en t re  les se- 

condes l imites ,  t and i s  que  la t roisi6me,  z = v n 'es t  c o n t e n u e  q u ' e n t r e  les 

secondes l imites ,  le r6sidu in tdg ra l  

Jpz ~ -  p(b  + v - -  d ) z  + k + (b - -  d ) ( v - - d ) p  

z ( z  - -  b ) ( z  - -  v )  
- - t o  

se r e d u i t  a u  rds idu  c o r r e s p o n d a n t  ~ z = o, l eque l  est 6gal  

(b - -  d ) ( v  - -  d ) p  + k 

b y  

t and i s  que  le rds idu  in t6gra l  

e P z~ - .r(b + v - -  ~)z + 1~ + (I, - -  ~)(v - -  d)~ 
c~ z ( z  . . . .  b ) ( z  - -  ~ )  
- - r  

est 6gal  b~ la s o m m e  des r6sidus e o r r e s p o n d a n t  "~ z = o et  ~ z = v; 

ces r6sidus sont  r e spec t ivemen t  d g a u x  

(b - -  d)(v - -  ~)p + z~ 
by 

d(b  d ) p  + k 

(b - -  v )  v 

l eu r  s o m m e  est done  

(b - -  d)(b + d - -  v)p - -  k 
b (b - -  ~) 
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Il r~sulte par consequent de ces formules 
v 

O 

v < + d - v ) p -  
o ~ b (b - -  v )  

On volt done que de l'expression des valeurs limites de l'int6grale 
v 

f f ( x ) d x  ~ l'aide de rdsidus intdgraux, ddcoulent routes les formules com- 
a 
muniqudes dans mon mdmoire~ insdrd dans le J o u r n a l  de LIotTviLi.~ sous 
le titre: Sur les valeurs limites des intdgrales. 

w 8. Il est facile de s'assurer de l'exactitude des valeurs limites de 

l'intdgrale f f ( x ) d x  que nous avons trouvdes pour le cas off 1'on connalt 
a 

les valeurs des intdgrales 
b b b 

f f(x)d , .fl f(x)dz, f z'f(z)d , . . .  

et que de plus la fonction inconnue f(x) reste positive entre a e t  b, k 
l'aide de l'5quation 

b 

(t 

laquelle a, ur~t tot\iours lieu, en eons6quence des propri6t6s de Ia fonction 
rationnelle F(z) ddtermin~e par les tbr,nules (3), (4), (6), (7), sit6t que 
U d4signe une fonetion enti~re dont le degr~ est moindre que le nombre 
des mtegrales do~ nees 

b b b 

f f f .... 
r a a 

Quant k 1.t. dSduction de ces m~mes formules par la  m~thode des 
quantitSs maxima et minima, cette question sera l'objet d'(m m~moire 
particulier, dana lequel nous montrerons aussi d'autres applications de la 
fonction rationnelle F(z). On verra entre autre que les deux raeines 
de l'~quat.ion 

! 
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les plus rapproch~es de la racine 

X~---V 

fournissent la solution du probl6me suivant par rapport  k la fonction 
f (x):  dans quelles limites, en partant de x ~ v ou en finissant par x ~ v, 
la fonction f ( x )  peut elle avoir une valeur constante ~gale d zdro? 

En assignant k v dans les formules qui ddterminent F ( z )  certaines 
valeurs sp6ciales, nous trouvons deux fractions F~(z), F2(z ) telles, que 
les rSsidus int6graux 

b + t o  b + m  

repr6sentent les valeurs limites de l ' int6grale 
b 

f f( )o(x)ax 
a 

sous condition, que pour toutes les valeurs de x entre x ~ a e t  x ~ b 
la fonction O(x) reste finie et continue et que sa d~riv(~e, dont l 'ordre 
est 6gal au hombre des int~grales donn6es 

b b b 

a a a 

ne change pas de s igne. . -Si  le nombre de ces int6grales est pair, ces 
valeurs spdciales de F ( z )  peuvent 6tre ddduites des formules (3) et (4) 
en supposant v ~ b, ou bien v 6gal .~ une racine quelconque de l'~qua- 
tion r  o. Si au contraire le nombre des intSgrales donn6es 

b b b 

a a 

est impair, les  fractions F~(z) et F~(z) peuvent fitre ddduites des formules 
(3) et (6) en supposant v-----a, v----b. 

A l'aide des  fractions, ddtermin~es par les formules (3), (4), (6), (7) 
on peut aussi trouver les valeurs limites de l 'intdgrale 

a 

quelles que soient u, v pourvu seulement, que dans les intdgrales donndes 
l 'une des limites soit 6gale k + o,v. 


