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SUR LA REPRESENTATION
DES VALEURS LIMITES DES INTEGRALES
PAR DES RESIDUS INTEGRAUX

PAR

P. TCHEBYCHEFF

4 S:t PETERSBOURG.

(Traduit du russe'! par Sophie Kowalevski a Stockholm.)

Dans un mémoire Sur les valewrs limites des intégrales, publié en 1874
dans le Journal de mathématiques de LiouvitLe, nous avons commu-
niqué quelques résultats concernant les valeurs limites de l'intégrale

Jt(@)de

dans le cas ol T'on donne les valeurs des intégrales
b b ) b
ff(x)dx, fmf(x)dx, fxzf(x)dx,
p a a
prises entre des limites plus vastes: @ < u, b > v et ol la fonction in-
connue f(x) reste positive pour toutes les valeurs réelles de = entre
x=ua et x=0>.
D’aprés un théoréme contenu dans ce mémoire si le nombre des
intégrales données

b

ff(x)dx, fxf(x)dm, C e, f)x?’”*‘f(x)dx

a

! 0 OpeAcTaBACHIN IPeLBJIbHHXD BCIMUYHHD HHTeIrpaloss MoCpelcTBOMDb HMHTer-
paasuuxs Badeross. CIIB. 1885, Appendice au tome 51 des Anpales de I'académie
des sciences de S:t Pétersbourg. ‘
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est pair = 2m, les valeurs limites de l'intégrale
¥
[ f(x)dx
u

ne peuvent étre déterminées que dans le cas ol les limites u, v satisfont
& une équation, dont les coefficients dépendent de la valeur des intégrales
données.

Pour obtenir cette équation et les valeurs limites de l'intégrale

f f(x)de,

dans le cas ou u, v satisfont a cette équation, nous développons lintégrale

[

" fz)

& — &

dx

a
en une série, procédant selon les puissunces décroissantes de 2z

b

b
. w)ds wf () d:
o) dx_qff(w) Ja+afwf(t) :
I = — ...

g— Z Z

Posant

b

b b
JT(@de =4, [af(a)de = 4,, ..., [ flo)do = A,

a

nous obtenons donc pour lintégrale

b
" fw)da
& — &

2m

I'expression approximative suivante, rigoureuse jusqu'an terme — inclusive-
]

ment;
A?m-—l

A
e ST S
4

™ ]_‘b;

+
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En désignant donc par

1
a,z +'ﬂ1_—

I
g% +'ﬁ% .'. I
amz + ,‘?m

la fraction continue, que l'on obtient en développant l'expression

A 2im—1

Au Al
_Z—+-ZT+..‘+ Z'.’m

en fractions continues et en sarrétant & la m*® réduite, nous aurons par
I
“’ p) 4 o H 8 | A ’( 1 1 1 7! ) —— N
conséquent, aussi avee un degré d’approximation jusqu'au terme i 10-

clusivement

’
[LD gyt
T R TR T 1

aut + B

v/

@

A Taide de la fraction continue, définic de cette facon, on établit I'équa-
tion a laquelle doivent satisfaire # et v, de méme que les valeurs limites
correspondantes de l'intégrale

v

ff(x)da;.

"

En désignant par

¢n(2)
Oun(2)

la fraction ordinaire, & laquelle peut se réduire la fraction continue en
question, et en égalant le dénominateur ¢, (z) & zéro, on obtient I'équation

¢n(2) =0

a laquelle doivent satisfaire les limites u et v de Vintégrale

[f(x)de
Et en désignant par ’

Bry By vovg By By weey Buyy By ey By
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toutes les racines de cctte équation, disposées d'aprés leur grandeur crois-
gante, on trouve que si l'on pose

U=z, v = 2,
les valeurs limites de l'intégrale en question sont exprimées par les sommes

Sﬂm(zl+1) Spm(zl+2) + oL + Om (zn—l)

Do’ (ZH—I) Y (zl+2)

¢m' (Zn—l) ’

som(Zl) ’ §5n1(21+1) + s ?m(zn) )
S-/}m'(Zl ) 9/)’"' (-ZH-] ) ' ¢7n’ ( 2y)

Ces sommes sont composées des résidus de la fonction

Pu(2)
m(2)

ar rapport aux racines de l'équation
p

$uls) =0

contenues dans les limites

(&

i ,2,‘“

y étant ou non comprises les racines 2z, et 2z, elles mémes.

Pour pouvoir exprimer ces sommes de résidus partiels par des résidus
intégraux, nous conviendrons de désigner par @ une quantité positive in-
finiment petite. Vu que dans ce cas les racines de V'équation

¢1n<z) =0

contenues dans les limites

& + w, 2y — W
sont

Z41y Brgas ce vy &
et les racines, contenues dans les limites

H— w, 2, + w,
sont

&y Zipqy ey By
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nous pouvons représenter les sommes précédentes par les résidus intégraux
Zn —w
a om(2) é‘/ ¢m(z)
ym( ) 'Hm(z)

2t

En conséquence des valeurs limites trouvées pour lintégrale
Zn

[f@)dx

2t

on aura donc

P 21t o ¢m(Z)
2n mto

¢w(2)

;l/.f(x)dx é“ _("¢m(z)

§ 2. Ces inégalités, de méme que la solution d'un probléme pré-
sentée dans un mémoire mentionnée plus haut, et d’autres problémes du
méme genre, découlent immeédiatement de la représentation des valeurs
limites de l'intégrale

13
par des résidus intégraux, dans le cas, ot la limite supérieure de linté-
grale v reste arbitraire, mais la limite inférieure u coincide avec la limite
inférieure des intégrales

ff x)dz, fxf(w)dx,

Dans ce cas les valeurs limites de l'intégrale

il

J1(w)dz

a
sont données par les formules suivantes:

» vt o

(1) ff(w)dx < ang(z)

(2) [1()de > & F(2)
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ou I(z) est une fonction rationnelle, dont la valeur dépend du nombre
des intégrales données

 [fyin,  [af(@yin, ...

et de leur valeur. Cette fraction s'obtient facilement en développant

I'intégrale
[4

en fraction continue

I

—_— I
alz+l@1_

a22+:82 '.». 1

T dmz 4 Bn .

?

dont les m dénominateurs peuvent toujours étre trouvées, comme nous
I'avons montré, lorsque l'on connait les valeurs des 2m intégrales

b b b
ff(x)dx = 4, facf(m)dm =4, ..., fac“"lf(ac)dw = Agyp;-

§0m(z)

. la fraction ordinaire a laquelle
P (2)

En désignant comme auparavant par
se réduit la fraction continue

1

_ I
(‘|Z+ﬂ1—.

a7 + 5, -

1
. 5
Om s + Fm

—1(2) . A
#n2(%) la fraction ordinaire que nous obtenons en

Im—1(2)
nous arrétant au terme

nous désignerons par

1
Apy—1% + ﬂmﬂl '
Si, en outre des intégrales

b

ff(x)dx = A, fbxf(x)dx =4, ..., fx"’"*lf(x)dx = Ay,

a
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on connait aussi la valeur de Vintégrale
tw)

h
fm?mf(m)dm —_ AQm

il est mnécessaire, pour pouvoir déterminer la fraction rationnelle F(z)
dans les formules plus haut, de déterminer non seulement la fraction

. e, . .. _1(2)  on(z) .
continue précitée ¢t les deux fractions ordinaires P , Em mais
S!'m—l(z) ¢’m(z)

aussi la valeur du coefficient de z, dans le (m + 1)” dénominateur de la
fraction continue, obtenue par le développement de l'expression

S

L A?m-] A?m
+ -’l + cre + 7‘21/1 + z‘.’m+1'

2

Ao
z

«

Nous désignerons ce coefficient par a,,;.

§ 3. Ln étudiant la fraction rationnelle F(z) nous remarquons que
sous sa forme générale elle peut étre exprimée d'une maniére simple par
une fraction continue. Dans cette dernicre les m premiers dénominateurs
sont identiques avec ceux de la fraction continue

I

———— I
a % +481—

a2 + 3, . .
anz + ,Um

que Yon obtient en développant l'intégrale

b
ﬁ—)—dm.
U g — X

La fraction rationnelle F(z) pourra donc étre représentée par la
formule

. )
(3) Flo)=rome 3+
alz+ﬁ‘ a2z+/92 . 1

t— — I
Un? ¥ G —

Z

ou Z est une fonection inconnue.

Acta mathematica. 9. Imprimé le 18 Octobre 1886. 1]
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Cette fonction peut étre exprimée & l'aide des fonctions ¢,_,(2),
¢, (2) seulement, si I'on connait les valeurs des 2m intégrales

ff(x)dx, fxf(af)dr, C e fx'”"“?/‘(x)dx.

Mais si Von veut se servir de 2m + 1 intégrales
b

fb/’(m)dx, fbmf(x)dx, C e fzc“’f(x)dx

a

il faudra encore, pour déterminer F(z), connaitre une quantité constante

am+1-
Dans le premier de ces deux cas, cette fonction sera donmnée par la
formule
- bm—1(v)
(4) Z = yla—v) + 50

(V)

dans laquelle y désigne la plus grande des deux quantites

L[l ()
v =L gula)  ulv) -

I [¢nz—1(b)_sr/’1n~l('u)]_
b= L gu(B) gl

Dans le second cas on trouve pour la détermination de Z deux formules
différentes selon que la fraction

1 [‘/’m—l(“)_Sﬁ’" ’(v)]——fl +1

(5) a— ‘,”m(a) ¢,n(v)
1 ['r”m-—l(b) . ‘/'nwl(‘v):l .
b—v | ¢gn(h) () mtl

est positive ou négative. Dans le premier cas la fonction Z est définie
par la formule

‘r,'mdl (1))

(6) Z = (e — o) + L2200,
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Dans le second cas Z est donné par la formule

b — a)po D1 (& b — a)’pd
() 2= aunle— =" 1—3»& V¢mzi>) RC —p)”z(—(r 2fm(b—u/f)’
ou
1 [Sl’m—l(“) . ¢"l~1(v)m —u
_a—vl gu(a) () | i
P [0 ucaloh)
b—ol gu(b)  da(e)dT
\ U [duc1(d)  guila)]
= b—a Izsj‘r/’"t((()))—_y%n(a))- - anH.l.

§ 4. Llexpression de la valeur limite de lintégrale

ff(x)clx,

par les résidus intégraux nous conduit facilement a toutes les formules
indiquées dans le mémoire précité.
En supposant connues les valeurs des 2m intégrales

b b

ff(x)dac, fbxf(x)dx, Ce fx""“‘f(x)d:n

a u

ct supposant de plus que l'on cherche la valeur limite de lintégrale

v
f f(z)dx
a
‘pour une valeur de v satisfaisant a 1'équation

u(v) =0,

nous remarquons que daprés le § 3 la valeur de Z scra donnée dans ce
cas par la formule
b1 (v)
Z = g — v + (’.ﬁué;
re— o+
d'on il résulte, a cause de l'équation

$u(v) = 0,

Z = o0,
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Par conséquent, d’aprés le § 3,

I

M) =ova —

1
”’x'g+ﬂz—_—" I

unz + ,‘?m
En substituant & la fraction continue la fraction ordinaire qui lui est égale

on(2)
I (z)’

on trouve

- m(2)
1’ = 90 .
() = one)

Pour cette valeur de F'(2) les formules (1), (2) nous donnent

[ v+ w

Sﬁm(z)
(/‘f(m)dx:i— (,,’m(z).

@ a—w

Ceci aura lieu pour toutes les valeurs de v satisfaisant & 1'é6quation
¢, (v) = o.
En posant I'un aprés l'autre
v =2, v =2,
(2, et 2 signifient comme auparavant des racines de l'équation
SL'"!(Z) = 0,

et z, > %) nous déduisons de ces formules

ff(x)dw > Pn(z)

C Ga(z)’
Zn Zn+w¢' (Z)
aff(x)dx éa—w 9/)";(\3),
2y zl—wsﬂ”‘(z)
:lff(x)dx ia{/«, o)’
k) zz+w¢ (Z)
[f(x)dx é“(‘;w dmlz)
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Et en retranchant les deux derniéres inégalités des deux premiéres on

trouve ﬁ )
- N - wgﬁm(z
Jf( Ylx < {'/ in)’
S on(2)
f/ z)dx > w(/’m(z).

Et comme nous l'avons vu au § 1 ces inégalités nous conduisent
aux mémes valeurs limites de lintégrale

f"f(nc)dx

que nous avons communiquées dans le Journal de LiouviLLe pour le cas
considéré.

§ 5. Pour appliquer les formules (1) et (2) a la résolution du
probléme proposé dans le mémoire précité, nous supposons que les trois
quantités données

P, d, k

sont déterminées par les formules suivantes:
b

p = f f(z)dz,
0

Saf(x)dx
d == 97‘—*——-‘ ’

[f(@)ds
0

b

k =f(oo — d)*f(x)dx.

0

et que Ton veut trouver les valeurs limites de l'intégrale

Ofvf(x)dx

pour le cas o la fonction inconnue f(z) ne devient pas négative pour
des valeurs de x entre o et v.
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Vu que les trois quantités
p, d, k

déterminent les valeurs des trois intégrales
f f (.’,0 )dw =P,
0
fxf(oc)dx = pd,
0

fmgf(;z;)dw = pd* 4+ k,

les valeurs limites de l'intégrale
[1(x)dz
4

dans le probléme considéré seront déterminées par les formules qui

s'appliquent au cas, quand le nombre des intégrales données est impair
2m -+ 1; il faut poser de plus

m= 1, a = o,
4, =p, A, = pd,
A, = pd® + k.

Pour déterminer la fraction continue

I
an? + ﬂm




Sur la représentation des valeurs limites des intégrales. 47

en une fraction continue, en nous arrétant toutefois au premier dé-
nominateur, ce qui nous donne

I _ I
alz+ﬂl—-§_£l.
P P
NOUS tronvons dOHC
plz) 1 . gf2) o,
$(a) 24 gV
p P
do(2) __ _p

¢(z)  a—d

Pour déterminer la quantité constante a,,, = a,, nous développons
en fraction continue l'expression
A A, p , pd , pd®+ k
221 + j == - + —2—2 + 3 ?

4 2

Ly
2

en nous arrétant au second dénominateur et ne considérant que le premier
membre de ce dernier. De cette maniére nous trouvons

pd* +k 1
2* T a—d 1
- 2
Vg %z+-

z
pe+5 +

..

?

d'out I'on déduit, conformément & ce qui a été exposé au § 2,

§ 6. En substituant ces valeurs dans la formule (5) on trouve la
fraction
d—wv + LA
pd
k ’

b —d)

d—u

dont le signe décide, d’apres le § 3, quelle des deux formules (6), (7)
doit étre employée pour déterminer la fonction Z.
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Vu que cette fraction ne change de signe que pour les valeurs

I k
WZ(Z—*E(—’)—:E—); ?):(Z—}-]—)—(z,

pour lesquelles elle devient co ou o, tandis que pour v =00 et v = — 0
elle est égale & 4 1 ou -— 1, on voit que cette fraction sera positive
pour ‘

<d i

CECTRe =

et pour

v>d 4 Ly

' pd’

tandis qu’elle est négative lorsque v est contenu cntre les limites

k k
d_zT(b__—d)<”<d+;7?l'

. . . k
Par conséquent, si v < d — ou bien v >d — nous devons,
}) /

k
p—d)
conformément au § 3, nous servir de la formule (6) pour déterminer la
fonction Z, ce qui nous donne

2

/ro(
Z = e —0) + 20 = — o) + .

Au contraire, dans le cas ou

I k
"‘m“—:d)<v<d+p—d

la fonction Z sera déterminée par la formule (7) qui nous donne

dp®

7=Vt d—b—o)L 4 (b —dv— @)%

k

__plp—a)d —kj[p(v—d)d— K[p(w — d)Yb —d) — k]
E(z — d) — pk*(b — d)v — d)

En passant maintenant & la détermination de la fraction rationnelle F(2),
conformément au § 3, nous remarquons que dans le cas considéré la
fraction continue



Sur la représentation des valeurs limites des intégrales
I

Ry
I
h— I ? +—/§,,;
ne contient qu'un seul dénominateur

1
a2 + f, =5

pop
la formule (3) se réduit donc a
F(z) = ——
(2 2 d 1
v pr %

Aux deux valeurs de Z correspondent donc les valeurs suivantes de F(z):

. k
plz —v) +m
F(Z) = k ’
F(Z) _ p2° —pd +v—d) + k4 (D ———d)(k—d)_p.

#s — b)(z — v)

La_premiére de ces valeurs aura licu, d’aprés ce que nous avons vu, dans
le cas ou

7{
K Ay
ou bien

k
v>d +ﬁ’
la seconde dans le cas ou

d————k

k
PO ==t

pvd .

En introduisant ces valeurs de F(z) dans les formules (1) et (2) et en

posant @ = 0O, nous trouvons que les valeurs limites de lintégrale

ff(w)daz

Acta mathematica. Imprimé Ie 19 Octobre 1886.
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que nous cherchons dans le probléme considéré, seront données par les
formules

—  Ppla—u) +

ff(ocdx>g; -
—o z——v)(z——d +m—]_—_7))

) )
v+ }7(2-77)+v;d
ff dx<("/

& (z——v)<z —d +}7(v—l._71))

’

dans le cas ou
k

< A=y

oun
> d k
v + pd ’

et par les formules

i v—w})z2 ~pb+v—diz+ b+ b—d)v—d)p
[f(x){h;ié\/ z2(z — b)(z — v) ’

0 —w

v v+w
prt—pb +v—dz + &k + (b — d)(v — d)p
ff( (]T = é‘/ z(z — bY(z —- v)

Q . —w

dans le cas ou

k
d— = <Q<d+—

§ 7. Si nous nous arrétons au cas

v<d k
~ pb—d) ’
nous remarquons que pour telles valeurs de 2 comprises entre 2 = — o
et 2 = v + w, la fraction
vz — v
p( v —d

(= -——v)(z —d +}71}_/£:E))
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ne peut devemir 0O que pour

2 = v,

ok .
s . , ) L] 2 == —— e 2 t € .
vu que la seconde valeur 2 =d MeEL pour laquelle cette fraction

devient oo, surpasse, pour les valeurs considérées de v et pour @ infini-
ment petit, aussi bien v + @ que v — . Quant a la valeur

elle sera contenue, a cause de l'inégalité

® > o0,
dans les limites
— o, v+ o,
mais clle sera en dehors des limites
— o, vV—w.
Par conséquent, pour les valeurs considérées de v, le résidu intégral

k

v)+-‘u—-d,

i p(z

e ofi—d )

se réduira a zéro, tandis que le résidu intégral

i
v —d

)

—ow (3 — v)(z —d +i)_(;":;i—))

R 0] P(z_lv)+

se réduira au résidu correspondant & z = v, qui est égal &

Ip
k4 pv—d)y?’
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. . k Y
Par conséquent, dans le cas ol v < d — J6—3) les formules (8) se re-

duisent aux sulvantes:

®

ff(m)da: > o,

1]

.
ff(as dr < FEpr—dp

Passant maintenant au cas,
k
v>d + ﬁ .

Nous remarquons que dans ce cas la valeur

k
8= d—.p(v——d)’
pour laquelle la fraction

k

plz — v) +————v_d

@*”)(z“““mk—d))

devient infinie, est contenue aussi bien cntre les limites

— o, v— o
quentre les limites
— o, v+ w

tandis que lautre valeur z = v, pour laquelle cette fraction devient aussi
o0, n'est contenue qu'entre les deux derniéres limites. Par conséquent
le résidu intégral

v—u plz—v) +




2
)

Sur la représentation des valeurs limites des intégrales.

lequel est égal a
piv—dy
E4+plv—d)? ’
tandis que le résidu intégral

k
v+ p(z_—v)-*—’v——d

w@-wG—d+ﬂﬁiﬂ

sera égal a la somme des résidus de la fraction

I

v—d
(z——v)(z—d +pﬂ(v?—~d)>

correspondants aux deux valeurs de 2z, pour lesquelles cette fraction
devient infinic. Cette somme est égale & p. Pour ces valeurs des ré-
sidus intégraux, les formules (8) nous donnent

p(z — v) +

. PpHv-—d)?
ryde > ————u —,
b/f("v)dx =k 4 pv —d)?

ff‘(x)da: < p.
J =
Il nous reste encore & étudier plus en détail le cas on
d

k k
«—Z—————J<b_d)< v < d +1_)E'

Pour ces valeurs de v, les valeurs limites de intégrale
[F(z)ax
]

sont données, d’aprés le § 6, par les formules

. Tt —pb +v—dz + k4 (b— d)w — d)p
QLR G — 0 — ) |

v+w 9 )
. pz’—p(b+v——d)z+k+(b—d)(v~d)p’

0
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Vu que des 3 valeurs

pour lesquelles la fraction

pt —ph +v—dyz+ L+ (b —dv—d)p
2(z — b)Yz — v)

devient infinie, la premiére, 2 = 0, est contenue aussi bien entre les limites

— w, v — ),
qu’entre les limites

- W, 'U+(z),

2

la seconde z = b n'est contenue ni entre les premiéres, ni entre les se-
condes limites, tandis que la troisiéme, z = v west contenue qu'entre les
secondes limites, le résidu intégral

v—d)z+ k4 (b—d)v—d)p

U(_‘\/wpz" —pb +
e 2(z — b)(z — v)

se reduit au résidu correspondant & z = o, lequel est égal a

b—dv —dyp +k

by
tandis que le résidu intégral
UE’ pt —pb +v—dz+ bk + (b —d)v —d)p
~ z2(z — b}z — v)

est égal A la somme des résidus correspondant i

2=0 et a2 =17;
ces résidus sont respectivement égaux a

b—dv—dyp + %k
by ’

ab —dyp + k&,
b—vo

leur somme est donc

b—db+d—v)yp—=Fk
b(b — v) )
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Il résulte par conséquent de ces formules

. (b—d)w—d)p + k
0ff(yc)dx > " )

b—d)p +d—v)p—k
ff(z)ds i

0

On voit donc que de Pexpression des valeurs limites de Vintégrale

v
ff(ac)dac & laide de résidus intégraux, découlent toutes les formules com-

a

muniquées dans mon mémoire, inséré dans le Journal de LioUuviLLE sous
le titre: Sur les valeurs limites des intégrales.
§ 8. Il est facile de s'assurer de l'exactitude des valeurs limites de

2

l'intégrale f f(x)dx que nous avons trouvées pour le cas ou l'on connait
a

les valeurs des intégrales

ff(x)dm, fmf(x)dx, fg;*f(x)d,_q;, )

et que de plus la fonction inconnue f(x) reste positive entre a et &, &
laide de 1’équation

fo(o:){Zzzt = LUF(z)

laquelle aura toujours lieu, en conséquence des propriétés de la fonction
rationnelle F'(2) déterminée par les formules (3), (4), (6), (7), sitdét que
U désigne une founction entiére dont le degré est moindre que le nombre
“des intégrales “données

[r@yde,  [af(e)iax,  [2%f(z)dz, ..

Quant & la déduction de ces mémes formules par la méthode des
quantités maxima et minima, cette question sera l'objet d’'un mémoire
particulier, dans lequel nons montrerons aussi d’autres applications de la
fonction rationnelle F(z). On verra entre autre que les deux racines
de T'équation

P(z)
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les plus rapprochées de la racine
T =

fournissent la solution du probléme suivant par rapport & la fonction
f(x): dans quelles limites, en partant de x = v ou en finissant par x = v,
la fonction f(x) peut elle avoir une valewr constante égale . zéro?

En assignant 4 v dans les formules qui déterminent F'(z) certaines
valeurs spéciales, nous trouvons deux fractions F,(z), F,(z) telles, que

les résidus intégraux
bt w 4w

EF()0(), & F(20(2)

a—w

représentent les valeurs limites de I'intégrale
. ]

[1(2)8(x)dn

a .
sous condition, que pour toutes les valeurs de x entre £ = a et z = b
la fonction #(x) reste finie et continue et que sa dérivée, dont Pordre
est égal au nombre des intégrales données

[f@)de,  [2f(z)de,  [2*f(z)de, ...,

ne change pas de signe. -Si le nombre de ces intégrales est pair, ces
valeurs spéciales de F'(¢) peuvent étre déduites des formules (3) et (4)
en supposant v = 5, ou bien » égal & une racine quelconque de 1'équa-
tion ¢,(x) = o. Si au contraire le nombre des intégrales données

b

S1@)de,  [af(z)yde, ..., [o"f(z)de,

est impair, les fractions F,(¢) et F,(z) peuvent étre déduites des formules
(3) et (6) en supposant v = a, v = b.
A Taide des fractions, déterminées par les formules (3), (4), (6), (7)

on peut anssi trouver les valeurs limites de 'intégrale

J1(z)dx

quelles que soient %, » pourvn seulement, que dans les intégrales données
Vupe des limites soit égale 4 + co.




