SUR UNE EXTENSION A L'INFINI
DE

LA FORMULE D'INTERPOLATION DE GAUSS
I’AR‘

I. BENDIXSON

4 STOCKHOLM.

Etant donnée une fonction rationnelle entiere f(x) de la variable z
N\ - — , N . . I3 o, ’
de degré n-— 1 laquelle remplit Pégalité

f(((,) = 4, v=1,2,.,n)

la formnule d’'interpolation de Gauss,’ nous donne la fonction f(z) sous
la forme

f(r)= A, + d)(v—a,)) + A} (r —a)(@w—a,) + .4 AV (6—ay)...(6—a,_)

ou les quantités A%, sont formées d'aprés des lois trés simples des quan-
tités A,.

Je me suis demandé si on ne pouvait pas établic une formule
analogue pour une fonction analytique quelconque, en supposant pourtant

dans ce cas que la fonction f(x) remplisse une infinité d’égalités

f(ay> =3 A, (v=1,2,..,m,..)
les quantités a, étant en outre assujeties a la condition lime, = a. 11
V=0

est évident que si l'on pouvait établir une égalité de la forme

(o) =4, + Aj(x—a,) + A7 (z—a,)(® —ay) + ... + A (x—ay)..(x—a)+ ...

' (Gauss, Theoria interpolationts methodo nova tractata; Werke, Bd. 3, page 274.

Acta mathematica. 9. Imprimé le 2 Septembre 1888. 1



2 I. Bendixson.

les valeurs AY), se calculeraient aisément des valeurs 4, et on pourrait
alors par cette égalité méme déterminer la fonction quand on en connait
les valeurs pour un nombre infini de valeurs de la variable x assujeties
a la seule condition lima, = a. '

V= .
C'est en effet l'existence de cette égalité que nous allons prouver,
mais avant d’aborder cette question nous étudierons les propriétés des séries

éB,(az —a)...(z—a,).

En étudiant les séries de la forme 2 B,(z — a,)..(x —a,), lima, = «a
. y=0

v=o
ol @ est une quantité complexe finie, on trouve aisément qu’elles offrent
beaucoup d'analogie avec les séries ordonnées suivant les puissances
entiéres et positives de # — a. On peut en effet regarder ces derniéres

o
séries comme un cas particulier des séries 2 B,(x—a,)...(z—a,), lima, =a.
[ y

. v= Y=o
Les quantités B,, ..., B,, ... sont supposées indépendantes de z.

Je veux d'abord développer ici quelques théorémes qui montrent
leur caractére trés simple pour enfin en faire usage cn traitant la question

ci-dessus mentionnée.

Théoréme I. Si une série de forme X B,(x —a,)...(x—a,), lima,=a
v=90

est convergente pour x == x, elle est absolument convergente ‘pour chaque
valewr de z telle que | —a| < |z, — a].
Soit en effet

r—a

<e<<1

r, —

on peut déterminer un nombre entier positif m tel que

L — Apiy

< e < 1. (+=0,1,2, ..}

%l — Gty

En éérivant
EUB,(.T, —ay)...(x —a,)]

@w—un). .. (g—a)|

(7 —ay) - (1, — @)

;I B,(x, —a) ... (x, — a.y)l.
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on voit que

3 ; = (x—a)...(@—a,)
;lB,(x—--a,)...(x—aN < g}; e

¢ étant un nombre positif plus grand que le module de chaque terme

@

de la série convergente Z{)By(xl —a)...(r, —a).
o
Mais la série

®—a)...(z—a,)
(@, —a)...(x, —a,)

3

o
ooy
y=0

est évidemment convergente, ce que l'on voit en éerivant

| (2—a,)..(e—0a,) |

A (wl—a,‘»)..(x, —a,) l

y=190
__m}-:«: _(:,n——al)...(..v—a,,) + (x—a,)..{&—an_1) > (w—a1,,)...(zu-—a,,,+i
T e (2, - a,)..(2,~—a,) (@, —a,)..(2,—an1)| & | (2, —an). (2, — )

(x—a)..(Z—apu_1)

(2, —a).. (2, —ay,_1) =¢

(z—a,)..(e —a,)
(¢, —a,)..(z,—a,)

v

m—1
<2
v=>0

D’ott Pon conclut enfin que la série Zl B,(x —a,)...(x —a,)| est con-
. v=0

vergente tant que |z —a| < |2, -—a |
Le théoréme nous montre qu'a chaque série de forme

2B(x—a)...(x —a,), lima, = a

v=0 v=w
correspond un mnombre réel et positif » tel que la série est absolument
convergente si |# — a| < r, mais divergente si l'on a |2 —a| > r.

Le domaine de convergence de la séric 2 B,(x —a,)...(x — a,) est
y=20

par econséquent un cercle auquel nous donnerons le nom de cercle de
convergence. Ce m'est alors que sur la circonférence du cercle de con-
vergence qu’il y a incertitude quant & la convergence de notre série.
Par la démonstration du théoréme précédent nous avons établi aussi
un théoréme qui correspond tout a fait 4 un théoréme connu d’AseL
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sur les séries ordonnées suivant les puissances entiéres positives et Crois-
santes de la variable, savoir:

Théoréme II.  Etant donnée la série 2 B,(x — a,)...(x —a,), lima,=a,
y=90

si pour une valewr de la wvariable telle que |z — a| =o' les modules des
termes de la série sont moindres quun nombre déterminé, la série sera con-
vergenle pour loutes les waleurs de la wvariable assujeties  la condition
|2 —a] <.

Théoréme IIL.  Si r, est un nombre positif moindre que le rayon de

1

convergence de la série 2 B,(x — a,)...(x — a,), lima, = a, la séric est
)

v=">0 =0

uniformément convergente pour toutes les wvalewrs de v asswjeties « la con-
dition |x — a| < r,.

Soit en effet », une quantité positive telle que Ton ait

2
75 < ¥y <7

r étant le rayon de convergence de la série et », unc quantité complexe

tele que |m2 — (zl =7 ‘_En posant

2

. y . Y
r, — 1, = 40
7, — 30
- = 3
¥, — 0

je puis déterminer un nombre entier positif m tel que

X — Uy
| - Tl < e =0,1,2,.)
"/)"2 = Umty

pour toute valeur de x assujetie & la condition |z —a| < 7).
En effet nous déterminons m de sorte que

l Opyy— @ l < 0 (v=0,1,2,..)
ce qui nous permet d’éecrire

|l —a,, | <|r—a|+|a—a..
<71y, — 30
tant que Pon ait |r—a| <, ainsi que

lxg-—a,n+,|>4'?~()“.
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Ces deux inégalités nous montrent que

y=0, I, 2, +..
|2 —a] <7,

I r — am+v

< 1 pour
I Xy — dmyy

o

[En éerivant

]

YIB—a)... (x—a)]

v=0

(-—a)...(z—a)

(2, —a)...(», —a,)

== — |];y(,r2 b a‘) o (’)"2 —_— nv)|

et procédant comme pour la démonstration du théoréme I on prouve
que la séric

;‘)l B,(x—a)...(x—a)|

est uniformément convergente pour toutes les valeurs de la variable
situées dans le domaine en question. Cela a par conséguent aussi lieu

pour ce qui concerne la série X B,(r — a,)... (¢ — a,).
y=0

C. q f d

Le théoréme TII nous permet d’en tirer la conclusion qui suit.’
La série

®

Z By<3T/ —_— (l1> e (.’I; —_— (IV), lim (}',V =

y=0 y=c0

peut étre égalée @ ume série P(x — a), procédant suivant les puissances en-
ticres positives et croissantes de Iln variable, Uégalité ayant liew pour toutes
les valeurs de x comprises a lintérieur du cercle de convergence de la série

x
V‘:()Bv(m - [ll) cee (1’7 —_ (l,y),
On doit observer que le cercle de convergence de J(x — a) peut

o
gétendre au dehors du cercle de convergence de ZB,(m—a])...(x—a,).
0

y=

' K. WeiensTrass, Zur Functionenlehre, Monatsberichte der Konigl. Aka-

demie der Wissenschaften. Berlin 1880, pag. 7.
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Nous pouvons encore & P'égard de nos séries établir un théoréme
correspondant au théoréme remarquable dd & Asen et Diricnrer.’
Théoréme IV. Si la série

f(z) = %B,(x —a)...(x—a), lima, =a

v=0 y=o0

est convergente pour une valeur a de x (a2 a) on a Uégalité
limfla — e(a — a)] = f(a)
=0
e étant réel et positif.
Pour plus de simplicité, nous en donnerons la démonstration plus
tard, mais nous avons voulu citer le théoréme ici pour mettre en évi-

R
dence l'analogie compléte qui existe entre les sérics 2 B,(x —a,)..(x —a,)
y=0 . !
et les séries procédant suivant les puissances entiéres positives ef crois-
santes de la variable.
Etant donnée une fonction analytique f(x) qui au voisinage du point
a peut étre développée en série P(x — a) ordonnée suivant les puissances
entieres positives et croissantes de la variable, si cette fonetion peut étre

développée en séric ZE}BV(T — ) ...(x—a), lima, = a, les cocfficients

V=w
B, peuvent se calculer aisément des valeurs 4, ..., 4,, ... de la fone-
tion aux points @, ..., @,,..... Mettons pour un instant

f(x) = E(:) Bx—a)...(x—a,)
on voit en effet que
A, — A , AYD 4P
By = A4,, B=4, =" . B =AY =" " ...
ty — 0, dypq — Ay

ol les constantes A} sont calculées d’aprés la loi suivante:

(=1 (v—1
A — A‘,,' — 4, A® — A/L — 4,
n 9 et w T T T T Ly e
(1},. — a, a/‘u — Oy

mim — 1
(I 2——25&2 4+ .... Oecuvres

1

. m
ARBEL, Recherches sur la série 1 +Tw 3

completes, Tome I, pag. 223.
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D’un autre coté il est évident par la conclusion tirée du théor. I que si

o

o(x) =24 (x—a)...(x —a,)

y=0

est convergente dans un cercle quelconque elle est dans ce cercle égale
a f(x), car l'égalité subsiste pour unec infinité de valeurs de la variable.

En appliquant ces résultats a la fonction f(x) =i (¢S o) on obtient

I
AL, = (— 1) ——n
v+l ( ) (L3 D IEN 7 PR |

et en ccrivant

¢(Vv> Lz + (Jc-—a,l)(m-—ag)__“' 4 (_ I)v("“"1)~~~(t'3-—"u)

a a a, a.a.a, C(llfl2 e Uyyyy

+..

Iétude de la valeur limite

(— 1+ (g—a)...(@—a,11)
lil]’] Ay My 1 Uyyn e r —
y=o0 (._ I)y(%—a,)...(vv — (1,,) o

Ay ov oAyt

met en évidence que la séric du second wmembre est convergente tant
que |#—a]| <|a| ce qui nous permet d'écrire

I_ 1 xz—a +(.L"~—a,l)(,e~—ag)__ )
® o a,a, 0,0y
pour |v —a| < |a|

Soit « une quantité quelconque qui n'est assujetic qu'a la condition de

. r3 ’ ‘ . I ‘
ne pas étre égale a @, lima, = a le développement de - nous donne
. £x

T (x —a,)
w—a  a,—a (0, — o), —a)
) (z—a,)...(x—a)
e (1) (@, —a)...(a,—a)a,yq —a) ' 77

ce qui nous permet d’écrire

I I ¥ —a, (w—a)... (€ —~a)

(a - (Ll) . (/l -— av)(‘l - aV'F‘*) .

4+

(ot — a Yo —a,)

pour |z — a| <la—al.
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Ce développement nous donne les deux identités qui suivent

I | € —

— 1
a— r/.—al—‘-(a——(ol)(a—a/g)_}—“'
+ (g —a,) . ool —a,_y) (v — a,)...(x:-ﬂ,)"“ 1
(w—ad.. {fo—a,)e—a) (g—a). ..(n—a) a—w
ct
X — ). .. (— a,.. & —a ) ... (x— a.,,_\ ®—a,
0 = 1’n<x> ( ) ( n 1) ( 1) ( » ll( ) ..
(dp —a) ... (a0, — dp_y) (@ —a,) o (= )@ — dyp1)
(B—a) ... (@—ap1)e—a)...(&—a) 4
(g =—a ) oty — Ay — Wugr) - . (T — @) o

pour |z —a| < |4, — al.

Nous observons de plus & l'égard de I, (x) que cette séric est égale a
zéro quand x = a, (v 2 n) mais égale & 1 pour & = «,.

Soit maintenant F'(x) une fonction analytique quelconque qui dans
le voisinage du point @ peut étre développée en séric ) (# — @), et soient
Ay «v.y @, ... tous compris a lintérieur du cercle de convergence de
P(x — a), soit de plus § Vaire d’un cercle |x——a| < r comprenant
toutes les quantités @, ¢, ..., @, ... ¢t située & Uintérieur du cercle de

convergence de P(r -—a) on a T'égalité

1 F(a) lo — 1 F(a) da + —a,) )

2wt | a— @ 2w | o —a, (0 — a Yo — a,)

do -+ ...

8

oot Py a +

(a~a,)...(a—a,) 2ai | a—x(e—a,). . (a—a,)

(—ay). (e —dy—) /4 F(a) ) I 1’((/)@*” Yool —a,) da

(%

S S

les intégrales du sccond membre se rapportant au contour de S.
Quant a lintégrale

I F(a) (‘”_“‘1)---(3”“’/)61
2z f o —x (0 —a,)...(«—a,)
8
on voit alors qu'elle diminue sans limite quand le nombre y va en aug-

mentant ce qui nous améne a l'égalité
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o 1 [ F(a) v —a, F(a)
() T 2m | a—a, do + 27 ((/.—al)((/.—ag)da +
1 §
(x—a)...(x—a,) ’ F(a)
ot 27 fe—a)... ((/.—a,.*_,)da + -

8

Soient comme ci-dessus 4,, ..., 4,, ... les valeurs que prend P(r—a) si
On y pose % = @, ..., @, ..., Végalité suivante a lieu

49, = L Pw g,

U 2m (e —ay) .. (@ — augs)
¥

(pour la définition de A$, voir page 6) ce qui nous permet d’écrire
Fla)=4, 4+ Ai(x —a) 4+ ...+ 4z —a)...(r —a) + .

Pégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de la variable comprises a
l'intérieur du cercle de convergence de P(z — a).

D’ailleurs si nous supposons que tous les @, ne soient pas compris
a l'intérieur du cercle de convergence de JP(x — a) 1'égalité

, I F(a) @ — a, Fla)
F(a) = 2ni o —a, da + 27i (a——a‘)(a—az)da + -
(z—a)...(6—a) Fa)
-t 278 (r/.—a'l)...(a——a,,.,_l)da—]_“'
¥

a pourtant lieu pour tout le cercle de convergence de J(x—a), S repré-
sentant T'aire d'un cercle |#— a| < » comprenant & son intérieur tous
les @, qui sont situés a lintéricur du cercle de convergence de J(x — a).

Soient a,, ..., @, ceux parmi les @, qui ne sont pas compris & l'in-
téricur du cercle de convergence de Y (x — a) et soient €, C,, ..., C, les
valeurs que prend le second membre de 1'égalité, quand on y fait
xr=a,,a,...,a, on voit que

V.

x(@) = (4, — O)Fy(z) + ... + (4, — C) F.(x)

Acte mathematica. 9, Imprimé le 15 Septembre 1886. 2



10 I. Bendixson.

o
est une série de la forme 2 B,(x — @,)...(x — a,) eonvergente ct égale
yv=0

a zéro dans tout le cercle de convergence de P(xr — a) et qui pour
r=a,, ..., a, prend les valeurs 4, — C,, ..., 4, — C,, ce qui nous
permet d’écrire

. F(a _ A Fa
F(s) = (o) + g [ X a4 B [

, (a_aj)(a__%)da + ...
.8
pour toutes les valeurs de & comprises & Dintérieur du cercle de con-
vergence de P(x — a).
Mais le second membre peut alors étre transformé a une série de la

forme Z.;B,(w —a,)...(x — a,) laquelle pour z =@a,, ..., @,, ... prend
les valeurs 4, ..., 4,, ....
On en conclut enfin que
— A®
Bv - Auy+17
ce qui met en évidence l'égalité

F(x)=A 4+ Aj(z—a) + ...+ A, (r—a)...—a) + ...

tant que % soit compris & lintérieur du cercle de convergence de J(x — a).
Je suis donc parvenu au resultat qui suit:

Soit F(x) une fonction qui dans le wvoisinage de x = a peut étre dé-
veloppée en série P(x— a), procédant suivant les puissances entitres, positives et
croissantes de r—a, soient A, ..., A,, ... les valeurs que regoit I'(x) en y
mettant © = ay, ..., @, ..., lima, = a, I'(x) peut étre développée en série

V=

(o) =4, + A(z—a)+ ... + 40, —a)...0—a)+ ...

Pégalité ayant liew powr toutes les valeurs de = comprises a Uintériewr du
cercle de convergence de P(x — a).

Soient maintenant 4, ..., 4,,,, ... les valeurs que prend J(z — q)
en y mettant = a,, ..., a,,,, ... et soient 4,, ..., 4,,_, des quantités
complexes quelconques, on voit par des considérations analogues aux pré-
cédentes que dans le voisinage de z = a on a l'égalité

Flg) =4, + 4o —a) + ...+ A2 @x—a)...(x —a,) + ...

de sorte que lon parvient au résultat suivant:
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Etant données les valeurs Ay, ..., A,, ...; Gy ..., @, ..., ima, = a,

v=n

la convergence de la série
4, + 4z —a)+ ...+ 4@ —0a)...( —a) + ...

exprime la condition mécessaire et suffisanle pour qu'il existe une fonction
F(x) qui dans le voisinage de x = a puisse élre développée en série de
Tavror et satisfaisant o Uégalité

Zﬂ(am } v) = “4'm+y v=0,1,2,..)

m étant un nombre positif entier suffisamment grand.
Aprés avoir établi ces théorémes de la théorie des fonctions je reviens
au théoréme IV, page 6. Il s'agissait de démontrer que si la série

<]

flz) = ZB(x—a,)...(z ———‘a,), lima, = a

y=0 y=ow

est convergente pour z = a, (x 2 @), on a l'égalité

f(a) = limf[a — (2 — a))

e=0

e étant réel et positif.
Evidemment cela revient & démontrer que la série est uniformément
convergente pour les valeurs de x telles que l'on ait

: = a— ez — a), o<e<yr<I
En posant
m4p

Y Ba—a)...(a—a)= 5"

on peut écrire
m

2B@x—a)...(x—a,)

=
(@—a)...(® — tut1)
(@ —a)...(%— Guy1)

(m) (% - (11) .. (J} - am) + (S(lm)___ Sf)m))

T a—a). . (a— am)

"'+ (Sl(zn)__ S/(Iri))(w—al) . '(m”—am—i-,u.)

(g —a,)...(t— Amip)

(w‘—'aq)---(w—"am+l)
(a—a,)(t—Amp1)(d—Cp y2)

_—:Sf)"‘)(a—m) (x-—al)...(w——am) _I_S(lm)(a__x)

(“_“1)-"(“_a'rn)(a—a'm+l)

ot 8 (2 — 1)

(2 —a)...( — adpip-1) oy (@ —a).. (B —Cnip) '
(a - a’l)’ (e — (I’m+#—1>(a - am+ll) : (fl "_ ax)' : '(“"‘a’m+lt)
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Soit ¢ un nombre positif quelconque, nous pouvons toujours déterminer
un nombre positif entier m tel que Von ait

| S/(Lm)l < 4. (1=0,1,2,...)

On parvient alors & l'inégalité

m-p

y;ﬂB,(x —a)...(t—a,)

(®—a).. ay)

o — dvl) v (a - a,)(a — @yt1)

< 0|a— x|

m 4 p—1
l (

(x - al) o v (w - a‘m+/t)
(@—a,)...(@— duty)

+ 0

Mais, # étant une valeur quelconque telle que l'on ait
r=o—c(la— a), o<e<ry

on peut faire correspondre & chaque nombre @, une et une seule quantité
a,(z) telle que Ton ait
x — a, (%)
a— a,(x) =

x—d,

a-—a,

Les quantités a,(x) ainsi définies satisfont alors & l'égalité lima,(x) = a.

y=w

Soit p un nombre positif entier suffisamment grand pour que l'on ait
| o — @] <|a—a - yla—a)) ©=0,1,2,..)

Toutes les quantités a,,,, (=0, 1, 2,...) sont alors comprises & 'intérieur
d’un cercle ayant pour centre le point @ et ne comprenant 4 son intérieur
aucune des valeurs # =a—¢c(a—a), 0 < e <y. Une considération
géométrique trés simple met alors en évidence que les quantités a—a,, (%)
ont une limite supérieure finie pour tous les x en question et pour
y==0, I, 2,...; on en conclut enfin que I'on peut trouver un nombre positif
g tel que Ton ait

[t =0a—cla—a), 0<e<y

a— (2
>l “— Apti\ ) pour
lv=o, 1, 2, ...

o= tpiy
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Soit enfin ¢ une quantité positive telle que

(IB - a’l) (‘7" — a’;ﬂ)
“—a). . (a—ay)

G >

pour & = a — e(a — a), o<e<ry

on peut affirmer que

G > @®—a)...(@—ay,) pour =a——s(a—a), o<e<ryr
(@—a)...(a—ayy,) y=o0, I, 2, ..
et I'on peut écrire si m > p
m+-p
ZBx—a)...(r—a)

n—1
<(5‘|a~—x| GE: ('n*am)-‘-('%—_a‘m+u) +0\‘G
= (@ — am) . . (& — Amp)(@ — CGugys) )

=1
I

$~am(x ]---{w—ana+u(w)] a—“‘am-}\y—l-l(x) .

sla—z16a. S| ) g

< da—s)& 2 —an)] it e@ || imtmen | || T ¢
L - a’"(%ﬂ h" — B g (@) a2
< 0|C<—-—90|(T g - \2 [a—an(®)]...[a— ant(@)][e — @nrve1(2)] + oG

< dla— x|G.g.ITI_—mI+o“ G

De la résulte enfin que

m+p . %r—"a'—s(a_‘a); O<€£T-
yg:”l?u(;v—al).. (r—a)|< d[G.g9 4+ G] pour {ﬂ:o, ;2 ... N

Mais ¢ étant un nombre positif aussi petit que l'on voudra cela nous fait
voir que la série est uniformément convergente pour toutes les valeurs
de z telles que

xr = a-~—¢(a— a). o<e<r<i1

C. q f d

w0
Nous ne nous sommes jusqu’ici occupés que des séries Z B,(z—a)...(x—a,)
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ou lima, = a = quantité finie. Si nous voulons maintenant étudier Ic

y=o00
caractére de ces séries en supposant que lime, = o0 nous y rencontrons
y=0

comme cas speciaux la série binome

-y +”L———(ml'2“‘>b*+...+"’”(”“‘)"?'y(“”"”+ Dy 4 ...

ainsi que la série hypergéométrique de Gauss. Je veux prouver ici que
nos séries sont en général d'un caractére trés simple dans le cas ou
lima, = co. Pour aborder T'étude de ces séries nous commencerons par

P ]

I'étude de la série .

I ®— a,

-+

a—a,  (x—a)a—a,)

(w—a,)...(z—a)

(@ —a) .. {a— oo —da,p)

4.+

Iima, = co.

V=

I

La.

o0
Nous traiterons d'abord le cas ou Z

v=1

1___[ I + ©— a, TR (g —a)...(x—a,_1) J

o — % a—a, = {(o-—a)Ye—a,) (0 —a,) .. (st — apy)a— a,)

| est convergente. L’égalité

1 ‘(a:——al)...(w——a.,,)

nous montre en effet que

I z— a, (@—o0)...(—a)

+ +---+(a_al)...(a——au)(a—awl) o

2 —a, ' (¢— a)e—a,)

e

— y=1

La série du premier membre de cette égalité est évidemment uniformé-
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ment convergente ce que l'on conclut de ce que le produit H<1 ——%)

v=1

est uniformément convergent. Elle est aussi absolument <convergent ce
que l'on prouve en remplacant @, par —|¢,|, a par — |a] et z par | 2|,
en observant en outre que les termes de la nouvelle série finissent par
étre tous du méme signe.

o0
. N, I . .
Si d'un autre coté —— cst divergente nous ne pouvons pas traiter
~a| '

ce cas dans toute sa généralité mais nous nous occuperons ici des cas
qui sont du plus grand intérét.

Supposons donc que fous les a, sont réels et positifs et que Zal west
v=1 "

pas convergente. Dans T'égalité

I _[ I + z—a, ...

a@— a—a, (¢—a)e—a,)

-+

(z—a)...(®—an) ]

(@ —a,)... (¢ — a)(t — auy1)

[/
T (1 — )
y=1 a,
nous pouvons mettre le second membre sous la forme suivante
7"1,
1/xz\pn
n ( w) fI<I m) /121‘7(“_“) N
I — — — — e’ liﬂ_f_#
I ve=1 a., . I v=1 ay 6‘);/’;]7[((1,,) (ay)]
a4 -— & "( a>-a——w '"vl
I —— n z_ ZA\»
y=1 Ay I I(I —--a—>ell-=1# *y
y=1 @
1 . 4 . .
ou les quantités m, sont choisies de sorte que
my,
1 /x\n
2 z:@)

@) = I =)

y=1

soit une fonction entiere transcendante.’

' Voir WuiersTrass, Theorie der eindeutigen cnalytischen Functionen, Abhand-

lungen der Kionigl. Akademie der Wissenschaften: Berlin 1876,
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Soit- @ et x deux quantités telles que la partie réelle de a — x soit
négative et désignons par R[f(z)] la partie réelle de f(x) on peut
toujours trouver une quantité positive ¢ telle que

R(a— o) < — 0.
Soit g une quantité positive > |a| + | 2| on peut écrire

(3= (2)]) = B0 + =)

pn=1

R e + @t ot ™™
- )__ . s .
2av 3“3 +

m,—1
m,a,

ce qui nous donne

m,~1

2
g 4q g
ISVI,<E;+‘af3+.-.+amV_].

Y

En désignant par p un nombre positif suffissamment grand on a

1

I€V'<g—“ . >
v 9
a
Mais Pinégalité ”
R — < -i. ! v>p
| EBlla —a)el| <90 —
ay

nous montre que V'on peut prendre r assez grand pour que

9
2 b

| Bl — @)e] | < pour y > 7

1 égalité

R(; /I; [<d%>ﬂ_— <§:>IAJ> = aL,[R( — ) + R[(a — af)sy]] >0
nous permet alors d'écrire

A(Z AL - G <=2

p=1
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On voit alors que

o 1
< hm =1

nemown | £ — &

y=1

"

lim z

LT v

Si an contraire R(a — x) > 0 on prouve tout de méme que

n

Dans le eas on Rla—2x) =0 il y a incertitude.

1 — I + r— a,

qa—x o—a, (@ —a)a— a:)

a par conséquent lieu tant que R(a— x) <o et la séric du second
membre cst convergente quand R(zx — x) < o; quand R(zx — ) > o elle
est divergente. Quant au -cas obt R(a — 2) < o des considérations trés
simples nous montrent que la série est uniformément convergente pour
toutes les valeurs des variables #, a dans un domaine fini assujeti & la
condition qu'on y a partout R(ax — x) < 4, ¢ étant une quantité positive

aussi petite que 'on voudra.

Acta mathematice. 9, TImprimé le 24 Septembre 1886,

4+

Légalité

—a)

(o —a)... (a—a)o—a,1) )
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Mais la série est aussi absolument convergente pour une valeur de

x telle que lon a

R{a — x) < o.

Soit en effet o et x deux quantités complexes guelconqgues telles que l'on a
q p 1 q q
Rla—2) <o

on peut déterminer deux autres quantités a,, x, réelles et assujeties a la

condition
R{a) <a, <z, < R(x).
La série

I x, —a (0, —a). .. (2, —a,

Sl AT T ) +

w,—a, - la, — a Va, ~— a,) (a, —a) .. fa, —afa, —a,q)

est alors convergente ct ¢n fixant s assez grand pour que
Ty — G,,, <O, ot ~= ., <O ¢=0,1,2,.)

on en conclut que la série

(2, — ay) ... (, — opyy)

(o, = ap) .. (o, — Auip )Xo, — ayyurr)

1 P (P

-
o, — i, (u, ~-—’(/1,,,)(al — Oypy) +..4

est convergente. Mais tous ses termes étant négatifs cela ne peut avoir
lien sans que la séric soit absolument convergente, ce qui nons permet

d’affirmer que la série

I @ ——a (¢, —a,)... (8, —a,)

4+ — 4+ ..+ + ...

a-—a, = (a —a Yo, —a,) " (g, — ) o (o, — ), — dty4q)

est absolument convergente.
En posant
(z-—a)...{&—ua)

(@ —a))y... (a—a)a—a,41)

(_r/._l:ﬁl,l) co{a, —ap0)
for — ). (ot—,01)

(g—a) .. (r—n)
(2, ~—a).. . (,—u,)

l (¢, —a)...(2, — a,)

(e, —a,) ... (o, — a)u, —ay41) '

on peut éerire

! (0 -—a)... (@—a,) .
(

a-—a,). .. (a— a)a -“a,+])

l < Gl’ (7 =)o — )
(u, —

a). . {a, — a)fa, —a,41)
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G étant un nombre positif assujeti a la condition

G > (w—~a). . (e —a) | Jo —a). . (¢ —dy)) ot
(e, —a)). .. (2, — a,)l (v —a).. {u—a,1)
quantité qui peut toujours sc déterminer si I'on observe que R(x, —x) <0
et R(a —a,) < o. .
Enfin cette: derniére inégalité nous permect d'écrire

(—a). .. {v—a,) - - (g, — ). . (g, — @) |
Z;l(u. — ). A — a, o — U,+1)| < Zl(ul — ). (o~ a Mo, — )

v=0

ce qui nous montre que la séric du premicr membre est convergente.
En supposant que les @, ont tous le méme argument, c’est a dire
que
a, = r,e"
0 nc changeant pas avec v, la substitution z = &", a = f¢” nous fait

voir que la série

1 + we—ay 4 (8 —a,)...(&—da,)
a—a,  (g—ae—a,) " 7 T (w—a)..  Ae— a) e —d, 1)

est uniformément convergente ainsi qu'absolument tant que R(F-—¢) <o
cest a dire tant que l'on ait

R(ae™ — xze™") < o.

Revenons maintenant & Vétude des séries 2 B,(x —a) ... (x—a,),
u=0

limea, = 00 en général.

V=w

En supposant_ que v, ..., 7, ... soient des quantités positives ou

] . ) > 1 . . . ’ ,
nulles telles que limr, = oc ef Z; divergent je puis démontrer les theé-
v=1 Y

y=o0
oremes qui suivent:
Théoréme 1. Si la séric. 2 B,(x — r))...(» — 7,) est convergente pour
v=0
&= a, (a2 a), cle est aussi convergente powr chaque valewr de x telle que
R(a — 2) < o.
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En posant
e+
z Bu(a - rl) e (a — '}"y) = ,S/(L"n
v=m
on parvient par les mémes transformations qua la page 11 a I'égalité
mp

_Z B(x-—nr)...(s —n)

(e—7). (=7 11)
h—— rl)'- ‘(’lv—‘rm-)— l)((/-—"rur}—‘l)

— Sy o—1) B VA s + S‘"n(a-—x)'(

' ('l_”'J -:(’/- —1‘,).)(!/:—1;:,;+;)

. + AS'(I") (a _ ﬂ’/) (U _7'1> wle— "'m+/t——41) Om) (x— ’I'l) ("U "_’rer//.)
net ((l e 7'1) (”‘ - T“H’,’L"\)(a —T’erﬂ) a (’/- _ 7.1) (’/-“_ Tm +;L)

Mais B(x — x) étant négatif nous avons prouvé page 17 que

lim = 0

y= 0

(g—r)...(@—m)
(g —1).. Aau—1)

d'ou l'on conclut que 'on peut déterminer un nombre positif G tel que

(2 —r)...(&—m)

. v=9,1,2,..)
(g —r).. . (a—mw)

G >

D'un autre coté G peut étre fixé de sorte qu'il satisfasse & la condition

G>|a—x|Zl(a_w—w.)...(w—m
v=0

’rl) e (a - Ty)(a — ’I'u",‘)

Etant donné un nombre positif ¢ aussi petit que I'on voudra on peut
prendre m assez grand pour que lon ait

a
. i .
I b);_”l) I < Z_G (r=0,1,2,.0
ce qui nous permet d'écrire
m4-p ‘ w
d (=) .. (e —n) )
2 B(x— 1)l —r — a——-xz ! . >
u=m /< ]> ( V) < 2@ I Iu==0 (a — ’I’l) e ((l -— 'I‘y)(u — Tyt1) + 2
<gq (r=0,1,2,..)

ce qui prouve le théoréme,
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Par des considérations tres faciles a cffectuer on parvient alors au
résultat qui suit:
o
Si la série Z{)B,(x — €y (w—r,e") est convergente pour x == a,
(a S a,) elle est aussi convergente psur chaque valeur de x tclle que

R(ac™" — xe™") < o.

Posons en cfict

= M i

x = &, a = %
la séric

\

o o
TBe"(E—r)...(E—r)=ZB(x—nrd). .. (r—rec)
=0 v=0

est convergente pour & = . Elle cst par conséquent convergente tant
que T'on a

R(E— ) = R(ae™ — ") < o.
C. g f d.

o

Si la série ZE’B,(Q: — ") .. (g — r,e") est divergente pour x =«
elle est par conséquent divergente pour chaque valeur de o telle que
R(ae™" — xe”) > 0. On peut encore affirmer:

w

A chaque série EE)B, (x — e ... (& — 1) correspond wun nombre
véel p tel que la série soit convergente tant que .R(éce”‘?") > p muis divergente
tant que R(ze™") < p.

L’équation

Rae ™) = p

représentant dans le plan de la variable #, unc ligne droite, je puis

@
affirmer que le domaine de convergence de la série 2 B,(x—r,€")..(x—r,e")
y=0

s¢ compose de la partie du plan de la variable x qui est située a la
méme coté de la ligne droite

R(xe ") = p

que les quantités 7,¢" pour une valeur suffisamment grande de v. En
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regardant la ligne droite comme un cercle dont le centre est situé a
Uinfini on peut parler d'un cercle de convergence aussi pour ces sérics.

oL
Théoréme IL. La séric 2B, (x —r)...(x —r) est wuniformément
y=0

convergente dans une aire finie quelconque comprise tout entiere a lUinlérienr
du domaine de convergence de la série.

Ayant déterminé une aire finie quelconque B je puis en cffet fixer
deux nombres réels a ct B situés a lintérieur du domaine de conver-
gence de la série et tels que lon ait

pour toutes les valeurs de laire B.
Tant que 2 sera compris dans le domaine les quantités

(g —71)...{&—mwn)

(@ —r).. e —m)

I(zu =Y (e — 1)
(/?—‘- ’l“l).. .(ﬁ——?‘,)

tendront uniformément vers zéro quand y ira en augmentant (voir page
17) ce qui fait voir quil existe un nombre positif G assujeti aux cou-
ditions

G >

(a:—a“)...(x——v',)l

(@ —r). . (u—m)

(x—r)... (& — 1)

(B—r). (F—m)

pour toute valeur de Taire B et pour v =1, 2, ...
(@ — 7). .. (=)

En posant
a -J;lz (& — 7)) .((/.~—-1',)(f/.~h+1)

e N (/f—” g =)

<Gla——xlZ|<,,__”9‘">~-<ﬂ—va,> |

) (=)o — )|

G >

7(;0 — ). (e — r.,)l
(B—r) ... (f—n}]

on voit que l'on peut fixer un nombre positif fini &, qui est plus grand
que le second membre de cette égalité pour toutes les valeurs de la va-
riable x situées dans laire B.
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Soit maintenant m assez grand pour que l'on ait
N

(7]
ad+ G,

(1=0,1,2,..)

> dy s

5] <

on voit par les mémes considérations qu'an théoréme I que

m-p

ZBE—r)...x—nr)l <4

y=m

pour toutes les valeurs de la variable situées dans Paire B et pour

p=0, 1, 2, .... C. q f d
Par la substitution # = & on parvient enfin au théoréme suivant:

o
La sériec 2 B,(x — r,e")...(x —r,e") est uniformément convergente
y=0

dans une aire finie quelconque comprise lout entiére a lintériewr du domaine
de convergence de la série.
Cela nous montre enfin que la fonction

flx) = §B(¢ — "y (m— 7€)

est une fonction holomorphe a lintérieur du dormaine de convergence de
la série.

Jusqu’ici Panalogic avec les caractéres connus des séries ordonnées
suivant les puissances entiéres positives et croissantes de la variable est
compléte. Mais en nous demandant si la série est aussi absolument con-
vergente pour chaque valeur de la variable comprise a lintérieur du
domaine de convergence de la série, des considerations trés élémentaires
mettent en évidence que cela n'a pas toujours lien. Nous savons en effet
par les recherches d’ABEL qu'en mettant |y| =1, ¥ S — 1 dans la série

(g —1)...(x—yv 4+ 1)

B

2 —1)
.2

L2y + Y+ vt

cette série est convergente sans étre pourca absolument convergente tant que
— 1 < R(z) < o.
Par nos propres recherches ci-dessus nous savons que la série bindéme est

dans ce cas uniformément convergente dans un domaine fini quelconque
tel que Ton y ait partout — 1 < R(z) < o.
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®
Pour les séries 2 B,(x — n,e")...(x — r,¢") il y a par conséquent
y=0
lieu de distinguer d'un co6té leur domaine de convergence de lautre leur
domaine -de convergence absolue, si nous entendons par ce nom len-
semble de toutes les valeurs de la variable pour lesquelles la série est
absolument convergente.
A Yégard de la convergence absolue on a le théoréme suivant:

Théoréme III. S¢ la série ;)B,(x — 1) ... (x—r) est absolument

convergente pour x = a, aS7r, elle est aussi absolument convergente pour
chaque valeur de x telle que R(a — x) < o.
Soit en effet # une valeur de la variable satisfaisant & linégalité

Rla—x) <o
on pent alors fixer un nombre positif fini G tel que Ton ait

(& —1r ) (w— )

(v=1,2,...)
{(a—=r). . (a—mn)|

G >

ce qui nous permet d'écrire

Y nw— 1 A —ry)

ZIB (@ —r).. (T—f' ZIB (g —1) 0. (a—1,) Il(”*‘?‘ o Pp

< G'Z%] Ba—1)...(a—m)|
C. q. f d.

i

La substitution # = &” nous donne pour résultat:

Si la série zB S —re) .. (x —r,e") est absolument convergente

pour T = a, a § r, ", elle est aussi absolument convergente pour chaque
valewr de x telle que R(ae™" — re™") < o.
On en conclut enfin:

w0

A chaque série X B,(x — rye”) ... (x — r,€") correspond un nombre
y=0

réel o tel que la série est absolument convergenie tant que R(xe™") > a,
mais w'est pas absolument convergente tant que R(re™") < g,
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Dans le cas ot p < o il existe par conséquent une partie du plan
de la variable z, savoir
p<Re" <o

telle que la série est convergente pour toutes les valeurs de cette partie
du plan et méme uniformément convergente dans chaque aire finie
comprise & l'intérieur de cette partie du plan, sans que la convergence
absolue ait lieu pour un seul point qui y soit situé.

o
Nous nous occuperons maintenant des séries 2 B,(z — a,)... (x — a,)
v=0

0
. 1
en admettant pour les a, que lima,= o0 et que E m est convergent.
v

y=m v=1
Nous pouvons a Dégard de ces séries établir quelques théorémes ana-
logues & ceux démontrés pour le cas déja traité.
Théoréme I. Soient ay, ..., a,, ..., lima, = o0 des quantités telles

que zr{:—' est convergent, si la série L B,(x —a,)...(x —a,) est con-
oy v v=0

vergente pour x = a, (@S a,) elle est convergente pour chaque valeur finie
de la variable.
Soit en effet

mip

S = y;nB, (@ —a)...(a—a)
Nous pouvons écrire
mtp

2B@m—a)...(z—a)

y=m

—_ q(m) —_2 (93—~(1;1)‘-.(m——l1m> (m)f oy ; (w*ﬁl)...(@'—am{_l)
Sy(a—) (a—a, )o.(a—an)ft—dyp41) +57(a—a) (a—a,).(a—@mi)o—Cnr2)
m (ﬁ?"‘—a )...(-’L"—(l/m+ ,_.>]) . (w——‘ a )-..(w—am-}-u)
v+ 8 (a—x ! : \ m) ! 2
+ : l(a )(a——-al)'"(a—“a'"l*'/’-“l)(a—«am"r#) " (a—'—a’l)"'(a""am+p.)

Soit ¢ une quantité positive aussi petite que T'on voudra, je puis
donner & m une valeur assez grande pour que lon ait

| S <o

Acta mathematica. 9. Imprimé le 11 Octobre 1886. 4
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ce qui nous permet d’écrire

mtp

y=sz”(x —a)...(z—a)

(% —_ a,,) P (% — a’nz+/L)
((l'— d':l) e (a— a/m—{-p.)

(#—a,)...(x—a)
@—a). (@ — )z — )|

< 0 |a—x|2
. y=0

Mais les recherches de la page 14 nous montrent que le second membre
tend vers zéro en méme temps que &, ce qui prouve le théoréme. En
étudiant le second membre de l'égalité on parvient aisément au théoréme
qui suit.
Théoréme II. Soient a,, ..., a,, ..., lima, = o0 des quantités telles
V=00

=3 I . . w©
que Zm est convergent, si la série ZOB,(w —a)...(x—a,) est con-
y=1 v y=

vergente powr x = a, a S a,, elle est uniformément convergente dans une aire
finie quelconque du plan de la variable x.

De ce théoréme on conclut que chaque série ZB,(x—-al)...(x——-ay)
v=0

qui est convergente pour d’autres valeurs de la variable que z =a,, ...,
a,, ... représente une. fonction entiére de .
Théoréme III. Soient a,, ..., a,, ..., lima, = o0 des quantités telles
V=

L2 -7
que ZlTIT est convergent, si la série Z{)By(x—— a)...(x—a,) est ab-
y=1 i y=

solument convergente powr x = a, a S a,, elle est absolument convergente pour
chaque valeur finie de la variable.
Soit # une valeur quelconque de la variable, I'égalité

®

TIBl—a)...0—a)| = 2B la—a)...(a—a)||EZ ) @)

v=0 (a—a,)...(a—a)

nous fait voir que le théoréme est vrai.

Pour faire voir enfin comment le domaine de convergence change
avec la choix des @, nous traiterons encore quelques exemples.
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, Zy 1

Nous supposerons d'abord que tous les a, sont réels, que — est
p q y s P
v=1 "

NN ,
convergent mais XI"TI est divergent.
14
p

Il y a alors licu de distinguer deux cas.
A) Zaig est convergent.
=1 v

Dans ce cas on a les égalités

(x—a,)...(®— au-1) ]

(a—a)...(a—ap1)a — ay)

P e SR

o —a a—a,  (¢—a)o— a,)

alnsi que
n @ 2 z -
l. v=1 ay __v=1 a .e y=1
=y a\ & a\ %
n=0 <1_2'—> H(I—_'d—>6a”
v=1 v/ y= v

Mais —I— étant convergent on en conclut que les produits du
[a ] g q p

second membre de 1'égalité sont convergents ce qui nous permet enfin
d'affirmer que la série

@—a)...@&—a)
o —- (1/1) e (a —_ a,,)(a -— a,+1)

I + r—a,
1
est convergente pour chaque valeur finie de la variable z. Elle est.
aussi uniformément convergente dans chaque aire finie du plan.

Quant & la convergence absolue elle n'a lieu pour aucune valeur
de la variable. _

Soient en effet a et 2 deux valeurs des variables telles que R(a) = o

et R(xz) = o0. Dans ce cas on peut écrire

a— o

gty

((L _ a’l)(”’ — Oy

|2 —a|=|2—1al], |a—a|=|a—Ial
c’est a dire
i (@ —a)...(®—a) _ 5—:  e—a . —]aD
e | (a0 —a,) ..z — a,)(@ — a,3,) o (@ —la,]) . . (@ —]a])a — a1 DI
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Mais Végalité

ad € 2 o
1 — o—: ) elol , 1
e mpabetetey B ) ot
u—& ‘:—()’(a——l(lzll)...(a—la.,l)(ll.ﬁIau+1l) ® o P
’ H(I —v) elol
y=1 Iayl

met en évidence que la série du premier membre n'est pas convergente,
ce qui prouve la divergence de la série

(@ —]a ). (@ —]al])
= o Bt ey T et

=]

>

T y=0

ainsi que celle de
v=0

Cela nous montre enfin que la série en question n'est absolument
convergente pour aucune valeur de la variable, des considérations tout
analogues a celles du théoréme IIl page 26 .mettant en évidence que si
la série est absolument convergente pour un systéme de valeurs x, a des
variables (2 a,, a2 a,), elle l'est aussi pour chaque systéme de valeurs
des variables.

B) Zla%, est divergent.

(—a)...(®—a)
(@a—a)...(a—a)a— ay1)

Pour plus de simplicité nous supposerons que Pon puisse trouver
un nombre entier positif m suffisamment grand pour que 'on ait

P |
z o convergent.

[
y=1 "7

Soient de plus les «, ordonnés de sorte que l'on ait
las] = ]a |

o0
La série _S_ - ¢tant convergente, une considération due & ABir nous fait
y=1 "

I

o«
. .- I
alors voir que la série ZZ' est convergente pour p = 1, 2, ...
'y -

o
y=1 a’v
L égalité
2m—11 ® \u
TR | (R e
I ——]er= . 1 o \p & \¢
n(-g) 102 o 55 -6
lim-————F = e — D
P a 1 a\n
H(‘”‘&‘) H‘” o i)
v=1 v [~ ~ Jeun=t
ay
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ainsl que

n 2m—-l

tim 337 =

S a® — 2% o 1 D E——, ‘ 1
=@—a)) o+ Z;; +'“27:T—Z“m
1 S L () (5]

lIIl —
n=w tY = 2/1[ v

nous font voir de méme qu'aux pages 16, 17 que la série

I z—a ®—a,)...x—a)

+ L + ...

o= 0 (@ — a)a—a,) (a~—a,)...(0 — a)a— a,y1)

est convergente tant que R(a’— 2°) < 0 mais divergente tant que

R(a®— ") > 0. La série est uniformément convergente dans unc aire

finie quelconque comprise a l'intérieur du domaine de convergence de

la série, mais elle n'est absolument convergente pour aucune valcur de x.
Quant au domaine de convergence de la série, 1'égalité

R@*—z) <o
se transforme en

62_772 > R(aﬁ)

sl nous posons x = & + yi, & et 7 étant réels. Cela met en évidence que
le domaine de convergence de la série se compose de la partie du plan
de la variable z qui est renfermée entre les deux branches de 'hyperbole
82 2
— T,
R(a*)  R(a?)
Dans le cas ot R(a’) = o Uhyperbole ¢ transforme en deux lignes
droites '

6—7720’ E+77=

Nous traiterons encore un exemple.
Soit

g, = (—- 1)“%/,,, @y, = z(— 1)"{*/,,, ¢=1,2,.)

w oo €
- . . L . I X 1
Dans cette hypothése on voit que les séries z -, Z~, S‘aj sont
ot Ly
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0
. . I .
toutes convergentes, mais la série E - ost divergente. D'un autre coté
v=1 "

o
r_ . I ? ’ b 4
la série E [T étant convergente 1'égalité
v=1 v

-3

2
= [/4
(-
J=1< ay
: INEAY
o 1(z :
® Z/A(a.) ® L ® © n
I I — —Jenr=t ‘:le+“"“"zi+”*—mszi lim (#=" 5 L
Qy 1 @y 2 a? 3 al n=w a
. r=1 e y=1 y=1 " y=1"" e y=1
1fa\p
= o Zﬁ(Z)
II 1— =) en=
@y

met en évidence que Ja série est convergente tant que
R{a* —z*) <o

mais divergente tant que R(a'— 2*) > o.
En posant z = re” Végalité

r* cos 46 = R(a*)

nous fait voir que le domaine de convergence de Ia gérie est limité par
une courbe a quatre branches a laquelle les quatre lignes

cos 46 = O
sont des asymptotes.

Si nous voulons maintenant chercher a développer une fonction ana-
i)
lytique quelconque /() en série de forme Z{B, (x—a,)..(r—a), lima, = co
v= y=o0

nous pouvons étudier le reste R, dans le développement

N b F(a) Com— a, F(a)
Fe) = 27t | a—a, da + 2m (@ — a)a — ag)da RAREE
§ s '
(2 —a)...(®—a,—1) ’ F(a)
-t 2m (a—-a,l)..,(a-—a.n)da-{-R”
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savoir

R _ 1 | F(a) (r—a,)...(®—an)
" om ) a—z(a—a,)...(a—a)
S
mais 'étude de ce reste semble offrir beaucoup de difficulté. Clest pour-

quoi nous préférons donner ici quelques développements en série

SBv—a)...—a)

I

auxquels on parvient & V'aide du développement de donné ci-dessus.

a — &
Pour plus de simplicité nous admettons que tous les a, sont positifs

=]
- I . . .
ou nuls et que la série z&— est divergente. In posant a, = r, on sait
v

y=1
alors que
1 & — 7, @—nr)...(a—m)
a—x a—r, +(a~——frl)(a~—1'2) e +(a—-frl)...(a-—-r,,)(a——a'y+1)+ T

Mais la série du second membre étant uniformément convergente on peut
la dériver par rapport &4 a ce qui nous permet d’écrire

I . 1 (2 —,) I I
(a__a,)z_'(a__rl)z_{— (@ — rl)(a——’r?)[a_rl +a-7‘2]
+ (@ — r )& —1,) [ 1 + I + 1 ]'l‘

(& — r)le — r)o — 4{) a—, a—r, o — 7

pour R{a — x) < o.

Mais la dérivée d’une série uniformément convergente étant aussi uni-
formément convergente on peut la dériver encore une fois etc., ce qui
nous permet d’affirmer que chaque fonction rationnelle algébrique peut
w
étre développée en série E)B,(x ~ 1) ... (x — ) tant que la partie réelle
de z est plus grande que la partie réelle de tous les poles de la fonction.
Au lieu de dériver notre série nous pouvons la soumettre a linté-
gration ce qui met en évidence que le logarithme peut étre développé
en une telle série. Quant a la série du bindme et la série hypergéomé-
trique de Gauss elles ont été trop étudiées pour que je m’en occupe.
Je veux donnmer ici un développement en série de la fonction
D, logI'lx + 1) qui me semble offrir de l'intérét.
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en seric nous donne le

Soit @, =y — 1, le développement de

résultat qui suit si 'on y change le signe de «, savoir

L. x v@—1)
a+x a a(a+1)+a(a+l)(a+2)+"'

,,w(m—l)...(w—u+l)+<_‘_ )u+1w(w———l)...(w—u)‘ I
ale + 1) ... (a0 + v) ' ale +1)...(a+v) a+=

eo (— 1)

d’ou Ton conclut

o 2 . z(x — 1) +
voopte plet+n plp+Dpet+2) 0
gl —1) .. (—v + 1) _pte—1.. . (@—y) I )
e (1) ple+1).. . (p+v) +( I)/z(//,—}—lj...(/z—l—u) r+ oz

En étudiant le développement connu de la fonction D, log I'(z 4 1), savoir

N [1 1 -
D, log I'(x + _I):—C+;[ﬁ—_w+,u_l

ou C est la constante ’'EULER on trouve maintenant que

S« [1 1 > 1 - 1
D e [“ ) i My e R R

p=1/ n=1

A (=)l —1).. (e —m + 1)2/1—7—(5—_;@]

n=1

, I> Z//_(/z-i-l)...(/z-]—-m) /1+w'

r=1

Par les considérations suivantes on peut enfin voir que le second membre
tend vers zéro quand m va en augmentant.
Soit p un nombre entier plus grand que || on trouve que

S S =]
z <Zﬂ(ﬂ‘“|”l)

p=p p=p

(e -—1)...(x—m) I

plp 4+ 1) .. (¢ +fm).‘u +
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ce qui fait voir que 'on peut prendre p assez grand pour que
]
Br=p

A\

¢ étant un nombre positif aussi petit que l'on voudra.

(@ —1)...(x —m) 1
pp+ 1) (p+m) p+ o

<b‘
2

D'un autre c6té on a
g@—1)... (g—m) 1

plpe 4 1) (/z+m) /1+a: =

Iim

m=w

pour une valeur de z tel que R(x 4+ p) > 0, ce qui met en évidence que
I'on peut déterminer m assez grand pour que

p—1

Z m(w_“l)(ﬂa-—rm,) i
p=1 /l<ll+ I)"-(/l'}"m/) /l+w

[SER-

<

pour une valeur de = tel que R(x + 1) > o.

Il est par conséquent démontré que le second membre de I'égalité
ci-dessus tend vers zéro quand m va en augmentant ce qui nous permet
d’écrire

@

w‘ 1 1 S L
; <;‘_/‘;+ 9") - x;#(# + 1) Q;(x )Z/z (r + I)(/z + 2) + -

pr=1

+(——1)Vx<a?—-l) (’)S—V;/lﬂ_'_l) (a-}-y+l)+

Mais

Y | — | |

S lp+ Do utv+1) v+1 e Lplpt l) Aptw) (p+De+2)(p+v+T1)

1 > 1 o 1 ‘

Ty [; plp+ 1) (e + v)_ };‘u(ﬂ—{— .. (4 u)]
-
BN PE

ce qui nous donne le développement cherché, savoir:

. . z@—1)  ex—Dr—2)
D doglNx + 1) + C =z 2|2 + 513
z(z—1)...(x—)
IR o T B

tant que R(x + 1) >0

Acta mathematica. 9. Imprimé le 16 Octobre 1886. 5
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De cette égalité on passe aisément & 'expression connuae de D, log I{z4-1)
par une intégrale définie. Car le second membre n’étant autre chose que

1

/’1 ——w,
. ?/

0

nous pouvons écrire
Dzlogl—'(x—l—I):__C_{_/I'—“(I’—?—/)dy.

Par la substitution
I — y:: H4

on parvient enfin & la formule de Gauss'

1

. T _Z_x_z dz = D,log I'(x + 1).
log—z

e
0
Les séries de la forme X B,(r —a)...(2 —a,) ont été étudiées
v=0 A

sous tout un autre point de vue par M. Fropexius dans son mémoire
Ueber die Entwickelung analytischer Funcz‘ionen in Reihen die nach gegebenen
wnctionen fortschreiten, CrenLe’s Journal, Bd. 73, ou il parvient dans
des cas plus spéciaux & quelques-uns des développements en série des
pages 8, 14, 17.

Dans son mémoire Sur la formule d'interpolation de Lagrange, CRELLE’s
Journal, Bd. 84, M. HerMiTE a aussi établi une relation & laide de
laquelle on parvient immédiatement au - développement en série de la
page 9, commne je 'ai montré dans une note insérée dans les Comptes
rendus du 23 Novembre et du 7 Décembre 1885.

' Voir Gauss, Werke, Bd. 3, page 159.




