
SUR LINE E X T E N S I O N  A L ' I N F I N I  

DE 

LA FORMULE D ' I N T E R P O L A T I O N  DE GAUSS 

I'AI~ 

I. B E N D I X S O N  
,~ S T O C K H O L M .  

Etant donnSe une fonction rationnellc entiSrc f(x) ,  de la variable x 
de degre n -  I laquellc remplit  l'~galit4 

la formulc d'interpolation de GAUSS. 1 nous dotme h~ tbnction f (x)  ~ous 
lu forine 

f ( , x ) =  A 1 -~- A;(.~--a~)Jr-A;'(:z--(t,)(iz--a,2)-~-...-4- AI:'- 1)(x ~tl)...(x--a,,__~) 

off ]es quant, itGs -~• s o n t  formGes d'aprSs des lois trGs simples des quan- 
tit6s A,. 

Je me suis dem'md6 si on ne pouvait pas 6tablir une formule 
analogue pour une fonetion analytique quelconque, en supposant pourtant 
darts ce c a s q u c  lu fouction f ( x )  remplissc une infinit6 d'GgulitGs 

f ( a , )  = A,,  , , ,= , , :  ............ , 

les quantitGs a,~ Grant en outre assujeties ~ la condition lima,. := a. I1 
y=oo 

est 6vident que si l 'on pouvait 6tablir une 6galit6 de la forint  

[ ' ( ~ ) -  A 1  .-[- A;(X__ ffl ) .71-- A;'(~ ~1)(~ (12)*-~ . . . .  "4-- A("v+ I\(X t~l),,,(X ~'v) " ~  "" 

GAus% Theoria i~,terpolatiouis methodo nova tractata; Werke~ Bd. 31 page 274. 
Acta mathematiea. 9. Imprim6 le 2 Seotembre 1886. 1 



2 I, Bendixson. 

les valeurs A (~) ,+t se calculeraient aisdment des valeurs d,~ et on pourrait  
alors par cette 6galit6 m~me d6tcrminer la fonction quand on en connait 
les valeurs pour un nombre infini de valeurs de la variable x assujeties 
g la seule condition lira a~ = a. 

v = a o  

C'est en effet l 'existence de cette 6galit6 que nous allons prouver, 
mais nvaut d 'aborder cette question nous 6tudierons les propri6t6s des s6ries 

oo 

(x-- 
~ = 0  

ao 

En 6tudiant les s6ries de la forme ~ . B , @ - - a , ) . . . ( x - - a , ) , l i m a . , - ~ a  
Y ~ O  V ~ m  

off a est une quantitd complexe finie, on trouve ais~ment qu'elles offrent, 
beaucoup d'analogie avec les s6ries ordonndes suivant les puissances 

enti~res et positives de x ~  a. On peut en effet regarder cos dernidres 
ao 

sdries comme un eas partieulier des s6ries ~,B~(x--a~).. .(x--a~), lira a., = a. 

Les quantit6s B~, . . . ,  B~, . . .  son, suppos6es ind6pend~|ntes de x. 
Je veux d'abord ddveloppcr ici quelques lh6orbmes qui montrent  

leur caractgre tr6s simple pour enfin en faire usage en traitant la question 
ci-dessus mentionn6e. 

o~ 

Th~or~me I. Si une sdrie de forme ~ B ~ ( x ~ a , ) . . ( x - - a ~ ) ,  l i m a ~ = a  
' : = 9  

est convergente pour x - - x ~  cUe est absolument convergente ~our chaque 

valeur de x telle que I X - -  a i < I Xl - -  a ]. 
Soit en effet 

I z - - a l < ~ <  i -  x t - -  (r  

on peut d6terminer un hombre entier positif m /el que 

En 6crivant 

[ . . - - a , . ~ ]  < z < I. ( ~ , = 0 ,  1~ .'2, . .  / 

i a,) . . .  ( x -  a,/i 
eta 

Y ~ O  



Sur une extension it l 'infini de la formule d'interpolation de Gauss. 

on volt que 

X I v~(~ - - . , ) . .  (. - .~) I < * ( . ,  - ~,,) (., - o~)j 

6tant un hombre positif plus grand que le module de chaque terme 
0o 

de la sdrie eonvergente ,~oB'(x' - -  a , ) . . .  ( . r , , -  a,,). 

Mais la, s6rie 

L.=.-g I (~, ~ ,7,,):: :(T,-a~)l  

est 6videmment eonvergente, ce que l'on volt en 6erivant 

,~=0 (<--o.,)...@,--o,)l 

_-_ X I- (*--(',).-.(~-~ ! I_(*-*~,>.<*-~m-,) I (*-<-(~-~',,,, , -§ 
~o0 I ( < -  ~;,)..,(*,--o,,)1 + I(<--o~,)...(,,--~,n-~)l~ (<-, ,o,) . . .(<-o,,+,,)t  

< ~ (<-~,)...(<-~,,) + ,(<-~p...(~---~-~) Es  '~. 
~ = 0  V = [  

D'oh l'on conelut enfin que la sdrie ~_~01 B~(x - -  a , ) . . .  @ - -  a,~) I est con- 

ve~gente rant  que  I~  - -  ~ I < I ~ - - -  ~ I" 
Le th6or&ne nous montre qu'h chaque s&ie de forme 

~o 

' ; = 0  p = ~  

correspond un nombre r6el et positif r tel que la s6rie est absolument 
convergente si I x - -  a I < r, mais divergente si l'on a I x - -  a I > v. 

Le domaine de convergence de ia sdrie ~ 2 B , , @ -  a , ) . . .  ( x -  a~) est 

par eons6quent un eerele auquel nous donnerons le nom de cercle de 
convergence. Ce n'est alors que sur la eireonf&enee du eerele de con- 
vergence qu'il y a incertitude quant ~ la convergence de notre sdrie. 

Par 1'~ ddmonstration du thdor&ne prdcddent nous avons 6tabli aussi 
un thdor&ne qui correspond tout ~ fair ~ un th6or&ne eonnu d'ABEL 



4 I. Bendixs~ 

sue les sdries ordonndes  su ivan t  les puissances enti6res posit ives et  crois- 

santes de la v ' m a b l e ,  savoir:  
oo 

Th6or6me II. Etant  donnde la sdrie ~_,B~(x--  a ~ ) . . . ( x - - G ) ,  lira a , ,=  a, 
v = 0  

si pour une valeur de la variable Idle qtte Ix  ~ a[--= r '  les modules ties 

termes de la sdrie sont moindres qs  hombre ddterming, la Mrie sera co~- 

�9 veryenle pottr loutes les valeurs de la variable assujeties ti la condition 
[ : c - - a [ < , " .  

Thdor6me III. Si r~ est un ,hombre positi f  moindre que le rayon de 
a e  

converye,we de la sdrie Z B,~(z - -  a,) . . . (:r~ - -  a,), li,n,7~ = a, la sdrie est 

unifi)rm~ment eonve~.qenle pour toules les valeurs de x assujelies ~i la con- 

dilion ] x - -  a l ~ r 1. 

Soit en effet r, 2 une quant i t6  posi t ive te l le  que l 'on ait  

r 6 tant  le rayon de conwn-gence de la s6rie et ~ 

tel le  que I x~ ~ a I == .r 2. En pos:mt 

m m  qnant i t0  colnplexe  

r~ - -  3 3  
- -  $ 

.je puis  <16terminer un h o m b r e  ent ier  posit if  m tel que 

I < 
pou,- tout~ , , , i t , , -  d~., ~ ~s~,,.ietie ~ 1~ ~onaitio,, I ~ - "  I <- n. 

En effet nou~d6termhmns m de sorte que 

ce qui ]'lOUS p e r m e t  d 'dcrirc 

I~-" , . ,~l  < I ~ - . I  + I . -  ~,.+,,I 
< r~ - - - 3 3  

t a n t  quo l 'on air ] : r - - a ]  <- r , ,  ainsi que 

IX m 6tin+ ~] > 'r~ - - ~ .  



Sur une extension h l'infini de la formule d'interpolation de Gauss. 

Ce~ deux indgalit6s nous mon t ren t  que 

En &'.riva nt 

po,,~]i = ~ [' :' " ' ~ _ ,  _< ,-,. 

v = 0  

r162 

et procddant  c~  pour  la d6monstrat ion du t h d o r d m e  I on prouve  

que la, sdrie 
ct~ 

Z I B,,(~ - -  a , ) . . .  (z  - -  a,,)l 
v = 0  

e,~t un i fo rmdment  convergente pour  routes les vMeurs de la variable 

situdes dans le domaine  en question. Ccl'l a, par  eons(;quent aussi lieu 
r  

pour  ce qui coneerne la s6rie ~2B~(.v--a~) . . .  ( x -  a~), 
~ 0  

C. q. f. d. 

Le th6orSme III  nous pemnet d'en tirer la conclusion qni Stlit. 1 

La s~rie 

B~(:~r a,) . . .  (x - -  a~), l i m  a,~ = a 
y = O  v ~  oe 

peut gt,re d(lal/e h une sdrie ] $ ( x -  a), proc~dant suivant les puissances en- 
tit?res positives et croissaMes de la variable, l'dgalitd ayant lielt pour routes 
les valeurs de ,~r comprises ~ l'intdrieur du cercle de converqe~we de la sdrie 

a r  

On dolt observer que le cercle de convergence de ~ t ( x - - a )  peut  
ao 

v = O  

K. WEIEI~STRASS~ Z'lir FunctioneMehre, M o n a t s b e , ' i e h t e  der Ki inig l .  Aka-  
demie  der ] V i s s e n s e h a f t e n .  Bet']in I88o, pag. 7" 



6 I, Bendixson. 

Nous  pouvons  encore '~r l '6gard de noa s6ries 6tabl i r  un  th6orbme 

co r r e sponden t  au  th6or6me r c m a r q u a b l e  dfi h, AUEL et I)II~ICHLET. ~ 

Thdorbme IV. Si la sSrie 

liln a,~ ~ a 
, ) = o o  

cst convergente pour  une valeur ~ de �9 (~ > a~) on a l 'oali t~ 

z ~tant r@l et pos i t i f  

P o u r  p lus  de simplicit6,  noua en donnerona  la d6mona t ra t ion  p l u s  

tard ,  maia noua avona vou lu  ci ter  le th6or&ne ici pou r  mct t re  an dvi- 
oo 

dance l 'analogie  comple te  qui  exista en t re  les s6ries Z B,~@-- a,)...@ ~ e~) 
~ 0  

et lea s6riea p roc6dan t  su ivan t  lea puissances ent.i6res posit ives et croia- 

aantea de la variable.  

E t an t  donnde une  fonct ion ana ly t i que  f ( z ) q u i  au  voiainage du poin t  

a pou t  ~tre ddveloppde en adrie ~ ( z  ~ a) ordonnde  su ivant  lea puissances 

enti6rea posi t ives et  croissantvs de la variable,  si carte fonct ion peu t  6tre 
a v  

ddvelopp6e en sdria ~ B ~ @  - -  a , ) . . .  @ - -  a,~), lira a,, = a, lea coefficients 

B~ p e u v e n t  se ca lcu ler  a i s4ment  des va leurs  A~, . . . ,  A,~, . . .  de la fonc- 

t ion aux  points  a~, . . . ,  a~, . . . .  Mettons pour  un  instant, 
oo  

= x - -  - -  

v = O  

on volt  en effet qua 

, A , z  - -  A 1 A ( u - l )  4(v--l) 
Bo A~ ,  B1 A,2 - -  , , B,, At'~) ~ ' ~ + ~  - -  " - ~  

r 2 - -  O, i O v + l  - -  3 v 

off lea conatantes  A ('~) sont  caleul6ea d 'aprda la loi auivante:  
- - i t  

�9 A ('~-1) A~ ~--1 ) 
, A ,  -- A ,  A(,~) _ _  - t~  - -  

A p t  - -  ~ " " " ) - - - - [ ~  - -  ~ " " " 
~lp. - -  ~ 1  alt -- au 

1 A~EL:  ]~echerches sur  la sdrie I + - - x  + 
t 

c o m p l e t e s ,  T o m e  I :  pag .  2 2 3  . 

g t ( m  - -  I )  

1 . 2  
~ + . . . . .  O e u v r e s  



S u r  u n e  e x t e n s i o n  ~ l ' i n f in i  de  la f o r m u l e  d ' i n t . e r p o l a t i o u  de G a u s s .  7 

I ) ' u n  a u t r e  c6t6 il es t  6 v i d e n t  p a r  la  c o n c l u s i o n  t i r6e  d u  th6o r ,  I I I  q u e  si 

('~) ~(~) = xA~+l(~--a , ) . . . (~  ~) 
V = O  

est convergente  dans un cercle quclconque elle est dans ce cercle 6gale 

k f(x), car  l '6galit6 subsiste pour  une infinit6 de wdeurs  de la variable.  
? " , 1 

E n  a p p l i q u a n t  c es r 6 s u l t a t s  a, la  f o n c t i o n  / ' ( z ) = -  ( a ~ o ) o n  o b t i c n t  

.A(,~) i 
~ + 1 = (  - I )  ~ 

~ 1 ~ % 2  . �9 . ( I v + l  

et cn dcriwlnt 

- -  L * - -  ~" 4 -  (33 - -  ~'')(* - -  "'') 

l '6tude de la wfleur  l imitc 

_ . . .  + ( - -  ,),,('~- _ , , , ) . . .  (33 - .,~) + . . ,  
(r . . . O ' v t / v +  1 

(__ l) "~-~ (~ - -  ~ , ) . . .  (* - -  , . ~ , )  
lira a , a , , . . .  ~t~+la,,+~ __ :c --  a, 
,,=.o 6 -  0 ' ( z  - -  a , ) . . .  ( .  - -  .,.) 

a x  �9 . �9 ~ v + l  

Iue{3 cn 6vidence que la s6rie du second m e m b r e  est convePgente rant  

que I x - - a l < l a l  ce qui  nous pe rme t  d 'dcrire 

~ _ = L  ~ - -  a, + (33 - -  ~/,)(~ - -  . ,  ) . . ,  

�9 , 661 a 1 ~ ,  2 (7.~ 1 (~,2 (ff~3 

po.r I x - - a l  < 1~1 

8oit a une quanti t6  que lconque  qui n'cst assujetie qu'~r 1;r condition de 

ne p:~s (~tre 6g:llc k a, lima,, = a l e  ddveloppernent  de ~ nous donne  
v = ~ o  33 

I __  l ( ~ - - , , )  + . . .  

(~ - -  a , ) . . .  (~ - -  o~) 
. . .  + ( ~  ~)"(~ - -  ~ ) . . .  ( , , , - -  ,,.)(~.,+, - -  ,~) + . . .  

ee qui nous pe rmet  d'6crire 

, _ _ 2 +  ~ - " ,  + . . . +  ( ~ - - { ~ , ) ' " ( ~ - " ' )  + . .  

po.r I~ "I < I ~ - -  ~ I" 



8 I .  B c n d i x s o n .  

Cc ddveloppement,  nOUS donne les deux  idcntitds qui suivent  

(,  - -  ,,, ) . . .  ( .  - -  ,,,, , )  (,,,~ - a,  ) , .  ( .  - -  ,,,~) 

. . . .  + (,,- - - ~ , , )  �9 �9 O-  - -  ~ , , - ~  )("- - -  ",~) + { " ,  - -  o , , ) . . .  ( , , . -  " . 3  "- - -  * 

e~ 

I , ~  - -  d q . }  . . . ( , / g  - ( I n - - l )  

o - -  F , , ( x )  = (~,,, , , , ) . . .  (,,,, ,,, ,) "3 L ( ~  ( I ' l )  �9 - , s  (/n--1)(; '~ - (.I,,) g l -  " . "  
( , * , , -  a , )  �9 . ( , , , , -  ':',, l ~ ( a , -  O , , + l )  

. . .  - ]-  
( .  a ~ . . .  I * - -  a,, ~)(.c . , , ) . .  ( * - -  .~1 

t~ , ,  0 , ) . . .  ( , , ,  a , ,  , ) t a , ,  - -  , , , + 1 )  . �9 (- ,~ - -  ,,..,) 
. . .  

Nous observons de plus a l egard de /~,,k,) que cetle sd.'ie est dgale k 
>u)  mais 6gale k I pour  0c--a,,, .  z6ro quand a~ - -  , ,  (v < 

8oit mainten;mt, F(a:)  une fonction ana ly l ique  quelconque qui dans 

le voisinage du point (t peut  dtre ddvelopl,6C en sdric ]J(z a), ct soient 
al . . . . .  a,~, . . .  tous compris k l ' intdrieur  du ccrcle dc convergence de 

lJ(z a), soit de plus S FaDe d 'un  cercle ] z - - u ]  < r co,npre, ,ant  

toutes los quantitds 0:. u~ . . . . .  a,~, . . .  et situde g l ' intdricur  du cercle de 

convergence de ]J(~c-- , t )  on a l '6g'dit6 

�9 / { '~ ' ( '~1  . u = - = -  i ( / , ' ( a )  d =  ( * -  '*')if" /~('*) 2 ~ j , ~ .  - ,. 7 y ~ i . j .  - -  ~, + 2~i (.- . ,  ~(,'. - " 9  d~ + . . .  
N ,S 

t J " " +  2,'ri la . - -%l . . . (a - , , ,~  2,'r~ l a a:la %).. .(a a,,,) 
,6" .8 

les intdgrales du second membre  se r appor t an t  au contour  de S. 

Quant  ~ l ' intdgrale 

(F(..) (a~--a,)...(~--~,~), 
~ j ~ - - ~  ( , , . -  ;,~ (7. - -  ~,.,~"~ 

Z 

on voit alors qu'et le d iminue  sans l imitc quand le hombre  v va en aug- 

mentan t  ce qui nous amdne a 1 egah te  



Sur une extension "5, l'infini de la formule d'interpolation de Gauss. 

f . .  + (x - -  a , ) . . .  (~ --" a~) /z(~.) 
�9 2~i (o .  - -  a ~ )  __. (~. - -  ~ _ ~ d  d ~  + " " " 

Soient comme ci-dessus A~, . . . ,  A~, . . .  les valeurs que prend ~ ( x - - a )  si 
on y pose x-----a~, . . . ,  a~, . . . ,  l'6galit6 suivante a lieu 

i f ~'(o.) a~+,)d ~ "'~+~A(~) = ~ (~ - -  '~,) . . . (~ -"  

,$ 

(pour la ddfinition de --~+la('~) voir page 6) ce qui nous permet  d'dcrire 

/ ~ ( ~ )  .A 1 7[_ .A2( ~ - - a l  ) _..[._ _.1_ (v, = ' . . .  A ~ + , ( ~ - -  ~ , ) . . .  ( x - -  a~) + . . .  

l%galit6 ayant  lieu pour toutes les valeurs de la variable comprises b~ 

l ' int6rieur du eercle de eonvergenee de ] J ( x - - a ) .  

D'ailleurs si nous supposons que tous Its a, ne soient pas eompris 

l ' int6rieur du eercle de convergence de ~ l ( x - - a )  l'6galit6 

F ( x )  - -  ~ f F ( a ) - d ~  + Z - - a '  f F ( a )  a2) d a 2~i J - -  a, 2~,i (~. - -  a,)(a - -  + " "" 
8 8 

"l- (x -- a , ) . . .  (x - -  a,) / F ( a )  
�9 . . 2 ~ i  . ~  ((,. _ _  0 , ) . . .  (,/. _ _  , ~ + , )  d a  + . . .  

g 

a pourt.n t lieu po.r  tout 1~ oerele de convergenc~ ae y ( ~ - - ~ ) ,  S repr~- 
s e n t a n t  l 'aire d'un cerele I x - - - a  I=< r comprenant  b~ son int@ieur tous 
les a,~ qui sont sit u6s k l ' int6rieur du cercle de convergence de ]~(x- -a ) .  

Soient %,  . . . ,  % ceux parmi les a~ qui ne sont pas eompris h Fin- 

t~rieur du cercle de convergence de ] J ( x - - a )  et soient C~, C2, . . . ,  C, les 
valeurs que p r e n d  le second membre de l'5galit6, quand on y fair 
x ~- a~,, a~, . . . ,  a~., on  volt que 

z(x) = (A~,-- cl)Fl(x) + . .  + ( & - -  c;,)f.(~) 
Ac ta  ma themat i ea .  9. Impr im6 le 15 Septembre 1886. 



10 I .  Bend ixson .  

o o  

est une sdrie de la forme Z B , ( x - - a , ) . . .  ( x -  a,) eonvergente et 5gale 
v=0 

h zSro dans tout le cercle de convergence de t l ( x - - a ) e t  qui pour 

x = a,,, . . . ,  % prend les valeurs A~, ~ 6',1, . . . ,  A ~ - - C , ,  ee qui nous 
permet d'6crire 

F ( x )  Z ( x )  + 
2 ~ r ~ J ( z  - -  a 1 27r i  , /  ( a  - -  a , ) ( a  - -  a .2)do:  .qL . . .  

S 5' 

pour toutes les valeurs de cc colnprises k l ' intdrieur du cercle de con- 

vergence de ~ ( x -  a). 
Mais le second membre peut alors dtre transform~ ~ une s~rie de la 

fo,'me ~ B , , ( x - - a ~ ) . . . ( x - - a , ) l a q u e l l e  pour x----a~, . . . ,  a~, . . .  prend 
IJ=0 

les valeurs A1, . . . ,  A.,, . . . .  
On en conclut enfin que 

B, A(,) 

ce qui met en 4vidcnce l'4galitfi 

F ( x )  = & + _A' , (x-  a,) + . . .  + 

rant que x soit compris & l ' intdrieur du cercle de convergence de ~(x  ~ a). 

Je  suis donc parvenu au resultat  qui suit: 

Soit F ( x )  une fonction qui dans le voisinage de x = a peat ~tre d~- 

veloppde en sdrie ~ (x ~ a), procddant suivant les !~aissances entiOres, positives et 

croissantes de x - - a ,  soient A~, . . . ,  A ,  . . .  les valears qae refoit F ( x )  en y 

,metta~# x = at, �9 � 9  a~, . . . ,  lim a~ = a, F ( x )  peat dire ddveloppde en sdrie 

l d ( x )  _/1 1 --~ A 2 ( x - - -  51) -71-- *Ji- A(v) I ' x  - -  a l )  (x  - -  av) -t-  

l'@alitd ayant lieu pour toutes les valears de x comprises i~ l'intdriear clu 

cercle de convergence de ]~(x ~ a). 

Soient maintenant  Am, . . . ,  A.,+,, . . .  les valeurs que prend ~ l ( x - - a )  
en y mettant  x ~--- a.,, . . . ,  a,,,~, . . .  et s0ient Ao, . .  �9 A,,_a des quantit~s 
complexes quelconques, on volt par des considerations analogues "~ux pr& 

c6dentes que dans le voisinage de x = a on a l'Sgalit6 

/ " ( X )  = fil I -J[- . A ; ( x -  (~1) "JF �9 , + --v-t-i\  ~ ( ~ )  {4,, _ _  a , )  . . ,  (~ " au) + , . , 

de sor te  que l 'on parvient au rSsultat suivant: 



Sui' une extension h l'infini de la formule d'interpolation de Gauss. I 1 

E l a n t  donndes les valeurs A~, . . . ,  A , ,  . . .;  a~, . . . ,  a~, . . . ,  lima., = a,  
p = ~ a  

la convergence de la s&ie  

a ,  + A ; ( x  - -  ~,) + . . .  + . < ~ , ( ,  - -  a , ) . . .  (x - -  ~D + . . .  

expr ime la condition ndcessaire et suff isante pour  qu'il existe une fonction 

F ( x )  qui dans  le voisinage de x = a puisse  dtre ddveloptode en sdrie de 

TarLon et satisfi t isant d l'dgalitd 

F(a,,,t v) = A.,+,, (~=0~ 1, '2.~ ...) 

on peut  ~erire 

En posant 
m+fr 

Y = l l ~  " " * ' - - 1 ~ "  

m+~ 

B~(x - -  <). . .  (, - -  ~.D 

_ _  c<,,,) ( *  - -  a , )  . ( *  a , D  (*--<~,)  ( ~ - - ~  ' . .  --- . . .  t,,,+~) q_ . . .  
- ~,o ( < , . - < , , k  ; ~ - - a , D  + ( S T " ) - - S ( ~  (<'- - <,,+') 

S(.. ~ ( .  - -  a , ) . . .  ( .  - -  a.,+;D . . .  + (ST)  - -  ~ _ ,  ~. - ~,) (,, - -  ~.,+,) 

_ _  (,,,~ ( a ~ - - ~ , ) . . . ( m - - a , , )  , o ( , , , ) ,  , ( * - ~ , ) . . . ( * - - " - , + ' )  
---  S 0 ( ( x , x )  ((Z__Cbl)...((l__O.m)((Z__Clm+l) -'t- t)l (~ - -X)  ((2__~.)...((Z~_(_t.m+l)((Z__~-m+2) 

( ,  - -  c q ) . . . ( ~  - -  a , , , + , , - O  . . .  + s.~,_>,(<:<--~)(<,--<~,)...C<,--<~m+,-,)(<,--om+,,) 

. . .  

+ ,c;(,,,) (*  - -  a , ) . . .  (x--_ ~,,§ 
'~'< ~ - ~ � 9  .(<.<--<~,,,+,D" 

m dtant un  hombre pos i t i f  entier su f f i samment  grand.  

Apr~s avoir  6tabli  ces th6or&nes de la thdorie des fonctions je reviens 

all th6orSme IV,  page 6. I1 s'agissait de ddmont re r  que si la s6rie 

0 o  

f ( x )  = ~_, B~(x - -  a j ) . . .  (x - -  a.~), lira a., = a 

est convergente  pore- x - =  ~t, (~t <> a.~), on a l '6galit6 

f (<~)  = l i ' * ' f [ ~  - -  - : ( < : <  - -  a ) ]  
~.~0 

z 5tant  r6el et positif. 
E v i d e m m e n t  cela revient  ~ d6montrer  que la sSrie est uni for lndment  

convergente  pour  les valeurs  de x telles que l 'on ait 

x=~--s(~--a),  o _ _ <  ~ _ _ <  r <  i .  



12 I. Bendixson. 

Soit 3 un hombre positif queleonque, nous pouvons toujours d6terminer 
un nombre positif entier m tel que l 'on ait 

I ,sSr> I < ,~. <,0.,,+,...> 

On parvient alors ~ l'indgalitd 

I ''++'+ I ,,++,,,+-I, ( * -  +')" " " (+ -"")  I .~+ '+ , (*-<) . . . (*-++)  < +1~-+1 ~ [ (+ . -V: . :~- ,~ , : -~-+ , ,+ ,> :  

'~I(+ - '+ ')""" (+ - -  ':'"+-'+) I 
+ l ( a ~ , ~ , )  (,-~ __ +-,,++,,.) �9 

Mais, x &ant une valeur queleonque telle que l'on ait 

x = ~ - -  s ( ~ - -  a),  o < s < r  

on peut faire eorrespondre b~ chaque hombre a., une et une seule quantit~ 
a,(x) telle que l'on ait 

rx - -  a , , ( x )  l a - - a ~ l  

Lea quanti t& a+(x) ainsi dGfinies satiafont alors h, l'@alit+ l ima .~ (x )=  a. 
y~r 

Soit p un nombre positif entier suffisamment grand pour que l'on ait 

I + , + + -  + I < I ~  - + - -  r ( ~  - 4 (v=O~ 1, 2, . . . )  

Toutes lea quanti t& a,+,, (,~ ==-o, I, 2, ...) sont alors comprises ~ l 'int~rieur 

d 'un eerele ayant pour centre le point a et ne eomprenant bo son i n t & i e u r  

aueune des valeurs x ~ a - - s ( a - - a ) ,  o <  s < r .  Une eonsiddration 

gfiom&rique tr& simple met alors en ~videnee que lea quanti t& rx--a,+.,(x) 
ont une limite supSrieure finie pour tous lea x en question et pour 

~ o, I, 2, ...; on en conelut enfin que l'on peut trouver un nombre positif 
g tel que l'on ait 

9' > l ':< ----~P++C-a:'!I pour Ix = m -  +..+(m- a), o < s < r 
| a - - a p + , ~  I I1~ ~ 0~ I~ 2~ . . .  
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Soit enfin G une quant i t6  posit ive teiIe que 

G > (a - -  a,) ('~ - -  ~)1 

pour  x = a - -  z (a - -  a), o < z < 7 "  

on peu t  aff i rmer  que 

G > ( ~ _ ~ , )  . ~ _ % + . , )  = o, I, 2, . - -  

et l 'on peu t  dcrire s i m  > p 

] m-Fp. I 

Y=O 

< ~l~ - -  ~l G.,j. ~o[,~_ ~,,,(~:-: ~--~,:,§ + 

[ 3 .  < ~1~- ~IG.r I + G. 

De lk r6sulte enfin que 

I v~ B~(x-- ~ ) . . .  (~- -  ~,,) < ~[a.g + e] pourl ~=~ -~(~-~)'lr~=o, ' ,  ~, ... o<~<r. 

Mais 3 6tant  un nombre  posit if  aussi peti t  que l 'on voudra  cela nous fait  

voir  que  I'L sfr ie  est un i fo rm6men t  convergente  pour  toutes  les w l e u r s  

de x telles que  

x =  a - - ~ ( ~ - - a ) .  

C. q. f. d. 

Nous ne nous  sommes jusqu ' ic i  occupds que des s6ries X B.,(x-a,)...(x-av) 
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oh lima~ = a = quant i td  finie. Si nous voulons m a i n t enan t  ~tudier  le 
y~oo 

caractSre de ces s~ries en supposant  que lima~-----o,v nous y rencontrons  
~oo 

c o m m e  Cad speciaux la s~rie b inome 

I + ~ z ( z  - -  x ( ~  - -  5 ) . . .  (x  - -  ~ + x) b, ~ . . .  
~ .b  + 12 ~)b~ + " ' "  + )-~ + 

a ins i  que  la stifle hyperg6om6t r ique  de Gauss .  Je  veux  prouver  iei que 

nos s6ries song en g4n6ral d 'un  earaet6re tr6s s imple dans le eas oh 

lima~ = co. P o u r  aborder  l '6tude de ees s~ries nous eommencerons  par  

l '~tude de la s6rie 

+ ~ - -  ~, + . . .  + (~ - -  ~ , ) . . .  (~ - ~,~) 

l i r a  a.~ = c o .  
y~c~ 

. . .  

Nous t ra i terons  d 'abord le eas oh ~ 1  est convergente. L egah te  
IJ=l 

[ I I X - - a ~  + ""  �9 + (~ - - - h ~ .  :_~.~ - . . _ , ) ( ~  - . , , ) j  

I 
~ g C  

nous mon t re  en effet que 

I (~  - -  . , ) . . .  ( ~  - -  a , )  

- -  ~r ( a  a , ) ~ .  . . ( o .  - -  a , )  

I I - - ~ )  " '* t I ~ )  

t g I  2 I 

La s(Me du premier  m e m b r e  dc cette 5galit~ est 6v idemment  uniformS- 
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ment convergente ce que l'on eonclut de ce que le produit  I - - ~  

i ' est un formement  convergent. Elle  est aussi absolument  convergent  c e  

que l'on prouve en rempla(;ant a, p a r - - [ a ~ [ ,  apar  ~ [ a l  e tx  par I x[, 
en observant en outre que les termes de la nouvel le  s&'ie finissent par 
4t re tous du mdme signe. 

s I 
Si d'un autre e6t5 ~ est divergente nous ne pouvons pas traiter 

ce eas dans touts  sa g4n(~ralit(~ mais nous nous oeeuperons ici des eas 

qui sont du plus grand int&~t. 

Z' Supposons done que tous les a~ sont rdels et positifs et que ~ n'est 
lJ= l 

pas convergente. Dans l'~galit~ 

I [ + ( a - -  a , ) ( (~ .  --I-- �9 �9 �9 + 
(Z - -  Og (,{ - -  a, l H,~) 

( , -0,1) . . .  (~-- . . )  l 
(~ -  ~,5-.. #; ~.)(,,- o..+oJ 

I - -  
I ~ = 1  

6~ 

V = I  

nous pouvons mettre le second membre sous la forme suivante 

I - -  
I ~ , = 1  

" - "  ( ,  - <) 
I 

(Z - - -  X 

m ~  

1 a ,~ x u 

u =  1 - ~ u /  _ _  .e , ,= l /=  
m v 

off les quantit& m~ sont choisies de sorte que 

5-.i (.~, y~ 

soit une fonction entib, re transcendante. 1 

1 Voir WEtEaS~itASS, Thecmie der eindeuligen analytisehen Fu~ctionen, A b h a n d -  

l u n g e n  d e r  K i i n i g l .  2 / k a d e m i e  d e r  W i s s e n s c h a f t e n ,  Berl in I876. 



16  I .  B e n d i x s o n .  

Soit a et x deux quantitds telles que la partie r6elle de a - - x  soit 
ndgative et ddsignons par R[f(x)] la partie rdelle de f ( x ) o n  peut 
toujours trouver une quantit6 positive 3 telle que 

R (~ - -  x )  < - -  ~ .  

Soit g une quantit6 positive > 1 ~  I + l x  I ~ pent 6cri~'e 

oh 

s , - -  -t ~ + . . .  q_ + ~.z + . . . +  
2av 3a~ m~ a~ %-i  

ce qui nous donne 

I~,1 < g- + ~  + . . .  +,,~_~. a, a., a, 

En dgsignant par p un nombre positif suffisamment grand on a 

Mais l 'indgalit6 

a~ .q 

I R[(~ x)~,] l<g. g i 

a v  
I - - - -  

av  

(~ > p) 

(~ > P) 

nous montre que l'on peut prendre r assez grand pour que 

L'6galit6 

3 
I ~ [ ( ~  - x )~ ]  I < s ,  pour v > r 

= l ~ L \ a #  ~ a, 
(, > r) 

nous permet alors d'dcrire 

(~ > ,9 
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On volt alors que 

l iml~ -' 

17 

, r/~ Vq 
I - - - -  ! =  

I _ a ~ /  

(Z ---- a~ n*~ 
[(;)] 

I - -  e !  

y = - |  

| eL Pt .~' ,u 

~ v = l ! ~ : - l '  f} u ,~ = .. I '2av 

ee qui  !1011~ inontre enfin q u e  

lira ~=-0. 

Si 'm eontraire R ( a - - y )  > o on prouve tout de m~me que 

E X 

Dan.~ le eas ou B(a--x )= oi l  y ,i incertitude. L'dgalit6 

, ,  - - ,  ,~ - -  , ,  (,,. - -  a , ) ( , ,  - -  , , ~ )  + "" �9 - t -  (,~ _ a , ) . . ,  t ,*  - ,,,~1(,,. - -  , , ~ + ,  ) - t -  �9 . .  

par eonsSquent lieu tant que R(a--x)<o et lu sSrie du second 
membre est convergente quand R(a ~ x)< o; quand R ( u - - x ) >  o el]e 
est divergente..  Quant  au .eas o~ R(a--x)< o des considSrations tr& 
simples nous montrent que la s~rie est uniform&nent convergente pour 
routes les valeurs des variables x, a dans un domaine fini assujeti h, la 
condition qu'on y a partout R(~ - -  x) < 3, # 5rant une quantit5 positive 
aussi petite que l'on voudra. 

Aeta mathematiea. 9, Impr img~ le '24 S e p ~ e m b r e  18~6. '~ 
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Mais la s6rie 

x t e l l e  q u e  l 'on  a 

I. Bendixson. 

est aussi a b s o l u m e n t  c o n v e r g e n t e  p o u r  uric v a l e u r  de 

(~ - -  ~ )  < o .  

Soi t  en  effe t  ~t e t  x d e u x  q u a n t i t 4 s  c o m p l e x e s  q u e l c o n q u e s  te l les  q u e  l 'on a 

~ v ( ~  ~) < o 

ol, p e n t  d 6 t e r m i n e r  d e u x  au t r e s  quantit(~s %, ~ 

cond i t i on  

La  s~rie 

r6el les  e t  assuje t ies  h la 
i 

I ~, .,, + . . , +  
(% a ~ ) . . . ( a ,  - -a . , ) ( : z ,  - -  cf,~_l) 

. 

est  :dors  e o n v e r g e n t e  e t  (m f ixan t  m assez g r a n d  p o u r  q u e  

"~'1 - -  am~-., ~ O, q l  - - -  (t,.+,~ ~ 0 (~=0, I, '2, ..A 

on en c o n c l u t  que  la sdrie 

I X, . . . .  am (~1 a m ) . . .  (~1 - -  O,m+v) 
d- (a, _ .,,,)(., __ . ..... ,~ + " " +  (--, - - . , ) .  -(.g a,..,2(a, .,,,~ ,~+~) 

I L  1 ( I  l i t  " - -  

. . .  

est c o n v c r g e n t e .  Mais tous  ses t e r m e s  5 t an t  ndga t i f s  ce la  ne p e u t  a v o i r  

l i eu  sans q u e  la  sdrie soi t  a b s o l m n e n t  c o n v e r g e n t c ,  ce qu i  nous  p e r , n e t  

d ' a f f i r m e r  q u e  la s(Me 

[ +  .%--a , ,  + . . .  + (.~, , , , ) . .  (,:. a,~) + . . .  
:z - -  - ,  ~,z, - -  a, )(:g - -  %) Vg - -  a,) . . ( :z ,  a~)(a~ "~+1) 

est a b s o l m n e n t  c o n v e r g e n t e .  

En  posan t  

I (x - -  :,,) . . . (x ",A I (:~ a.,). . : (:~ . , A ( . z -  . ~ . l  ) 

(:~., - - a , ) . . .  ( a ,  - -  a ~ H  ~ ] 

~,~ - -  t~i)  ( a  - -  a ~ . l  ) I 
OIl pO11t o o r i l " o  

�9 - < G ('5_ : _ - _ , ~ , ) _  �9 ( '~ ,  - "'~) 
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G ~tant un hombre  positif assujeti h la condition 

19 

(~ > ( * , ~ 7  (* , - - -~l l  (~-o,)  (,,.-o.,+~) 
( 'J= 1, o., ...) 

quanti t6 qui peut  toujours  se d6terminer  si l 'on observe que t~(x, ~ x) < o 

et R ( a - - % )  < o. 

Enfin e e t t e  derni&e in6galit6 nous pe rmc t  d'6erire 

• I I ( . . -  a,), .. (. - -  ~,,.) (., -- . , , ) . . .  ( ~ ,  - -  a . , )  

~=0 (,..-.77::~;::.~)(.~.-.L,) < a (,~ __-~)77:~ 7 ~ , < _ . ~ , )  

ce qui nous montre  que la sdrie du premier  membre  est eonvergente. 

En supposant  que les a~ ont  t o u s l e  mdme a rgument ,  c'est k d i r t  

que 
((v ~-- ~v ~30i 

0 ne ehangeant  pas avee v, la subst i tut ion x = ~e ~ a =- nous fait 

voir que la sdrie 

a - -  ,q (a - -  a., ) g z -  %) 
r  % ) . . .  (*  - -  ",A 

(,,. - -  ~ , . ) . . .  w .  , , , ) (~, .  - -  ~ ' , + 1 )  

est un i fo rmdment  convergente ainsi q f fabso lument  rant  que R ( f l - - $ ) <  o 

c'est 'k dire tant  que l 'on nit 

Revenons main tenant  

l im a~ =: cx9 en g6ndral. 

En supposant  que rl .  

nulles telles que l i m r . ~ -  cx~ et 

or6mes qui suiven~: 

Th6or6me I. Si la sdrie 

R (ae  " xe-"') < o. 

l '6tude des s6ries 

. . . ,  r ,  . . .  soie nt des T u t r d i t &  posit ives ou 

~ I _  diverqent  jc puis d6montrcr  les th6- 

a ~  

Z B.,(x ~ r~) . . .  (.~ - -  r.,) est convergente pour 

x =~ a, (~. ~ a.~), elle est aussi  eonvergente pour  chaque valeur de x telle q~e 
R ( ~ -  x) < o. 
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En posant 
m ~/t 

' / =  l i t  * �9 * - - [ L  

on parvient par les mdmes transformations qtt'g la page 1I '~ l'6galit6 

YI~ + o. 

Y. B,,(x - - , . ,> . . .  (, --,..~) 
' /  = m ,  

(*--',',)...C~--r,,,) ( ~--r,>...(,--,',,,+,) 
&"'>(~--x) ("---",) --("--",,,)("---",,,+0 + S , " ( ~ - x ) .  (,,__ ,. )...(,,_r,,,+,)(,,.__,. +~) + ... 

. . .  + S:__',(=-- z) (~-- '")"'(*--~"'+" -'> S ( ' ' , ( * - ' ' ) ( * - ~ ' ' + " >  

Mais R(a ~ *) &ant  n6gatif nous avons prouv6 page 17 que 

lira ( a - -  r ,)  ( a - -  r~) = o 

d'oh l'on conclut que l'on peut ddterminer un nombre pgsitif G /el que 

<, - - , . ) . .  (,~ - ,..,) [ (.,=0,,.,,...> 

D'un autrc c6t6 G peut dtre fix6 de sorte qu'il satisfasse "~ la condition 

a>{~--~{ ( , ~ -  K ; - : : ? ~  ,-,,>(~ - ,,,,+,> ' 
1/=0  

Etant  donnd un hombre positif a aussi petit que l'0n voudra on peut 
prendre m assez grand pour que l'on ait 

{ , v " ' {  < a , ,=o,  ,,.~, ...:, 
- : "  2 G 

ce qui nous permet d'6crire 

I 
m+~, 

< d  

ce qui prouve le thdor6me. 

~ X  
~{ (,~-,.,)...(,-,.,,> ] e  

(p.=O, I, 2, ...) 



8ur une extension g l'iufini de la formule d'interpolation de Gauss. 21 

Par des col:,sid&'atioils trbs faciles h, efl'ectuer on imrvient alors au 
rdsultat qui suit: 

Si la sdrie ~, By(x ~ r~e"). . . (x ~ r~e%~ est converaente poar x = a, 
v=O 

(a ~ a,,~) elle e~'t aussi cortvertjente pgar chayue wdeur de x tcUe qae 

Posons en effct 

la s6rie 

R(=r  - - ~  xe  --~ < O. 

c~ av 

est convergente pour ~ = ft. EIle est par' consdquent convergente rant 

qu e l'on a 
R ( ~ - - f l )  = Z~(~e -'~ fl~-"~) < o. 

C. q. f. d. 

8i la s6rie ~,B~(x ~ rl e~ . . .  (x - -  r,~e") est divergente pour x = 
9 = 0  

d i e  est par eons6quent divergm,te pour ehaque valeur de m telle que 
R(Re - ~  xe e*) > o. On peat encore affirmer: 

eta 

A ch,lq~l,~ 8crle v ~ & ( x -  t i e ~  ( x -  ,'v(~ t)i) cor,'~spoygd ~g'l,. }goJ,gbl'e 

rdel p tel que la s&ie soit converyente tant que .R@e-e ~) > p mais divergente 
taut que R(xe  -a') < p.  

L'6quation 
= p 

repr&entant dans le plan de la variable x, une ligne droite, je puis 
r 

Oi Oi affirmer que le domaine de convergence de la s6rie ~_,B,~(x~r~e ) . . . (x--Ge ) 

se compos e de la partie du plan de la variable x qui est situde "k la 
m6me e6t6 de ia ligne droite 

R(xe  -~ = p 

que les quantitds r,e ~ pour une valeur suffisamment grande de v. En 
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regardant la, ligne droite comme un cercle dont le  centre est situ6 k 
l'infini on peut parler d 'un eercle de convergence aussi pour ces sdries. 

a r  

T h ~ o r ~ m e  II. La sdrie ZB~(x - -  r , ) . . .  (x .r,~) est uniformdment 
v~O 

convo:qenle darts une aire finie quelcouque comprise tout enti~re ('t l'iuldrieuk 
da domaine de conver(jence de la sdrie. 

Ayant  ddtermind une aire finie queleonquc B je puis en efl'ct fixer 
deux nombres r6els a e t  /~ situ6s k l 'intdrieur du domainc de conver- 
gence de la s6rie ct tels que l'on ait 

pour toutes les valeurs de l'aire B. 
Tnnt que x sera eompris dans le domaine les quantit6s 

~.  - -  , q )  . (,-.~ - -  r , ~ )  I ' 
[ ( , c  . . . .  ,r,)...(~c--r~)J 

I 
tendront uniform6mcnt vers zdro qu8nd u ira en augmentant  (voir page 
]7) ce qui fait voir quil existe un nombre positif G assujeti aux con- 
ditions 

J(x - -  ,',) . . . (z - -  r.,)J 
G > ~ . - - r , )  (,L--~-~/ 

] (z - -  r , ) . . . ( z - -  r~) ] 

[)our toutc valeur de l'aire B et pour v = i, 2, . . .  
En posant 

X 
,,=0 [(:'-  - -  ~',).-. ("- - -  ~'"~)("- - -  r , , + ~ )  

( ~ - - r , ) . - . ( 3 - - ' , ' , , )  ] ! 
- -  r,~)(o- - -  r,~+l ) I 

on voit que l'on peut fixer un nombre positif fini G 1 qui est plus grand 
que le second membre de cette 6galit6 pour toutes les valeurs de la va- 
riable x situdes dans l'aire B. 
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Soit maintenant  m assez grand pour que l'on ait 

23 

3 
(p.= O, 1,2.. . . )  

on volt par les mt~mes eonsidSrations qu'au thdor6me I que 

Z - -  r , ) . . .  - -  r , )  < 

pour toutes les valeurs de la variable situ6es dans l'aire B et pour 

n = o .  ~, 2, . . . .  C . q . f . d .  

Par  la substitution x - : - ~ e  ~ on pa.rvient enfin au thS, or6me suivant: 

L a  sdrie ~ B~(~,,; ~ r~e"') . . .  (c, ~ ~. e "~) est uniformdment converqenle 
v = O  

rlans une aire fi**ie quelco~q~te comprise to,tt enti~re ~l l ' in t&ieur du domaine 

de convergence de la s~rie. 

Cela nous montre enfin que lfr fonetion 

f ( x )  --= Z B . , ~  r~e" ' ) . . .  (x - -  r J ' )  

est une fonetion holomorphe h l ' intdrieur du domaine de convergence de 

la sdrie. 

J ' l l S q  U 1(31 ' " ' ' " "  l analogxe avee les earaeteres eonnus des sdries ordonnees 

suivant les puissances enti6res positives et eroissantes de la variable est 

eompl6te. Mais en nous demandant  si la sdrie est, aussi absolument eon- 

vergente pour ehaque valeur de la variable comprise ~ l ' intdrieur du 

domabm de convergence de la seine, des considerations tr6s ' l '  ' " e.ementalres 

mettent  en 5vidence que cela n'a pas toujours lieu. Nous savons en effet 

par les reeherches d'A~Er~ qu'en met tant  [ y [ -  I, 7 1 ~  i dans la sdrie 

I + i y  -~ *(~ - -  i)?]~ q_ . . .  q_ ;~(z - -  I ) . . .  @ - -  ,~ + t .  2 [-~ i)?/, + . .  ,, 

eette s6rie est eonvergente sans 6tre pourca absolument eonvergente tant que 

<R(x)<o. 
Pat' no~ propres reeherches ci-dessus nous savons que la sdrie bin6me est 

dans ce cas uniformdment eonvergente dans un doma, ine fini quelconque 

tel q,,e l'on y ait~ partout  ~ I < R ( x )  < o. 
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Pour  les sdries ~ B , , ( x - - r ~ e O ~ ) . . . ( x - - r ~ e  ~ il y a par consdquent 

lieu de distinguer d'un c6t6 leur donmine de convergence de l 'autre lent  
domaine d e  convergence absolue, si nous entendons par ee nom Fen- 

semble de toutes les valeurs de la variable pour lesquelles la sdrie est 
absolument convergente. 

A l '6gard de la convergence absolue on a l e  thdor6me suivant: 

rh~oriime III. Si la sdrie ~ , B , ( x ~ r , ) . .  ( x - - r , )  est absolument 
Y=O 

conve~yenle pour x = a, a < r,, elle est aussi absolument convergente pour 
ebaque valeur de x telle que /{(a ~ x) < o. 

Soit en effet x une valeur de la variable satisfaisant ~ l'inSgalit5 

R ( ~  - -  o~) < o 

on peut alors fixer un nombre positif fini G tel que l'on ait 

I(;~ - , 9 . - .  (* - , ' ,)] (~=,, ,, ...) 
G > ~ . _ - : _ ~  77 (,, - -  ,'~)1 

ce qui nous permet  d '&rire 

( , ~  - -  r ,  I �9 �9 �9 ( *  - , r , , )  ,g, ( , - , . , )  

< - , . , ) . .  - " , )1 .  

C. q. f. d. 

L,'t ,~ubstitution x--~ Ss ~ nous donne pour r&ultat :  
a o  

Si la s(irie ZB~(~ rle"~)... (x --r.,.e ~ est absolument eonvergente 
1*=0 

pour m =  =, a<> r,~e ~ elle est aussi absolument convergente pour eaaque 
vMeur de x [elle que R(ae - " ~  xe -~ < o. 

On en eonclut enfin: 

Z chaque sdrie .~=oB~(X--r le~176 orre3l, ond "N,,, ,,o,,,bre 

,r&l ~ lel que la s&ie est absohtment converqenle lnnt que R(xe/ "~) > a, 
mcds ~'est pas (ibsolument co~verf/e~de /ant que R(~e -"~) < or. 
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Dans le cas oh ,o < ~ il existe par cons6quent une partie du plan 

de la variable x,  savoir 

p < R@e -~ < a 

telle que la sgrie est eonvergente pour toutes les valeurs de eette partie 

du plan et m6me uniform6ment convergente dans ehaque aire finie 

comprise k l ' int6rieur de cette partie du plan, sans que la convergence 

absolue ait lieu pour un seul point qui y soit situ6. 

00 

' " ,~ X B ~ ( x  a,)  . . ,  (x  a,) Nous nous oceuperons maintenant  des seme~ - -  - -  
v = O  

• en admettant  pour les a, que lim a, = oo et que [ ~ ]  est convergent. 
y=~o  v ~ l  

Nous pouvons ~ l e g a r d  de ees seines 6tablir quelques theoremes ana- 

logues ~ eeux d6montr6s pour le eas d6j~ trait& 

Thgorgme I. Soient ai, . . . ,  a,, . . . ,  l ima,  = ~ ,Ns quantitds telles 

I 
que ~ est convergent, si la serie Z B ~ ( x - - a , ) . . .  ( x - - a , )  est con- 

ver, qente pour x--= ~, (a <> a~) elle est convergente pour chaque valeur finie 
de la variable. 

Soit en effet 

Nous pouvons 6erire 

m+tL 

s _ r  = x - -  . . . - -  

v=m 

= S ( m ) ( ( X - x )  ((Z__gt)...(O~__Cb,n)((Z__Ct, m+l ) "J[- S ~ ) ( ( ~ - x )  (cz__a~)...(fL__am+l)((.Z__am+~) "Ju .*. 

Soit ~ une quantit6 positive aussi petite que ron  voudra,  je puis 
donner ~ m une valeur assez grande pour que l'on air 

Aeta mathematiea, 9. I m p r i m 6  l e  11 O e ~ o b r e  1886. 
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ee qui nous pe rmet  d'6erire 

I. Bendixson. 

Mais les recherches de la page I4  nous mont ren t  que le second mernbre 

tend vers zdro en m~me temps  que 3, ce qui prouve le th6or&me. En  

dtudiant  le second membre  de l 'dgalit6 on parvient  aisdment au th6or6me 

qui suit. 

Thdor~me II. Soient al,  . . .  ~ a~, . . .  ~ lira a~ == r des quantitds telles 

que est convergent, si la s~rie ~ B ~ ( x ~ a ~ ) ,  . . ( x ~ a ~ )  est con- 

vergente pour  x = ~, a < a,, elle est uniform~ment convergente dans une aire 

finie quelconffue du plan de la variable x.  

De ee thdor6me on conclut  que chaque sdrie ~ , B ~ ( x - - a ~ ) . . . ( x ~ a ~ )  
I~=0 

qui est convergente pour  d 'autres valeurs de la variable que x = ai~ . . . ,  

a~, . . .  repr6sente u n e  fonction enti~re de x. 

Thdor~me III. Soient a~, . . . ,  a~, . . . ,  l im a~ -= axv des quantitds telles 
y =  ao 

I 
que ~ est convergent, si la s&ie ~ o ~ ' B ~ ( x - - a ~ ) " "  ( x - - a ~ ) e s t  ab- 

u = l  

solument convergente pour  x = a, a < a~, elle est absolument convergente pour  

chaque valeur finie de la variable. 

Soit x une valeur  quelconque de la variable, l 'dgalit6 

I - 

nous fait voir  que le th~or5me est vrai. 

Pour  faire voir enfin commen t  le domaine de convergence change 

avec la choix des a~ nous trai terons encore quelques exemples.  
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Nous supposerons d'abord que tousles  a~ sont rdels, que ~ f est 
v = l  ~ v  

I 
convergent mais ~.j ~=1 ~ 1  est divergent. 

Il y a alors lieu de distinguer deux cas. 

A) L ~ est convergent. 

Dans ce cas on ~ les 6galit6s 

I [ ~ ~ - - ( , ,  ~ ) +  
,. __  ~ (~ - -  ~ ,  + (,,. - -  , , ) ( , .  . -  . + 

ainsi que 

( I - - ~ )  -. �9 ( I  - -  ~--~ 

( ~  - -  ~ , )  . . . ( ~  - -  a , , - 1 )  -I 

oo 

Mais ~ [ ~  6tant convergent on en conclut que les produits du 

second membre de l'6galit4 sont convergents ce qui nous permet enfin 
d)af'firmer que la s6rie 

I + ~ - -  a ,  ( z  - -  a , ) . . .  (~ - -  a y )  

~--  ~, (~ - -  ~ , ) ( , .  - -  ~ , )  + " ' "  + (~  - -  ~,)...  ( ~ -  a~X~ - -  ~ + , )  + " " " 

est convergente pour chaque valeur finie de la variable x. Elle est. 
aussi uniform6ment convergente dans chaque aire finie du plan. 

Quant ~ la convergence absolue elle n'a lieu pour aucune valeur 
de la variable. 

Soient en effhtl a e t  x deux valeurs des variables telles que R(a) -= o 
et R ( x ) =  o. Dans ce cas on peut dcrire 

c'est k dire 

~ ]  (~-~,) ..(~- a~) i ~ I (~- i~,l).. (~-- i.d) [ 
~0 (~. ~ , i - . ~  ~v)(~--.,~§ = ~ 0  ( ~ - ! ~ - ~ : ! a ~ ! ) C ~ - ! ~ + , l )  " 
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Mais l'Sgalit5 

V=t) 

I I  I - -  el~l 1 
= 1 e ( a - x )  y 

c~ x 

I - -  el~'~ I 

met en 6videnee que la s6rie du premier membre n'est pas eonvergente, 
ce qui prouve la divergence de la s6rie 

( ~ - I - ~ 1 ) . . . ( ~ -  I-J) 
~ 1 ( ~ - I - ; : i 5 :  : : (aT---- i~V - [~.,+1 ,, I U=0 

ainsi que eelle de 

.,=0 - 7,~: ._(~2- ~ j ( ~ . -  ,~+,), 

Cela nous montre enfin que la s~rie en question n'est absolument 
eonvergente pour aueune valeur de la variable, des considerations tout 
analogues k eelles du thdor~me I l l  page 26 .mettant en dvidenee que si 
la s4rie est absolument eonvergente pour un syst&me de valeurs , ,  = des 
variables (x > a, = > a,), elle l'est aussi pour ehaque sy~teme de valeurs 
des variables. 

B) a~ est divergent. 

Pour plus de simplieit~ nous supposerons que l'on puisse trouver 
un nombre entier positif m suffisamment grand pour que l'on ait 

+ ,  
_~,~ c o n v e r g e n t .  

Soient de plus ies a,, ordonn4s de sorte que l'on ait 

La serm Z., -- 6tant eonvergente, une consider, ration due "~ Am,:L nous fait 
~=1 a~ 

alors voir que la s~rie ~ _ ~  .__x est convergente pour /~- -  5, : ,  . . .  
v=l  6t~ (I~/z 

L'~galit6 
2m--I 1 ( x ) p .  

I - -  v = ]  I - -  e l t m  ~ ~ : , , t_ \%!  \ % :  J 

II(,-o.~ 
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ainsi que 

lim ff L \a~/ 

~=~ ~ 3 : + " ' "  + 2 m - - . ,  

n m- -1  

, [(,,__'F__ ( 'Fl 
nous font voir de m~me qu'aux pages I6, I 7 que la s6rie 

E, 2I_I 
v = l  '~v 

29 

<~ _ ~ ~ (~ - ~,)(~ --%) + .. + (~ -- ~,)... (~ -- ~)(~ -- ~,,+~) +... 

Dans ]e 
droites 

est convergente tant  que R ( a ~ - - x  =) < o mais divergente tant que 
R(= 2 -  x ~) > o. La s6rie est uniform6ment convergente dans une aire 
finie quelconque comprise g l 'int6rieur du domaine de convergence de 
la s6rie, mais elle n'est absolument convergente pour aucune valeur de x. 

Quant au domaine de convergence de la s6rie, l'6galit6 

/t(W--x ~) < o 
se transforine en 

si nous posons x = $ + ~]i, $et ~ 6rant r6els. Cela met en 6vidence quc 
le domaine de convergence de la s6rie se compose de la partie du plan 
de la variable x qui est renferm6e entre les deux branches de l 'hyperbole 

- -  I ,  

cas off R(~ ~) --= o l 'hyperbole se transforme cn deux lignes 

4--~ .... o, 4+~;:o. 

Nous traiterons encore un exemp]e. 
Soit 

= @ = ] ,  2, ...) 

Dans cette hypoth6se on volt que les s6ries --I, ~I, ~I sont 
v : l  (Iv ~=I qp  ~ a v  
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I 
routes convergentes, mais la sdrie ~ est divergente. 

la s&ie s I 1 egahte ~ i  ~ ~tant eonvergente " " ' 

i - -  

l i m  ~ =~ 1 

n ~  H I - - -  a 

4 

a - - - x  1 a ' 2 - - x  u 1 rzz--* a ~ 1 
I --- e~'.=* - f -  +-W-2 ~ . , - ~ §  2.2,~ 

v = l  �9 e v ~ l  v = l  av ~ = 1  
4 

1 

I - - ~  e 

met en dvidence que la sdrie est convergente rant que 

D'un autre eot~ 

Hm ~ i - -  z .  7 /  

. ( 2  

n ( a '  - -  < o 

mais divergente tant que ig(a 4 -  x 4) > o. 
En posant x = re ei l'~galit(~ 

r4 cos 40 -~ R(a')  

nous fair voir que le domaine de convergence de la s4rie est limit5 par 
une courbe g quatre branches g laquelle les quatre lignes 

sont des asymptotes. 
c o s  4 0  ~--- o 

Si nous voulons maintenant chereher g d4velopper une fonetion ana- 
r 

lytique quelconque F(x) en s&ie de forme EB.~(x  ~ a , ) . . . ( x - - @ ,  lim a~ = oe 

nous pouvons &udier le reste R,  clans le ddveloppement 

,.g S 

( . .  ..~ (x - - a t ) .  : . ( x - - a , _ l )  F(a)  da -l-- R. 
�9 27r i  .~ ( a  - -  a , )  . .  ( . .  - -  ~ . )  

,.g 
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savoir 

I (F(a)  (x--at)...(x--a.)da 
. ]  
S 

reals l'6tude de ce reste semble offrir beaucoup de difficult6. C'cst pour- 
quoi nous pr6f6rons donner ici quelques d6veloppements en s6rie 

0o 

X :  B ~ ( ~  - -  ~ , ) . . .  (~ - -  ~) 
v = 0  

auxquels on parvient h l'Mde du d6veloppement d e -  t donn6 ci.dessus. 

Pour plus de simplicit6 nous admettons que tous les a~ sont positifs 

ou nuls et que l~ s6rie ~ ~ est divergente. En posant a~---~ r, on salt 
v = l  Cry  

alors que 

- -  ~', ( z  - -  ~ ' , ) . .  (z  - -  r~) I __  , t-(,~. ~)( ,~  ~ , ) + . . . + ( , ~  ~,) (~ ~)(~ ~ . + , ) + " "  
r  - -  �9 6 ~ - - ~ * ~  - -  - -  - -  . . , " - -  - -  

Mais la s6rie du second membre 6tant uniformdment eonvergente on pent 
la d6river par rapport ~ ~ ee qui nous permet d'6crire 

__  t ( , - - , , )  [ I + I 1 
(~- -~) '  ( ~ - ~ , ) ~ +  ~---r,)(~--,'~)L~--'r---~ ~--, '~ 

(~ --  "l)(~ --  r,) [ ~ + I + , ] +  .. 
+ ( ~ -  ~ , ) ( , , -  , , ) ( ~ -  ~) , ~ -  r--Z ~ -  ,---Z ~ -  ~----Z " 

pour R ( a - -  x) < o. 

Mais la d6riv6e d'une s6rie uniform6ment convergente 6tant aussi uni- 
form6ment convergente on peut ltt dSriver encore une lois etc., ce qui 
nous permet d'affirmer que chaque fonction rationnelle alg6brique peut 

a v  

~tre d6velopp5e en s6rie ZB~(x - - r ~ ) . . .  (x ~ r~) tant que la partie r~elle 
V ~ 0  

de x est plus grande que la pattie r6elle de tous les p61es de la fonction. 
Au lieu de d6river notre s~rie nous pouvons la soumettre b~ l'int5- 

gration ce qui met en 6vidence que le logarithme peut ~tre d6velopp~ 
en une telle sSrie. Quant b~ la s6rie du bin6me et la s6rie hyperg6om6- 
trique de GAuss elles ont 5t5 trop 5tudi5es pour que je m'en occupe. 

Je veux donner ici un d6veloppement en sdxie de la fonction 
D, log F(x + I) qui  me semble offrir de l'int6rSt. 
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Soit a~ = v -  x, le d6veloppement de ~ en serie nous donne le 

rdsultat qui suit si l'on y change le signe de a, savolr 

I I z x ( ~ -  I) 

a ~- Z - -  a a ( a  --~ I) "~  a ( a  + I ) ( ~  -t- 2) "~  " " ' 

_,~,(, - -  I) . ( ,  - - .  + I) )~+1"(~ - -  I ) . . .  (x - -  ~) I 
" " + ( - ' ~  ; ( ~ . , + , i : - - ~ - ; )  + ( - '  ~ u  

d'ou l 'on conclut 

I I - -  ~ ~ ( X -  I )  
~ [ 1  + ~g [~([1 "t- I) ft([t "l" I)(/2 "-~ 2) + " " " 

�9 �9 " -4- ( ~  I) v-193(x/.~(/l-71_I)'" , i )  :_~,'~-(X--- ~ -~;)I) _31_ ( ~  l)''v" __~g(Cg---- I ) . . .  (93 -- V) I 
i f ( i f +  I ) ( f f  + ~,) ff + 93 

En 6tudiant le dfveloppement  connu de la fonction D~ log l ' (x  + I ) : ~  aavoir 

s DzlogF(x + , )  = - - C - t -  
ff=l 

,] 
93+ f f  

off C eat la constante d'EuLEa on trouve maintenant que 

s [/~ I ] [ s I s I __ ~ ~(~-- ~) 
,~=~ 1~ + ~, ff(ff  + ~) ff(ff + r)(l~ + 2) + " " "  f f = l  , u . = l  

i ] 
. . .  + ( _  ,)m-,~(~_ , ) . . .  ( ~ _  ,,, + ,) (,,~, + - 4  f f = l  [ A  �9 , . 

(__ 3m~-" ~(93-- I ) . . . ( ~ - - m )  I 
= ~' , ~ I , ~ I ; +  ,) _ ~ + m ) ' f f + ~  

Par  lea conald6rations suivantea on peut enfin voir que le second membre 
tend vers zdro quand m va en augmentant.  

Soit p un nombre entier plus grand que Ix [  on t rouve  que 

,~=. II~(~ + ~i : (,. + ~. ) /~ + ~, ff(/~ - I �9 I) 
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ce qui fait voir que l'on peut prendre p assez grand pour quc 

s 1 ~ ( ~ - ~ ) ' ' ' ( * - = )  ~ ] '~ 

3 6rant un nombre positif aussi petit que 
D'un autre c6t6 on a 

] Z ( Z - -  I ) . . . ( Z - - O / t )  I ] ~--- 0 

lira if(if+ i) ( i f+m)  i f+  

l 'on voudra. 
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Mais 

I __  I I 

if(F+ I)'"(ff+v+ I) v+1  t~,(F+ I) .(ff+~,) btA: 1 �9 . 

, ] 
(l~ -'1- I)( /~ -I- 2 ) . - ( [ .~  -I- Y -Jr" I ) 

Is I ! 

+ I ff(ff + I)...(1~ + ~) /~=! 

I 
(~+ I ) p +  I '  

ee qui nous donne le d@eloppement ehereh6, savoir: 

" u ii i;+, + "  

rant que R(x + I) > o. 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  9. IlTaprlm6 le 16 Octobre 1886. 

,,=~ f f ( f f  + ])...(/~ + ~) 

pour une valeur de x tel que R(x + i f ) >  o, ee qui met en dvidence que 
l'on peut ddterminer m assez grand pour que 

~ [ ~ ( z - - I ) . . . ( z - - m )  , 1 < 3  

pour une valeur de x tel que R(x + x)> o. 
I1 est par consdquent ddmontr6 que le second membre de l'Sgalit6 

ci-dessus tend vers z6ro quand m va en augmentant  ce qui nous permet 
d'6erire 

I I I I 

t,=t if21- z t~=!ff(ff + ~) = F(F  + x)(ff + 2) + " ' "  
a~ 

. . .  + ( ~ ) ~ x ( x  - - ~ ) . . .  (z  - -  ,,) _ r(/~ + , ) . . - ( , , ~  + ~ + i )  + " ' "  
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De cette 6galit6 on passe ais6Inent ~ l'expression connue de D. logF(x+ i) 
par une int6grale d6finie. Cur le second membre n'6tant autre chose que 

1 

/ ~I - -  (I - -  y)Zdy 
�9 Y 
0 

nous pouvons dcrire 
1 

] ~ I  - -  ( I ~ - -  y)xdy" 
D. logF(x  + i) ---- - -  C + :~ 

. 

0 

Par lu substitution 
I - - y - = = Z  

on parvient enfin ~ la formule de G;tvss ~ 

1 f(i - dz ~-- D . l o g F ( x  -4- ~). 
I I - - z  

log~ 
0 

Lea  s6ries de la ibrme E B ~ ( x - -  a , ) . . .  ( x - -  a~) ont 6t6 6tudi6es 
v = 0  �9 

sous tout un autre point de v u e  par M. FROBEXlUS duns son m6moire 
Ueber die Entwickelung analytischer Functionen in Reihen die nach gegebenen 

Functionen fortschreilel,, CRELLE'S J o u r n a l ,  Bd. 73, oh il parvient dana 
des eqs plus sp6ciaux h quelques-uns des d6veloppements en s6rie des 

puges 8, I4, I7. 
Dana son m&noire Sur la formule d'interpolation de Lagrange, CRELLE'S 

J o u r n a l ,  Bd. 84, M. HERMITE a aussi 6tubli une r~lation b, l'uide de 
laqnelle on parvient imm&liatement ~m ddveloppement en s6rie de la 
page 9, comme je l'ai montr6 d'ms une note ins&6e dana lea C o m p t e s  

r e n d u s  du 23 Novembre ct du 7 Ddcembre x885. 

i Voir GAuss, Werke ,  Bd. 3, page I59. 


