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L'6t6 dernier, quand nous parlions des id6es de M. LFm~SOUE, VOUS m'avez 
aimablement invit6 ~ vous donner, pour les Aeta mathematiea,  quelques d~tails 
au sujet d 'une note que j 'ai publi6e ant~rieurement (Comptes rendus, le  4 mars 

i912 ) et dans laquelle j 'ai indiqu6 comment je re'imagine l ' introduction de l'int6- 
grale ind6pendamment de la th~orie de la mesure. Les voil/~; mais avant  tout,  
permettez-moi de vous rappeler que ce n'est pas moi le premier qui ai t~eh~ de 

refondre l'ceuvre admirable de M. L~.mmGuE, que c'6tait plutSt la lecture d'une 
note de M. BOREL sur ce sujet (Comptes rendus, le i2 f6vrier i912 ) qui m 'a  
donn6 l'oceasion d'exposer rues idles sur la m~me question. Depuis-l~, peu apr~s, 
M. BERYL a d6velopp6 sa m~thode dans un m~moire d6taill6 qu'il faisait paral tre  
dans le Journal  des math6matiques (6 �9 s6rie, t. 8, p. x59). En ~tudiant ee 
m6moire, je vois de nouveau que le point de vue que j 'adopte diff~re beaucoup 
de celui de M. BOREL; moi, je tiens k d6finir l'int6grale aussit6t que possible, 
pendant  que M. BOREL commence par introduiro la mesure, seulement que, au 

lieu de la d6finir suivant M. L~.BESOUE, il se se r t  de la d6finition qui est son 
propre et qui conduit aux ensembles moins g6n6raux que l'on appelle, avec 
M. LEBESOUE, les ensembles mesurables B. Sans doute, cette d6finition a ses 
avantages quand il s'agit de certaines questions d~licates, comme par exemple 
dans l'6tude approfondie des ensembles de mesure nulle; mais on ne dolt pas 

oublier que le grand m6rite de la th6orie de M. L~.BESOU~. consiste en ce qu'elle 
est compr6hensive sans 6tre sensible, e'est ~ dire qu'elle permet d 'ajourner les 
questions d61icates sans los abandonner.  A cet ~gard, je dois: pr6f6rer une 

autre id6e de M. BOR~.L (Comptes rendus, le 14 et le 28 f6vrier i9io ) dent  
j'ai pris connaissance seulement apr~s la publication de ma note;  elle consiste ~ 
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d6finir l'int6grale en n6gligeant d 'abord un hombre fini ou une infinit6 d ' inter  

valles dent  ]a somme est arbitrairement peti te et puis faire tendre cette somme 

vers z6ro. ]l faut regretter que M. BeRyL no eontinuait  pas de d6velopper cette 

id6e f6conde, sur laquelle on pourrai t  baser effeetivement une th6orie 616mentaire 

telle que jo l'ai en rue ;  d'ailleurs, l'id6e fut reprise r6cemment avee suee~s par 

M. I~IAUN (Monatsberiehte f. Math. u. Phys.,  i9 i  5, p. 3). Une autre d6finition 

oil la mesure n ' intervient pas, est due ~ M. PERaON (Sitzungsberiehte, Heidel- 

berg I914, I4. Abh.);  il s 'y  agit d 'une g6n6ralisation tr6s subtile, mais un peu 
artifieielle, do l'id6e classique d'envisager l 'int6gration comme l'inverse de la 

diff6rentiation. Enfin, je me rappelle d 'avoir parcouru incidemment, pendant  

men dernier s6jour h Stockholm, une note de M. YOUNO sur le m6me sujet  qui 

est imprim6e dans les Comptes rendus de i9 i  5 ou do i916; malheureusement, /~ 
cause de la guerre, ces Comptes rendus ne se t rouvent  pas aetuellement & notre 

biblioth~que. 

Dans ee qui suit, je ne parlerai que des fonetions d 'une seule variable; 

mais j 'a joute  que, pour l 'int6gration des fonctions ~ plusieurs variables, on n 'aura 

presque rien h changer. 

I .  

En eommengant d 'exposer ma m6thode, il me faut  tout  de suite avouer que 

je n'ai pas l ' intention d'6carter compl6tement la mesure. Au contraire, le point 

le plus essentiel de ma m6thode consiste ~ faire intervenir d~s le commencement 

une elasse particuli~re d'ensembles mesurables, savoir les ensembles de mesure 

nulle. On y entend, d'apr6s M. LEBF~SaVE, les ensembles qu'on peut  enfermer 

dans un nombre fini ou une infinit6 ddnombrable d'intervalles de mani~re que 

la somme des longueurs soit arbitrairement petite. Il d6eoule immddiatement 

de eette d6finition que tout ensemble compria dans un  ensemble de mesure nulle 

eat lui-m~me de mesure nulle e t  que la somme d 'un  hombre / i n i  ou d'une in/initd 

ddnombrable de tela ensembles, c'eat ~ dire l'ensemble que l'on obtient en les rdunis- 

sant, l'est aussi.  En partieulier, chaque ensemble / in i  ou ddnombrable de points 

eat de meaure nulle. 

C'est tout  ce qu'il nous faudra savoir sur ces ensembles particuliers. 

2~ 

Envisageons maintenant  une infinit6 d~nombrable d 'ensemb|es El ,  E 2 , . . . ,  

appartenant  & l'intervalle a b et form6 chacun d 'un hombre fini d'intervalles 

que l'on peut  supposer de ne pas empi6ter les uns sur les autres. D~signons par  
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l~ la longueur totale de l'ensemble Bn - -  on pourrait  aussi l'appeler mesure de 

E~ - -  e'est ~ dire In somme des longueurs des intervalles d o n t i l  se compose. 

De plus, consid6rons l'ensemble E* des points communs ~ une infinif~ d 'entre 

les ensembles E , .  Je dis que E* ne 79eut ~tre de mesure nuUe qne si l,,---.o. 

Pour le voir, consid6rons d'abord le cas particulier o/t ehaque ensemble E ,  

contient t o u s l e s  suivants. Dans ee eas, la suite des In 6tant d6croissante, elle 

tendra vers une limite d6terminde positive ou z~ro, et pour voir que c'est prdeis6- 

ment vers z6ro qu'elle tend, il suffit de montrer que l 'hypoth~se que l~ > ~ > o, pour 

tous les n, abouti t  s une contradiction. Or, l'ensemble E* 6tant de mesure 

nulle, il peut fitre enferm6 dans un nombre fini ou une infinit6 d6nombrable 

d'intervalles tels que leur somme soit inf6rieure ~ d et on pourra aussi s 'arranger 

que chaque point de E* soit int6rieur k un au moins de ces intervalles; en effet, 

on pourrait,  s'il 6tait n6eessaire, dilater tous les intervalles sans quo ieur somme 

cesse d'etre inf~rieure ~ ~. Ces intervalles ne recouvriront compl~tement aucun 

des ensembles E , ,  puisque dans le eas contraire il existerait d'apr~s un th~or6me 

bien connu de M. BOREL, un nombre fini d 'entre eux ayant  la m~me propri6t6; 

mais e'est impossible, leur somme 6tant inf6rieure h ~ et la longueur totale de 

E~ y 6rant sup6rieure. C'est & dire que, en excluant de E~ les points int6rieurs 

aux intervalles oh nous avons enferm6 l'ensemble E*, il reste encore un certain 

ensemble ferm6 E , .  Or, les ensembles ferm~s E,, dent  chaeun contient les 

suivants, admet tent  au moins un point eompris dans ehacun d'eux; ee point 

6tant compris dans tous les E~, il Pest aussi dans E*; mais, d 'autre  part ,  en 

d6finissant les ensembles E , ,  nous avons supprim6 t o u s l e s  points de E*. Voioi 

la contradiction annonc6e. 

, 

Aliens maintenant  au eas g6n~ral! Si les In ne tendaient  pas vers z~ro, ii 

existerait une infinitd d'ensembles En dent  les longueurs totales In surpasseraient 

une certaine quantit~ ~ p o. Alors en ddsignant par ~ l'ensemble qu'on obtient 

en r6unissant les ensembles Era, Era+l, . . . ,  E n ( m < n )  et par ~ la longueur totale 

de eet ensemble, on aurait  aussi, pour m quelconque et pour n suffisamment 

grand Pm> c?. C'est ~ dire que, en d~signant par ~m la limite de la suite eroissante 

l,~ (m fixe, n---oQ, on aurait  2~> ~ pour tous les m. 

Soit ~ une quantit6 positive inf~rieure h d, d'ailleurs quelconque, et choisissons 

successivement les indices n l < n 2 < n s . . ,  de sorte qu'on ait pour t ous l e s  m 

Aeta raatht, rna~ittt. 42. Imprlm6 lo 6 soptombre 1919. 25 
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D6signons par E (m) la partie commune des ensembles E~ I, E~ "~, E "~ et par " * ' 2  

l (m) la longueur totale de E(~). Je  dis qu'on a 

l (m) > d -  e 

et eela pour t o u s l e s  m. 

de l'in6galit6 plus pr6eise 

Cette in6galit6 suit imm6diatement, h plus forte raison, 

( i )  
que nous allons v6rifier par  r6currence. En effet, comme /(1)=/~1, l'in6galit6 

est vraie, par hypoth~se, pour m = i ;  supposons qu'elle le soit encore pour m - -  I ; 

il faut montrer  qu'elle subsiste pour m. Or, l 'ensemble E(m) est la partie com- 

mune de E(m-l) et de E~" pour lesquels on a, par  hypoth6se, 

l(m--1) > Z m _ l _ _ 8  I - - ~  , ,,. 2 m 

~m et qui sont t o u s l e s  deux eompris dans l 'ensemble Era_ 1 dont  la longueur totale 

ne d6passe pas la limite Zm-1. Par  cons6quent on a 

( ) ( i )  
l(m) > / ( m - - l )  _~ l=m __ J~ra--1 > J~m--1 - - / ~  "1" - -  I + Zm 2 m* J~m = ~,m - -  $ I - -  - ~  , 

ce qu'il fallait montrer. 

L'in6galit6 que nous venons de d6montrer, indique que les longueurs totales 

l(,O des ensembles E(m) dont  chacun contient  les suivants, restent sup6rieures 

une quantit6 ~r=  ~ _  e > o; d 'autre  part,  l 'ensemble des points communs ~ tous 

les Elm) 6rant compris dans E*, sera  de mesure nulle, mais ce sont pr6cis6ment 

les hypotheses  correspondant  au cas particulier d6j~ trait6 et qui nous ont  
conduit  s une contradiction. 

. 

Le r6sultat que nous venons d'obtenir, suffit comp!gtement pour introduire 

l'int6grale, et e 'est seulement pour 6viter double emploi que je fais d6jh ici une 

remarque qui nous sera essentielle dans la suite; il s 'y  agit de ee que j 'ai d6- 

montr6, en r6alit6, un peu plus que le fair annonc6. En effet, aprgs avoir 

d6duit de l 'hypothgse que l~ ne tend pas vers z6ro, l'in6galit6 L~ > r j 'ai fair 

voir comment eette in6galit6 abouti t  ~ une contradiction, sans qu'il nous aurait  
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fallu retourner s l 'hypoth~se faite. C'est ~ dire que nous avons d6montr$, en 

r~alit~, que l 'hypoth~se que ]'ensemble E* soit de mesure nulle, entraine la relation 

( m - |  

ou bien, ce qui revient  au m~me, la relation 

o (m--  | n w); 

cette relation eomprend,  pour m ----- n, la relation 1.--- o. (D'ailleurs, on aurait  pu 

aussi d~duire la relation ~ - - .  o de cette derni~re relation bien qu'elle ait une 

forme plus particuli~re; en effet, l 'hypoth~se faite sur la suite { E , ) e s t  6galement 

remplie pour toutes les suites (E~).)  

Ces r~sultats s '6tendent presque imm~diatement h un tableau infini & double 

entr6e {Eik}; on aura seulement & pr6ciser ]e sens qu'il faudra donner aux nota- 

tions E*, E~,  l~ et L~. Quant h l 'ensemble E*, convenons qu'il soit form6 des 

points appartenant  h une infinit~ d'entre les ensembles Eik, en exigeant de plus 

que tou8 les deux indices eroissent ind6finiment. C'est & dire que les points de 

E* sent  caraeg6ris~s par  le fair que pour m queleonque et pour chaque point  

appar tenant  h E*, il existe des ensembles E ~  avec i ~ m ,  k > m  qui le eontien- 

nent. Par  ~ nous. entendrons l'ensemble form4 en r~unissant tous les  ensembles 

E i k ( i ~ m , . . . ,  n; k ~ m  . . . . .  n); P~ est la longueur totale de En~ e t ) ~  d~signe la 
limite de ~ quand n va & l'infini. Ces conventions faites, les raisonnements du 

num~ro precedent s 'appliquent enti~rement au eas consid~r~ et fournissent des 

r~sultats analogues ~ ceux que nous venons d'obtenir. 
Je  vais ~noneer nos r~sultats sous la forme que j 'en aural besoin, la rela- 

tion particuli~re 1.--* o pour  le cas d 'une suite et  la relation plus g~n~rale ~--* o 

pour le cas du tableau. 

Lemme par t icul ier :  JCtant donnde une infinitd ddnombrable d'ensembles El ,  

E2 . . . .  , eompris Clans le m~me intervalle et /erred chacun d'un nombre / ini  d'inter- 

vaUes, soient Ii, 12 . . . .  leurs longueurs totales et soit E* l'ensemble des points apparte- 

nant ~ une in]initd d'entre eux. S i  l'ensemble E* est de mesure nulle, on a, n 

allant ~ l ' in/ini: 

1,~'-'* O. 

Lemme g6n~r&l: J~tant donnd un tableau h double entrge {Ei~} d'ensembles du 

type considdrd, soit E* l'ensemble des points tels que, pour chaque point et pour 

chaque hombre m,  il existe des ensembles Ei~ avee i ~ m,  k > m qui le contiennent; 

de plus, soit E,~ l'ensemble [erred en rgunissant les ensembles E~k (i, k ~ m ,  m +  z , . . . ,  n) 
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et soit l~ sa longueur totale. Si  l'ensemble E* est de mesure nulle, on a, m et n 
allant ~ l ' in/ini: 

l~--o. 

Bien entendu, ces deux lemmes sont compris dans des th6or~mes connus 

appar tenant  ~ la th6orie g6n6rale de la mesure; ainsi, par exemple, le premier 

est compris dans un th6orbme de M. BOREL (Comptes rendus, le x7 d6cembre 

i9o3) , mais il peut  aussi fitre regard6 comme cas particulier du th6or~me fonda- 

mental de M. LEBESGUE concernant l ' int4gration terme ~ terme des suites bor- 
n6es. Pour  nous, il s'agissait seulement d'4tablir ces lemmes ind4pendamment 

de la th6orie g6n6rale. D'ailleurs, quant  au premier lemme, il fur d6js 4tabli 

avant  LE~ESGU~ par AI~ZE~.X pour le cas particulier oh il n 'y  a aucun point  

appar tenant  s l 'ensemble E* (Memorie Ist.  Bologna I899, p. I3I). 

. 

Pour  d6finir l'int6grale, je commence par les fonctions particulibres appel4es 
/onetions simples et d6finies comme il suit: on partage l 'intervalle ab(a <b) en 

un nombre fini de segments et on fair correspondre s ehaque segment une 

quantit4 eonstante;  quant  aux points de division, on y peut  at tacher  des valeurs 

quelconques; d'ailleurs, ces dernigres n ' importent pas au point  de vue de l'int6- 

gration. Pour ces fonctions simples, on d4finira l'int6grale eomme d'ordinaire 

en a joutant  les produits de chaque segment et d.e la valeur correspondante. 

Soit maintenant (~f~(x)} une suite in/inie de /onctions simples, born~es dans 

leur ensemble et tendant presque partout, c'est-h-dire saul peut-~tre pour un ensemble 

de mesure nulle, vers une /onction limite /(x) .  Je dis que les intdgrales des ~,,(x) 

tendent vers une valeur limite et que cette limite est touiours la m$me pour deux 

suites tendant vers la m~me /onction /(x) .  Pour le voir, eonsid6rons d 'abord le 

cas particulier oh / ( x ) =  o sur tout  l 'intervalle. D6signons par  E~ l'ensemble 

form6 par les intervalles off ]fp~(x)]>e, e 6tant une quantit6 positive arbitraire- 

ment choisie, et soit ~ la longueur totale de cet ensemble. Les fonctians ~0~(x) 

6rant born4es dans leur ensemble, leur module reste inf6rieure ~ une constante 
G. Alors le module de l'int4grale de efn(x) sera inf6rieure ~. 

lnG + ~ ( b - - a ) ,  

et comme les hypothbses de notre lemme particulier sont remplies pour les en- 
sembles E~, la quantit6 l~ tend vers z6ro. C'est-s que, pour n suffisamment 

grand, l'int6grale de ~0~(x) sera, en valeur absolue, inf6rieure ~ la quantit6 ar- 

bitrairement petite e ( b - - a ) .  Done l'int6grale tend vers z6ro avec ~- 
n 
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Le eas g~n6ral se ram~ne imm~diatement au cas partieulier que nous venons 
de consid~rer, et cel~ en remarquant  que, dans le eas g~n~ral, ce sont les suites 

(~m(x)--~n(x))  qui tendcnt  presque par tout  vers z~ro; m et n y peuvent  aller 

l'infini de toute sorte possible, ind~pendamment l'un de l 'autre. On en con- 
clut, en appliquant le r~sultat particulier ~tabli, que la difference des int~- 
grales de ~ et de ~n tend aussi vers z~ro et il s'en suit, d'apr~s le crit~re 

g~n~ral de CAUCHY, que l'int~grale de ~ ,  tend vers une limite d~termin~e. 
Quand il s'agit de deux suites distinctes (~,} et (~rn) tendant  presque partout  
vers la m~me fonction /(x), on n 'aura  qu'~t appliquer le m~me raisonnement 

]a suite ~ - - ~ ' n ) ;  on en eonelut que les int~grales des ~ et des ~n tendent  

vers la m~me limite. 
Apr~s le r~sultat que nous venons d'~tab]ir, ]a d~finition de l'int~grale est 

immediate. Ap'pelons /onction sommable route /onction /(x) du type considerS, c'est- 

g~-dire qui eat la limite - -  presque partout - -  d'une suite bornde de [onctions aim- 

plea q~,,(x). Comme valeur d'intdgrale, nous y attachons la limite de l'intdgrale des 

rfn(x); d'aprks ce que nous venons de volt, cette limite existe et eUe set Tar/aitement 

ddterminde par la /onction ](x), inddpendamment du choix particulier de la suite 

a pprochante. 

. 

On pourrait  6tre tent6 d'appliquer le m~me proc~d~ une seeonde fois, en 
esp~rant de d4finir ainsi rint~grale pour une classe de fonctions plus large. Je  
dis que le proc~d~ no fournira rien de nouveau. D'une fa~on precise, je dis que 
la /onction limite d'une suite bornde de ]onctions sommables qui converge presque 

partout, eat elle-m~me une /onction sommable et que, de plus, la suite peut ~tre 

intdgrde terme ~ terme. 
D6montrons d 'abord le lemme suivant, qui n'est qu'un cas particulier d 'un 

th6or~me important  de M. EaOROFF (Comptes rendus, le 3o janvier /yxx) :  Si une 

suite {~0n(x)} de /onctions simples converge presque partout dana l'intervaUe a b, on 

peut enlever de cet intervalle un systkme ([ini ou ddnombrable) d'intervalles tels que 

leur somme soit aussi petite que l'on veut, et que d'autre part, la convergence devienne 

uni/orrae sur l'ensemble qui reste. 
Pour le voir, soient e une quantit~ positive arbi trairement petite et p u n  

nombre entier positif, d'ailleurs quelconque, et d~signons par Eik l'ensemble off 

I~v~(x)--epk(x) [ > ~ .  Les ep tendant  presque par tout  vers une limits d~termin~e, 

l 'ensemble E* correspondant au tableau {Elk} sera de mesure nulle; ear les points 
oh les ~v convergent n 'y  appart iennent  pas. I1 s'en suit, d'apr~s notre lemme 
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general, que l , ~ o ;  done il y a un premier indiee mp tel qu'on ait l~ < ~  pour 

m ~--mp et pour  t o u s l e s  n>m~,. Consid6rons le syst~me d'intervalles que l'on 

d6finira en prenant  d 'abord les intervalles dont  se compose l 'ensemble E~ ~ Em~, 

puts les intervalles formant  l 'ensemble _,~m+l-- ~m~'~, puts ceux formant l'ensemb]e 

E-~+~ E,~+I - -  et ainsi de suite. En prenant un hombre fini queleonque de ces 

intervalles, ils seront eompris, pour n suffisamment grand, dans ]'ensemble E~ 

et eomme ils n'empi~tent pas les uns sur les autres, leur somme ne surpassera pas la 

longueur totale l,~ de eet ensemble. C'est-h-dire que, pour m ~ rap, la somme de 

tous les intervalles ehoisis sera inf4rieure ~ ~ .  D'autre  part, ees intervalles ren- 

ferment t o u s l e s  ensembles E ~  tels que i > m p ,  k > m p .  Faisons maintenant  par- 

courir ~ p tous les  entiers positifs, en gardant la m6me quantit~ donn~e e; la somme 

des intervalles correspondants sera inf6rieure ~ _e § ~_-t- . . . .  e. Excluons tous ees 
2 4 

intervalles; sur l 'ensemble qui reste, la convergence des ~0, vers leur limite sera uni- 

I 
forme. En effet, on y a I~0dx) - -~k(x ) l<~  pour t o u s l e s  i, ]~>mp. 

Voilh une consequence imm6diate du lemme 4tabli. Soit {~0~(x)} une suite 

born4e de fonctions simples, convergeant presque par tout  vers ]a fonction /(x),  
et soit e une quantit6 positive arbitrairement donn~e. Sans restreindre la g6n~- 

ralit~, on peut  admettre  que les ~% soient comprises entre les bornes sup~rieure 

et inf~rieure de /(x); s'il n 'en 4tait pas ainsi, on remplacerait la valeur de ef.(x), 

par tout  oh elle surpasse la borne sup6rieure de /(x), par cette borne elle-m6me 
et on ferait la modification analogue pour  la borne inf~rieure. Cela 6rant, en- 

levons de l 'intervalle a b un syst~me d'intervalles dont  la somme < e e t  tels que 

la suite converge uniform6ment sur l 'ensemble qui reste. Alors on aura sur eet 

ensemble et pour n suffisamment grand I / (x ) - - c f . (x ) l<  e. D'autre  part,  comme 

il est permis d'int~grer terme ~ terme, la difference des int~grales de ] e t  de ~ ,  

sera aussi, pour n suffisamment grand, aussi petite qu'on voudra, par exemple 

< e .  C'est-h-dire qu'on peut, pour chaque /onction sommable /(x), ehoisir une 
]onetion simple q~(x) de sorte qu'elle soit comprise entre les deux tomes de / (x ) ,  que 
de plus la di]/grence des intggrales de /(x) et de ~f(x) soit in/~rieure ~ ~ et en/in 
que la di/]drence elle-m$me des deux ]onctions soit in/drieure ~ e, sau] peut-~tre 
pour un ensemble de points que l'on peut en/ermer dans des intervaUes dont la 
somme est in/~riaure ~ e. 

Pour  d4montrer maintenant  le th~or~me annonc~, soit (/~(x)} une suite 

borneo de fonetions sommables, tondant  presque par tout  vers la fonetion g(x). 
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Faisons correspondre ~ chaque fonction ~n(z) une fonction simple (p~(x) d'apr~s 

la loi que nous venons d'~tablir, en y posant  ~ -  ~ .  J e  dis qu'on a ,  presque 

partout ,  /n(x)--~n(x)--~o.  En effet on peut, pour chaque indice n, enlever de 

I , l ' intervalle a b u n  syst~me d'intervalles dent  la somme < ~  de sorte que, sur 

I l 'ensemble qui reste, on air I/n(x) - -  ~n(x) l ~ ~-~. Enlevons les intervalles corres- 

I I 
pendant  ~ n ~ k + i ,  k + 2  . . . .  ; leur somme sera inf~rieure ~ 2 ~ + ~ +  

+ . . . .  ~ .  Sur l 'ensemble qui reste on aura pour tous les  n, ~ partir  de n ~ k  + I ,  

[/,~(x)__~n(x)l < 2 ~ ' I  par consequent, /n(x)--q~n(x) y tend vers z~ro. C'est-~-dire 

que les points off cette difference ne tend pas vers z~ro, peuvent  6tre enferm~s 

I dans des intervalles dent  la somme est inf~rieure ~ ~ et comme k est arbitraire 

cette somme peut  ~tre rendue arbitrairement petite. Par  consequent, ces points 

d 'exception,  s'il en existe, ferment un ensemble de mesure nulle. ]1 s'en suit 

que les ~ tendent  presque par tout  vers la m6me limite que les /n, savoir vers 

g(x). De plus, les ~ ( x )  restant  par hypoth~se entre les m6mes bornes que les 

/~(x), ils sent  born~s dans leur ensemble. Donc g(x) est la limite, presque 

partout ,  d 'une suite bern ie  de fonctions simples; elle est par consequent sommable. 

Enfin, son int~grale est la limite des int~grales des ~ (x ) ,  ou bien, ces int~grales 

I 
~tant ~gales, ~ ~ pr6s, ~ celles des ]~(x), ces derni~res int~grales tendent  aussi 

vers l'int~grale de g(x). Le th~or~me annonc~ est done d~montr~. 

o 

Jusqu'ici  il s'agissait toujours des fonctions sommables born~es; pour arriver 

aux fonctions sommables non bor~s on pourrait,  au lieu d'exiger de la suite 

{~n(x)) d 'e t re  born6e, faire quelque autre  hypoth~se plus g~n~rale; en tout  

cas, il faudrait  choisir eette hypoth~se de sorte qu'on puisse en conclure la 

convergence des int~grales. Voil~ une telle hypoth~se: supposons que l'int~grale 

de ~n(x), prise sur un nombre fini d'intervalles dent  la longueur totale est 
suffisamment petite, soit elle-m~me aussi petite que l'on voudrai t  et eela ind~- 

pendamment  de n. Sous cette hypoth~se, les raisonnements faits pour les suites 

born~es s 'appliquent presque sans modification et eonduisent pr~cis~ment ~ toutes 
les fonctions sommables au sens de LEBESGU~.. Cependant, du moins ~ premiere 
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vue, l 'hypoth~se propos~e pourrait  paral t re  un peu artifieielle, et il me semble 

plus naturel d'aller une vole qu'on a suivi dSj~ bien des lois quand il s'agissait 

d'~tendre l'int~grale ~ des fonctions non born6es. Tout  d 'abord,  introduisons 

les /onctions meaurablea; nous appelons ainsi chaque fonction ](x), born6e ou non, 

qui est la limite m presque par tou t  - -  d 'une suite, born4e ou non, de fonctions 

simples. Zorsque la ]onction meaurable /(x) est bornde, elle eat auaai aommable; en 

effet, si la suite eorrespondante ( ~ ( x ) )  n'~tait pas born~e, on pourrai t  la modifier, 

comme nous venons de voir, en rempla~ant la valeur de ~n(x), par tout  off elle 

no seraiL pas eompris entre les deux bornes de / (x ) ,  par la borne plus proehe. 

Donc chaque fonction mesurable et born~e est sommable; inversement, ~ plus 

forte raison, chaque fonetion born~e eL sommable est mesurable. Lorsque la 

fonction mesurable /(x) n'est pas born~e, d~signons par /(x; c, d), off c<d ,  la 

fonetion ~gale ~ /(x) par tout  off c ~ / ( x ) ~ d ,  ~gale ~ c par tout  off / ( x )~c  et k 

d par tout  oh / ( x )>d .  Soit (~0.(x)) une suite de fonctions simples tendant  presque 

par tout  vers ](x); alors ]es fonctions correspondantes ~ ( x ;  c, d) formeront une 

suite born6e de fonctions simples qui tend presque par tout  vers ](x; c, d). Par  

cons6quent, la fonetion born6e /(x; c, d) sera sommable. Cela ~tanL, raisons 

tendre c v e r s  - -  ~ eL d v e r s  § ~ eL cela de routes les mani~res possibles; si alors 

l'int~grale d e / ( x ;  c, d) tend toujours  vers la m6me limite finie d~termin~e, nous 

attacherons eette limite comme valeur d'int6grale s ]a fonction ](x)eL nous 

convenons de dire que la fonction non born~e /(x) est sommable. On voit  

ais~ment qu'une condition n~cessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi, 

consiste en ce que l'int6grale de /(x; c, d) soit une fonction born~e des para- 

m6tres c et d. 

Posons en particulier c ~ o  ou d ~ o ;  il s'en suit que la pattie posi- 
tive et la pattie ndgative d'une /onction aommable 8ont ausai aommables et que, 
par consdquent, le module ]/(x)] Feat auaai; inveraement, loraque pour une /one- 
tion mesurable /(x), le module ]/(x)] eat aommable, la ]onction eUe-m~me eat auasi 
sommable. 

I1 sera bien de fois utile de voir si une fonction esL mesurable, avant  de 

s 'occuper de la question si elle est sommable. On a 6videmment les r~gles 

suivantes qui d~coulent imm~diatement de la d~finition: la somme, la difference, 

le produit  et dans le cas oh le diviseur ne s 'annule p a s ,  le quotient de deux 

fonetions mesurables le sont ~galement. Mais il y a plus: la limite d'une suite de 
/onctiona meaurables qui converge preaque partout, aera elle-m~me une /onetion mesu- 
table. Ce fait ressort des raisonnements du num6ro pr6e6dent qui se simplifient 

m6me, puisque maintenant n ' interviennent plus les hypotheses dont  on avait  
besoin pour int6grer terme ~ terme. 
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. 

Les propri6t~s principales des fonctions sommables d6coulent, grace aux 

d~finitions donn~es, presque imm~diatement, par passage ~ la limite, des propri& 

t~s analogues des fonetions simples; permettez que je n 'entre pas dans les d~tails. 

Je me contente d'indiquer que, entre autres, la somme et la difference de deux 

fonctions sommables le seront aussi et que leurs int~grales s 'obtiennent par addi- 

tion et par soustraetion des int~grales relatives aux deux fonctions, que de plus 

le produit de deux fonctions sommables dent  l 'une est au moins bernie, est 

aussi sommable, enfin que /(x) ~tant sommable dans deux des intervalles 

ab, be, ac (a < b < c), e]le le sera aussi dans le troisi~me et que l'int~grale prise 

sur ac est la somme des deux autres. Cela suffit pour pouvoir dire quelques 

mots sur la mesure des ensembles. Vous savez certainement comment on peut 

d~finir ]a mesure apr~s avoir introduit  l'int~grale: soit E un ensemble et soit 

/(x) la fonetion ~gale ~ i pour les points x appartenant  ~ cet ensemble et ~gale 

o ailleurs. Si la fonetion ](x) est mesurable et par consequent sommable dans 

un intervalle quelconque contenant E,  elle l'est ~videmment darts chaque inter- 

valle et son int4grale est la m6me sur tous les intervalles qui r E.  

Alors nous dirons que l'ensemble E est mesurable et nous y attacherons eomme 

mesure re(E) la valeur de l'int~grale consid~r~e, h. chaque ensemble mesurable 

correspond de cette fa~on une certaine fonction sommable caraet~ristique ne 

prenant que les valeurs o et I ,  et en appliquant s ces fonctions les r~sultats 

trouvSs, on aura les th~or~mes prineipaux sur la mesure. Ainsi par exemple, 

d~signons par /(x),/,~(x) les fonctions caract~ristiques qui correspondent aux en- 

sembles E,  En et pour fixer les id4es, supposons que tous cos ensembles soient 

compris dans l'intervalle ab. A l'ensemble compl~mentaire C(E) de E par rap- 

port s l 'intervalle ab correspond une fonetion ~gale h i - - / ( x )  sur cet intervalle 

et 6gale ~ o ailleurs; donc C(E) est mesurable et on a re(E)+ m ( C ( E ) ) =  b - - a .  

,h, la partie commune des ensembles E~ . . . .  , En correspond le produit/1 (x) . . . /n (x) ;  

k la partie commune d'une infinit~ d~nombrable d'ensemb]es El,  E2 . . . .  corres- 

pond le produit infini ]~(x) /2(x) . . . ;  or, produit et limite de fonctions mesura- 

bles ~tant elles-m6mes mesurables, les ensembles considdrds sent mesurables. Dans 

le cas partieulier oh chaque ensemble E~ contient les suivants, la valeur du 

produit infini n'est autre que la limite de / .(x),  alors son int~grale sera la 

limite de eelle de / , (x) ,  c'est h dire qu'elle sera la limite de m(En); donc dans 

ce cas, la mesure de la pattie commune est /ournie par la limite de m(En). 

D'autre part, r6unissons un nombre fini ou une infinit~ d~nombrable d'ensem- 

bles E~, E2 . . . .  ; quant  h l'ensemble qui vient, il y correspond la fonction 

.Avta mathcmatlca. 42. Imprim6 le 8 septembrr 1919. 26 
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i - -  (i --]l(X) (i --/2(x)) . . . .  et eette expression se r6duit h ]l(x) +/2(x) + . . -  dana 

le cas particulier oil le produit de deux fonetions ]•(x) ~ indices diff6rents s'annule, 

c'est-h-dire lorsque les ensembles sent sans points communs; par consequent, 

l'enaemble-somme eat meaurable et de plus, dans le caa particulier 02 il n'exiate ~as 
des points communs, on a m(E~+ E2 + . . . ) = m ( E ~ ) + m ( E 2 ) +  .... 

Entre les ensembles et les fonetions mesurables, il y a encore uno relation 

tr~s intime qui joue un r61e important  dans la th~orie de iYl. LV.BESGU~; ells 

eonsiste en ee que, pour /(x) meaurable et pour c quelconque, les ensembles on 
/(x) > c , / ( x ) > c , / ( x )  < c , / ( x ) < c ,  ](x) = c, aont meaurablea et que, inveraement, lors- 
qu'il en eat ainsi, la /onction /(x) est meaurable. Qu'il nous suffise de prouver la 

premiere partie de eette assertion, sans insister sur la r6ciproque. Alors on 

pourra se borner ~videmment, sans restreindre la g6n~ralit~, au eas oh c est 

positif et it l'ensemblo pour lequel / ( x ) > c .  Or, la fonetion earaet~ristique de 

i 
cet ensemble eat la limite de la suite des fonctions ~ / ~ ( x ; o ,  v ) ( n - - ~ ) ;  ces 

fonetions ~tant mesurables, il on sera do m6me quant  s leur limite. 

, 

On d6finira d'une mani~re tout  analogue l'int6grale d'une fonetion /(x) sur 

un ensemble E,  n'importe que ](x) soit d6fini seulement dans E ou bien sur 

un intervalle ou dans un ensemble queleonque eontenant E.  .k ee but, envisa- 

geons la fonetion ](x) 6gale ~ g(z) sur E et s 'annu]ant ailleurs; si ells est som- 

mable dana un des intervalles eontenant E, elle le sera aussi dans tous sea 

intervalles et son int6grale ne d6pend pas du ehoix partieulier de l'intervalle. 

Lorsqu'il en est ainsi, nous dirons que ](x) est sommable dans E et nous y 

attaeherons somme iut6grale l'int6grale de ]l(x) prise sur l 'un quelconque des 

intervalles eon~id6r6s. Cette d6finition semble de ne faire aueune hypoth~se 

l'6gard de l'ensemble E; observons qu'on ne restreindra pas la g6n6ralit6 en 

supposant E mesurable; en effet, mSme si l'ensemble E lui-mSme n'6tait pas 

mesurable, la partie oil ] (x)~ o le sera certainement puisqu'elle se confonda yes 

l'ensemble oil la fonetion sommable ] , (x)~ o. 

Lorsque /(x) eat sommable dans E,  elle l'est auaai dans chaque aous-enaemble 
mesurable. En effet, d6signons par g(x) la fonetion caraet6ristique correspondant 

au sous-ensemble; alors le passage de l'ensemble entier au sous-ensemble revient 

multiplier la fonetion sommable /~ (x) par la fonction sommable et bernie g(x), 

ee qui ne touche pas ]a sommabilit~. En particulier, lorsque /(x) est sommable 

dana l'intervalle ab, il l 'est aussi darts chaque sous-ensemble mesurable. 
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Au point de rue  que nous venons d'adopter,  les considerations du num~ro 

pr6e6dent peuvent  ~tre regard~es comme correspondant ~ la fonetion/(x)  ~ I ,  en 

effet, la mesure d 'un ensemble n'est autre que l'int~grale de cette eonstante 

prise sur l'ensemble. On se d~mande, si les r6sultats acquis au num~ro precedent 

subsistent encore, lorsqu'on y remplaee la mesure des ensembles qui intervien- 

nent, par l'int~grale d'une fonction sommable quelconque par rapport  ~ ees en- 

sembles. La r6ponse sera affirmative, comme on volt immddiatement pour les 

fonctions born6es, pour lesquelles on n 'aura presque rien ~ changer dans les 

raisonnements; pour  les fonetions non born6es, tout  revient ~ observer que lors- 

qu'on remplace [(x) par la fonetion born6e [(x; c, d) et qu'on choisit eonvenable- 

ment les quantit6s e et d, l 'erreur commise relative aux int6grales eonsid6r6es 

sera, pour toutes ees int6grales, aussi petite que l'on voudra;  bien entendu, on 

suppose que la fonetion soit sommable clans un ensemble E eomprenant tous 

Ies ensembles consid6r6s. En effet, supposons d 'abord [(x) positif; dans ee cas, 

l 'erreur commise en remplaq~nt [(x) par [(x; o, d) ne surpassera pas, pour aucun 

des ensembles, re r reur  relative ~ l'ensemble E.  Or, le cas g6n6ral se ram6ne 

au cas consid6r6 en d6eomposant [(x) en ses deux parties positive et n6gative. 

Des r6sultats que l'on obtient de cette manigre, 6nongons le suivant:  Lorsque 

E ,  E~ . . . .  sent des ensembles mesurables sans points communs et que de plus, [(x) 

est sommable sur l'ensemble E~ + E  2 + ... ,  l'int~grale par rapport d cet ensemble- 

somme vient en a]outant les intdgrales relatives aux ensembles E,,. Dans le m~me 
ordre d'id6es, on arrivera aussi au thdor~me suivant qui est un des plus utiles 

dans la th6orie de M. Lv.B~.SGU~: Lorsque l'ensem~le E varie de sorte que re(E) tende 

vers zdro, il en est de m~me pour l'intdgrale sur E de route /onction /(x) qui est 

sommable daus un ensemble contenant E. 

XO~ 

Je  terminerai ces lignes en faisant une remarque presque ~vidente relative 

l 'int~rale au sens de RIEMANN. VOUS avez certainement observ~ que la d~fini- 
tion de l'int~grale dent  je viens de me servir, est quelque sorte de g~n6ralisa- 

tion de eelle de RI~.~AN~. En effet, rexpression 

m ~ l  

k--O 

qui intervient chez RIEM~N,  peut  6tre envisag~e comme donnant  l'int~grale de 

la fonction simple ~n(x) dent  les valeurs constantes sur les intervalles (xk, xk+l) 
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sent  choisies ~gales s l 'une des valeurs prises par /(x) sur le m6me interva]le. 

Quant aux points xk, on y peut  supposer, pour plus de simplicitY, q~(Xk)=/(x~). 
Lorsqu'on passe s la limite, en faisant tendre vers z~ro ]e plus grand des inter- 

valles, ces fonctions simples eft(x) tendent  certainem~nt vers / ( x )par tou t  oh 

/(x) est continu. D'autre  part,  pour les fonctions int~grables au sens de Rt~M.~N, 

les points de discontinuit6 ferment un ensemble de mesure nulle; done il vient 

que les fonctions of(x) consid~r6es tendent  presque par tout  vers /(x). Mats il y 

a plus; pour tout  point de continuit~ x0, la convergence des ~0~(x) vers ](x) est 

uni]orme aux environs de xo. Cela veut  dire, avec M. PRINGSH]~IM, que, ~tant 

dennis  le point x0 et Ia quantit6 positive e arbitrairement petite, il y corres- 

pond un certain voisinage de x 0 et un indice ~ de sorte que les in~galit4s 
] / ( x ) - - ~ ( x ) ] < ~  soient v~rifi~es pour les n > ~  et pour tous les points x appar- 

tenant  au voisinage; ou ce qui revient au m6me, la relation x~,~xo en t ra ine  

toujours cf,,(x,) --*/(x,). 
Par  cons6quent, route /onction intdgrable au sens de RI~MA~N peut ~tre appro- 

chde par une suite bornde de /onctions simples convergeant Tresque partout et cela de 
sorte, que la convergence soit uni]orme presque partout, c'est-&-dire aux environs de 
chaque point x, sau/ peut-~tre pour un ensemble de mesure nulle. (I1 s'en suit que 

la convergence est uniforme sur chaque ensemble ferm6 qui reste apr~s avoir 

exclu les points d'exeeption par  un systbme d'intervalles; mats il n 'est  pas per- 

mis d'en conclure que la convergence doit 6tre uniforme sur tout  l 'ensemble 

compl6mentaire des points d'exeeption; cela revient hee  que, en g6n6ral, l 'ensemble 

compl6mentaire ne sera pas ferm6.) 
La r~ciproque est vraie: Lorsque une /onetion ](x) est, presque partout, dgale 

la limite d'une suite bornde de /onctions simples q2n(x) et st, de plus, la conver- 
gence est uni/orme presque partout, la /onction /(x) est intdgrable au sens de Ri1:- 

MA~N. En effet, de l 'hypoth~se faite il vient qur la fonction /(x) est bern ie  

et que ses points de discontinuit6 ferment un ensemble de mesure nulle, puisque 

/(x) est sfirement continu en chaque point x0 off la convergence est uniforme 

et les fonctions ef.(x) sent continues. C'est-~-dire que t o u s l e s  points de discon- 

tinuit6 de ](x) se t rouvent  parmi les points I) oh la suite ne converge pas (en- 
semble de mesure nulle), 2) off la convergence n 'est  pas uniforme (ensemble de 

mesure nulle), 3) les points de diseontinuitg des ~0~(x) (ensemble d6nombrable). 

Or, les propri~t~s caract6risant les fonctions int6grables d'aprgs R ~ A ~  sent  

pr~cis~ment d'6tre bornges et d'6tre continues presque partout.  
J e  profite de l'occasion pour faire quelques indications eoncernant l'origine 

de cette notion de convergence uniforme aux environs d 'un point, dent  vous 

venez de voir une application qui en prouve l'utilit~. J e  me l'ai form~e, sans an 
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chercher l'origine, en 6tudiant l 'approximation d 'une fonction par des polynomes 

(Jahresber ieht .d .  deutsehen Math.-V., i9o8, p. I99); presque en mfime temps 

M. You~o,  dans un travail oh il analysait  cette notion dent  il s 'est servi d6j~ 

auparavant ,  d6clara de ne pas fitre stir oh elle puisse se trouver pour la pre- 

miere fois (Proceedings of the London Math. See., ser. 2, vol. 6, p. 29). Le 
rapporteur  de ces t ravaux pour les Fortschri t te  der Mathematik, M. FAB•R, 

nous reproche (i9o8 , p. 468, 472) de ne pas savoir que la notion se trouve d6j~ 

ehez WmERSTRASS ((Euvres 2, p. 2o3); seulement, au lieu d'examiner soigneusement 

le texte original de WEIERSTRASS, il se eontente d ' invoquer le t6moignage de M. 

PRI~GSrrm~ (Eneyklop. d. math. Wiss., I I  1., p. 33, 34; 6dition frangaise, p. 68). 
I1 est vrai que M. PRI~GS~mM qui d'ailleurs s'est servi de cette notion d6jk en 

i894 (Math. Ann., 44, P. 64, 65, 8o), en fair noblement cadeau ~ WEI~.RSTRASS, 
mais en regardant le texte tit6 de W~I~BSTR~SS, vous verrez qu'il s 'y agit seule- 

ment  de la convergence uniforme au sens ordinaire; la seule diff6rence consiste 

no pas exiger eette uniformit6 ~ la lois pour le domaine entier que l'on envi- 

sage, mais exclusivement pour un domaine suffisamment peti t  entourant  le point  

x0. C'est-~-dire que la d6finition de W~IERSTRASS exige seulement qu'il existe 

un certain voisinage de x0, d6termin6 une lois pour toutes, de sorte que, s chaque 
quantit6 positive e, on puisse faire correspondre un nombre v tel que les in6ga- 
lit6s ] / (x )~f ,~ (x ) l<  e soient v6rifi6es pour t o u s l e s  n > v  et pour tous les points 

x appartenant  au voisinage consid6r6. Au eontraire, darts la d6finition que nous 

employons, comme le fait observer aussi l'6dition f ran~ise  de l 'Encyclop6die, le 

ehoix du voisinage d~pend en gfin6ral de la quantit6 e, de sorte qu'il pourra se 

r6duire, pour e--~ o, au point xo. 

I1 s'en suit que, jusqu'g d 'autres indications, c'est M. PRI~OSH~IM lui-m6me 

qu'on devra honorer comme l 'auteur de cette notion utile. 

Kolozsvgr, le 19 f6vrier i9 i  7. 
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