ZUR THEORIE DER LINEAREN GLEICHUNGEN.

vON
E. STUDY

in BoNN.

Die Determinantentheorie liefert die Auflosung eines Systems linearer Glei-
chungen nicht immer in zweckmiissiger Form. Ein geldufiges Beispiel dafiir bildet
das Multiplikationstheorem der Quaternionen,

! ! ! ! "
Oy — Oy 0y —— Oy — (300 3 == U o,

i ! F ! n
@+ o, + a0 — e, =0,

' ' ' ' "
o, + o0, oo, —aa; =a,,

! y ! ! "
a0t + a0, a0, —a0, =a;.

Fasst man dieses hiufig auftretende Formelsystem als ein System von Glei-
chungen fiir die Unbekannten ¢'; oder «x, so wird die zugehorige Determinante
in beiden Fillen das Quadrat eines Ausdrucks, der von den Koeffizienten der Un-
bekannten rational abhingt, nimlich das Quadrat der Norm der Quaternion «
oder </,

Na=qa] + a} +a} + of,
No =dl+a?+a7+0].

Ein Faktor N« oder No' geht dann auch in die Zihler der Determinanten-
ausdriicke fiir die Unbekannten ein, und erst nach Wegschaffung dieses iiber-
fliissigen und sehr stérenden Faktors erhilt man die l.Gsung, falls sie existiert,
in brauchbarer Form — eben der, die in der Quaternionenrechnung iiberall an-
gewendet wird.

Die Beseitigung des fremden Faktors bietet nun zwar in diesem Falle noch

keine Schwierigkeit. Indessen sind Vorkommnisse derart sehr héufig, ja sie
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bilden in der Lehre von den sogenannten héheren komplexen Grossen, d. h. in
der Theorie gewisser Transformationsgruppen, die Regel. Man kennt aber keine
praktikabele Methode, die Zerlegung einer beliebigen ganzen rationalen Funktion
in ihre irreduzibelen Faktoren zu bewirken, oder die mehreren solchen Funk-
tionen gemeinsamen Teiler zu bestimmen, und es ist auch nicht anzunehmen, dass
es eine solche Methode gibt. Die Theorie des griossten gemeinsamen Teilers
fihrt zu uniiberwindlichen Schwierigkeiten wohl in allen Féllen, die ein selb-
stindiges Interesse haben, ndmlich nicht zur Eriduterung der Theorie schul-
missig zurechtgeschnitten sind. Daher bedarf die Lehre von der Auflosung linea-
rer Gleichungen einer Weiterbildung in besonderen Richtungen, wobei natiirlich
die Mannigfaltigkeit der Moglichkeiten zu Beschrinkungen nithigen wird. Einige
solche Fortsetzungen der allgemeinen Theorie liegen auch schon vor, so die Auf-
l6sungstheorie von Gleichungen mit schief-symmetrischer Determinante.

In der folgenden Untersuchung werden namentlich gewisse Systeme von
4m linearen Gleichungen mit 4m Unbekannten behandelt, Systeme die iibrigens
denselben Grad von Allgemeinheit haben wie irgend welche Systeme von 2m
Gleichungen mit 2m Unbekannten. Die Gleichungen selbst, sowie ihre Koeffi-
zienten und Unbekannten sind zu vieren zusammengefasst, derart, dass m »sym-
bolische» Gleichungen der Form

2 ok % = konst., oder 2 &;a; = konst.
P2 i

entstehen, in denen die Koeffizienten wie die Unbekannten Quaternionen oder
zweirethige Matrices sind. Die Unbekannten stehen immer auf derselben Seite der
Koeffizienten.

Gleichungen oder Gleichungssysteme &hnlicher Form kann man offenbar in
jedem System hoherer komplexer Grossen bilden; von einigen weniger lohnenden
Beispielen abgesehen, ist es mir aber nur im bezeichneten Falle gelungen,
eine brauchbare Losungstheorie zu entwickeln. In dieser vertritt die Stelle der
Determinante eine hier \/ (Nabla) genannte Funktion, die Quadratwurzel aus
der Determinante der 4m Gleichungen ist, die selbst als Determinante vom Grade
zm aufgefasst werden kann, mii der aber auf dhnliche Weise gerechnet wird, wie
mit Determinanten vom Grade m. Im Falle m = 1 reduziert sich |/ auf die Norm
einer Quaternion, oder auf die Determinante einer zweireihigen Matrix. Homogene
Gleichungen, sowie unvollstindige und iibervollstindige Systeme von Gleichungen
der bezeichneten Form, deren Theorie hier besondere Schwierigkeiten zu bieten
scheint, jedenfalls ziemlich umfangreich ausfallen muss, sind ausser Betracht
gelassen werden.
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Meinem Kollegen I. SoBUR bin ich zu Dank verpflichtet fiir das Interesse,
mit dem er die Entstehung der vorliegenden Untersuchung begleitet hat. Von
ihm rithrt der Satz her, dass (im genannten Falle der Quaternionen) die \/-Funk-
tion nicht als Summe von Quadraten dargestellt werden kann.

Ich hoffe, dass das Folgende behaglich zu lesen sein wird. Durch gewisse
Umstellungen verbunden mit einer Erhdhung des vom Leser zu fordernden
Masses von Kenntnissen wiirde sich gréssere Kiirze haben erzielen lassen. Aber
eine auf Kosten der Lesbarkeit zu erreichende Kiirze ist schliesslich doch wohl
der Giiter hichstes nicht.

I.
Quaternionen und Matrices.

Die Regeln der Quaternionenrechnung, sowie das Rechnen mit Matrices
(oder bilinearen Formen) setze ich als bekannt voraus, erklire aber kurz die
Bedeutung der Zeichen, die weiterhin gebraucht werden.

Eine Quaternion wird nach dem Schema

r=8z+ Vaz,

Sx==zx,, Vx=ue +a,¢,+ 2,8,

in einen skalaren (Sz) und einen vektoriellen Bestandteil (Vz) zerlegt. Die
Konjugierte (Sz— V) zur Quaternion z wird gewdhnlich ebenfalls durch eine Art
von Funktionszeichen, K, dargestellt (Kz). Da aber das Rechnen mit diesem
Zeichen meistens sehr unbequem ist, und zu einer uniibersichtlichen Schreibart
der Formeln fiihrt, brauche ich daneben, und zwar vorzugsweise, auch ein anderes,
das an die iibliche Bezeichnung fiir die Konjugierte zu einer gewéhnlichen kom-
plexen Grosse erinnern soll. Ich schreibe namlich

I=Kx=8x—Vr=ux,—zx—,6,— x84,

und also

Sx==~;-{x+a":}, Vx=§{x—§:}.

Die Norm einer Quaternion wird hiernach

Ne=x}+2}+2)+a] =22 =2x.
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Ist Nz o0, was bei einer von Null verschiedenen reellen Quaternion (einer solchen
mit reellen Koordinaten z,, x,, %,, #;) immer eintritt, so ist

~

w_l=-——.

Nz

Besonders in Erinnerung gebracht seien die im Folgenden viel benutzten
Regeln:

K(zy)=Ky Kz =y%, S(zy)=8(yz).

Nach der zweiten dieser Regeln konnen im skalaren Bestandteil irgend
eines Quaternionenprodukts die Faktoren zyklisch vertauscht werden; z. B.

S(xyz) = 8S(yzz) = S(zzy).

Die Rechnung mit solchen Quaternionen, deren Koordinaten (gewthnliche)
komplexe Grossen sind, ist bekanntlich dquivalent dem Rechnen mit zweireihigen
Matrices, deren Koeffizienten ebenfalls komplexe Grossen sind. Man erbdlt diesen
schon von LAGUERRE (1867; CAYLEY 187¢) gefundenen Zusammenhang durch
Anderung der Quaternionenbasis, indem man namlich an Stelle der Haupteinheit
(e, =1) und der Nebeneinheten (e, e,, ¢;) der Quaternionen geeignete neue Ein-
heiten einfithrt; wenn man (zum Beispiel)

€ =€, + €y, € =1(e;;+ ), e;=— (e, —¢€y), e5=1(€;; —€3,)
und also
28, =€, — 1€y, 2€,=—1€ ~¢,, 26, =—1¢6 +¢€,, 2¢,=¢€,+ ¢,
setzt.
Die Multiplikationsregeln fiir die urspriinglichen Einheiten
€€ == €,8; =€, €,€; == €,8;, = €,, € €5 ==E3€,=¢&;,
ez = €y, e: = =€, 8: =€, C: =8,
€18y ==— €36, = €y, €36, ==——€,83== €3, €,6,°= 6,6, =&
gehen dann iiber in die Regeln

Cijejn=¢€ir, €ijexz=0(jrk),

d. h. in die Multiplikationsregeln der zweireihigen Matrices

Io 0X o0 00
€= y €= ) €= s €33= s
00 00 I0 (1 §
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oder auch der speziellen bilinearen Formen
§i0y, &iwy S0, §0;;
das Eingangs aufgefiihrte Multiplikationstheorem fiir Quaternionen nimmt, wenn

a=aye, t+ae +ae+ae
=0y €y, + 038;, T 0y 6 + 0558y, (U. 8. W)
gesetzt wird, die gewGhnlich in der symbolischen Gleichung

! 7 1] "
(“uau) (“ ne u) (a ne u)

P noon
gy 035/ \O gy O3 & 310 32

abgekiirzte Form des Multiplikationstheorems der zweireihigen Matrices an,

' oo ! Pt
0+, =0y, a0y tapa,, =0a,,,

! 1o ' P
Oy 0y + 00, =a,,, Oy 0+ 0020 33 = @ 59,

oder endlich, man erhilt die Formel fiir die ebenfalls so genannte Multiplikation
(Komposition) bilinearer Formen

2eindion Qaabio= X ko,

Ein unwesentlicher Unterschied zwischen beiden Theorien besteht insofern,
als es in der Theorie der Matrices nicht allgemein iiblich und in der Theorie
der bilinearen Formen auch nicht iiberall angéngig ist, die der Haupteinheit (e,)
der Quaternionen entsprechende Einheitsmatriz oder Einheitsform,

I0
e, + ezz=( )’ §i0,+ &0,
o1

mit der Einheit des gewohnlichen Rechnens zu identifizieren (wie es in der
Quaternionentheorie ziemlich allgemein geschieht).
Fihrt man auf die beschriebene Art, also durch die Substitutionen
28 =Ty, + Xy, 2%, =— (g, + Tyy), 28, = —T; + Ty, 2% =—1(Ty — La3),
Ty Ty = By, 1 — Xy =Ty, VT F Ly = Ty, Ty ITy = Ty

den Ubergang zu Matrices oder bilinearen Formen aus, so erhalten damit die
Zeichen der Quaternionentheorie eine andere Bedeutung. Stellt x eine Matrix vor,
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L1142
== B
\ W31 La2

so wird

\

o ( Lazy ~— Ty
= ),
%y, Xy

und (bei Unterdriickung der Einheitsmatrix)

Sx=§(xu+x,z), Vx——-%(

Ty — Xy, lez)
k]
2%31y Xy — Ty
z=8z+ Ve, #=8x— V=,

ferner

xuxwl

Ne=zxx= ‘=xuxn——xnx“,

%31 %2,
und, zum Beispiel

x@ . (xu?/zz"’xn?/n, — YT xwyn)
o1 Y2z — X23Y21, — X1 Y12 T X20Y14

Es gelten dieselben Regeln wie zuvor, zum Beispiel
S(zyz) = S{yzz) = 8 (z2y). —

Die Quaternionenrechnung ist also, wie gesagt, dem Rechnen mit zweireihigen
Matrices oder mit den entsprechenden bilinearen Formen dquivalent. Es ist aber
wohl zu beachten, dass die lineare Transformation, die den Ubergang vom einen
Kalkul zum anderen vermittelt, ein imaginires Koeffizientensystem hat, und

zwar eines aus dem Rationalititsbereich {V—z1}. Daher findet ein vollkommenes
Entsprechen nur im komplexen Gebiete statt. Die Norm einer nicht verschwinden-
den reellen Quaternion zum Beispiel ist stets positiv, wiahrend die Determinante
X1 Ty, — X5y, €iner reellen zweigliedrigen Matriz, d. i. einer solchen mit reellen
Elementen oder Koordinaten z,;, z,,, %,;, %,, positiv, Null, oder negativ sein kann.
Eben hierauf beruht das eigenthiimliche Interesse, die Selbstindigkeit der Quater-
nionentheorie, gegeniiber dem Rechnen mit zweireihigen Matrices, das besonders
in gewissen Anwendungen (auf Euklidische und Nicht-Euklidische Geometrie)
dem Bediirfnis nach einem sachgemissen analytischen Apparat keineswegs eben-
sogut gerecht werden kann, wie die Quaternionen.

Weiterhin kann, wo nicht das Gegenteil bemerkt ist, mit den vorkommenden
Zeichen ebensowohl der Begriff zweireihiger Matrices wie der von Quaternionen ver-
bunden werden.
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Doppelindizes, die bisher zur Unterscheidung der vier Koordinaten oder
Elemente einer zweireihigen Matrix gedient haben, werden fernerhin in anderem
Sinne, nimlich zur Unterscheidung mehrerer Matrices oder Quaternionen gebraucht.
Nachdem ndmlich die Elemente der Theorie gegeben sind, ist es meistens nicht
néthig, und gewdhnlich auch nicht férderlich, eine Quaternion oder Matrix in
ihre Bestandteile zu zerlegen. Vielmehr beruht, wie viel oder wenig an der
auszufithrenden Betrachtung Brauchbares sein mag, dieses gerade auf der Zu-
sammenfassung von vier stets verbunden auftretenden Gréssen durch Gebrauch
eines einzigen Zeichens fiir sie alle, und auf der ausschliesslichen Verwendung
einiger weniger Operationssymbole (S und K).

2.
Einseitige Quaternionengleichungen mit zwei Unbekannten.

Wir betrachten gleichzeitig die folgenden beiden Systeme linearer Glei-
chungen fiir Quaternionen, in denen die Unbekannten z,, z, oder &,, &, jedesmal
auf derselben Seite eines Quaternionenprodukts stehen, und die deshalb einseitige
Quaternionengleichungen genannt werden sollen:

(Il) %t 0T, = xru
0y Ty + €, X, = 2,
&= §iay + §20tyys
gyz =& a,; +§,05.

(17)

Jedes dieses Gleichungspaare ist eine Abkiirzung oder Zusammenfassung eines
Systems von acht gewohnlichen linearen Gleichungen fiir acht Unbekannte, namlich
fiir die Koordinaten der Quaternionen z,, z, oder &;, §,, eines Gleichungssystems,
das mit Hilfe des Multiplikationstheorems der Quaternionen sofort hingeschrieben
werden kann. Man sieht daraus, dass beide Gleichungssysteme dieselbe Deter-
minante D haben, und dass sie also beide zugleich eindeutig-auflosbar sind, oder
nicht. Es wiirde aber, wie schon angedeutet, ein ungliicklicher Gedanke sein, sich
bei Behandlung eines solchen Gleichungssystems auf die Formeln der allgemeinen
Theorie linearer Gleichungen versteifen zu wollen. Eine viel brauchbarere Methode
liefert die Quaternionenrechnung selbst.

Wir werden uns hier auf die Hauptfrage beschranken, unter welchen Umstén-
den die Gleichungen (1) eindeutig aufgelost werden konnen, und wie dann diese
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Losung (z,, ;) oder (§,,&,) durch die Quaternionen «;, und (z',, 2',) oder (§';, §,)
ausgedriickt werden kann.!

Das nichstliegende Verfahren besteht darin, aus einer der Gleichungen die eine
Unbekannte durch die andere auszudriicken, und dann, nach Substitution des
gefundenen Ausdrucks in die andere Gleichung, die zweite Unbekannte zu be-
rechnen. Man findet so zum Beispiel:

—~1 . --1
x, = (o — 0, 04, 0;)7" (xlx — 0y 0y, '),

—1 _ —1
T, = (0 — ey 0, 0y,)" 1 (2, —ey,07, 7).

Aber dieses Verfahren unterliegt, ausser anderen Bedenken, dem schwerwiegenden
Einwand, dass es versagt, wenn die erforderten Divisionen nicht ausfiihrbar sind,
wihrend vielleicht trotzdem eine Lésung (z,,z,) vorhanden ist.?

Wir fithren die Elimination von einer der Verinderlichen zunichst etwas
zweckmaéssiger so aus:

~ ~ ~ ! ~ '
(g 0y @y — @05 ) Xy = 05504y X', — @y, 05 . 2,

" ~ T s
(gp Gy « 0y — Oy Ggy Ogy) Ty = 005y Qgy . &'y — ) gy X'y,

(2)

~ ~ _ ~ ' ~ '
(@p @y @y — 0 Oy 2 0) Ty = 0030 Gy &'y — 0y 0y Ty,

~ ~ _ ~ I ~ !
(02 03y - @3 — 0y Cpy  @pp) Xy = 0y Oy X'y — @)y Oy X5

Berechnen wir nun die Normen der Faktoren links, so findet sich, dass sie
alle reduzibel sind und einen gemeinsamen Teiler haben. Setzen wir némlich
— J%11 % ~ - - ~ b - ~ P

(3) Vv “"{ = 0 Oy Ogp Olgy = Oyy Clgy Cap Oy — Ofyg Olgy Oy Cyq T Ogg Oyp Oy Uy,
Oy G
so folgt
N (ay, Uy O — 0y Gy - Ogy) = N“u'v,
(4) N(azzau “11_a120‘12-“21)=N“12'v,
N (0, @z - 05— a3y 8y “22) =Na, -V,

N (a5, Qg+ Oy ==y &22 0y) = Nay,- V.

! Eine eingehendere Untersuchung der Gleichungssysteme (1) wird man in einer in Vor-
bereitung begriffenen Schrift finden, in der auch eine geometrische Anwendung besprochen wird.
? So verhialt es sich im Bespiel

201, =205 = + ie,

209 =203 € —1¢€;.
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Das Nicht-Verschwinden des skalaren Ausdrucks Y/ (Sprich: Nabla) wird also
vermutlich die Bedingung fiir die Méglichkeit einer eindeutigen Auflosung der
Gleichungen (1) sein. Dies bestitigt sich sofort, wenn wir bemerken, dass \/
sich mit Hilfe der Multiplikatoren — a,;,&,, und — a,,, a,, aus den Koeffizienten
von z,,%, in obigen Ausdriicken zusammensetzen lisst. Wir erhalten dann, falls
V # o ist, die Auflosung unserer Gleichungen in den Formeln

~ ~ ~ ~ ! ~ ~ ~ ~ "R v
(@2 @3z - @y — Oy Uap 015) Ty ()5 @,y - @y — Gy @, @55) 25 = /-3,

(5) (05 0ty &12 “5‘22 Gy &u) z', + (&u 0 -0y — a0, ;) xy =V 2,
5

§1'V =& (&22 gy« Oyy = Oy @y Oy5) + g, (05 0gg « Gy — g2 05y 0yy),

5§V = §’x (&uan SOy — &u Gy Og3) + &3 (@, 0y« Gy — @5 0 Oy )

Es folgt natiirlich auch, dass im Falle \/ » o die Gleichungen (1) nicht noch
andere Losungen zulassen konnen, als die gefundenen (z,,z,) und (£,,5,).

Aus {/ #o folgt also D=o. Aber auch das Umgekehrte ist richtig. Gibe
es nimlich Wertsysteme der Koordinaten der Quaternionen ¢,,, ... a,,, firdie D » o
aber \/ = o wiire, so miisste es auch solche geben, fiir die \/ » o aber D = o wire,
wihrend wir soeben das Gegenteil bewiesen haben.

Die Ungleichung N/ » o stellt also die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir dar, dass die Gleichungen (1) eindeutig nach den Unbekannten z,, z, oder §,, §,
aufgelost werden kinnen. 4

Weiter folgt noch, dass jede der Gleichungen Y/ =0, D=0 die andere nach
sich zieht. Die Funktion \/ aber ist eine irreduzibele Funktion der sechzehn Koor-
dinaten der Quaternionen a,,...c,,. Man sieht das an dem Spezialfall

{§I}=N§‘N1}—-28(§n)+1
17

der offenbar eine irreduzibele Funktion vierten Grades darstellt. Auf Grund eines
bekannten Satzes schliesst man hieraus, dass

(6) D=V

sein muss.

Die Lésung (5) der Qleichungen (1) tst also wesentlich einfacher als die, die
eine Anwendung der allgemeinen Theorie der linearen Gleichungen, wenigstens un-
mittelbar, geliefert haben wiirde; diese gibt (x,,x,) und (§,,&,) mit dem Faktor \/ in
Zghler und Nenner, der bei der vorliegenden Behandlung des Gegenstandes gar nicht
erst aufgetreten 1st.

Acta mathematica. 42. Imprimé le 4 juin 1918, s 2
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Ist \/ = o, so folgt, dass die Gleichungen

(7) o % + 0%, =0, o=§ e, + §,a,,

oy Xy -+ 0y Xy =0, o=_§a,; + & 0

von (o0,0) verschiedene Losungen zulassen, und dass also die Gleichungen (1)
entweder unendlich viele Losungen haben, oder eine unerfiillbare Forderung ent-
halten. Wir gehen nicht weiter auf diesen Grenzfall ein, der iibrigens keineswegs
ohne Interesse ist.

Nunmehr kehren wir den bisher verfolgten Gedankengang um. Wir gehen
jetzt von der Funktion -\/, die eine homogene Funktion vierten Grades ihrer
sechzehn Argumente ist, als dem Gegebenen aus, versuchen, ihr Bildungsgesetz
aufzukliren und aus diesem zu erschliessen, dass sie zur Auflésung von Qua-
ternionengleichungen des Typus (1) brauchbar ist.

Den Ausgangspunkt bildet hier die Bemerkung, dass der Ausdruck der
Funktion §/ in mannigfacher Weise variiert werden kann. Es ist ja

Oy gy Oy Gyg -+ gy Gy Oy @y = 2.8 (0 @y €5 &y3) = 2.8 (015 053 05 @),
und in jedem der hinter den Zeichen S stehenden Quaternionenprodukte konnen
die Faktoren zyklisch vertauscht werden. Daher ldsst sich \/, nach Auszeichnung
. . . . . o« .
einer Zeile oder Kolonne in der Quaternionenmatrix ( 1 ”), als eine Art von

Uy gy
bilinearer Form. darstellen, zum Beispiel

(8) V== gy (@3 033) 01y — @ty (g 05) Gy — 005 (833 03) @3y + 013 (05 05,) @45,
und daher auch, zum Beispiel, in der Form e,, 4,, + a;; 4,,. Wir fiilhren die

Abkiirzungen

(0) Ay =GOy Oy — 0y @y, Ay == 0y Oy 0y — 05 0y, Oy,
9

Ay =0y Q. Oy — Oy Oy gy, Ay =0 0y Uy ~— 85 05 Oy
ein, und erhalten die Gleichungen
o, A +a,d,=YV, o, Ay + o, dy=o0,
0y Ay +ayy A, =0, Oy Ay + oy dyy =Y/,
(10)
V=, e+ Ay, o=d e, + dya,,
0=Aa,+ 4y d,, V= A, e, + Ay 0,.

Auf Formeln, die eine ganz dhnliche Struktur haben, wie die Gleichungs-
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systeme (10), beruht nun die Auflésung der gewdhnlichen Systeme linearer
Gleichungen mit Hilfe der Determinanten. Die gleiche Uberlegung fithrt auch
hier zum Ziele: Wir erhalten nun nochmals die Auflésung unserer Gleichungen
(1), in den Formeln

A:xx'1+Azlx'2=V'x1, §-V=58.4,+§,4,,
szx'l + Ay, = V'xza 5V = g, Ay + §,4,,.

(11)

Zu etner sachgemdssen Auflosung der Gleichungen (1) ist also nur nétig, dass
man auf irgend einem Wege zu der Funktion \/ gelangt ist.

Die Analogie unserer Funktion \/ mit zweireihigen Determinanten, die hier
zum Vorschein gekommen ist, geht nun noch viel weiter. Man darf in ihr die
beiden Reihen und die beiden Spalten (Horizontal- und Vertikalreihen) vertauschen,
doch ohne Vorzeichenwechsel (nicht aber auch Reihen mit Spalten). Ferner
nimmt \/ den Wert Null an, wenn die zwei Reihen oder die zwei Spalten mit
einander identisch werden. Die Funktion Y/ #ndert ihren Wert nicht, wenn man
zu den Elementen einer Reihe ein wvorderes (linkseitiges) Multiplum der anderen
Reihe, oder zu den Elementen einer Spalte ein hinteres (rechtseitiges) Multiplum
der anderen Spalte addiert. Die Multiplikation der Elemente einer Reihe mit
einem vorn (links) stehenden Faktor lasst die Norm dieses Faktors als Faktor vor
V treten, und Entsprechendes gilt, wenn man die Elemente einer Spalte hinten
(rechts) mit einem Faktor versiecht. Vor allem aber gilt auch noch eine um-
fassendere, dem Multiplikationstheorem zweireihiger Determinanten vollkommen
analoge Identitit.

Wir fassen jetzt die Gleichungen (1) als Gleichungen zweier Transformationen
auf, die dem Quaternionenpaaren (z,,z,) oder (£,, £,) andere (2',, z',) oder (&', §',)
zuordnen. Wir erhalten dann zwei kontinuierliche Gruppen mit je sechzehn
(komplexen) Parametern, deren Transformationen sich nach Regeln zusammen-
setzen, die vollkommen analog sind den Regeln fiir die Zusammensetzung oder
Muitiplikation zweireihiger Matrices. Diese Regeln, oder also die Formeln fiir
die Parametergruppen unserer zwei Gruppen sind:

"o ' "o '

(12’) oy =00yt oa, Q=0 Oy o0, ,
"ot I no__ '

@y =0y 0,y + a0, O =0 0y + @0y,

wofiir wir auch schreiben kénnen

" "o ! ! :
(0‘ no n) (“ 11 alz) (au “u\)
= ’
noon ' !
&g G gy O3y G35/ \G3y G
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ferner

Aok

* * * [ e L
Cyp Oy + CygOyy = 0Uyy Oy Oyy + O @y ==C

(12’) 129

* * o kk * * ko
oy o, + oy a, =050, ayaf, taye,=a

22 ?
* * 2 I 2 2
(au 0‘12) (auan) ( 110‘1:)
* * *¥ *% *
Qa1 Gl \Ogy (yy D1 Ogy
Nennen wir diese Transformationen S, 87, 8"; und 8,, S¥, Si*, so zeigen die

folgenden Formeln, wie die Quaternionenpaare (z,, %,) und (&, , £,) sich ihnen gegen-
iilber verhalten:

oder abgekiirzt:

(13%) (’”‘)sz (xr‘)s& (x"‘), (”‘)s", (x"‘); 8,8 = 8",
X, 'y z'"y Z, ",
—_ — —>
o £ 17 23]
(13") (5‘)3:*(5‘), (gi)s:(g‘)sr(§‘>; Syt =88, .
34 2 & \&3 &
+_. +——~——

Sind nun Y/ und Y/’ o, so besteht zwichen dem Paar () und dem Paar (2)
eine umkehrbar-eindeutige Zuordnung, und ebenso zwischen dem Paar (') und
dem Paar (z"), also auch zwischen dem Paar () und dem Paar (z”). Wenn {/ %o,
V' # o ist, so folgt, dass auch \/" » o sein muss, oder, dass zugleich mit den Trans-
formationen S;, &'; auch die Transformation 8"; existiert. Ausserdem aber ergibt
sich auch, dass sobald eine der Funktionen \/, /' den Wert Null hat, sobald
also eine der Zuordnungen (x) — (z'), (#') — (") nicht umkehrbar ist, keine T'rans-
formation darstellt, dasselbe auch von der Zuordnung (z)-— (') gelten muss, dass
dann also {/" den Wert Null hat. Hieraus, und aus der Irreduzibilitdt von
VY und V' ergibt sich, mit Hilfe einer zuvor schon angewendeten Schlussweise,
die erste der Formeln

(x4) V.V'=V", V¥ =V*V.

Beide Gleichungen sagen, abgesehen von ihrer gruppentheoretischen Bedeu-
tung, also rein formal betrachtet, dasselbe aus; sie haben die Form des Multi-
plikationstheorems zweireihiger Determinanten; sie werden daher passend in der
folgenden Formel zusammengefasst, die wir als Multiplikationsregel der Nabla-
funkiton bezeichnen diirfen:
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ettt =

(15) ={anlgn + o8, 0y it anﬁn}=
Py F @By, @y fiF @nf,
— {ﬂuau + Bnay, Bue,+ lguan} .
Buoy + P10y, Fuaint By

13

Diese Regel, deren Richtigkeit natiirlich auch durch Ausrechnung — durch
eine freilich bereits etwas umstindliche Rechnung — bestitigt werden kann, um-

fasst mehrere der zuvor angefiihrten Lehrsitze.

Wir wenden uns nochmals zu den Formeln (12), und bemerken, dass z. B.
die Formeln (12’) gar nichts anderes sind als wieder die Formeln (17), nur zwei-

mal aufgestellt, ndmlich fiir die Quaternionenpaare

(&, §2) == (a'ua o5, (&:» &)= (a'n) o'3;).

Schreiben wir also die Gleichungen (12), mit verinderter Bezeichnung,

nochmals auf

4 !
(16%) =y 7,y + Ay Zay 2=y 24y + A3 %y,
! !
By == dyy Tyy + Ay Ty, =l Ty + Ay Ty,
* R
(16") Ty 0 t X3 0y =27, Ty Q12 + Ty3 020 = X1y,
*
%31 011 + X2 0:4 = 273,, 31012 + X2 020 =X ,,,

so haben wir, wenn die Nablafunktionen
Ay

/2' =J 1112
VK ) ) )

AuJ,V@=$”ﬂ

921 922

nicht Null sind, Transformationen zweier Gruppen I'%, und I*;, vor uns, deren

Objekte irgend vier in Form einer Matrix angeordnete Quaternionen

(xn xn)
T %;,

sind. Das Multiplikationstheorem der Funktion V/ sagt dann aus, dass

Vig =

X3 %a,



14 E. Study.

eine (ganze rationale, relative) Invariante einer jeden dieser beiden Gruppen ist.
Ausserdem ergibt sich noch, dass die numerischen Multipla der Potenzen von
V (x) die einzigen solchen Invarianten sind, und dass iiberdies jedes Quadrupel,
fiir das \/(x)=o ist, in jedes andere derart gerade durch eine Transformation
sowohl von I'}, wie von I'7, iibergefiihrt werden kann.

Die Gruppen I'!, und I'%,, deren jede ihre eigene Parametergruppe ist, und
die zusammen die beiden Parametergruppen der beiden Gruppen (1) bilden, sind,
wie solche Paare von Parametergruppen iiberhaupt, vertauschbar; sie erzeugen zu-
sammengesetzt — da sie die triviale Gruppe #'sx = 0 %% = iz 0 {V o =0} und nur
diese, mit einander gemein haben — eine Gruppe I';, mit 31 wesentlichen com-
plexen Parametern, deren allgemeine Transformation durch die Formel

A Ay Aya\ (24 xlz\’ 011 012)
(17) el = ( ) )
Y gy Aol \&yy @3] \03 022

dargestellt wird. Also auch fiir diese kontinuierliche Gruppe linearer Transforma-
tionen noch ist \/ (x) eine Invariante, und ausserdem (z. B.) fiir die Transformation

(18) (-’”’11“”12) i 51157'.»1)

[y . o~
Ly X 30 W12 %32

Die beiden Transformationenschaaren mit je 31 wesentlichen komplexen Para-
metern, die aus der Gruppe (17) durch Hinzufiigung der Transformation (18) entstehen,
bilden die Gruppe aller linearen Transformationen der sechzehn Koordinaten von
Ty - Xy, die N/ als (relative) Invariante haben, oder die — was auf Dasselbe hinaus-
kommt — das Bestehen der Gleichung \/ = o nicht storen.

Wir erhalten diesen Lehrsatz als Korollar eines bekannten (und iibrigens
sehr leicht zu begriindenden) Determinantensatzes, wenn wir, nach der in § 1
angegebenen Regel, die Quaternionenmatrix (¢;z) als eine zweireihige Matriz aus
zweireihigen Matrices auffassen, und dieser zusammengesetzten Matrix eine wvier-
rethige gewohnliche Matriz zuordnen, in der statt der Quaternionenkoordinaten z,, =,
T,, %;, in sachgemisser Anordnung, die in § 1 beschriebenen Elemente oder Koor-
dinaten z,,, %,,, %,,, %,, zweireihiger Matrices erscheinen. Setzen wir, um Un-
bequemlichkeiten des Drucks zu vermeiden, nunmehr:

oir =ik e, + aik e, + ik e, + aike,,,

so wird
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yepll 11y 12 187
(auan) ;0
, 11,11 11 u)
)y 0y, Uyy Oy 0,y Oy
(19) - 11 22 33 ’
21
(auan) (auan)

31 21 12 22
a?l“?? ailali

Oz Oyy

und die zugeordnete vierreihige Matrix ist

13

1 11 12
allall l allal!

1111 12 13
a’lalilallaii
(20) = —”—‘:'—’—;—’ ’
23
Gy Oy Oy Oy

21 %1 23 12
_a’la” !a’lali
eine vierreihige gewdohnliche Matrix, die in keiner Weise spezialisiert ist, deren

Elemente aber auf eine besondere Art bezeichnet sind — eine Gittermatriz, wie

wir kurz sagen wollen. Die Multiplikationsregel der zweireihigen Quaternionen-
matrices,

’a“an) (P’n ﬁxz)= 7u iz
gy Qa3! \Byy B 7n 722)’

@y Bu F ey =7, @y By + @ B = 12
1 Bry + 0y B2y =72y, O iz + @23 5= I

(21)

(vgl. Nr. 12), entpuppt sich damit als eine andere Form der Multiplikationsregel
(22) AB=C
fiir vierreihige Matrices, deren sechzehn Gleichungen

e B e B el i B =70,

11 p11 11 211 12 021 13 Q31 ___ ,,101
all i2 +a12 3!+all 11+a1! I!_—yl”

21 212 21 P12 12 Q39 12 o2 __ .22
Cg1 P14 +an 22 +(Z“ n+an :1-‘7:2’

lediglich in der Formel (21) zu vieren zusammengefasst sind.!

Die Formel (17) ist ebenfalls eine Zusammenfassung von sechzehn Gleichun-
gen in Gruppen von je vieren; dieselben sechzehn Gleichungen kénnen alle nach
dem Schema (2z) in eine einzige Formel zusammengefasst und dann also etwa
so abgekiirzt werden:

! Eine solche Zusammenfassung ist gelegentlich auch sonst schon vorgenommen worden.
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(23) LXR=X*

Die Gruppe (23), die im komplexen Gebiete eben nur eine andere Schreibart
der Gruppe (17) ist, hat nun aber, als — im Wesentlichen einzige — (relative)
Invariante die Determinante der vierreihigen Matrix X; auch diese ist, wie Y/,
irreduzibel, und vom vierten Grade in den Koordinaten der vier Quaternionen oder
Matrices z,,, %, %31, %,;. Unsere Funktion Y/ kann sich also von dieser Determi-
nante hoéchstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden, der sich sogleich als die
Einheit herausstellt. Wir haben also die Gleichung

11 n.11 12 .12
xllxlzlxllxlﬂ
11 11 12 12

{”x}z Dafa Tnfal x|

21 .21 22 .23
xll xl? I xll xli

(24)

La1 Xyp
2 a3} | a1 2l
Das Multiplikationstheorem der \/-Funktion ist hiernach im Grunde nichts
Anderes als das Multiplikationstheorem vierreihiger Matrices, es entsprechen ein-
ander die Formeln

(25) {a“al?}.{ﬁu ﬂlz} ={711 712}
01 Uyz) |82 B V21722

(vgl. Nr. 21) und

(26) 1%].18|=|¢|

(vgl. Nr. 22 und die beigegebene Erlduterung). Dabei hingen, nach § 1, die
Koordinaten der Quaternionen x;z, ¢;z u. s. w. mit den Elementen oder Koordi-
naten der vierreihigen Matrices X, % u. s. w. wie folgt zusammen:

2affe offbafh,  2alt=—iefh +ath),

(27)

zaff = —afk +all,  zait——i(aik +ail),

Be: alledem ist zu beachten, dass eine Aquivalenz unserer Quaternionenformeln
mit denen fir zweirethige Matrices nur vm komplexen Qebiet stattfindet (nur im Be-

reich von V—1). Das Reelle hat auch seine Existenzberechtigung. Es wiirde
daher verfehlt sein, die eine Theorie lediglich als ein Korollar zur anderen auf-
fassen zu wollen. Berechtigt ist nur die schwichere Forderung, beide Theorien,
die ja sehr &@hnliche Primissen haben, soweit es angeht, gemeinsam zu ent-
wickeln; wie es auch im Vorhergehenden geschehen ist.

Der Unterschied zwischen unserer \/-Funktion und einer vierreihigen Deter-
minante /\ ist derselbe, wie der Unterschied zwischen der Norm einer einzelnen
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Quaternion und einer zweireihigen Determinante. Wibrend bei reellen Argu-
menten von /\ die Gleichung A = o0 durch «! Matrices erfiillt wird, und das
Gebiet der «'® Argumente in zwei Bereiche A >0, A <o zerlegt, hat bei reellen
Argumenten (Quaternionenkoordinaten) die Gleichung §/ = o nur «!? Lisungen,
und es besteht die Ungleichung

(28) V > o.

Man sieht das an den Formeln (4).

Aus dem Gesagten ergibt sich, wie eine Bemerkung zu beurteilen ist, die
sich darbietet, wenn man die Gleichungeh (x) von vorn herein als Gleichungen fiir
Matrices auffasst, also etwa (1%) ausfithrlich so schreibt:

(@) o¥lal) +aHlal) + kel + otial =y
() ctlal)+ atial) + alta + kel =y
(29) (ce)  ofizl) + oflaf) + of1a® + ofial) =y
) oktal) + okla) + ak?al + of o) — g

(k=1,2).

Dieses System von acht Gleichungen zerfillt von selbst in zwei Systeme
von je vier Gleichungen (a,, ¢,, a,, ¢,) und (b,, d,, b,, d,), deren jedes nur noch
vier der Unbekannten enthilt, und die iiberdies links dieselben Koeffizienten in
gleicher Anordnung enthalten. Die Reduzibilitit der Determinante D des Sy-
stems aller acht Gleichungen tritt hier ohne weiteres in Evidenz, und es wird der
Gedanke nahe gelegt, statt des vorgetragenen besonderen Liosungsverfahrens die
gewohnliche Art der Losung von vier Gleichungen mit vier Unbekannten anzu-
wenden. Damit wiirde aber in die urspriinglich vorgelegten Gleichungen (r)
eine nicht unbedeutende formale Verwickelung eingefiihrt, und ausserdem wiirde
so ein natiirlicher Zusammenhang zerrissen werden. Die Zerlegung der zu-
sammen auftretenden Quadrupel von Unbekannten entspricht besonders da
nicht dem Wesen der Sache, wo sie in der Anwendung auf reelle Quadrupel
), 2P, 2, 2% (reelle Quaternionen) nur durch eine imagindre Transformation
bewirkt werden kann.t

Indessen ergibt sich noch aus dem Gesagten, dass mehr als eine zufillige
Ubereinstimmung vorliegt, wenn in den Gleichungen (5) gewisse Quaternionen-

1 Hierzu kommt noch, dass die entwickeite Theorie fast unveriandert unter Umstinden
angewendet werden kann, in denen eine Aquivalenz der zu betrachtenden Grossenquadrupel
mit zweireihigen Matrices iberhaupt nicht vorhanden ist. Vgl. § 6.

Acta mathematica. 42. Imprimé le 5 juin 1918. uwns 3
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ausdriicke dritten Grades auf dhnliche Weise auftreten, wie in der Losung eines
Systems von vier linearen Gleichungen mit vier Unbekannten Determinanten drit-
ten Grades. In der Tat sind die sechszehn Koordinaten dieser vier Quaternionen-
verbindungen lineare Kombinationen der sechszehn Determinanten dritten Grades,
die man der Matrix ¥ entnehmen kann, und umgekehrt.

Bemerkt sei schliesslich noch, dass die Aufstellung der Gruppe (17, 18) die
Aufgabe 16st, alle Paare linearer Quaternionengleichungen der Form (x) hinzuschrei-
ben, deren Loésung mit der Losung der einen oder anderen der Gleichungen (1)
selbst dquivalent ist. Es gibt in beiden Fillen zwei Kontinua solcher Gleichungs-
systeme mit je 31 wesentlichen Parametern, entsprechend den beiden Transforma-
tionenschaaren unserer Gruppe.

Insbesondere lésst sich das allgemeinste Paar linearer Gleichungen der Form
(1) angeben, das durch dieselben Werte (Wertsysteme) z,, x, der Unbekannten
befriedigt wird, und dessen Aufldsung iiberdies gleichbedeutend ist mit der Auf-
lésung der Gleichungen (1%) selbst:

(X'kx o1 + lkaan) Ty + (e oy, + Ags Uyy) Ty = A @'y + A s

(30) (k= I, 2; {iu lxz} =0, {au 0‘12} » 0) .

31 42 Olyy Oy

Die iibrigen Gleichungen der Form (1), die mit den Gleichungen (1% selbst
dquivalent sind, erhdlt man hieraus durch die Substitution

Ty=Qu Yt Gl ¥2=05 Y+ Q2 ¥z ({9”9“}750).
021 Q22

Nach einem Satze des Verfassers, der von Carran auf alle sogenannten urspriinglichen
Systeme komplexer Grdssen ausgedehnt worden ist, bilden die Quaternionenregeln und die
Regeln fiir die Multiplikation zweireihiger Matrices die beiden einzigen »Gestalten» eines
bestimmten »Typus» der Multiplikation komplexer Grossen mit vier Einheiten.!

Nach Carran hat nur zwei Gestalten auch das — urspriingliche — System komplexer
Grossen mit sechzehn Einheiten, dessen Multiplikationstheorem von den Formeln fir die Zu-
sammensetzung oder Multiplikation vierreihiger Matrices gebildet wird. Die eine der zwei
Gestalten entspricht jemen Formeln unmittelbar. Sie ist dann dargestellt als sogenanntes
Produkt der zweiten Gestalt des Quaternionensystems mit ihr selbst, kann aber auch, in
anderer Schreibart, durch »Multiplikation» der ersten Gestalt des Quaternionensystems mit
ihr selbst erhalten werden. Die andere Gestalt jenes Systems von sechszehn Einheiten wird
gefunden, wenn man die beiden Gestalten der Quaternionen mit einander »multipliziert<. Diese
zweite Gestalt wird, wenn man die oyr als Zeichen fir reelle Quaternionen auffasst, eben von
den Formeln (12) gebildet, in denen, wie bei den Formeln der ersten Gestalt, ausschliesslich
reelle Koeffizienten (o, 4 1) vorkommen. Die vier Koordinaten jeder einzelnem der Quater-

! Vgl. Math, Enc. Bd I, 1, 8. 182, Franzosische Ausgabe I, 1, 8. 435.
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nionen o5 folgen den gewohnlichen Regeln des Quaternionenkalkuls, wihrend die Zusammen-
setzung (Multiplikation) der Quadrupel (oy,, ,,, @y, @,,) den Formeln fur die Komposition
(Multiplikation) zweireihiger Matrices folgt, also nach den Multiplikationsregeln der sweiten
Gestalt der Quaternionen ausgefilhrt wird.

Die vorgetragene kleine Theorie ist demnach, wenn man von hier ausgeschlossenen Grenz-
fillen absieht (die bei anderer Gelegenheit behandelt werden solien), in gewissem Sinne er-
schopfend. Das Gleiche gilt von den folgenden Entwickelungen, die ibrigens minder vollstan-
dig gehalten sind, da nach Analogie des ausfubrlich behandelten Falles anzustellende Uber-
legungen wohl grossenteils dem Leser iiberlassen bleiben dirfen.

3.
Die Nablafunktion von 4m?® Argumenten.

Die von uns bei zwei Gleichungen angewendete Methode der direkten Be-
rechnung ist bereits im Falle von drei einseitigen Quaternionengleichungen so gut
wie unbrauchbar. Wir haben aber in dem iiber den Fall m = 2 Gesagten schon
genug Induktionsmaterial, um das Bildungsgesetz einer Function ¥/ (ei) von
4m? Argumenten zu erraten, die zur Auflésung von m einseitigen Quaternionen-
gleichungen dienen kann.

Im Falle m =1 verstehen wir unter V/(a)={e¢} die Norm der Quaternion «,
also das Produkt ead=ao. Im Falle m =2 verbinden wir mit dem Zeichen
V(eix) = {0ix} den im § 2 beschriebenen Begriff. Wie dann fiir unbestimmte
Werte der Zahl m eine analoge Funktion erklirt werden kann, erkennen wir,
wenn wir den Fall m =2 nochmals, und jetzt aus dem Gesichtspunkt der Ver-
allgemeinerung, betrachten.

Wir werden auf die rechte Fihrte durch die Bemerkung geleitet, dass die
in § 2 erkldrte Funktion sich auf das Quadrat einer zweireihigen Determinante
reduziert, wenn die Quaternionen o;; samtlich skalar sind. Wir sehen dann,
dass wir auch ohne solche Einschrinkung das Bildungsgesetz von \/ aus dem
Bildungsgesetz der Determinanten ableiten kénnen. Wir multiplizieren die beiden
Determinanten

(0,05, — 05 ¢a), (&u 0y — &nau)

zuniichst nach den gewohnlichen Regeln, mithin so, wie wenn o;, das Zeichen,
nicht fiir eine Quaternion, sondern fiir eine einzelne reelle oder komplexe Zahl
wire. In dem gefundenen Ausdruck schreiben wir dann die Glieder hinter
einander, die im hinteren (rechten) Index iibereinstimmen, bilden also die Produkte

1 __ ~ i ___ -~ S ~ ) SR, ~
=08y, I, = a,,0,, 9}, =050, 95, =00,

2 ~ T ~ s ~ T ~
91 = 04504, I}, = 0,,8,,, 33y = 0303, 93, = 0330,
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Hierauf ordnen wir die im Determinantenprodukt vorkommenden Produkte
dieser Produkte so, dass die worderen (linken) Indices, also die unteren Indices

der Quaternionen 9., Zyklen bilden, nimlich eingliedrige Zyklen

19;’17"‘912’ 3:1’3295
und zweigliedrige Zyklen
UL HURE PR P
Dabei achten wir darauf, dass die zweigliedrigen Zyklen paarweise konjugierte

Quaternionenprodukte bilden. Wir lassen nidmlich den zweiten der zweigliedrigen
Zyklen aus dem ersten dadurch entstehen, dass wir die Reihenfolge der Faktoren

und gleichzeitig die Reihenfolge der unteren Indices in jedem Faktor ;, um-
kehren. Haben wir das formell gebildete Determinantenprodukt auf diese Art
geordnet, so wird

v = (‘9:1 "9::' —'_‘9:2‘9:x) + (’9:1 "9;1 —_'9:2‘9;1)’
V = (‘911 "932 —‘9:1"9::) + (‘9;1 "9;2 "’"‘9;1’9::)-

Y erscheint auf zwei Arten, der Form nach, als Summe zweier Determinanten,
und zwar wird die eine von diesen aus der anderen dadurch erhalten, dass man

die oberen Indices der Symbole 9], vertauscht.

In #hnlicher Weise erkliren wir jetzt eine Funktion V/(e;), die aus einer
Quaternionenmatrix von m? Elementen

gy A1y . . - Qim

Oy Cgy . - . Ogpm
= (i)
OniOma - - - Omm

abgeleitet, und mit
011019 . « « Cim

Ogs Olgg . . Uam

(1)

e e S

Om1Ume - . « OUmm

bezeichnet werden soll.
Wir multiplizieren zunichst die beiden Determinanten |e;z| und |aiz| for-
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mell aus. In jedem der (m!)® Entwickelungsglieder lassen wir sodann die Quater-
nionen zusammentreten, die im hinteren Index iibereinstimmen, wir bilden die
Produkte

r ~
Dy = Cir Oy

In den so entstehenden nur noch m-gliedrigen Produkten von Faktoren 9],
ordnen wir die Faktoren, in Bezug auf die vorderen Indices, nach Zyklen an, z. B.

"9,].1’ 1‘9:119‘!1’ ‘9,1‘"'9:8‘9%1’ .

Dabei lassen wir den einzelnen Zyklus mit irgend einem seiner Elemente be-
ginnen, sorgen aber dafiir, dass die benutzten Anordnungen paarweise konjugierte
Quaternionenprodukte darstellen, z. B.

I 95 9%, 94, 95,9,

Hierauf ordnen wir im einzelnen m-gliedrigen Produkt die vorkommenden Zyklen
beliebig, aber auf gleiche Art in allen m-gliedrigen Produkten, deren Zykien nur
in ihren oberen Indices verschieden, oder doch zu solchen nur in den oberen
Indices abweichenden Zyklen konjugiert sind. Z. B. sollen im Falle m = 5 unter
anderen die folgenden Anordnungen zugleich vorkommen:

3:1‘921321"9‘:6‘92U ‘9"11‘9’"‘9tu "925‘9'5‘4’

3&-‘9:9‘9’;1 "9.:5‘9'5’4’ ‘9tn'9:2‘9:1 "9'4’5‘9':4'

Das Ergebniss unserer Summation ist dann, wie nunmehr gezeigt werden soll,
eine eindeutig bestimmte skalare Quaternion — eben die zu erklirende Nabla-
funktion.

Wir haben zunéchst eine Summe von Quaternionenprodukten vor uns,
die zur Hilfte mit dem Faktor 1, zur Hilfte mit dem Faktor —1 in die
Summe eingehen. Jeder diesen Faktoren 1, —1 ist das Produkt der Fak-
toren, mit denen die entsprechenden Entwickelungsglieder der beiden Deter-
minanten |eax], |aix] behaftet sind. Diese Faktoren +1 selbst lassen sich
nach bekannter Regel bestimmen. Wir nennen #; die Permutation der vorderen
Indices der ersten Determinante und =, die Permutation der hinteren Indices
derselben Determinante, die in einem wie oben hingeschriebenen Entwickelungs-
glied vorkommt, und wir verwenden die entsprechenden Zeichen 7, 77, fiir die
zweite Determinante. Setzen wir dann noch z. B. (n7)) =1 oder (n;) =—1, je
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nachdem ; eine gerade oder eine ungerade Permutation der Indices 1,...% ist,
so wird

(1) - (72r) - (720) - (72y) = (772) - (722)

der gesuchte Faktor 4 1.

Also nur von den vorderen Indices der Faktoren der Produkte o, &z, hingt
das Vorzeichen eines jeden Entwickelungsgliedes von \/ ab. Zyklen, die sich
nur durch die Anordnung der oberen Indices unterscheiden, gehen in die Ent-
wickelung von \/ mit dem gleichen Vorzeichen ein, wenn nur die iibrigen, das
Produkt vervollstindigenden Zyklen dieselben oder wenigstens gleichartig sind.
Jedem Zyklus haftet ein bestimmter Faktor + 1 an, 1 bei Zyklen mit einer un-
geraden, — 1 bei Zyklen mit einer geraden Anzahl von Gliedern; und das Pro-
dukt aller dieser Faktoren liefert den Faktor, oder also das Vorzeichen, des
einzelnen Entwickelungsgliedes von V/.

Sind sodann in irgend einem Entwickelungsglied @, ...®, die skalaren (ein-
gliedrigen) Zyklen, %,...%¥, die iibrigen, so folgt nunmehr, dass die erklérte
Summe zugleich mit dem Produkt +@,...®,%F,...%, alle Produkte enthilt,
die in der Entwickelung von

+ @ ...0,(F +F)...(P, +F)

auftreten. Hieraus geht aber sofort hervor, dass weder eine Umstellung der
Zyklen ¥, ...%¥,, noch auch eine zyklische Umstellung der Faktoren irgend eines
Zyklus %, den Werth der erhaltenen Summe dndern kann. Es st also hiermit
eine skalare Quaternion N/ () eindeutig definiert. '
Das Bildungsgesetz von \/ kann hiernach auch so beschrieben werden:
Man entwickele die Determinante

'911.1’9812"%3‘ -
9,95, 9, . . .
95,95 9%, - - -

........

nach der iiblichen formalen Regel, ordne aber in jedem Entwickelungsglied die
Faktoren so an, dass die unteren Indices sich in einem oder mehreren Zyklen an
einander anschliessen. Je zwei Zyklen, die dieselben unteren Indices enthalten, lasse
man mit demselben Index beginnen und endigen, und in Produkien, die aus solchen
gepaarten Zyklen bestehen, ordne man diese auch auf gleiche Weise. Schliesslich
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nehme man iiber alle diese Summen von je m! Quaternionenprodukten wieder
die Summe, indem man nunmehr die oberen Indices r,s,t,... auf alle m!
Arten unter einander vertauscht. Das Ergebnis ist dann eine skalare Quater-
nion, eine gewdhnliche reelle oder komplexe Zahl, eben die Funktion V/(eqs).
Schliesslich kann man noch, wenn man will, je zwei zusammengehérige
(konjugierte) Zyklen zu einem Ring, einer skalaren Summe aus einem oder zwei

Quaternionenprodukten zusammenfassen. Diese »Ringes sind dann
0T

~ r o8 - - ~ ~
i Firir, 2S19'~k19h‘-=airakrak:ai:+ai:ak:akrac‘r;

r s ¢ ~ ~ ~ ~ ~ ~
28 9, F5 9y == Clir Chr kg G1a Cle Qit + it Ot Oy Ghy Oy Ty,

u. 8. w. Aus Produkten solcher Ringe setzt sich dann die Funktion \/ zu-
sammen, deren skalarer Charakter bei dieser Schreibart ohne Weiteres augen-
scheinlich wird.

Man erhilt z. B. die Entwickelung

O G045
0y Qgp Upy ) ==

3y Cgp (g3
= 2{‘9'1‘1 "922 "923 + 28‘911‘9’:3‘9&_“
_‘911'1 '2819‘:31922 —‘9;1'28‘9‘31‘9tu— 3:& '283'11‘921}7

worin die Summe iiber die sechs Permutationen der Indices r,s,t, d. h. 1, 2, 3
zu erstrecken ist. Da alle auf #hnliche Art gebildeten Summen hierin mit
gleichem Vorzeichen zur Aufnahme kommen, so kann man noch kiirzer, aber
ebenfalls schon hinreichend deutlich, auch schreiben

2371'1 e 'Sia—‘ 2‘9’;1 '28‘9‘;33{;: + 2283’;1‘91;33&1;

(8) (8.3) 6.2)
die den Summenzeichen hinzugefiigten Zahlen geben dann an, wie sich die
6+18+12~=36 Entwickelungsglieder von \/ auf die drei vorkommenden Ar-
ten von Quaternionenprodukten verteilen. In gleicher Weise, wie die letzte
Formel, ist die folgende zu lesen:

[auaualaan]

0oy Uy Oygyy

l Oy Oy Uyg Oy

lauananau



24 E. Study.

= 2‘9’;1 "‘9;2 : ‘9’33 "91‘4 - 2‘911‘1 ’ ‘(;? ’ 28‘9&401‘:3 +
(24) (24.6) i

+ D287, 95,28 95, 9%, + XI5, -2893,94, 9%, —
(24.3) (24.8)

- 228‘9{:3;3‘954‘9?1 L
(24.6)

Wir gehen jetzt dazu iiber, aus dem geschilderten Bildungsgesetz einige
Eigenschaften der Funktion §/ abzulesen.

1. In der Beschreibung von \/ war keine Zeile und keine Spalte der
Quaternionenmatrix (o;s) vor den iibrigen Zeilen oder Spalten ausgezeichnet
worden. Eine Vertauschung von Zeilen oder von Spalten in der Matrix (e;x)
bewirkt aber die entsprechende Vertauschung von Zeilen oder Spalten in der
Matrix (@ix). Es ergibt sich also:

V hiéngt (hierin ungleich einer Determinante von m?® Elementen) symme-
trisch ab von den Quaternionen-m-tupeln, die in parallelen Reihen oder Spalten
der Matrix (i) stehen. Was von der ersten Reihe oder Spalte ausgesagt werden
kann, gilt von allen iibrigen.

2. Vertauscht man die Reihen mit den Spalten, so erhiélt man zwar eine
V/ nahe verwandte, aber sobald m > 1, von \/ verschiedene Funktion. Dagegen ist

(2) Vaiw) =V (@i).

Es gehen namlich bei Ersetzung der Quaternionenmatrix (a;z) durch (oxs) die in
der Entwickelung von \/ auftretenden skalaren Summen oder Ringe

"9'1‘1’ 28(19'1.219:1)’ ZS(19'1‘2/928'3£1)""
der Reihe nach iiber in dhnlich gebildete Summen oder Ringe
191'1“ 28(19;3 '9;1') > ZS («933 a.gt 19t11‘)’ D)

die in gleicher Weise wie die ersten in die Entwickelung von \/ eingehen.
Daher kann man aus jeder Eigenschaft der Funktion Y/, in der eine Aus-
sage liber Zeilen der Matrix (¢;:) vorkommt, eine solche ableiten, in der an
Stelle der Zeilen Spalten treten und umgekehrt — wie bei den Determinanten.
Nur sind solche zusammengehérige Aussagen im vorliegenden Falle nicht ganz
gleichlautend.
3. VV ldsst sich so schreiben, dass jedes Glied seiner Entwickelung mit
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einem Element der Form «,, beginnt und mit einem der Form «&,, endigt. Die
Elemente der ersten Reihe kommen dann nur in Verbindungen des Typus

(... .)0,

— ausserhalb der Klammer (....) — vor.

Zundchst ndmlich ist klar, dass \/ linear und homogen ist in bezug auf
die m Quaternionen o,;, wie auch in bezug auf die zu diesen konjugierten
Quaternionen @,;. Kommt nun ein Element «,, in einem Zyklus vor, so kann
man den Zyklus mit diesem Element beginnen lassen. Er endigt dann not-
wendig mit einem Element der Form &,,. Ist in einem Entwickelungsglied
von \/ nur dieser eine Zyklus vorhanden, so ist damit die verlangte Form schon
hergestellt, da der konjugierte (mit dem ersten gepaarte) Zyklus mit «,, beginnt
und mit &,, endigt. Sind noch weitere Zyklen vorhanden, so sind sie entweder
eingliedrig, oder sie treten (durch das Zeichen 28 zu Ringen zusammengefasst)
paarweise auf. Jeder solche Ring kann aber, da er eine skalare Quaternion ist,
in den ersten Zyklus an irgend einer Stelle eingeschoben werden, womit wieder
die verlangte Form hergestellt ist.

Man kann also setzen
(3) V=2t (i=1,2,...m),

7,8
und zwar, wenn der Index ¢ gegeben ist, im Wesentlichen nur auf eine Art;
im Wesentlichen, das heisst, wenn man von lediglich formalen Umgestaltungen
der Entwickelungskoeffizienten @}, absieht. Da Y/ skalar ist, so folgt noch

(4) @:r = é;'-sy

insbesondere @}, = Gi,; der letzte Ausdruck ist offenbar nichts Anderes als die
V-Funktion von (m—1)? Elementen, die entsteht, wenn man in der Matrix
(e;z) die it Reihe und die kt® Spalte unterdriickt.
Man beachte die Analogie des Ausdrucks (3) mit einer HERMITE schen Form.
4. Aus der Entwickelung (3) oder also aus der Formel

v=2akséfs&kr (k=1,2,...m)

r,s

erhalt man, auf die unter 2. beschriebene Art, noch eine zweite, zu (3) analoge
Entwickelung

(5) v=2&skH:rark (k=1,2,...m),

(6) Hf"=H~7k;l)

Acta mathematica. 42. Tmprimé le 5 juin 1918. 18288 4
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wobei HY, aus 6F, dadurch entsteht, dass man erstens in allen Quaternionen-
produkten die unteren Indices der einzelnen Faktoren vertauscht, und zweitens
"jede so erhaltene Quaternion durch ihre Konjugierte ersetzt. OF, aber ist aus
6%, dadurch entstanden, dass man die Reihenfolge aller Fakioren umgekehrt und
jede Quaternion durch ihre Konjugierte ersetzt hat.

Der Entwickelungskoeffizient Hi‘r geht also aus Ofs dadurch hervor, dass man die
Reihenfolge aller vorkommenden Quaternionenprodukte und zugleich fiir jeden einzel-
nen Faktor die Rethenfolge der beiden unteren Indices umkehrt.

Wir behaupten weiter, dass in beiden Entwickelungen von \/ die Koeffizienten
der Quaternion o und ebenso die Koeffizienten der Quaternion gy wbereinstimmen:

(7) D Oty = N e Hi;

’ e (,k=1,2,...m).
(8) Detir Opp= X HErors

r T

Zunichst nimlich miissen, da beide Entwickelungen nur formale Umge-
staltungen von einander sind, in ihnen die Glieder iibereinstimmen, die iiberhaupt
von dem Element «;; abhingen. Nach dem Vorhergehenden geniigt es, den Fall
t=k=1 zu betrachten. Wir erhalten dann, wenn wir noch den selbstverstind-
lichen oberen Index 1 unterdriicken, die Identitdt

m m
0.0 0 Fagy -29x3013+2a13931 U ==
2 2
N\ )
-~ LY ~ -~
=0y, . Hyy oy +Z(131H31.C¢“ + a5 -zﬂlsau;
2 2

die bestehen muss fiir alle Quaternionen «,,. Hieraus folgt zunichst, was wir
schon wissen, dass ©,, mit H,, identisch und ein Skalar ist; es ist ja 0,, =
=Y/ (¢4, .. Omm) =H,,. Weiter hat man dann eine identische Quaternionenglei-

chung der Form

za + bz=cz + 2d

vor sich, die nur dann bestehen kann, wenn ¢ =c¢ und b =d (und iberdies die
Summe der vektoriellen Bestandteile von a =c¢ und b=d gleich Null) ist. Aus
(4) folgt aber auch noch, dass die Ausdriicke (7) und (8) konjugierte Quaternionen
sind. Man kann also setzen



Zur Theorie der linearen Gleichungen. 27

(9) Air= X Oesia = N dax His,
(x0) zi1'k = Zais@ik= zH?aa:k-
Es gelten dann die Gleichungen

v=2aikAik=2A~ik&ik, (1:=I,2, m),
k

(x1) ]
\Vi =2Aikaik = 2&;kA;k, (k=1,2,...m),

die an die Entwickelungen einer m-reihigen Determinante nach Zeilen und Spalten
erinnern.

Im Falle m =3 z. B. kann der erste Entwickelungskoeffizient 4,, in die fol-
genden beiden Formen gesetzt werden:

An =@il 5:“ + @:9 &12 + @:n &13 =
= {&22 0y Olyg O35 — Oy Oyg Cgg Ogy — Ggy Ogg yg Uy + Oyy Ugy Oy aza} o,y +
+{a,, Oy gy Cgy — Glgy g Ogy Oyy — Qg Qg Qg Oy + g, Oy Oy an} o+
+ {&21 Oy CLyy gy — Gy g Gy Oy — Oy, Ogy-Cyy gy + Gy, gy 0y aza} O35

Au =&u H;l + aleu + 5‘:1 H31 =

—_— i o ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ \
= 0y {0y g 0ty Oryp — 3 By g gy — Qg Bigy Cgy By + gy Byy s Gy +

+ ay, {azs Ogg Oy Oyp ~— O35 033 Olgp ()3 — Clgy Oy Op3 Oy + Oy Oy Olgy 0‘13} +

+ a5, {0‘33 Ugg Oy Oy == Oy3 Oy Oy Cyp = Ogp Oyp Uz gy + Ofg; Opy Clyg a:a} .

Durch zyklische Vertauschung der an erster und zweiter Stelle stehenden
Indices erhdlt man daraus die iibrigen Koeffizienten A;;.
5. Neben den Qleichungen (11) bestehen der bilinearen Gleichungen

(12) 0=2ajkAik, 0=2A.‘ka;; (##j,=1,2,...m).
k s

Dies ist wieder eine Eigenschaft, die einer solchen m-reihiger Determinanten
analog ist. Multipliziert man z. B. die Quaternionen

AII,All’ L A1m1
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die nach Art von Unterdeterminanten den Elementen der ersten Zeile der Ma-
trix (o;z) zvgeordnet sind, der Reihe nach vorn mit oy, 042, ...aj;,,, so wird die
Summe der Produkte ¥/ oder Null, je nachdem =1 oder j = r ist.

Es geniigt, die erste der Gleichungen (12) fiir den Fall t=1, j=2 zu er-
weisen. Wir verteilen dazu die in der Entwickelung von \/ vorkommenden
Index-Zyklen auf vier Gruppen. I moge alle Zyklen umfassen, die den Index 1,
aber nicht den Index 2 enthalten. Analog erkliren wir die Gruppe II, mit Ver-
tauschung der Indices 1, 2. III umfasse alle Zyklen, die beide Indices 1, 2 ent-
halten, IV endlich die von beiden Indices freien Zyklen. Als uneigentlichen Zyk-
lus rechnen wir zu IV noch die Einheit. Ferner lassen wir jeden Zyklus aus I
oder IIT mit dem Index 1, jeden Zyklus aus II mit dem Index 2 beginnen.

Wir bemerken nun, dass die Glieder der Entwickelung von \/ sich paart-
weise nach dem Schema

+ {I.II—TIT}.1V

anordnen lassen. In der Tat erhalten wir aus jedem geordneten Produkt von
zwei Zyklen der Typen I, II,

TSP, YO . I

durch Vertauschung der ersten Indices 1, 2 der Faktoren mit 2, 1 und Umstellung
der Faktoren einen bestimmten Zyklus des Typus III,

ie e oz ar o o1,

und offenbar tritt dieser Zyklus in die Entwicklung von \/ mit dem Faktor
F 1 ein, wenn das Produkt der beiden ersten Zyklen mit dem Faktor + 1 auf-
getreten war. Auch kann man aus dem Zyklus des Typus III eindeutig wieder
das Produkt des Typus I.II ableiten.

Ersetzt man nun in beiden Produkten I.II und III den ersten Index (x)
durch den Index 2, so erhilt man als Faktor des Aggregats IV, das von dieser
Operation nicht betroffen wird, eine Differenz

j:{‘l?gr... 19@1-(1993 '-"‘962)_—("923 ...’9(1’)-1921 ..-19g1},

in der Minuendus und Subtrahendus denselben Zyklus als Faktor enthalten, und
in der auch die beiden anderen, vorn und hinten auftretenden Faktoren (die nicht
Zyklen sind) iibereinstimmen. :

Bei der Summation iiber die oberen Indices der Quaternionen J;, miissen
sich nun die Differenzen der bezeichneten Form paarweise zerstéren, nach dem
Schema
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(Far e pr. Fee e 9= e 950 Gar . I +
F {9 o1 Fog Sy — o Iea Gar Iy =
=28 (95 v 952) arens Jp1—ar... I} =o.

Man wird z. B. im Falle n =5, unter anderen, die folgenden vier Differen-
zen zusammenfassen:

90 9%, Y IY 9Y, — 9%, 90,95, 9, 9 —
— {90 95, 93, 9%, 9%, — 99, 9%, 9%, 94, 90 —
— 9 I I 9 9, — 91, 9, 9Y, 9, I —
— 90 95, 95, 98, 9%, — 91, 9%, 9%, 94, 9%,

Hier sind aus der formalen Entwickelung der Determinante
197, 9%, 94, 9%, 9%,

zunéchst ein zweigliedriger Zyklus des Typus I, dann ein dreigliedriger Zyklus
des Typus II ausgewihlt. Damit hat man die erste der vier Differenzen. Durch
sie ist die zweite bestimmt, bei der der Zyklus II im umgekehrten Sinne durch-
laufen wird. Die dritte Differenz ergibt sich dann aus der ersten durch Permuta-~
tion der oberen Indices. Sie wird eindeutig bestimmt durch die Forderung, dass
der dritte Zyklus des Typus II mit dem zweiten einen Ring bilden soll. Ebenso
entsteht die vierte Differenz aus der zweiten, ihr Zyklus vom Typus II bildet

einen Ring mit dem ersten dieser Zyklen. Ersetzt man dann 9%, durch 9},, so
erhilt man eine Summe von vier neuen Differenzen, und in dieser zerstoren sich
das erste und vierte, sowie das zweite und dritte Glied. —

Die beschriebene Anordnung der Produkte 9;, mag noch fiir den Fall n—=4
vollstindig durchgefiihrt werden:

(11) (12) (13) (14)

.........

(41) (42) (43) (44)
={(x11)-(22) — (12) (21)}-{(33)(44) — (34) (43)} —
—{(x1)(23) (32) —(13) (32) (21)}-(44) —
—{(x1)-(24) (42) — (14) (42) (21)}(33) —
+{(x1)-(23) (34) (42) — (13) (34) (42) (21)} +
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+ {(11)-(24) (43) (32) — (14) (43) (32) (21)} +
—{(13) (31)-(22) — (12) (23) (31)}-(44) —

—{(14) (41)-(22) — (12) (24) (41)}-(33) +

+ {(13) (31)-(24) (42) — (14) (42) (23) (31)}
+ {(x4) (41)-(23) (32) — (13) (32) (24) (41)}
+ {(13) (34) (41)-(22) — (12) (23) (34) (41)}
+ {(14) (43) (31)-(22) — (12) (24) (43) (31)} .

+
_+-
+

Das Ganze stellt eine Entwickelung von ¥/ nach Art der Laprace’schen
Determinantenentwickelung in bezug auf die Unterdeterminanten aus den beiden
ersten Reihen dar. Behandelt man die Faktoren des Typus IV ebenfalls in der
beschriebenen Weise, so erhilt man eine auch in der Form véllig bestimmte Dar-
stellung von \/, eben die im Beispiel n = 4 angegebene.

Aus dem bewiesenen Satze ergeben sich noch einige Folgerungen analog
Sitzen der Determinantentheorie; namentlich sieht man, dass eine \/-Funktion
mit zwei gleichen Reihen oder Spalten den Wert Null hat.

6. Die verschwindenden Ausdriicke (12) sind einseitige lineare homogene
Funktionen der Quaternionen &;,,...&m oder &z, ... @;m. Diese aber konnen
nicht identisch gleich Null sein, wenn nicht alle Koeffizienten dieser Quater-
nionen Null sind.

Es ist bequem, hier einen Wechsel der Bezeichnung eintreten zu lassen.
Wir setzen

Oh, =0, HE;=F},
so dass
(13) O = 0F;, Tl =Py
wird. Wir haben dann

(14) Aig =D Olris — Ddsr Fix ,

ferner
V = dtis A = D, ctir Ot
% ks
(15)
V = D dix cir = Qdsr P iz,
i,8

und
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o= D ajs Aix = Do Oedis  (j#9),
k k, s
o= XA = D e (Urk).
$ ,8
Die beiden letzten Gleichungen liefern nun, wie gesagt, je n» verschiedene
Gleichungen,

O=Zaﬂ,a)§k (j=t,8=1,2,...m)
k

(16) -
o= X%¥hai; (Irk,i=1,2...m)

(3

die wir mit den Gleichungen (14) zusammenstellen wollen:
Ain = Y ai, @, A=Y ¥uca,
(17) o=2a,-, @?,, O==2q'ikaclp

Grei k=1x,2,...m), (I=k,i=1,2,...m).

In dem oben ausgefiihrten Beispiel m = 3 (S. 27) sind die Koeffizienten von
Gy 0y, Gy die hier mit @!,, @*,, @, bezeichneten Funktionen. Ersetzt man
@, &, @;; der Reihe nach durch a,,, @,,, &,3, oder durch a;,, @,,, &3, so erhilt
man die Summe Null.

7. V ist eine irreduzible Funktion der 4m? Koordinaten der Quaternionen
o;x. Diese Behauptung, die ja in den Fillen m = 1 und m = 2 zutrifft, muss fiir
m =mn -+ 1 richtig sein, wenn sie es fiir den Wert m —n ist. Die (n + 1)-reihige
V-Funktion geht nimlich in das Quadrat einer beliebigen (n + 1)-reihigen Determi-
nante, also in das Quadrat einer irreduzibeln Funktion (n + 1)te* Grades iiber, wenn
alle Quaternionen «;; skalar werden. Daher kann ein irreduzibler Teiler von
V nur den Grad 7 + 1 oder den Grad z(n + 1) haben. Der erste Fall aber ist
unmoglich, da die \/-Fupktion (27 + 2)*r Grades

Qs O, - + . O
[ T . ST
Oty - - lin L_gg S0

einen Teiler vom Grade z n hat, der selbst eine nicht-spezializierte \/-Funktion ist.
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4

Einseitige Quaternionengleichungen mit beliebig vielen Unbekannten.
Weitere Eigenschaften der Nablafunktion.

Die Auflosung der Gleichungssysteme

() Cir %y + o+ CimTim =2 (¢=1,2,...m)

(17) Sr=%au+ - +Enams (k=1,2,...m)

ergibt sich nun ohne Weiteres in allen Fillen, in denen iiberhaupt eine eindeu-
tig bestimmte Losung existiert, aus den Gleichungen (11) und (12) in § 3. Ist
namlich Y/ (e3:) =~ 0, so folgt

(29 Az + - + App =V . 21 {(k=1...m)

(27) gi‘vm§,1Ai1+"'+§'mA«im (’L=I,m)

Wie schon im Falle m =2 (und auch im Falle m = 1) ist eine eindeutig be-
stimmte Losung immer dann und nur dann vorhanden, wenn \/ =o ist. Zwischen
V und der Determinante D der in je 4m gewdhnliche lineare Gleichungen zer-
legten Systeme (1) besteht die Beziehung

(3) D =Y/

Ferner lassen sich die an den Fall m =2 gekniipften gruppentheoretischen Uber-
legungen ohne sonderliche Anderung auf unbestimmte Werte der Zahl m aus-
dehnen. Namentlich ergibt sich auch eine Multiplikationsregel fiir die \/-Funkiion.
Wir - erkliren das Produkt zweier Quaternionenmatrices, unter der Annahme,
dass der erste Index (i) die Reihen, der zweite (x) die Spalten einer solchen
Matrix charakterisiert, nach der gewohnlichen Regel: Wir schreiben

(cir) (Bir) = (yir),
wenn

i Bin + oo F Cim Bk = Yir (i,k=1,...m)
ist. Hs wird dann
(4) {eirny{Biny = {yiz} .

Ferner lasst sich die {/-Funktion, genau so wie im Falle m = 2, als 2 m-rei-
hige Determinante darstellen, deren Elemente beliebig, nur in der Bezeichnung
zu m?® zweireihigen Matrices (als Gittermalriz) angeordnet sind. Die ganze vorge-
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tragene Theorie findet ohne Weiteres auf solche Matrices, und die zugehorigen
Gleichungen — Gleichungen fiir Matrices — Anwendung.

Es versteht sich, dass von der Multiplikationsregel (4) ein dhnlicher Ge-
brauch gemacht werden kann, wie von der Multiplikationsregel fiir m-reihige
Determinanten. Ich habe nicht die Absicht, in dieser Hinsicht Vollstindigkeit
anzustreben, will aber einen Lehrsatz ableiten, von dem wir sogleich Gebrauch
zu machen haben werden.

Wir bilden zunichst das Produkt

Oy Oy o e. Qi 4, 4, ... 4m
...... —7m
Oms Oms « .+« Oonom AmAim... Anm
erhalten also
A, A4, Ay
(5) A A
Aipdom... Amm
hierauf bilden wir das Produkt
I 0 ... 0 A, A, ... Am;
Opp O e Cam L)oo g 3 ames
CmiCms -« » Com AmAim...Amm
und erhalten
(2293 . Qam
© V=t =N,
Ums -« . Cmm

Hieraus folgt allgemein der zuvor schon unter der Annahme m = 2 bewie-
sene Satz, dass \/ semidefinit ist,

V2o,

wenn die g4m Koordinaten der Quaternionen o;y reell sind! (m > 1).

! Biehe weiterhin 8. 36.

Acta mathematica. 42. Imprimé le 5 juin 1918. 18238 D
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In gleicher Weise liefert das Produkt

I 0...0 (A, 4,, ... Am A A Ay . Apy)

0O I ... 0 Ce e e AL Ap Ay, .. Ay
ﬁ Oy Oy, Cam =< 0 o V o

UmiCmsz -« +Omm )] \AimAsm. .. Amm ) Lo o o ... V |

die Formel

Ok 4+1,k4+1 -+ Ck4+1,m All Azl . ..A[n

(7) o AVALSEES

VOmk+1 .- Omm A Aor .. A

Anlass zur Verwertung der Formel (6) gibt uns das Gleichungssystem (17)
in § 3. Hieraus folgt nidmlich unmittelbar, dass man in der Regel die Losung
der Gleichungen (1) noch auf mannigfache andere Arten darstellen kann. Wir
erhalten

(8%) ’f’ikx'1+~“+'1’i1kx'maﬁikx}¢ (¢, k=1,...m)
(8) Eidi=8,0% + .  + @y (k,i=1,...m).

Es ist nicht ohne Interesse, diese Losungen der Gleichungen (1), die wir
vielleicht als Nebenlosungen bezeichnen diirfen, mit der Hauptlosung (2) zu ver-
gleichen, die der Bequemlichkeit halber nochmals hergesetzt werden soll:

(91) Alkx'1+"'+Amkx'm=V'xk, (k=I,...m)
(9" E-V=84i+  +&mdin (i=1,...m).

Zunichst sehen wir:
Die Hauptlosung lasst sich in jedem der zwei Fille (I, r) als lineare Kombina-
tion der m Nebenlésungen darstellen (deren Koeffizienten in den Koordinaten der
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Quaternionen o,; Gradzahlen haben, die um je eine Einheit geringer sind als die
Gradzahlen der entsprechenden Koeffizienten der Hauptlosung).
In der Tat bestehen nach Nr. (13), (15) und (17) in § 3 die Gleichungen

(10%) . Z&s‘kq’ik=f1;k, 2&.-,‘&.-;‘=V (k,s=1,...m),
H s

(107) DL di=Adie, QA=Y (i,8=1,...m).
k k

Ferner erhalten wir aus (6), oder aus der gleichbedeutenden Formel
(11) N A=Y 0=\ P

die Formeln, die den Ubergang von den einzelnen Nebenlsungen zur Haupt-
16sung vermitteln; multiplizieren wir namlich beide Seiten der Gleichungen (8)
mit A4;z, um auf diese Art zu Gleichungen mit skalarem Nenner iiberzugehen,
so erhalten wir die Gleichungen (9) mit einem Faktor

K i
i =Wz,

dessen Verschwinden also jene Nebenlésung unbrauchbar macht.

Endlich ergeben sich noch, wenn man die Produkte Az zx und Y -xx, & dix
und &;-\/ aus den Gleichungen (8) und (9) eliminiert, die merkwiirdigen Formeln

(12) V- = Air Aiy, V-5 = Ays Adix.

Man sieht aus diesen Ausdriicken, deren Substitution in einer Reihe zuvor
entwickelter Gleichungen Identititen entstehen ldsst, dass die bilinearen Formen,
die uns zur Darstellung von \/ gedient haben,

s ~ - s
Din Ofa iy =V = Ddar ik
k.3 i,

sehr spezielle Koeffizientensysteme besitzen: Es bestehen die simtlichen Glei-
chungen

(13) 0!, 0, — i, O, =0, FLFPu—Fn Fri=o,
D} Dir PixPix

(1) M=o, =0
@i 05y FirFii

! Die Gleichungen (12) lassen noch erkennen, dass die Produkte

@}y =6}, i =H



36 E. Study.

Zu beachten ist, dass die vorgetragene Losungsmethode eben so wenig die
Bedeutung eines Universalrezepts hat, wie die allgemeine Theorie der linearen
Gleichungen. Es wird das durch den Fall erliutert, in dem alle Quaternionen
oder Matrices ¢z skalar sind. \/ wird dann das Quadrat der Determinante jener
Grossen, und in den Nennern der sachgeméss gebildeten Ausdriicke fiir die Un-
bekannten erscheint nur diese Determinante an Stelle von V/.

Das zuvor iiber das Vorzeichen der \/-Funktion Gesagte wird erginzt durch
einen Satz von I. SOHUR:

Sind die Koordinaten der m? Quaternionen o, .. .0mm reell, so kann, wenn
m > 1 ist, die zugehorige \/-Funktion nicht als Summe von Quadraien reeller ganzer
rationaler Funktionen (homogener Formen) jener Koordinaten dargestellt werden.

Es geniigt offenbar, den Beweis, den ich ebenfalls einer Mitteilung von
I. ScrUR verdanke, fir den Fall m =2z zu fiithren.

Es wird dann

xz Yy (@ + 2}tz +a)(ul +ul+ul+ul) +
{z u} {(y’o+yi+yi Fyi) (e + 2] 2 +25)—
— 2(Xe2y + .2, + 2,2, + Ta25) (U Yo + U Yy + Uy, + Uugy,) +
+ 2 (@02, — X, 20 + X2y —Xy2,) (U ¥, — U Yo + U Yy — UsY,) +
+ 2 (X2 — 52y + X352, — 2, 25) (U Yo —Us Yy + Us Yy — Uy YY) +
+ 2 (22— 32 + 2,2, — 2,2,) (UoYs— U Yy + Uy Yy — U, Y,) .
Wiére nun \/ =f24+f2+---+ fo_1, wo f,, ... fs—1 reelle quadratische Formen
der sechzehn Veridnderlichen z,...u; bedeuten, so kénnte man

fv=xo Ui+, Upi + 2, Ups + 2, Ups +20 Yo+ 2, Yoy +2, Yoo +2, ¥

setzen; U,; wiare dann eine lineare homogene Funktion (Form) von u,, u,, %,, %s,
und Y,; eine ebensolche Funktion von y,, y,, ¥,, ¥s. Diese linearen Formen
miissten unter Anderem den folgenden Bedingungen geniigen:

fir die Matrix (4;,) eine ganz &hnliche Bedeutung haben, wie fiir die Matrix (a;;) die Produkte
P~ o~
s = i M55 = Qg I

von denen wir die ersten zur Beschreibung des Bildungsgesetzes der V -Funktion benutzt hatten.
— Natiirlich wiirde sich das Bildungsgesetz der \/-Funktion auch mit Hilfe der Produkte nf,-
bhaben beschreiben lassen. —
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(a) 2{}30= Uﬁ,=2U3,=—-2{73,=uf,+n}+u:+u§.
() D=2 Y=V = D Y=yl +yl +yl +yl,
(e) 2 Uv0 Yoo =—upyo— w9, — sy — s
(d,) D2Un Yor = Uy, — Yy + Yy — %Y,
(d,) 2 Ui Yo = Uy, — Yo + Uy — U Ys,
(ds) DU Vo= uy,—ts¥o + 4,9, — %Y,
() DU Yoo = — gy, + Yo — U3 + %Y,
(e2) 2 Uye Yoo =— uoy, + 6,4, — %Y, + %, Y5,
(es) 2 Uis Yoo = — s + Yo — U, Y, + Uy,

Dem Beweise unserer Behauptung schicken wir voraus den folgenden
Hilfssatz.: »Geniigen n reelle lineare Formen
Y=0 T, + -+ Ay Tm (v=1,2,...17)
der Gleichung
0)) Y+ tyi=al++ah

(woraus n > m folgt), so lisst sich eine reelle orthogonale Transformation

Yy =P Y+t DinYn,

........

so bestimmen, dass
! !
vi=2,, .. Ym=2m,
und ausserdem (wenn n > m ist)

! !
ym+1=0,...y”=0

wird.»
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Er handelt sich natiirlich nur um den Fall > m, und es kommt darauf
an, zu zeigen, dass die verlangten Gleichungen auch dann durch eine orthogonale
Transformation hergestellt werden kénnen.

Die Gleichung (f) sagt lediglich aus, dass die m linearen Formen

V=0, U+ OnplUn (g=1,2,...m)

(in denen wu,...wu, unabhingige Verinderliche bedeuten) ein System normiert-
orthogonaler Formen bilden. Man bestimme nun (was bekanntlich immer még-
lich ist) n-—m weitere reelle Formen

V= Uy + -+ Onk Un (k=m+1,...70)

derart, dass v,, ..., ein vollstindiges System von normiert-orthogonalen Formen
bilden. Setzt man hierauf

Ye=0auy,+ -+ miYn (k=1,2,...n),

so wird
m n =g fiir k< m,
y'k=2uxM Y Ok Qg = .
1 1 -0 flirk>m. —

Im Falle der ersten Gleichung unter (a),

n—1
2vU5.,=u§+ui+u§+u;,
0

muss n>4 sein. Man kann dann, nach dem bewiesenen Hilfssatz, eine reelle
orthogonale Transformation

U’ko = Pko Uyt + Pk, n—1 Un—-l.o

80 bestimmen, dass
U,=u,, U,=u, Uy=u,, U, =u,,
und ausserdem, wenn %> 4 ist,
Uio=o0,...Up—y,o=0
wird. Bildet man jetzt die Funktionen
fo=pfot -+ Pon-rfn=y (v=0,1,...8—1),

so haben diese dieselbe Form wie die urspriinglichen Funktionen f,, ... fn—., und



Zur Theorie der linearen Gleichungen. 39

auch dieselbe Quadratsumme, an Stelle von U,, erscheint aber jetzt U,,. Man
darf daher annehmen, dass von vorn herein

U=y, Upy=u, Up=12,, Uy=1uy; Up=---=0
tst.
Aus (c) folgt nunmehr
Yo=Y Yio=—y, Yoou—9:, Yso= — s,
und aus () — da die Verdnderlichen yix alle reell sein sollen — Y, —=---=o.

Ebenso konnen wir aus (d) und (b) die linearen Formen Y,,, Y,,, Y,, berechnen,
und schliesslich, auf Grund der Gleichungen (¢) und (a), auch die Formen
U,,, Uy, U,;. Das Ergebnis ist, dass nur noch der Fall n =4 in Betracht
kommt, und dass man auch in diesem nur die eine Annahme

fo=ZoUg — X, %, — T, Uy — XU — 2,Y, + 2,Y; + 2,Y; T 23Ys,
fr=mu, + 2%y + T, %y — Ty Uy — 2,Y, — 2, Yy — 2 Y3 T+ Z3Y3s
fo= @, + 2, Uy + T, — 2, Uy — 2,Y3 — 22Yo— Z3Y1 T 51 Y5,
fa=2,us + 23Uy + 2,8, — 7,8, — 2,Ys — 23Y — %1 Y2 + 239,
zu untersuchen braucht. Diese Funktionen geniigen aber nicht der Gleichung
V=+i+fi+f

denn in ihrer Quadratsumme ist z. B. der Koeffizient von 2 2,2z, verschieden von
dem entsprechenden Koeffizienten in der Entwickelung von V/.!

5.
Die allgemeine Nablafunktion.

Setzt man an Stelle der Quaternionen oder zweireihigen Matrices ein un-
bestimmtes System komplexer Grissen (solcher mit Haupteinheit), so wird es
nicht leicht sein, die Theorie »einseitigers linearer Gleichungen so weit durchzu-
fiilhren, wie es in dem konkreten und dabei verhdltnismissig sehr einfachen Bei-
gpiel der Quaternionen noch thunlich war. Indessen ldsst sich doch einiges All-
gemeines aussagen, das beim Studium anderer konkreter Fille niitzlich sein kann.

Wir betrachten zunichst das in der Form o' =" abgekiirzte Multiplika-
tionstheorem irgend eines Systems komplexer Gréssen mit reellen oder gewdhn-

! Vgl hierzu Hiieerr, Math. Ann. Bd 32 (1888), 8. 342, Acta Mathematica, Bd 17 (1893) S. 169.
Archiv f. Math.(3), Bd 1 (1901), S. 224, und Grundlagen der Geometrie (3. Aufl,, 1909) Kap. VII, § 38.
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lichen komplexen Koordinaten fiir die einzelnen Grossen des Systems, und bilden
die Gleichungen

(zh) axr=2a,
(17) §=%a,

in denen o, &, & gegebene und #, & zu bestimmende Griossen des Systems bedeu-
ten sollen. 7 sei die Zahl der linear-unabhingigen Grossen des Systems, also die
Anzahl der in irgend einer Basis des Systems vorkommenden Einheiten, e, die
Haupteinheit, die wir von der Einheit der gewsdhnlichen reellen oder komplexen
Grossen nicht unterscheiden (e, = 1). Die n Koordinaten von o, und ebenso die
von ' und &, sollen als unabhingige Verdnderliche betrachiet werden. Zu den Glei-
chungen (1?) und (1") gehéren dann, wenn man sie explizite schreibt, d. h. durch
ein System von n gewshnlichen linearen Gleichungen ersetzt, zwei nicht notwen-
dig {ibereinstimmende Determinanten D; und D,, die als (ganze homogene) Funk-
tionen (n*" Grades) der Koordinaten «,, ... a,—, bekanntlich dieselben irreduziblen
Teiler haben. Wir nehmen an, dass diese Determinanten von Null verschieden sind.

Unter diesen Voraussetzungen ldsst sich z. B. die Gleichung (1) eindeutig
auflosen. :

Dabei tritt die Determinante D; in den Nenner des sich fiir # ergebenden
Ausdrucks, und in den Zihlern der Koordinaten von x erscheinen lineare Kom-
binationen der simtlichen Unterdeterminanten (n — 1)** Grades von D;. Wir
denken uns die Faktoren, die die Determinante D; mit allen ihrer Unterdetermi-
nanten gemein hat, weggehoben; in den Nennern bleibt dann eine Funktion gt
Grades \/ () der Koordinaten e, - .. a,—, stehen, und diese wird eindeutig bestimmt
sein, wenn wir festsetzen, dass \/ (1) =1 sein soll. Nennen wir noch & die dann
ebenfalls eindeutig bestimmte Losung der Gleichung a2z =\/(«), so erhalten wir
die Losungen beider Gleichungen (1) und (17) in der reduzierten Form

(2% V.z==ax,

(27) §.V=¢a.

Die hier eingefihrte Zahl ¢, der Grad des nach Moglichkeit reduzierten Nenners
Y/ (a), ist die als Rang des betrachteten Systems bekannte Zahl. Sie ist der niedrigste
Grad einer algebraischen Gleichung mit skalaren Koeffizienten, der eine unbestimmie
(fret wverdnderliche) Grisse des betrachteten Systems geniigt.! In der Tat, verstehen
wir unter r eine skalare Grosse des Systems, d. i. ein Multiplum der Hauptein-
heit, so kann man schreiben

! T, MorigN, Math. Ann. Bd 41 (1893), 8. 113.
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Vir—a)=rt+a,r !+ - +a,,
und es folgt

(3) O=a9+a‘a9—l+...+ag;
dabei ist
(4) =V (—a)=(—1)2V ().

Gabe es nun eine fiir alle « richtige Gleichung der Form
o=dya? +a 0?1 +--- +dy,

mit ebenfalls skalaren Koeffizienten, so dass ¢' <¢ wire und zugleich einen mdg-
lichst kleinen Wert hitte, so miisste die Gleichung (3) eine Folge von ihr sein,
was nur moglich ist, wenn a', den Grad Null hat. Man kann dann von vorn
herein a', = 1 setzen.

Es miisste ferner a'y von Null verschieden sein, da andernfalls

o {a@'—‘l + a’l a@'—? + -+ a'Q'—l} =0

wire, unter der iiber die Zabhl ¢' gemachten Annahme ein Widerspruch gegen
die Voraussetzung der eindeutigen Losbarkeit der Gleichungen (z). Man hitte
also schliesslich in dem Ausdruck

—_ (a'g,)—l {a@'—l + a’l a@'—2 + .- + a’()'—l} = a*

eine Losung der Gleichung ax = 1, und damit héitte man auch eine Losung der
Gleichungen (2), in der Y/ () durch eine Funktion niedrigeren Grades, a'y, er-
setzt wire.

Es ergibt sich noch

(5) V(@) =ad, &=(—00=1 (a2 + 0,002+ - + Goi).

Um die komplexe Grésse & und mit ihr den skalaren Ausdruck \/(«) zu bil-
den, hat man hiernach die skalaren Funktionen ersten bis (¢—1)** Grades
@, ..., der Koordinaten einer unbestimmten Grosse ¢ des betrachteten Sy-
stems zu bilden. Hierzu ist aber nur notig, dass man den ersten dieser Koeffi-
zienten @, bilden kann. Bezeichnen wir nimlich mit 7,, ... r, die Wurzeln der
(zuvor schon gebildeten) Ranggleichung des betrachteten Systems,

(6) V(r—a)=ro+alr0—l+...+ao=0’

und setzen wir (nach Analogie des in der Quaternionentheorie Ublichen)
Acta mathematica. 42. Imprimé le 6 juin 1918, 18188 6
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(7) Ga=—1 4,
¢
so folgt unmittelbar !
(8) rf'-l—----l—r(l,:g.@a’- A=o0,1,...,0—1,...);
es lassen sich aber die symmetrischen Funktionen a,, ... a, der Wurzeln r,, ... r,

in bekannter Weise durch die Potenzsummen (8) ausdriicken. Man hat z. B.

a,=—0Ca,2!a,=0(Sa)—0C
31ay=—0*(B0a)® +30*CaBat—29Sas,

..................

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir ein System von m linearen Glei-
chungen der Form

(9% @i %, + o Cim T = 25 (t=1,...m)
oder
(97') §’k=§1a1k+"'+§mamk (k=I,...m),

in denen a,; ... 0mm, ¥, ... &'m, &, ... &n wiederum Grossen des betrachteten Sy-
stems (¢) sein sollen, und «,,, ... ot m frei-verdnderliche Grossen dieses Systems,
nur beschrinkt durch die Annahme, dass etwa die Gleichungen (¢?) eindeutig-
auflosbar sein sollen. Die Losungen dieser Gleichungen (¢f) denken wir uns in
eine reduzierte Form gesetzt, derart, dass in allen Nennern von z,, ...z, eine
gewisse notwendig homogene Funktion der nm? Koordinaten von ¢y, ... tmm €I-
scheint, deren Grad nicht weiter hinabgedriickt werden kann. Diese nach Vor-
aussetzung nicht verschwindende Funktion (Nablajunktion) bezeichnen wir durch
das Symbol

(10)

Omiece Cmm

indem wir noch einen zunichst willkiirlich bleibenden Zahlenfaktor aus der
Forderung

' Vgl. etwa Mouigy, a. a. 0., S. 110,
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(11) I =

bestimmen. Wir behaupten:

Zu den Qleichungen (9*) und (97) gehort dieselbe Nablafunktion. Diese ist eine
homogene Funktion des Grades me der Koordinaten der Grossen ayy, ... tmm, und
zwar ist sie homogen vom Grade ¢ in bezug auf die Koordinaten der Elemente ir-
gend einer Zeile oder Spalte der Matrixz (a;12), und sie erreicht iiberdies den Grad ¢
in bezug auf die Koordinaten eines jeden dieser Elemente o;y.

Zunichst ergibt sich, dass Y/ ({e;z) in irgend einem Grade ¢' homogen sein
muss in bezug auf die Elemente der ersten Zeile, da eine proportionale Anderung
der Grossen a,...am, 2, die Werte von iz:,, ... m nicht andern kann; auch
leuchtet es ein, dass diese Gradzahl ¢ fiir alle Zeilen dieselbe sein muss. Ferner
ist sicher ¢'>¢, da im Spezialfall o\, x, =2',, ... @mmTm =2'm dieser Grad tat-
sichlich erreicht wird. Es kann sodann der Schluss von m auf m + 1 angewen-
det werden, da der zu erweisende Satz fiir m = 1 richtig ist.

Wir betrachten zu diesem Zweck das weitere Gleichungssystem

0oy Xy + oty X+ -+ tom X,,.=X'°,

(@) o, Xy + ay, X1+~-+a,me=X',,

in der zugehorigen Nablafunktion seien die Glieder zusammengefasst, die in be-
zug auf die Koordinaten von ¢, denselben Grad haben,

()] V (@0 @115+« « Cmm) = PO (50 + '~ (o) + -

Losen wir sodann die m letzten unter den Gleichungen (a) nach den Unbekann-
ten X,,... X, auf, so erhalten wir diese in Form von Quotienten, in denen Nen-
nern die Nablafunktion (10) erscheint, wihrend von den Zihlern angenommen
werden darf, dass sie alle in der Form g X, + b geschrieben sind. Die Substitu-
tion dieser Ausdriicke in die erste Gleichung unter (a) liefert eine Gleichung
von der Form (1%,

(C) {V(au, amm)'aoo+A}Xo=B:

in der, nach Voraussetzung, der Faktor von ¢, den Grad m¢ und 4 den Grad
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mo + 1 hat. Die formale Aufldsung von (¢) nach der zuvor entwickelten Regel
liefert dann fiir X, einen Quotienten, dessen Nenner eine homogene Funktion vom
Grade ¢ in bezug auf die Koordinaten von «y, @y, - .. ttom ist, in dem ferner auch
ein Glied g** Grades in bezug auf ¢, vorkommt, ndmlich das Produkt

{V (7P “mm)}o VAR

Wir sehen also, dass ¢' =¢ ist, und dass die Funktion ¥ («,) das Produkt
von Y/ {eg,) mit einer (skalaren) Funktion der Koordinaten von ey, ... ¢mm sein
muss. Diese letzte Funktion ist ferner ein Teiler vom Grade mg¢ der Funktion
des Grades me®

{V (e, .- . tmm)}?;

sie kann aber nichts anderes sein als Y/ (e, ... @mm) selbst, da sie im Falle
o == 0, .. Com =0, Cjp==0, ... Umo =0 von vorn herein diesen Wert hat.

Hiermit ist der aufgestellte Satz erwiesen, soweit er sich auf das Gleichungs-
system (g’) bezieht. Ausserdem hat sich auch ergeben, dass die auf der Bildung
der Gleichung (¢) beruhende Losungsmethode der Gleichungen (¢) den Ausdruck
fir X, mit dem fremden Faktor

{V (¢y1r - - - o)}

in Zihler und Nenner liefert, dass sie also nicht allgemein brauchbar ist.

Zu beweisen bleibt noch, dass die Nablafunktion sich nicht &ndert, wenn
man die Gleichungen (¢) durch die Gleichungen (g7) ersetzt. Dies folgt dar-
aus, dass die Gleichungen (g) im Grunde schon in Gleichungen des Typus (1) ent-
halten sind.

In der Tat, setzen wir an Stelle der m Gleichungen (gf) oder (9”) je m solche
Systeme, die links dieselben Koeffizienten haben,

(12}) Wi Ty + o F Cim Cmir =2k (t,k=1,...m),

(12) Siv=Cncar+ -+ Eimms (i, k=1,...m),

so werden die Losungen dieser speziellen Gleichungen (12)) noch denselben
reduzierten Nenner V/(w;x) haben, wie die Losungen der Gleichungen (¢f). Wir
bezeichnen diesen Nenner hier mit \/;, und nennen Y/, die entsprechend aus
(x27) abgeleitete Funktion. Die Gleichungen (12) haben nun genau dieselbe
Form wie die Definitionsgleichungen des Produkts von zwei gewéhnlichen
Matrices,
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a |l e ,

..................

i3y | N BRI | B ’

nur dass die zu einer neuen Matrix komponierten Matrices zu Elementen nicht
gerade gewohnliche (reelle oder) komplexe Grossen, sondern solche aus dem belie-
bigen System (a) haben. Nichts hindert aber dann, den Inbegriff der m?® komplexen
Grossen «,, ... dmm selbst wieder als eine einzige komplexe Grésse 4 hoherer Ord-
nung aufzufassen. Die Gleichungen (12) oder (13) werden dann subsumiert un-
ter den Typus der Gleichungen (1),

(14%) X=X,
(147 E =FAd;

o

die Einheiten des neuen Systems (4) sind die Produkte der Einheiten des Sy-
stems (¢) mit m® Einheiten e;;, deren Multiplikationsregeln

€ijeir=¢€is, eijeri=0 (fr k)

die Multiplikationsregel gewohnlicher Matrices liefern: Das System (A) ist das so-
genannte Produkt aus dem System (o) mit dem System, dessen Einheiten die e;; sind.

Der Rang des neu gebildeten Systems ist m ., fiir die durch (1z) definierten
Gréssen 4 aber hat man, eben nach (12):

Vit=V4)=V".

Daher kénnte sich Y/, von {/; hochstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden,
dieser aber esweist sich als die Einheit: \/, = ;= V/ (aix}.

Unmittelbar einleuchtend ist nunmehr auch, dass die Nablafunktion an ge-
wissen Eigenschaften der Determinanten teilnimmt. So ziehen die Gleichungen
(13) die als Multiplikationsregel der Nablafunktion zu bezeichnenden Gleichungen

{15%) V(in) . V (@i} =\ (2i2),
(157) V Esr) =V (&) . V (i)
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nach sich. Hieraus, und aus den nachgewiesenen Homogeneititseigenschaften der
Nablafunktion folgt dann ohne Weiteres: Die Nablafunktion dndert ihren Wert
nicht, wenn man zu irgend einer Zeile (Spalte) der Matrix (a:z) ein vorderes
(hinteres) Multiplum einer anderen Zeile (Spalte) addiert. Sie verschwindet also,
wenn zwei Zeilen (Spalten) einander gleich werden; was iibrigens auch schon dar-
aus hervorgeht, dass sie ein Teiler der Determinanten ng) und Dim) der beiden
Gleichungen (g) sein muss. Sie nimmt den Faktor \/(g) an, wenn man die Ele-
mente einer Zeile (Spalte) vorn (hinten) mit ¢ multipliziert. Vertauscht man
zwei Zeilen oder Spalten, so wird die Nablafunktion mit einem Faktor reprodu-
ziert, der eine Quadratwurzel aus der Einheit sein muss. Um diesen Faktor zu
bestimmen, geniigt es offenbar, eine zweireihige Nablafunktion, und auch diese
im Falle eines Zahlenbeispiels zu betrachten. Es ist aber

{01}_:{——11} ={—II}={—IO}=(__I)Q{IO};
o 10 01 01 oI
die Nablafunktion wechselt also 'bei Vertauschung von zwei Zeilen oder Spalten

ihr Vorzeichen, oder sie bleibt ungeindert, je nachdem ¢=1 mod. 2 oder g=o
mod. z ist. Endlich ist allgemein z. B.

Oy Cip (o] .0 Oy 22973
J Oua Uup 0...0 Xy Cuu
Opt1,1 Cuta,u Cuty,put1rs o Cputim Oy, gt Cut1,m
................. s
Cmi «o . Omp Om, 41+« « Omm ) Om,pu+1++« Omm

u. A, m.

Hiermit haben -wir also eine allgemein anwendbare Definition der Nabla-
funktion erlangt. Gelingt es, wie bei den Quaternionen, ibr Bildungsgesetz
zu ermitteln, so darf man eine Verbesserung der allgemeinen Theorie der
linearen Gleichungen in solchen Fillen erwarten, in denen der Rang o des
Systems () kleiner ist als die Zahl »n seiner Einheiten. Eine weitere Verein-
fachung wird eintreten, wenn die komplexe Grosse A speziell gewihlt ist
und zu denen gehort, bei denen schon eine friihere Potenz als Ame durch niedri-
gere Potenzen ausdriickbar ist.! Ist das System («) reduzibel, so ist es auch seine

! Ubrigens gibt es auch noch anders geartete Fille, in denen eine weitere Reduktion
moglich ist. Vgl § 7.
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Nablafunktion; sie ist das Produkt der Nablafunktionen, die zu den Teilsystemen
gehoren, in die das System (c) zerfillt. Dies tritt bekanntlich immer ein, wenn
¢ —=n ist, mit der einen Ausnahme eines Systems, dessen Multiplikationsregeln in
der Form

gep==¢izk (C+k<n—i)
(16) ) {i,k=o0,1,...n—1}

&, =0 (t+Ek>n—1)
geschrieben werden konnen. Die Nablafunktion fillt dann zusammen mit der
Determinante

e a7
(17) Vi@ =D=A"r=|"" """ """
ag);)_.x,o “oe as?;)--l,m—l

der Gleichungen (9). Entspricht das System (o) selbst schon dem Multiplika-
tionstheorem der (gewohnlichen) Matrices,

(18) &Gjejn =&, &jea=0 (j=k),

80 dass n = ¢* wird, so ldsst sich die Nablafunktion als gewdhnliche Determinante
(Gitterdeterminante) darstellen, analog dem, was wir im Falle ¢ =2 gefunden hatten,

(9) Y =

Bei allem Vorgetragenen ist nur auf solche Eigenschaften der betrachteten
Systeme (o) Riicksicht genommen, die von der Wahl der Basis unabhéingig sind.
Bei spezieller Wahl der Basis konnen fiir einzelne Gruppen der Unbekannten sehr
wohl weitere Reduktionen eintreten, wie es z. B. der Fall ist bei dem System (16).

6.
Beispiele.

Am leichtesten zugénglich sind, ausser gewissen in § 5 schon gelegentlich
betrachteten Systemen mit kommutativer Multiplikation, die Systeme (o), die
den Rang 2 haben, bei denen also alle Grossen des Systems, wie im Falle der
Quaternionen, einer Gleichung der Form

2—2Cz. 21+ Nx.2%=0

mit skalaren Koeffizienten geniigen. Man hat dann
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T=28x—zx, Ne—=xx=1=2x,

und man kommt ganz dhrlich wie bei den Quaternionen oder den zweireihigen
Matrices zur Auflésung eines Systems einseitiger linearer Gleichungen.

Wir betrachten zuerst den Fall n =3, in dem nur ein einziges System kom-
plexer Grossen (ein Typus mit einer Gestalt) existiert, dessen Multiplikationsregel
dem Kommutationsgesetz nicht gehorcht. Die Multiplikationstabelle dieses Sy-
stems, das iibrigens als Unter- oder Teilsystem im System der zweireihigen Ma-
trices enthalten ist, nehmen wir in der fiir die Rechnung bequemsten Form an:

e, ¢ &

e, le, o e
{e, +e,=¢,=1}.

e, 1o e o

eslo e o
Es findet sich, wenn

11
al ... o™ eyt o olm
d,=- |, 4,=

a™ ... am aPft ... o™
gesetzt wird,

Diy=Ad%.4,, Dy=d, A4},
ferner

2C8x =2+ 2, Nr==2x2,,

T=1x,e + € €, — Ty ;.
Die nach der fritheren Vorschrift gebildete Funktion Y/ kann sich vom Pro-

dukt der irreduziblen Faktoren von D; und D, nur um einen Zahlenfaktor unter-
scheiden, der sich gleich der Einheit findet:

V(ein)=4, . 4,.

Im Ubrigen kann nach Analogie der Quaternionen verfahren werden.
Ahnlich liegt die Sache bei dem der Annahme n = 4 entsprechenden System
mit der Multiplikationstafel

€ ¢ 2 €3
e | —e e —e,

1L {e, =1},
el —e, o o
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das als Grenzfall der Quaternionen in Anwendungen auftritt. Gleich den Quater-
nionen selbst hat auch dieser Typus von Systemen komplexer Grossen zwei reelle
Gestalten, wir betrachten aber der Kiirze halber nur diese eine. Man hat hier

Cay=2, Nr=2zlt+2!, T=z,—x¢—T,6,— ;6.

Wendet man in diesem Falle auf ein wie frither gegebenes System einseitiger
Gleichungen die gewdhnliche Losungsmethode an, indem man zunichst nur die
Unbekannten z{, 29, oder £&®, &® (i, k=1, ... m) berechnet, so erhilt man Aus-
driicke, in deren Nenner eine sogenannte Vorar’sche Determinante erscheint.
Diese hat bereits den Grad 2m, sie kann sich also von der \/-Funktion, die auch
in den reduzierten Nennern der Unbekannten 29, x{?, &%), &® erscheinen muss,
hochstens um einen Faktor unterscheiden, der gleich der Einheit gefunden wird:

all —al? } ca || alm —qim
ot et ... | al™  alm
| I
V___ . | .« .. I
_____ ;_'_.' |-
|
m1 mm___ omm
af —-a'l’“' | %5 «
a:’ll azﬂl 'aflnm amm

Die \/-Funktion hingt hier nur von den Koordinaten ai¥, oi* ab. Ausser-
dem aber ist sie im komplexen Gebiet (bei der zweiten Gestalt schon im Reellen)
reduzibel; setzt man

all +ialt . .al™ f1olm alt —gal! .. @™ —ial™
di=]. . ... ... 0 =] ...
aft e, g™ i oMt —ga™t, L aPm— g™

80 wird, wie bekannt,
V =d,.4,, D= (4,4,

Bei reellen Koordinaten a;:k ist also, wie im Falle der Quaternionen, {/ > o;
V ist aber hier als Summe von zwei Quadraten reeller Ausdiicke darstellbar. Im
Falle m =2 z. B. hat man
zy|_
zu

= (25 + 27) (u] +ul) + (y; +y1) (z; +27) —
—2(Z2, +2,2,) (WY, + u,y,) +

+ 2 (Ty2, —2,20) (Uo Yy — U Yo) =
Acta mathematica. 42. Imprimé le 6 juin 1918. 18383 7
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= (@ Uy~ T, U, — Yo% + ¥;21)% +
+ (2% + 2% — Y02 — ¥120)%;

vgl. S. 36. Im Wesentlichen gilt jedoch die fiir den Fall der Quaternionen ent-
wickelte Theorie auch hier. ;
Ahnlich wie das System II verhilt sich auch das System

e 0 e o

IIT. {e, =1},
e, —e, 0o o
e, 0 o o

das ebenfalls Ausartung der Quaternionen, und iiberdies Grenzfall von II ist,
aber, abweichend von II, nur diese eine reelle Gestalt hat.

Hier erscheint in den Ausdriicken fiir die skalaren Bestandteile 2 der kom-
plexen Grossen az nur die Determinante

der skalaren Bestandteile der Koeffizienten der Gleichungen (1), wihrend in
den reduzierten Ausdriicken fiir die iibrigen Koordinaten (), ¥, 2 im Nenner
das Quadrat eben dieser Determinante auftritt. Es folgt

V=42, D=4

Ebenso verhilt sich endlich die letzte Ausartung des Quaternionensystems,
deren Multiplikationstafel

ele, e, e

w. 1% ° ° -,

;2o o o

es]o o o

dem Kommutationsgesetz gehorcht.

Als letztes Beispiel betrachten wir, unter der Annahme m =2, das System
der Nonionen

V. Eij&j1 =&, &jE1 =0 (9, k,1=1,2,3; =k},
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das der Annahme ¢ =3, n= g entspricht, und (fiir m = 2) zu einer Nablafunk-
tion vom Grade sechs fithren muss.

Um die Ableitung der zu entwickelnden Formeln kurz und iibersichtlich zu
gestalten, bediene ich mich, trotz ihrer Unbeliebtheit, der symbolischen Methode
der Invariantentheorie.

Die Multiplikationsregeln der Nonioneneinheiten &;; sind nichts Anderes
als die Regeln fiir die Multiplikation oder Komposition der speziellen terniren
bilinearen Formen z;u; (vgl. § 1). Wir kénnen also Nonionen 4, B, C, ... sym-
bolisch als Produkte ternirer linearer Formen darstellen,

A= (az)(ue), B=(bz)(up), u. 8. w.;
E = (uzx)

ist die sogenannte Einheitsform, die im Rechnen mit den bilinearen Formen die
Stelle der Einheit des gewdhnlichen Zahlenrechnens vertritt. Es wird, wenn

AB=(az)(ba)(up)

gesetzt wird, AE=FEA=A.

Wir bezeichnen nun mit G4 den skalaren Bestandteil von A, d. i. die
lineare Invariante von A4 (gegeniiber kontragredienten linearen Transformationen
von z,, ,, ¥; und w,, u,, u;), deren Zahlenkoeffizienten wir so normieren, dass
S E =1 wird. Wir setzen also (iibereinstimmend mit der Bezeichnungsweise des § 5)

@A=§m@,

und folglich, bei Beziehung des Operationszeichens @ auf das Ganze eines nach-
folgenden Produkts,

@AB=©BA=§@@@@
@ABO=@ACB=---=§(aﬂ)(by)(ca),
u. 8. f. Ferner werde
(4] B)= (B] 4) =7 (082) (abu) =
=§{AB+BA—3@A.B—3@B.A_

—3(34B—3G4.©B).E}
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gesetzt, und analog
(A4|B|C)=(B|C|4)=(C|4|B)=
=(4|C|B)=(B|4|0)=(C|B|4)=

— % (abe) (efy) —

—2{®4BC+S4CB—384.8GBC—38B.604

—380.©4B+984.8B.&C(}.
Es folgt dann

(1) (4|B)=~{384.E—4}, (B|E)=E
(2) (AlB[E):@S(A]B)=§{3@A.@B)—@AB}
(3) (A|E|Ey=©A4, (B|E|E)=1,
ferner

(4) (A|B|0)=&A4(B|0) (u s W),
und

(5) (4|B|C).E=

=§{A(B[0)+B(O[A)+C'(AIB}=
=§{B]O)A+(0]A)B+(A|B)0}- —

(6) 14]=(4]414)=
(2643 —9BA4.CA+9CA.GA.G4)

D H

ist die Determinante der bilinearen Form oder Nonion 4, oder die zugehorige
Nablafunktion;

(7 4d=4]4) =§(aa'x) (aa'u) =
—2(24°—684.4+3(364.64—G4"E}

ist die zu A adjungierte bilineare Form oder Nonion; ist die Determinante | 4 |
von Null verschieden, so existiert die Form oder Nonion A-!, und es ist
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(8) A—1=|A|—1.J=|A|—l.g(aa'x)(aa'u)

die zu A reziproke Form oder Nonion. Man hat also
(9) AA—A4A—|4].E, 4=]4].4.

Die charakteristische Gleichung der Form A, die Ranggleichung des Nonionen-
systems, ist

(10) A*—384.4*+384.4—|A|.E=o.
Schliesslich folgt noch
(11) ' |4+B|—=A4AA4A+384AB+3&8A4B+ BBE;

z. B., wenn .7 eine Zahl, 4 E skalar, ein numerisches Multiplum von E ist,

(12) | 4E—A|=43—38A4. £2+384. 4—]A|.
(Vgl. Nr. 10.)
Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die Gleichungen

ax+yy=2a,

(139 ,
Bx+dy=y',
§'=E8a+18,

(137 ,

in denen wir die Koeffizienten und die Unbekannten Nonionen bedeuten lassen.

Wie in § 2 kann man zunichst aus den Gleichungen (13) eine der zu suchen-
den Nonionen eliminieren. Die zu bestimmende Funktion \/ ergibt sich dann
als gemeinsamer Teiler der Determinanten gewisser Nonionen wie d7a—y7 .8
oder 867a—7y.38. Nach kurzer Rechnung, bei der die Formeln (g) und (11)
oder (12) zu benutzen sind, erhilt man

v 4
(14) % { p 6}
—ad .66 —3&(&ydp) +3S (efd7)— BB . 7¥;
V #o ist notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Gleichungen
(x3) eindeutig aufgelost werden konnen, und zwischen {/ und der Determinante
D; = D, oder D der Gleichungssysteme (13) besteht die Beziehung

(15) D=1\3.
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Ferner ist \/ als Determinante darstellbar,

0y 045 05 | Y4y V43 V1s
Uyt gy Ulgg l V21 V22 V23
O3y gy O3 | V31 V32 Va3

(16) V=l === ;

ﬁll 1912 1813 : 611 512613
/921 522 1823 I 621 622 d\23

531 1932 /933 l 631 632 633

endlich hat sie ein Multiplikationstheorem gleich dem der zwesreihigen Determinan-
ten — alles wie im analogen Falle m =z, o =2 (§ 2, Nr. 15). Natiirlich aber wech-
selt die vorliegende Funktion ihr Vorzeichen, wenn man in der entsprechenden
zweireihigen Nonionenmatrix die beiden Zeilen oder beiden Spalten vertauscht
(§ 5, 8. 46). ‘

Wihrend die Formel (16) auf einer besonderen Gestalt (s;%) der Nonionen-
basis beruht, ist (14) hiervon unabhingig, dieselbe Formel gilt fiir jede Wahl der
neun Einheiten, falls man nur den skalaren Bestandteil und die Adjungierte einer
Nonion gehorig erklirt hat. Und es gibt auch — was die Formel (16) jedenfalls
nicht ohne Weiteres zeigen kann — eine Losungsmethode der Gleichungen (13),
die ebenfalls unabhingig ist von der Wahl der Basis, und be: der die 4.9 Koor-
dinaten o, Bik, Vik, Oix in den Nontonenkomplexen o, 8,7, 0 belassen werden. Es
lassen sich nidmlich explizite vier Nonionen 4, B, C, D analog den Unterdeter-
minanten einer zweirethigen Determinante herstellen, die Gleichungen der Form

ed+yC=Y, aB+yD=o,
BA+0C=o, BB+dD=Y/,
V=4a+Bp, o=Cc+ D,
o=Ay+BJd, V=Cy+Dd

(17)

geniigen; womit offenbar die Aufldsung der Gleichungen (13) geleistet sein wird.
Es ist ausreichend, Folgendes zu beweisen: ,
1. \/ lasst sich in die Form a4 4 yC setzen, und es wird dann A4 + §C=o.
2. V ldsst sich auch in die Form A*c + B* g8 setzen, und es wird dann
A¥y 4+ B¥d=o.
3. Esist 4= A4%.
Man hat nun nach (4) und (5) z. B.

3Gefdy. E=38afd(y|y). B=
—3(afidly|y). E=apd(y|y)+27(fd]7),
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also, wenn man das besondere Zeichen fiir die Einheitsform unterdriickt (wenn
man die entsprechende Nonion mit der Einheit des gewohnlichen Rechnens
identifiziert),

3807 =3G fdja=
= afdy +27(«fd|y) =
= f07a +2(8] 87¢)8,

und analog
3@aydp=3Gydga =
7886 + 20 (88| a) =

I

=G&y08+2(a|ydp)a.
Es folgt somit
V= alds. &+ 37 —2(r58|a)} —
—7{BB.7+08a—2(aBd|y)} =
={§6.a+ 807 —2(c|y08)}a—
— {7y . B+ ayd—2(8| 87a)} 8.
Die Koeffizienten der Nonion « in diesen beiden Entwickelungen von \/
sind einander gleich. Ausserdem aber wird behauptet, dass z. B.
0=p{d8.a+ 807 —2(rdp|a)} —

—8{38.7+ 30 —2(efd|y).
ist, d. h.

B(y88|a) =0 (afd|y),

oder, in der Formelsprache der bilinearen Formen, da y§¢ der bilinearen Form

S (c2)(88'7) (@d'b) (uf)

entspricht, dass die identische Gleichung besteht:
(bz)(af'B) (30'y) (dd'D') (acu) =

= (dz) (yd'0) (88'e) (bY'd') (cau).
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In der Tat ist
(@BB) (709 (acu){(dd') (bx) + (bb'd') (d=)} =
= § (@B8) (y0d') (acu){(dd'V) (bx) — (dd') (b'x) +
+ (bb'd) (dz) — (Bb'd) (d'z)} = 0.

Es bestehen also wirklich Gleichungen der Form (17); und zwar ist

= 08.6+867—2(a|ydp),
B=—7y.B—ayd +2(8|d7a),
C=—fg.7—8pa+2(y|efd),
D= &a.d+7af—2(0]B8ay).

(18)

Es ist klar, dass auch hier, wie im Falle ¢ = 2, diese Koeffizienten 4, B,C, D
der Gleichungen (17) nur auf eine Weise bestimmt werden konnen.

6.

Anhang: Gleichungen mit schief-symmetrischer Determinante.
Pfaff’sche Aggregate.

Zu den Fillen, in denen die Anwendung der allgemeinen Theorie der linearen
Gleichungen kein ganz erfreuliches Ergebnis liefert, gehoren, wie in der Ein-
leitung schon erwidhnt, die Systeme linearer Gleichungen mit schief-symmetrischer
Determinante. Im wichtigsten Fall, in dem die Anzahl der Gleichungen und
Unbekannten gerade und die zugehorige Determinante nicht Null ist, hat Jacosr
eine Losungstheorie entwickelt, die kaum etwas zu wiinschen iibrig lisst, wenn
man moglichst elementar zu Werke gehen will.t Aber diese Theorie, in deren
Mittelpunkt die sogenannten Prarr’schen Aggregate stehen, passt nicht ganz in
den Rahmen, innerhalb dessen das genannte Problem aufzutreten pflegt. Die
Prarr’schen Aggregate sind (relative) Invarianten gegeniiber beliebigen (kogredien-
ten) linearen Transformationen, und das kann, soviel ich sehe, bei der iiblichen
Behandlung des Stoffs nur daraus erschlossen werden, dass ihre Quadrate Deter-
minanten sind. Die symbolische Methode der Invariantentheorie liefert dagegen

1 Jaconrs Ges. Werke, Bd IV, 8. 25 u. ff. Neuere Darstellungen bei KowaLewski, Deter-
minanten, Leipzig 1909, Kap. 9, und E. v. Weeer, Pfaff’sches Problem, Leipzig 1900, Kap. 1.
Vgl. auch F. Encer in Grassuaxn’s Werken I, 2, 8. 474 u. ff., Leipzig 1896.
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fiir die Prarr’schen Aggregate und fiir die damit zusammenhingenden Ausdriicke
ein Bildungsgesetz, dem man die Invarianteneigenschaft auch ansieht. Es will
mir scheinen, dass auch eine weniger elementare Behandlung des Gegenstandes
niitzlich sein kann, wenn sie zu einer vertieften Einsicht fiihrt.

Es sei, in symbolischer Bezeichnung,

(1) 8 = (az) (by) = (a'z) (b'y) ="

eine alternierende bilineare Form mit n Paaren von Verinderlichen z,,y,, ... %, yu,
also eine Form, deren symmetrische lineare Kovariante

5 {(@2) (by) + (ay) (b))

identisch verschwindet, so dass

= 2{((1:::) (by) — (ay) (bx)}

gesetzt werden kann.

Mit Hiilfe der iiblichen (oder vielmehr friiher einmal iiblichen) Umformungen
sieht man, dass im Falle eines ungeraden n jede Kovariante von 8, die einen
ganz mit Symbolen von S ausgefiillten Determinantenfaktor hat, identisch ver-
schwindet, und dass bei geraden Werten (n = 2m) der Stufenzahl n jede solche
Kovariante durch die Invariante (a'd’'a"d"...ab) teilbar sein muss, wihrend
die iibrigen invarianten Bildungen im Wesentlichen die Kovarianten

(a'd' ... am—Dpim=1) 4 q)
(ad...am=2pm—2ypy'y')

sind. Er gibt also bei ungerader Stufenzahl keine Invariante von §, und bei
gerader Stufenzahl n = 2m eine einzige irreduzibele Invariante, nimlich, bei zweck-
maéssiger Wahl des Zahlenfaktors, die Invariante

(2) P=_ —(aba'y ... ampm),

von deren Quadrat daher die Determinante der Form S,

(3) 18] = ;I'—(a'a” ...am™) (BB . . blm)

Acta mathematica. 42. Imprimé le 8 juin 1918, 18933 8
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sich hochstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden kann. Das Beispiel
8 = (%,Y,— 2,9,) + (%ays — 2Y3) + -+ + (Fn—1Yn — ¥n Yn—1)

zeigt, dass
(4) D=|8}=P*
ist.

Betrachten wir jetzt die Kovariante

(a'b'a"d" . .. d("‘-l’b(m”l)u'v),

die wieder eine — eventuell identisch verschwindende — alternierende bilineare
Form in den zu z, y kontragredienten Ver#dnderlichen (Systemen von Veridnder-
lichen) u, v ist, so folgt

(ax)(d'b'a"b" ... am—1) pm—1)py) =
— ——I’;(aba'b’ ... am=1 pm=1)) (pz)=
=—2""1(m—1)! P.(vx);

es ist also, wenn P o ist,

3 = (ua) 08) = ~{(ua) (v8) — (uf) (va)} —
(5) I
T gmm (m— 1)! P(a

' ... am—1) plm—1) 4 q)

die gewdhnlich mit S—* bezeichnete zu S reziproke Form, deren Komposition
(Multiplikation) mit S8 die Einheitsform liefert,

(6) (az) (ba) (v8) = (va), (ue)(ap)(by)=(uy);
im angefiihrten Beispiel
I = (U0 — Uy V) — (U ¥ — %, V) — - — (Un—y Vp— Up Vpy ).

Zwischen den Determinanten D, # von S und 3 besteht die Beziehung
D 4 =1, und daher zwischen den Invarianten P, IT beider Formen die Bezichung
P.II= + 1. Tatstichlich ist, wie wieder das Beispiel zeigt,

(7) P.I=(—1)™.
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Lassen wir jetzt die Form 8 einem System linearer Gleichungen mit der-
selben Koeffizientenmatrix entsprechen,

(8) (@) by = uz k=1,...n),
80 haben wir in dem ebenso aus 3 abgeleiteten Gleichungssystem
(9) (ua)ﬂk=x;‘ (k=1,...n)

nach Nr (6) die Auflésung des Systems (8) vor uns; und zwar erhalten wir so
die Losung in reduzierter Form, mit der Invariante P im Nenner an Stelle
von P%, das die Anwendung der allgemeinen Theorie der linearen Gleichungen
liefern wiirde.

Hiermit, oder vielmehr schon vorher durch die Gleichungen (6), ist die ge-
stellte Aufgabe gelost, da P sich sogleich als irreduzibel erweist. Es bleibt aber
noch Einiges zu sagen iiber den Zusammenhang unserer Formeln mit den sonst
ublichen, die ja anders aussehen. Wir geben also jetzt die symbolische Bezeich-

nung auf, und ersetzen die symbolischen Produkte durch reale (reelle oder kom-
plexe) Zahlen,

aibk=a,ib'k="'=pik, aiﬂk=a,iﬁ,k="'=7tik-
Die Gleichungen (8) werden dann, ausfiihrlich geschrieben, diese:

* P28 T P01 x5+ -+ Pin¥p= Uy,
D21 ¥y * - Pasy+ -+ Din Tn= Uy,

...........

...........

Pt @y +Ppals + Pus s +--+ *  —u,.

Entwickelt man jetzt den Determinantenfaktor im Ausdruck (2), also die
symbolische Determinante nte» Grades

a, b, ta", 0", I|. . | alm} pim)
| ]
avz b’, |a", bn2 |- . la(’"‘) b(,m)
D .
R N
| |
b | @ mbmi. A al™ pim

nach Spaltenpaaren unter Befolgung der Larprace’schen Regel, so erhilt man
eine Summe von Produkten von je m der Grossen p;;, in deren Entwickelungs-
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gliedern jeder der Indices ¢ oder k gerade einmal vorkommt, und in die ausser-
dem jedes pii, wenn iiberall die Grissen p;; mit 7>k eliminiert werden, mit dem
Faktor 2z.(—1)i+%—1 eingeht. Da immer m(m-—1)...3.2.1 dieser Produkte
einander gleich sind, so kommen in der Entwickelung von P, nach Weghebung
des Zahlenfaktors 2m.m! aus Zihler und Nenner, die einzelnen m-gliedrigen
Produkte von Grossen p;;(Z < k) nur noch mit Faktoren + 1 vor; es entsteht ein
aus (n —1)(n—3)...5.3.1 m-gliedrigen Produkten zusammengesetztes Pfaff sches
Aggregat, eine ganze Funktion der Grossen pig, die linear ist in bezug auf alle
golchen Grossen, die einen vorgeschriebenen Index ¢ oder % tragen. Im Falle
n =4 z. B. entsteht der PLUCKER’sche Ausdruck; schreibt man nur die Indices,
setzt man also etwa p;; = (¢k), so erhélt man

(12) (34) —(13) (24) + (14) (23) =
= (12)(34) + (13) (42) + (14)(23).

Wird sodann dieser Ausdruck wiederum durch ein analoges Symbol (1234) (das
Jacosr'sche Symbol) bezeichnet, so ldsst sich P im Falle n =6 einfach schreiben:

(12) (3456) — (13) (2456) + (14) (2356) —
— (15) (2346) + (16) (2345).

Jedes Entwickelungsglied erscheint mit dem positiven Vorzeichen, wenn die
entsprechende Permutation der Ziffern 1, ...6 gerade ist, und mit dem negativen,
wenn sie ungerade ist. Andere &dquivalente Ausdriicke erhilt man, wenn man
die Ziffern beliebig vertauscht und die erforderlichen Zeichenwechsel vornimm#.?
In dieser Weise kann man fortfahren.

Allgemein ergibt sich, wenn nunmehr

(10) P={(123...n)

gesetzt wird, die Regel, dass P sein Vorzeichen wechselt, wenn man zwei der
Zahlen 1,...7n im Symbol (10) vertauscht. Ferner folgt, dass P, als Summe von
Faktoren geschrieben, deren erster immer den Index % tragt, die Form

(x1) P=psPiz+ -+ Pni Pur

hat, worin P;; = — P;; wieder ein Prarr’sches Aggregat mit einem Faktor +1
ist {i = k}. Das Symbol dieses Aggregats entsteht aus dem von P dadurch, dass

! Von n=38 an kommen noch weitere Entwickelungen nach Art der Larrace’schen Deter-
minantenformeln hinzu, z. B.

P= §{<ns4><5678) ..
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man die Indices ¢ und k unterdriickt, und sein Zahlenfaktor ist (— 1)i+*—1, wenn
t<k, und (—1)i**, wenn 7>k ist. Weiter folgt

(12) 0=pikPii+t- -+ Pui Pui {i = k).

Die Gleichungen (11) und (12) liefern wieder die Losung der Gleichungen (8) in
reduzierter Form. Stellt man diese Losung neben die in den Gleichungen (g)
enthaltene, sowie neben die von der allgemeinen Gleichungstheorie gelieferte
Losung in Determinantenform, so ergeben sich die bekannten Relationen zwischen
Unterdeterminanten von D und Prarr’schen Aggregaten. Wir nennen D;; das
algebraische Komplement des Elementes p;; in der Entwickelung von D, so dass

D=puDx+ -+ Pag Dnx,

o] =p1kDu' + .- +pnkDfu'
wird. Dann folgt

(13) Dix =P . Pip= P*. ;.

(Vgl. Nr 5.) Bezeichnen wir ferner noch die Koeffizienten von p;;p;x in der

Entwickelung von D mit Df, oder D{., so dass
D=2pij :kpjk=“"2pij pjkD:k
6, %) (8, k)

wird, so folgt aus

D=pP= zpi,'Pij- Eijpjk=‘* —_ ZpiiPJkPiIPik
i k (3, k)

(14) D}, =P,.P;,. —

Die Systeme linearer Gleichungen, mit denen wir es hier zu tun gehabt haben,
unterscheiden sich von den zuvor betrachteten wesentlich dadurch, dass sie,
als Transformationen gefasst, keine Gruppe bilden. Daher gibt es auch kein
Multiplikationstheorem fiir PraPr’sche Aggregate, das dem der Determinanten
oder \/-Funktionen vergleichbar wire. Aus eben diesem Grunde leistet auch der
Satz BrioscHr’s, wonach jede Determinante gerader Ordnung als Prare’sches
Aggregat geschrieben werden kann, nicht das, was er auf den ersten Blick viel-
leicht zu versprechen scheint.

Eine bei der Korrektur ausgefallene Anmerkung soll hier nachgetragen werden: Die
Determinantenformel auf Seite 22 hat, noch vor mir, auf einem anderen Wege auch Herr
J. Scrur abgeleitet, den ich von meiner Untersuchung in Kenntniss gesetzt hatte.

—_—ee————



