
ZUR THEORIE DER LINEAREN GLEICHUNGEN. 

VON 

E. STUDY 

in BONN. 

Die Determinantentheorie liefert die Aufl6sung eines Systems linearer Glei- 
chungen nicht immer in zweckm~issiger Form. Ein geliiufiges Beispiel dafiir bildet 

das Multiplikationstheorem der Quaternionen, 

0~0~t0 - -  ~ l a t l  ~ O~2 ~72 ~ (.L3~I3 ~ ~ttO~ 

O~O~fll -~ t~1~tO ~ ~20~3 - -  aSGf~2 ~ altg 

O~oat2 -~ O~20~to ~ ~aofrx ~ 0~iOcr3 ~ o~rt2, 

Fasst man dieses h~iufig auftretende Formelsystem als ein System yon Glei- 
chungen fiir die Unbekannten ark oder ak, so wird die zugeh~rige Determinante 

in beiden F~llen das Quadrat eines Ausdrucks, tier yon den Koeffizienten der Un- 
bekannten rational abh~ingt, niimlieh das Quadrat der Norm der Quaternion a 
oder a r, 

N .  = -o' + -: + -: + -:, 
I, r,+ar:+ ,, 

Nal ~a o ~- cr a s. 

Ein Faktor Na oder lVa ~ geht dann aueh in die Ziihler der Determinanten- 

ausdriieke fiir die Unbekannten ein, und erst naeh Wegschaffung dieses iiber- 

fliissigen und sehr stSrenden Faktors erhi~lt man die LSsung, falls sie existiert, 

in brauehbarer Form -- eben der, die in der Quaternionenreehnung iiberall an- 

gewendet wird. 

Die Beseitigung des fremden Faktors bietet nun zwar in diesem Falle noeh 

keine Sehwierigkeit. Indessen sind Vorkommnisse derart sehr hiiufig, ja sie 
Acta mwlhematiea. 42. Imprlm6 le 4 Jutn 1918. l 
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bilden in der Lehre von den sogenannten hSheren komplexen GrSssen, d. h. in 

der Theorie gewisser Transformationsgruppen, die l~egel. Man kennt aber keine 
praktikabele Methode, die Zerlegung einer beliebigen ganzen rationalen Funktion 
in ihre irreduzibelen Faktoren zu bewirken, odor die mehreren solchen Funk- 

tionen gemeinsamen Toiler zu bestimmen, und es ist auch nicht anzunehmen, dass 
es eine solche Methode gibt. Die Theorie des grSssten gemeinsamen Tellers 
fiihrt zu uniiberwindliehen Sehwierigkeiten wohl in allen F~llen, die ein selb- 

st~ndiges Interesse haben, n~mlich nieht zur ErlKuterung der Theorie sehul- 
m~ssig zurechtgeschnitten sind. Daher bedarf die Lehre yon der AuflSsung linea- 

rer Gleichungen einer Weiterbildung in besonderen Riehtungen, wobei natiirlieh 
die Mannigfaltigkeit der M5glichkeiten zu Besehr~nkungen nSthigen wird. Einige 

solche Fortsetzungen der allgemeinen Theorie liegen aueh sehon vor, so die Auf- 
15sungstheorie yon Gleichungen mit schief-symmetrischer Determinante. 

In der folgenden Untersuehung werden namentlich gewisse Systeme yon 

4 m linearen Gleichungen mit 4 m Unbekannten behandelt, Systeme die iibrigens 
denselben Grad yon Allgemeinheit haben wie irgend welche Systeme yon 2m 

Gleiehungen mit 2m Unbekannten. Die Gleiehungen selbst, sowie ihre Koeffi- 
zienten und Unbekannten sind zu vieren zusammengefasst, derart, dass m tsym- 
bolische~) Gleichungen der ~orm 

~ a ~ X k  ~ konst., odor ~ a ~ k ~  konst. 
k i 

entstehen, in denen die Koeffizienten wie die Unbekannten Quaternionen oder 
zweireihige Matrices sind. Die Unbekannten stehen immer auf derselben Seite der 
Koeffizienten. 

Gleichungen odor Gleichungssysteme s Form kann man offenbar in 
jedem System h5herer komplexer GrSssen bilden; yon einigen weniger lohnenden 
Beispielen abgesehen, ist es mir aber nut im bezeichneten Falle gelungen, 
eine brauchbare LSsungstheorie zu entwickeln. In dieser vertritt  die Stelle der 
Determinante eine hier ~ (Nabla) genannte Funktion, die Quadratwurzel aus 

der Determinante der 4m Gleiehungen ist, die selbst als Determinante vom Grade 

2 m aufgefasst werden kann, mit der aber au] 5hnliehe Weise yerechnet wird, wie 
mit Determinanten yore Grade m. Im Falle m-~ i reduziert sieh V auf die Norm 

einer Quaternion, odor auf die Determinante einer zweireihigen Matrix. Homogene 
Gleichungen, sowie unvollst~ndige und iibervollsts Systeme yon Gleichungen 
der bezeichneten Form, deren Theorie hier besondere Sehwierigkeiten zu bieten 
scheint, jedenfaUs ziemlich umfangreich ausfallen muss, sind ausser Betracht 
gelassen werden. 
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Meinem Kollegen I. ScHuit bin ich zu Dank verpflichtet fiir das Interesse, 

mit dem er die Entstehung der vorliegenden Untersuchung begleitet hat. Von 
ihm rfihrt der Satz her, dass (ira genannten Falle der Quaternionen) die ~-Funk-  

tion nicht als Summe yon Quadraten dargestellt werden kann. 
Ich hoffe, dass das Folgende behaglich zu lesen sein wird. Dutch gewisse 

Umstellungen verbunden mit einer Erh5hung des veto Leser zu fordernden 
Masses von Kenntnisson wiirde sich grSssere Kiirze haben erzielen lassen. Aber 

eine auf Kosten der Lesbarkeit zu erreichende Kiirze ist schliesslich doch wohl 
der Giiter hSchstes nicht. 

I .  

Quaternionen und Matrices. 

Die Regeln der Quaternionenreehnung, sowie das Rechnen mit Matrices 
(oder bilinearen Formen) seize ich als bekannt voraus, erkl~ire aber kurz die 
Bedeutung der Zeichen, die weiterhin gebraucht werden. 

Eine Quaternion wird nach dem Schema 

~ X ~ Xo , V x ~ x, ex + x~ e~ + xs e~ 

in einen skalaren (Sx) und einen vektoriellen Bestandteil (Vx ) zer l eg t .  Die 
Konjugierte ( ~ x - -  Vx) zur Quaternion x wird gewShnlich ebenfalls durch eine Art 
yon Funktionszeichen, K, dargestellt (Kx) .  Da aber das Rechnen mit diesem 
Zeichen meistens sehr unbequem ist, und zu einer uniibersichtlichen Schreibart 

der Formeln ftihrt, brauche ich daneben, und zwar vorzugsweise, auch ein anderes, 
das an die iibliche Bezeichnung fiir die Konjugierte zu einer gewShnlichen kom- 

plexen GrSsse erinnern soU. Ich schreibe n~imlich 

und also 

~ K x  ~ S x - -  V x  ~ x, o - - x l e  I ~ v 2 e  ~ x s e s ,  

I V z  = { x - -  

Die Norm einer Quaternion wird hiernach 

Nx : x: + z: + x: + z: ~ x~ --~ ~x. 
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Is t  N x  ~ o, was bei einer yon Null verschiedenen reellen Quaternion (einer solchen 

mit reeUen Koordinaten :Co, xl, x2, xs) immer eintritt, so ist 

X - - I  ~ _ _ .  
N x  

Besonders in Erinnerung gebracht seien die im Folgenden viel benutzten 

Regeln: 

K ( ~ y )  = K y .  K ~  ---- ~ ,  S ( x y )  ,ffi S ( y x ) .  

Naeh der zweiten dieser Regeln kSnnen im skalaren Bestandteil  irgend 

eines Quaternionenprodukts die Faktoren zyklisch vertauscht  werden; z. B. 

S ( x y z )  = S ( y z x )  = S ( z x y ) .  

Die Rechnung mit solehen Quaternionen, deren Koordinaten (gewShnliche) 

komplexe GrSssen sind, ist bekanntlich ~quivalent dem Rechnen mit zweireihigen 

Matrices, deren Koeffizienten ebenfalls komplexe GrSssen sind. Man erh~It diesen 

scbon yon LAGU•RRE (I857; CAYLEY I879) gefundenen Zusammenhang dureh 
hnderung der Quaternionenbasis, indem man n~mlieh an Stelle der Haupteinhei t  

(eo----i) und der Nebeneinheten (e~, e~, es) der Quaternionen geeignete neue Ein- 

heiten einffihrt; wenn man (zum Beispiel) 

es = el, + e2~, e l  ~ i ( e~2  + e2x) ,  e2 ----- - -  ( e l~  - -  e 2 t ) ,  en ~ i ( e , l  - -  e22) 

und also 

2 e,1 "~ eo - -  i e s ,  2 e~2 = - -  i e l  - -  e2 ,  2 e2t = - -  i e~  + e~,  2 e2~ = e• + i e s  

setzt. 

Die Multiplikationsregeln ffir die urspriinglichen Einheiten 

eoex = e ~ e o  = e l ,  eoe2 = e2eo = e2 ,  e o e s  = e s e o  = e s ,  

e o f = e o ,  e ~ - - - - ~ - - e •  e t = - - e o ,  e s - - ~ - - e  o ,  

e2 es  ---~ ~ es e2 - =  e l ,  es el ~--- - -  el es -~ e2,  e l  e2 ~ - -  es el = % 

gehen dann fiber in die Regeln 

e i j e j h  ~ e i k ,  e t j e k l  = 0 (? ~ k ) ,  

d. h. in die Multiplikationsregeln der zweireihigen Matrices 

(:o) (oi  t (oo  
e l l  ~ , e l 2  ~ ~ e 2 1  ~ $ e 2 2  ~ 

o \o o/ \ I  o/ \o r /  
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odor auch der speziellen bilinearen Formen 

~1~,, ~,~2, ~2~,, ~2~; 

das Eingangs aufgefiihrte Multiplikationstheorem fiir Quaternionen nimmt, wenn 

ct = aoe 0 +otto t + a2e ~ + cc~e s 

~0~t t* l t ' { -Ul2e l2"J t -0~3t*~i l ' J t -O~3~*$2  (U .  S. W . )  

gesetzt wird, die gow~hnlioh in der symbolischen Gleichung 

a~,a,r ~,d,, d,,! \a",,."2~I 

abgekiirzto Form des Multiplikationstheorems der zweireihigen Matrices an, 

0~11~111 ~ ~12~121 ~ ~ll l l  ~ ~ll(~ll~ ~ ~12[X122 ~ olll12 ~ 

oder endlich, man erh~lt die Formel fiir die ebenfalls so genannte Multiplikation 
(Komposition) bilinearer Formen 

Ein unwesentlicher Unterschied zwischen beiden Theorien besteht insofern, 

als es in der Theorie der Matrices nicht allgemein iiblich und in der Theorie 
der bilinearen Formen auch nicht iiberall ang~ingig ist, die der Haupteinheit  (e0) 
der Quaternionen entsprechende Einheitsmatrix odor Einheits/orm, 

r176 e,~ + e22----- , ~,oJ, + ~co2 
\ O  I /  

mit dor Einheit  des gewiihnlichen Rechnens zu identifizieren (wio es in der 
Quaternionentheorie ziemlieh allgemein geschieht). 

Fiihrt  man auf die beschriobene Art, also durch die Substitutionen 

2 X  0 i== ~1~1 ! --I- X32, 2 Z  1 ~ - -  i ( X t  2 + X21) ' 2 X  2 = _ _ X l  1 + X21, 2 ~  3 = - -  i ( X l  I - -  X22) ' 

~0 + ~ X 3  = X I I ,  gXt--XZffiffiffi Xt2 ,  $X1"4- X:t = ~ 2 t ,  X 0 - - i X a  = Z22 

den Ubergang zu Matrices oder bilinearen Formen aus, so erhalten damit  die 
Zeichon der Qu~ternionontheorie eine andere Bedeutung. Stellt x eine Matrix vor, 
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x__(x~'x~' t 

\ - -  X21, Xli/ 

und (bei Unterdrfickung dot Einheitsmatrix) 

S x ~ ( x , ~  +x,~), V x - -  I-( x ~ ' - x ' ' '  2x" t, 
- -  2 \ 2 X z l ,  X~ 2 _ x i l  I 

ferner 

und, zum Beispiel 

N x  = x~ .= [ x,, x~ ] 
[ Zll  X22 ] ~- XllX22 ~ XlzXzl ,  

x ~  (xllY2~--xl~Y2~ , --x~ly~2 § x~2Y~1). 

\x21Y~2-- x2~y2~, - -  x21Y~ § x22Y~/ 

Es gelten dieselben Regeln wie zuvor, zum Beispiel 

Die Quaternionenreehnung ist also, wie gesagt, dem Rechnen mit zweireihigen 
Matrices oder mit den entspreehenden bilinearen Formen iiquiva|ent. Es ist aber 
wohl zu beachten, dass die lineare Transformation, die den Ubergang veto einen 
Kalkul zum anderen vermittelt, ein imaginiires Koeffizientensystem hat, und 

zwar eines aus dem Rationalit~tsbereieh ( ~ } .  Daher finde~ ein vo]lkommenes 
Entsprevhen nur im komplexen Gebiete statt. Die Norm einer nicht verschwinden- 
den reellen Quaternion zum Beispiel ist stets positiv, w~hrend die Determinante 
x~x~--x~2x21 einer reellen zweigliedrigen Matrix, d. i. einer solchen mit reellen 
Elementen oder Koordinaten x~, x~2, x21, x22 positiv, Null, oder negativ sein kann. 
Eben hierauf beruht das eigenthiimliche Interesse, die Selbstdndigkeit der Quater- 
nionentheorie, gegeniiber dem Rechnen mit zweireihigen Matrices, das besonders 
in gewissen Anwendungen (auf Euklidische und Nicht-Euklidische Geometrie) 
dem Bediirfnis nach einem saehgem~ssen analytischen Apparat  keineswegs eben- 
sogut gerecht werden kann, wie die Quaternionen. 

Weiterhin kann, we nicht das Gegenteil bemerlct ist, mit den vorkommenden 
Zeichen ebensowohl der Beqri[/ zweireihiger Matrices wie der yon Quaternionen ver- 
bunden w~rden. 
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Doppelindizes, die bJsher zur Unterscheidung der vier Koordinaten oder 
E]emente einer zweireihigen Matrix gedient haben, werden fernerhin in anderem 
Sinne, n~mlich zur Unterseheidung mehrerer Matrices oder Quaternionen gebraucht. 
Naehdem n~mlich die Elemente der Theorie gegeben sind, ist es meistens nieht 
nSthig, und gewShnlich auch nicht fSrderlich, eine Quaternion oder Matrix in 
ihre Bestandteile zu zerlegen. Vielmehr beruht, wie viel oder wenig an der 
auszufiihrenden Betrachtung Brauchbares sein mag, dieses gerade auf der Zu- 
sammenfassung yon vier stets verbunden auftretenden GrSssen durch Gebrauch 
eines einzigen Zeichens fiir sie alle, und auf der ausachlieaslichen Verwendung 
einiger weniger 0perationssymbole (8 und K). 

2 ,  

Einseitige Quaternionengleichungen mit zwei Unbekannten. 

Wir betraehten gleiehzeitig die folgenden beiden Systeme linearer Glei- 
ehungen fiir Quaternionen, in denen die Unbekannten x~, x2 oder .~1, ~2 jedesmal 
auf derselben Seite eines Quaternionenprodukts stehen, und die deshalb einseitige 

Quaternionengleichungen genannt werden sollen: 

(i/) alzxl ~ ~:2;~= =~ Xrx, 

a21Xl H- a22X2 ~ ~ ,  

Jades dieses Gleichungspaare ist eine Abkiirzung oder Zusammenfassung eines 
Systems von acht gewShnlichen linearen Gleichungen fiir acht Unbekannte, n~mlich 
fiir die Koordinaten der Quaternionen xl, ~:2 oder ~1, ~2, eines Gleichungssystems, 
das mit Hilfe des Multiplikationstheorems der Quaternionen sofort hingeschrieben 
warden kann. Man sieht daraus, dass beide Gleichungssysteme diese|be Deter- 
minante D haben, und dass sie also beide zugleich eindeutig-auflSsbar sind, oder 
nicht. Es wiirde aber, wie schon angedeutet, ein ungliicklicher Gedanke sein, sich 
bei Behandlung eines solchen Gleiehungssystems auf die Formeln der allgemeinen 
Theorie linearer Gleiehungen versteifen zu wollen. Eine viel brauchbarere Methode 
liefert die Quaternionenrechnung selbst. 

Wir warden uns hier auf die Hauptfrage beschr~inken, unter welchen Umstiin- 
den die Gleichungen (z) eindeutig aufgelSst werden kSnnen, und wie dann diese 
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LSsung (x~, x,) oder (~,  ~)  durch die Quaternionen as, und (x'~, x',) oder (~',, ~'~) 

ausgedriickt werden kann3 
Das n~chstliegende Verfahren besteht darin, aus einer der Gleichungen die eine 

Unbekannte  durch die andere auszudriicken, und dann, nach Substitution des 

gefundenen Ausdrucks in die andere Gleichung, die zweite Unbekannte  zu be- 

rechnen. Man findet so zum Boispiel: 

X, = (611 - -  61 ,  6,=-~ 1 621) - 1  

~1 (if21 --1 --1 ~ 6 ~  61~ 6~1 ) 

(x'~ - -  61~ 6~-: x'~), 

(x'. -~ ~'1). 

Aber dieses Verfahren unterliegt, ausser anderen Bedenken, dem schwerwiegenden 

Einwand, d a s s e s  versagt, wonn die erforderten Divisionen nicht ausfiihrbar sind, 

w~ihrend vielleieht trotzdem eine LSsung (x~, x~) vorhanden ist3 

Wir fiihren die Elimination yon einer der Ver~inderlichen zun~chst etwas 

zweckmKssiger so aus: 

(622 512 611 - -  61:~ 512"  621) Z l  = 622 &IS X'l  - -  612 h ' 2 "  Z?2' 

(a2~ &2, �9 6~1 - -  612 a,2 an) xl ----- 6~ 5,~. xrl - -  612 a2, x~, 
(~) 

(621&$I "61a--611521 62~)X2~62152~ " X ~ l - - 6 1 1 ~ l  . XI2 " 

Bvrechnen wir nun die bTormen der Faktoren links, so findet sich, dass sie 

alle reduzibel sind und einen gemeinsamen Teiler haben. Setzen wir n~mlich 

(3) V = / 6 " 6 1 ' /  
/621 6~J 

so folgt 

(4) 

611 511 6.2 ~ 2  ~ 61' a~l 6.* ~J2 ~ 61~ ~22 6n  ~n  + 612 ~12 6n  52,, 

N(a2,5,1 a,, - -  all an . a.~)= N a , , ' V ,  

N (~22 ~22 ~ 611 - -  a12~.~ a21) = N622"V. 

i Eine eingehendere Untersuchung der Gleichungssysteme (I) wird man in einer in Vor- 
bereitung begriffenen Schrift l inden, in der auch eine geometrische Anwendung besprochen wird. 

2 So verh~lt es sich im Bespiel 

2 ~21 ~ 2 6r -~-- Cffi - - i ~ s .  
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Das Nioht-Verschwinden des skalaren Ausdrueks V (Sprich: Nabla) wird also 
vermutlieh die Bedingung fiir die MSglichkeit einer eindeutigen AuflSsung der 

Gleiehungen (I) sein. Dies best/itigt sich sofort, wenn wir bemerkeu, dass V 
sieh mit Hilfe der Multiplikatoren - -&~,aH und - - ~ , ~  aus den Koeffizienten 

yon ~l, x~ in obigen Ausdriicken zusammensetzen l~isst. Wir erhalten dann, falls 
V ~ o ist, die AuflSsung unserer Gleiehungen in den Formeln 

(~) 

~ , ' V  = ~', (&,, a , , .  ~, ,  - ~, ,  a , ,  ~l , )  + ~'_~ (~,, a , , .  a , ,  - -  ~ , ,  a , ,  ~ , , ) ,  

Es folgt natiirlich auch, dass im Falle ~ ,~ o die Gleichungen ( i )n i ch t  noch 
andere LSsungen zu]assen kSnnen, als die gefundenen (xl,x,) und (~1,~2). 

Aus V ~ o folgt also D ,~ o. Abet auch das Umgekehrte ist richtig. G/ibe 

es n/imlich Wertsysteme der Koordinaten der Quaternionen a,,,  . . .  a22, fiir die D ,~ o 

abet  V ~- o w~re, so miisste es auch solche geben, fiir die V '~ o aber D = o w/ire, 
w/ihrend wir soeben das Gegenteil bewiesen haben. 

Die Ungleichung V ~ o stellt also die notwendige und hinreichende Bedingung 
da/iir dar, dass die Gleichungen (x) eindeutig navh den Unbekannten xl, x~ oder ~ ,  ~ 
au/gel6st werden k6nnen. 

Weiter folgt noeh, dass jede der Gleiehungen V •=o, D ~  o die andere uach 
sich zieht. Die Funktion ~ abet ist eine irreduzibele Funktion der sechzehn Koor- 
dinaten der Quaternionen a~,. . .a22.  Man sieht das an dem Spezialfall 

der offenbar eino irreduzibele Funktion vierten Grades darstellt. Auf Grund eines 
bekannten Satzes schliesst man hieraus, dass 

(6) D = V '  

sein muss. 
Die Ldsung (5) der Gleichungen (z) ist also wesentlich ein/acher als die, die 

eine Anwendung der allgemeinen Theorie der linearen Gleichungen, wenigstens un- 
mittelbar, geliefert haben wi~rde; diese gibt (xl, x2) und (~l, ~2) mit dem Faktor V in 
Zdhler und Nenner, der bei der vorliegenden Behandlung des Gegenstandes ~ar ~icht 
erst au/getreten ist. 

Acia matheenatica. 42. Impr im6 lo 4 ju in  1918. 18s3s ~9 



10 E. Study. 

Ist ~ = o ,  so folgt, dass die Gleichungen 

Ct21 ~gt -~" a22 X2 "== 0 ~ 0 ~ ~I al2 "f- ~2 ~z~ 

yon (o,o) versehiedene LSsungen zulassen, und dass also die Gleichungen (i) 
entweder unendlich viele LSsungen haben, oder eine unerfiillbare Forderung ent- 
halten. Wit gehen nieht welter auf diesen Grenzfall ein, der iibrigens keineswegs 
ohne Interesse ist. 

Nunmehr kehren wit den bisher verfolgten Gedankengang urn. Wir gehen 
jetzt yon der Funktion ~ ,  die eine homogene Funktion vierten Grades ihrer 
seehzehn Argumente ist, als dem Gegebenen aus, versuchen, ihr Bildungsgesetz 
aufzukl~ren und aus diesem zu erschliessen, da s s  sie zur Aufl6sung yon Qua- 
ternionengleiohungen des Typus (x)brauehbar  ist. 

Den Ausgangspunkt bildet hier die Bemerkung, dass der Ausdruek der 
Funktion V/ in mannigfaeher Weise variiert werden kann. Es ist ja 

und in jedem tier hinter den Zeiehen S stehenden Quaternionenprodukte kSnnen 
die Faktoren zykliseh vertauseht werden. Daher 1/isst sich ~ ,  naeh Auszeiehnung 

einer Zeilo oder Kolonne in der Quaternionenmatrix (a,,a,2], als einv _Art yon 
/~f~l 0~221 

bilinearer F o r m  darstellen, zum Beispiel 

(8) V = ~,, (~ .  ~ . )  ~ , , -  ~,1 (~2, ~ ) ~ , 2 -  ~,~ (~.~ a~,) ~,, + ~,2 (~,  ~ , )~ ,2 ,  

und daher aueh, zum Beispiel, in der Form a~,`4~1 +at2`4~.  Wir fiihren die 
Abkfirzungen 

(9) 
~/21 = &12 a12 �9 &21 - -  all a12 ~ 2 ,  

ein, und erhalten die Gleichungen 

(io) 

`4 ,2  ~ &21 a21 �9 ~,2 m a 2 2  a21 &11, 

"422 --~ a,1 a,, . ~22 --  &12 all a2, 

a,, `4,, + a,2 .,4,~ = V ,  

a21 "/it t -{- a22 "~12 ~ O, 

V~ _~ A ,  1 a , ,  + "~/zx Ce2,, 

O ~ .Al l  CQ2 + - J~ l  c~2z, 

cql A~t + a12`4~2 ~ O, 

as, `4~, + a~2 A~2 = V ,  

0 ~ -A12 Orll + ~/22 0~2t 

V =  `4,2c% + `42za22. 

Auf Formeln, die eine ganz Khnliche Struktur haben, wie die Gleichungs- 
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systeme (zo), boruht nun die Aufl6stmg der gewShnlichen Systemo linesrer 
Gleichungen mit Hilfe der Determinanten. Die gleiche Uberlegung fiihrt such 
hier zum Zielo: Wir erhalten nun nochmsls die Aufl6sung unserer Gleichungen 
(z), in den Formeln 

( I i )  -//11 xrl + "421 xf2 ~ V 'x i ,  

.~/12 xrl + ~/22 xr~ ~ V-x2, 

f , ' V  =.~', A,,  + f', .4,,, 

~ , 'V = ~', .4,, + ~',.4,,. 

Zu einer sachgemdssen Au]16sung der Gleichuncjen (1) ist also nur ndtig, dabs 
man au] irgend einem Wege ~u der Funldion V gelangt ist. 

Die Anslogie unserer Funktion V mit zweireihigen Determinsnten, die hier 
zum Vorschein gekommen ist, geht nun noch viel weiter. Man darf in ihr die 
boiden Reihen und dio beiden Spalten (Horizontal- und Vertikalreihen) vertauschen, 
doch ohne Vorzeichenwechsel (aicht aber such Reihen mit SpMten). Ferner 
nimmt V den Weft Null an, wenn die zwei l~eihen oder die zwei Spalten mit 
einander identisch werden. Die Funktion V ~indert ihren Wert nicht, wenn man 
zu den Elementen einer Reihe ein vorderes (linkseitiges) Multiplum der anderen 
Reihe, oder zu den Elementen einer Spslte ein hinteres (rechtseitiges) Multiplum 
der andoren Spslte sddiert. Die Multiplikation der Elemente einer Reihe mit 
einem vorn (links) stehenden Faktor liisst die Norm dieses Fsktors  als Faktor vor 
V treton, und Entsprechendes gilt, wenn msn die Elemente einer Spalte hinten 
(rechts) mit einem Faktor  versieht. Vor allem sber gilt such noch eine um- 
fassendere, dcm Multiplikationstheorem zweireihiger Determinanten vollkommen 
analoge Identit~it. 

Wir fasson jotzt die Gleichungen (z) sis Gleiohungen zweier TransJormationen 
auf, die dem Quaternionenpaaren (xl, x~) oder (~1, ~3) andere (x'~, xr2) oder (~'1, ~r2) 
zuordnon. Wir erhalten dann zwei kontinuierliche Grutrpen mit ie sechzehn 
(komplexen) Parametern, deren Transformationen sich nach Regeln zusammen- 
setzen, die vollkommen analog sind den Regeln fiir die Zusammensetzung oder 
Multiplikation zweireihiger Matrices. Diese Regeln, oder also die Formeln fiir 
die Parametergruppen unserer zwei Gruppen sind: 

af/ll ...~ a l l l  a l !  ..~ aFl2a31 (~2z) 
a~?21 = af31 a l l  ~ at2] a31 , 

at113 = a l l l  a13 + afl3as3 , 

all33 ~ all l a13 �9 ar33a32 , 

wofiir wir such schreiben k~Snnen 

o",, = I-',, o',,i i o,, ol,], 
a"sl a'ss ! \arsl arss] \as 1 ass/ 
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ferner 

(I2") 

oder abgekiirzt: 

E. Study. 

* * ** * * ** 

* ** 

( tt" "1 t""t (~11 (~13 ~ 1 1  ~ 1 2  ~ ~11  ~ 1 2  

Nennen wir dieso Transformationen Sl, S'z,S'l und S~, S*, 85", so zeigen die 
folgenden Formeln,  wie die Quaternionenpaare (xl, x2) und (~1, [~) sich ihnen gegen- 
fiber verhalten: 

(t (x')' ( t :x"\ "' 8, s',(x"'t, '/; s,s,,=s,,, ,  
\x2: \x'~, \x"~/ \x~: \x"J 

::') 
s:* , "~ s* 8~ ; s ,* .*=s*s~.  

Sind nun V und V '  ~ o, so besteht  zwichen dem Paar  (x) und dem Paar  (x') 
eino umkehrbar-oindeutigo Zuordnung,  und  ebenso zwischen dem Paar  (x t) und 
dem Paar  (x'), a lso auch zwischen dem Paar  (x) und dem Paar  (x'). Wenn V ~ o, 
V ~ ~ o ist, so folgt, dass auch V"  ~ o sein muss, oder, dass zugleieh mit  den Trans- 
formationen Sl, ~qPl auch die Transformation S'z existiert. Ausserdem aber ergibt 
sieh aueh, dass sobald eine der Funkt ionen  V,  Vl  den Wert  Null hat, sobald 
also eine der Zuordnungen (x) --~ (xr), (x r) ~ (x') nicht  umkehrbar  ist, keine Trans- 
[ormation darstellt,  dasselbe auch yon der Zuordnung ( x ) ~  (x")gelten muss, dass 
dann  also V"  den Wert  Null hat .  Hieraus, und aus der Irreduzibilit~t yon 
V und V r ergibt sich, mit  Hilfe einer zuvor schon angewendeten Schlussweise, 
die erste der Formeln 

(I4) V - V  ' =  V " ,  V** = V*. V .  

Boide Gleichungen sagen, abgesehen yon ihrer gruppentheoret ischen Bedeu- 
tung,  also rein formal betrachtet ,  dasselbe aus; sie haben die Form des Multi- 
pl ikationstheorems zweireihiger Determinanten;  sie werden daher  passend in der  
folgenden Formel  zusammengefasst ,  die wir als Multiplikationsregel der Nabla- 
]unk~ion bezeichnen diirfen: 
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Jfl,, a,, + ~,, a~,, 

a,, ,8,~ + a,,/~,,[ 
lr 

( 

Dieso Regel, deren Riohtigkeit natiirlich aueh dureh Ausrechnung - -  durch 
eine freilich bereits etwas umst&ndliche Rechnung - -  best&tigt werden kann, um- 

fasst mehrere der zuvor angefiihrten Lehrss 
Wit wonden uns noohmals zu den Formeln (I2), und bemerken, dass z. ]3. 

die Formeln (x2 z) gar nichts anderes sind als wieder die Formeln (~r), nur  zwei- 

real aufgestvllt, ns fi~r die Quaternionenpaaro 

(#,, ~,) _- (~ ' , ,  ~'~,), (~,, #,) --- (~',, ,  ~',~). 

Schreiben 
noehmals auf 

( I60  

wir also die Gleichungen (I2), mit ver/inderter Bezeichnung, 

xrll ~ ~11 xH + )~12 xTt, 

Xr~l ~ )~21 xl I + L23 x~l, 

x't2 = ~'11 xx2 + ~'J2 x22, 

x~2a ~ ~21 xl: + L:~2 X~,  

(~6,) 
XuQll 4- X12~21 -- xl~, 

x21 Qli + x2~ Q~.I ~ x ~ ,  

Xll  ~[2 'Jr X12 ~22 - -  Xl $ ' 

~k 
X2tOL 2 4- X2~022 == x ~ ,  

so haben wir, wenn die Nablafunktionon 

V( , t )  = )~,, LJ' V( r  •. ~e,, e,, 

nioht Null sind, Transformationen zweier Gruppen r ~  und ITs vor uns, deren 

Objekte irgend vier in Form einer Matrix angeordnete Quaternionen 

Xtt Xl~ / 
X21 X22/ 

8ind. ])as Multiplikationstheorem der Funktion V sagt dann aus, dass 

|Xu x2~J 
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eino (ganze rationale, relative) Invariante einer jeden dieser beiden Gruppen ist. 

Ausserdem ergibt sich noch, dass die numerischen Multipla der Potenzen yon 
V (x) die einzigen solchen Invarianten sind, und dass iiberdies jedes Quadrupel, 
fiir das V (x)r~ o ist, in jedes andere derart gerade dureh eine Transformation 
sowohl yon F ~  wie yon F ~  iibergefiihrt werden kann. 

Die Gruppon F], und F~,, deren jode ihro eigene Parametergruppo ist, und 

die zusammen die beiden Parametergruppen der beiden Gruppen (I)bilden, sind, 
wio solcho Paare yon Paramotergruppen iiberhaupt, vertausehbar; sic erzeugen zu- 

sammengesetzt - -  da sie die triviale Gruppe x'~l,=axi1,= x i k a ( V a =  o) und nur 
diese, mit einander gemein haben --  eine Gruppe Fs~ mit 3I wesentlichen com- 
plexen Parametern, deren allgemeine Transformation durch die Formel 

(~7) 

dargestellt wird. Also aueh fiir diose kontinuierliehe Gruppe linearer Transforma- 

tionen noch ist V (x) oino Invariante, und ausserdem (z. B.) ffir die Transformation 

(~s) 11 12~ 

Xr~lx~22/ \ 12 22/ 

Die beiden Trans/ormationenschaaren mit ]e 3 r wesentlichen komplexen Para- 
metern, die aus der Gruppe (z7) dutch Hinzu/iigung der Trans[ormation (zS) entstehen, 
bilden die Gruppe al lot  linearen Trans/ormationen der sechzehn Koordinaten yon 
x,l . . . .  x22, die V als (relative) Invariante haben, odor die - -  was au/ Dasselbe hinaus- 
kommt - -  da# Bestehen der Gleiehung ~ ~ o nicht stSren. 

Wir orhalten dieson Lohrsatz als Korollar oines bekannten (und iibrigens 

sohr leicht zu begriindenden) Determinantensatzes, wenn wir, nach der in w i 
an gegebenen Regol, die Quaternionenmatrix (aik) als eine zweireihige Matrix aus 
zweireihlgen Matrices auffassen, und dieser zusammengesotzten Matrix eino vier- 
reihige gewShnliehe Matrix zuordnen, in der start der Quaternionenkoordinaten x0, xl, 
x~, xg, in sachgom~issor Anordnung, die in w z beschriobenen Elemento odor Koor- 
dinaten xl~, xt2, xn, xz2 zweiroihiger Matrices erscheinen. Setzen wir, um Un- 
bequemlichkeiten des Drucks zu vermoiden, nunmehr: 

so  w i r d  
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F II II / (~1 i ~ 1 , 1  ' 1 '  l ' -  

la,, a,, ~,~ a,,!  a,, a,, ,  
(19) ! j 

21 21 ~ 2E 2 g /  I 

und die zugeordnete vierreihige Matrix ist 

F~176176176 
( 2 o )  9a  = / 2 ,  - - -  / 

2 ,  2 ,  I 21  22 ' 
; I ~ 1 1  ~ 1 2  i . 1 1 1 ~ 1 2 /  

eine vierreihige gewShnliche Matrix, die in keiner Weise spezialisiert ist, deren 
Elemente abet auf eine besondere Art bezeichnet sind --  eine Gitterrnatriz, wie 
wit kurz sagen wollen. Die Multiplikationsregel der zweireihigen Quaternionen- 
matrices, 

(vgl. Nr. z2), entpuppt  sich damit als eine andere Form der Multiplikationsregel 

(22) 9~ ~3 = (~ 

fiir vierreihige Matrices, deren sechzehn Gleiehungen 

' '  ' l l  11 I t  2 '  I l l  2 '  1 

11 11 11 11 111 21 ' l  l '  I 1  a , , # , ,  + a,,/:~,, r , , ,  

. . . . . . . . . . . .  o �9 . . . . .  

, 1  l ,  21  12 22  22  2 ,  ' '  = r ~ :  
~2, ~ .  + -2, ~",2 + -2, t'~,, + c,,, ~,~ _, 

lediglich in der Formel (21) zu vieren zusammengefasst sind. t 
Die Formel (17) ist ebenfalls eine Zusammenfassung yon seehzehn Gleichun- 

gen in Gruppen yon je vieren; dieselben sechzehn Gleichungen k~Snnen alle nach 
dora Schema (22) in eine einzige Formel zusammengefasst und dann also etwa 
so abgekiirzt werden: 

Eino solche Zusammenfassung ist gelegentlich auch sonst schon vorgenommen worden. 
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(23) L X R = X*. 

Die Gruppe (23), die im komplexen Gebiete eben nur eine anderc Schreibart 

der Gruppe (17) ist, hat  nun abcr, als - -  im Wesentlichen einzige - -  (relative) 

Invariante die Determinante der vierreihigen Matrix X;  auch diese ist, wie V ,  

irreduzibel, und vom vierten Grade in den Koordinaten der vier Quaternionen oder 

Matrices xjt, xt2, x2t, x22. Unsere Funkt ion V kann sich also yon dieser Determi- 
nanto hSchstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden, der sich sogleich als die 

Einheit horausstellt. Wir haben also die Gleichung 

J 11 11 1~ 12 
Xll Xl~ Xlt X12 

f ~ 11 11 1~ l i  

Xll Xl~ Xll  X12 
g l  2 1  2 2  2 2  X X ~  ~ X  X2~ 

Das Multiplikationstheorem der ~ - F u n k t i o n  ist hicrnach im Grunde nichts 

Anderes als das Multiplikationstheorem vierreihiger Matrices, es entspreehen ein- 

ander die Formeln 

 22 "/f12, r =/721722  
(25) 

(vgl. Nr. 21) und 

(26) 1921.1 1=1 1 

(vgl. Nr. 22 und die beigegebene Erl~iuterung). Dabei hgngen, n a c h w  I, die 

Koordinaten der Quaternionen xi k, a~ k u. s. w. mit den Elementen oder Koordi- 
naten der vierreihigen Matrices X, 92 u. s. w. wie folgt zusammen: 

(27) 
2 i k, + ,k - -  XSl), 

2 X~ k " ik 

Bei alledem ist zu beachten, da,s eine 3quivalenz unserer Quaternionen/ormeln 
mit denen /i~r zweireihige Matrices nur im komplexen Gebiet aatqindet (nur im Be- 

reich yon V-~--I). Das Reelle hat  auch seine Existenzberechtigung. Es wiirde 

daher verfehlt sein, die eine Theorie lediglieh als ein Korollar zur anderen auf- 

fassen zu wollen. Berechtigt ist nur die schw~chere Forderung, beide Theorien, 

die ja  sehr ~hnliche Pr~missen haben, soweit es angeht, gemeinsam zu ent- 

wiokeln; wie es auch im Vorhergehenden geschehen ist. 

Der Unterschied zwischen unserer ~ -Funk t ion  und einer vierreihigen Deter- 

minante A ist derselbe, wie der Untersehied zwischen der Norm einer einzelnen 
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Quaternion und einer zweireihigen Determinants. W~ihrend bei reellen Argu- 
menten yon A die Gleiehung /~ = o dureh o~s Matrices erfiillt wird, und das 
Gebiet der oo1~ Argumente in zwei Bereiehe A > o, ~ < o zerlegt, hat bei reellen 
Argumenten (Quaternionenkoordinaten) die Gleiehung ~ = o nur o ~  LSsuugen, 
und es besteht die Ungleichung 

(:z8) V >~ o. 

Man sieht das an den Formeln (4). 
Aus dem Gesagten ergibt sieh, wio eine Bemerkung zu beurteilen ist, die 

sioh darbietot, wenn man die Gleichungen (x) yon vorn herein als Gleichungen fiir 
Matrices auffasst, also etwa (~) ausfiihrlieh so sehreibt: 

(29) 

(a~) 

(b~) 
(~) 

(d~) 

Dieses System yon aeht Gleichungen zerfiillt yon selbst in zwei Systems 
yon je vier Gleiehungen (al, c~, as, c~} und (bl, dl, b~, d~), deren jedes nut  noch 
vier der Unbekannten enth~lt, und die iiberdies links dieselben Koeffizienten in 
gleieher Anordnung enthalten. Die Reduzibilitiit der Determinante D des Sy- 
stems aller acht Gleiehungen trit t  bier ohne weiteres in Evidenz, und es wird der 
Gedanke nahe gelegt, stat t  des vorgetragenen besonderen LSsungsverfahrens die 
gewShnliehe Art der LSsung yon vier Gleichungen mit vier Unbekannten anzu- 
wenden. Damit wiirde aber in die urspriinglieh vorgelegten Gleichungen (i) 
sine nieht unbedeutende formale Verwickelung eingefiihrt, und ausserdem wiirde 
so ein natiirlieher Zusammenhang zerrissen werden. Die Zerlegung der zu- 
sammen auftretenden Quadrupel yon Unbekannten entspricht besonders da 
nieht dem Wesen der Saehe, we sie in der Anwendung auf reelle Quadrupel 
x% x% x~, x~ k) (reelle Quaternionen) nur durch eine imaginiire Transformation 
bewirkt werden kann}  

Indessen ergibt sich noch aus dem Gesagten, dass mehr als eine zufiillige 
Ubereinstimmung vorliegt, wenn in den Gleichungen (5) gewisse Quaternionen- 

1 Hierzu  k o m m t  noch,  dass  die en twicke l t e  Theor ie  fast  u n v e r a n d e r t  u n t e r  Umst i tnden  
a n g o w e n d e t  werdon  kann ,  in  donon s ine  Aquiva lenz  de r  zu b e t r a c h t e n d e n  GrOssenquadrupel  
m i t  zwe i re ih igen  Mat r ices  t i be rhaup t  n i c h t  v o r h a n d e n  ist. Vgl. w 6. 

Aria rnathecnatica. 42. Imprim6 le 5 juin 1918. ~ta$ 3 
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ausdrfioke dritten Grades auf ~ihnliehe Weise auftreten, wie in der LSsung eines 

Systems yon vier linearen Gleichungen mit vier Unbekannten Determinanten drit- 

ten Grades. In der Tat  sind die sechszehn Koordinaten dieser vier Quaternionen- 

verbindungen lineare Kombinationen der seehszehn Determinanten dritten Grades, 

die man der Matrix ~ entnehmen kann, und umgekehrt.  

Bemerkt  sei sehliesslioh noch, dass die Aufstellung der Gruppe (I7, i8) die 

Aufgabe 15st, alle Paare linearer Quaternionengleiehungen der Form (I) hinzusehrei- 

ben, deren LSsung mit der LSsung der einen oder anderen der Gleiehungen (i) 

selbst ~quivalent ist. Es gibt in beiden F~llen zwei Kont inua soleher Gleiehungs- 

systome mit je 3I wesentliehen Parametern, entspreehend den beiden Transforma- 
tionensehaaren unserer Gruppe. 

Insbosondere l~sst sieh das allgemeinste Paar  ]inearer Gleiehungen der Form 

(i z) angeben, das dureh dieselben Werte (Wertsysteme) x~, x2 der Unbekannten 

bofriedigt wird, und dessen AuflSsung iiberdies gleiehbedeutend ist mit  tier Auf- 

15sung tier Gleiehungen (I 1) selbst: 

(30) 
(irk, a, ,  + ~k,a,1) x, + (Zk, a, ,  + ~k, a, ,)  x, = Zk, x'~ + Xk, x', 

Die iibrigen Gloiohungen der Form (xz), die mit den Gleiehungen (i l) selbst 

~iquivalent sind, erh~lt man hieraus duroh die Substi tut ion 

x~ =r  + QI~Y'~, x2=e~lyl  + Q~y~ 
/r Q~2) 

Nach einem Satze des Verfassers, der yon CgRTAN auf alle sogenannten urspranglichen 
Systeme komplexer Gr6ssen ausgedehnt worden ist, bilden die Quaternionenregeln and die 
Regeln far die Multiplikation zweireihiger Matrices die beiden einzigen ,Gestalten~ eines 
bestimmten ,Typus, der Multiplikatioa komplexer Gr6ssen mit vier Einheiten. 1 

Nach CARTaN hat nur zwei Gestalten auch das - -  ursprtingliche -- System komplexer 
Gr0ssen mit sechzehn Einheiten, dessen Multiplikationstheorem yon den Formeln far die Zu- 
sammensetzung oder Multiplikation vierreihiger Matrices gebildet wird. Die eine der zwei 
Gestalten entspricht jenen Formeln unmittelbar. Sie ist dann dargestellt als sogenanntes 
Produkt der zweiten Gestalt des Quaternionensystems mit ihr selbst, kann aber aach, in 
anderer Schreibart, durch ,Multiplikation, der ersten Gestalt des Quaternionensystems mit 
ihr selbst erhalten werden. Die andere Gestalt jenes Systems yon seehszehn Eiuheiten wird 
gefunden, wenn man die be/den Gestalten der Quaternionen mit einander ~multipliziert,. Diese 
zweite Gestalt wird, wenn man die alg als Zeichen far reelle Quaternionen auffasst, eben yon 
den Formeln (I2) gebildet, in denen, wie bei den Formeln der ersten Gestalt, ausschliesslich 
reelle Koeffizienten (o, -1- I) vorkommen. Die vier Koordinaten jeder einzelnen der Quater- 

1 Vgl. Math. Enc. Bd I, 1, S. 182. Franz0sische Ausgabe I, 1, S. 435. 
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nionen ~i~ folgen den gewShnlichen Regeln des Quaternionenkalkuls, wfthrend die Zusammen- 
setzung (Multiplikation) der Quadrupel (cqt , aL~, a2t, a~) den Formeln f~ die Komposition 
(Multiplikation) zweireihiger Matrices folgt, also nach den Multiplikationsregeln der zweite~ 
Gestalt der Quaternionen ausgefilhrt wird. 

Die vorgetragene kleine Theorie ist demnach, wenn man yon bier ausgeschlossenen Grenz- 
fMlen absieht (die bei anderer Gelegenheit behandelt werden sollen), in gewissem Sinne er- 
sch~pfend. Das Gleiche gilt yon den folgenden Entwiekelungen, die ~brigens minder vollstRn- 
dig gehalten sind, da nach Analogie des ausf~hrlich behandelten FaUes anzustellende Uber- 
legungen wohl grossenteils dem Leser tlberlassen bleiben d~rfen. 

. 

Die Nablafunktion yon 4:m + l r g u m e n t e n .  

Die yon uns bei zwei Gleichungen angewendete Methode der direkten Be- 
reehnung ist bereits inn Fallo yon drei einseitigen Quaternionengleiehungen so gut 

wie unbrauchbar. Wir haben aber in dem fiber den Fall m -  2 Gesagten schon 
genug Induktionsmaterial, um das Bildungsgesetz einer Function V(a+k) yon 

4 m~ Argumenten zu erraten, die zur AuflSsung yon m einseitigen Quaternionen- 
gleichungen dienen kann. 

Im Falle m ~ z verstehen wir unter V(a)-~ (a) die Norm der Quaternion a, 
also das Produkt aS---•a. Im Falle m ~ 2  verbinden wir mit dem Zeichen 

V(ai~) ~--{ai~) den im w z beschriebenen Begriff. Wie dann fiir unbestimmte 
Werte der Zahl m e i n e  analoge Funktion erkl~rt werden kann, erkennen wit, 
wenn wir den Fall m ~ z nochmals, und ietzt aus dem Gesichtspunkt der Ver- 
allgemeinerung, betrachten. 

Wit werden auf die rechte F~ihrte durch die Bemerkung geleitet, dass die 

in w 2 erkl~rte Funktion sieh auf das Quadrat einer zweireihigen Determinante 
reduziert, wenn die Quaternionen a+a siimtIich skalar sind. Wir sehen dann, 
dass wir auch ohne solche Einschr~nkung das Bildungsgesetz yon V aus dora 
Bildungsgesetz der Determinanten ableiten kSnnen. Wir multiplizieren die beiden 
Determinanten 

zuni~chst naeh den gewShnliehen Regeln, mithin so, wio wenn a+~ das Zeichen, 
nicht ffir eine Quaternion, sondern fiir eine einzelne reelle oder komplexe Zahl 

w~re. In dem gefundenen Ausdruck schreiben wir dann die Glieder hinter 

einander, die im hinteren (rechten) Index iiberoinstimmen, bilden also die Produkte 
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Hierauf ordnen wir die im Determinantenprodukt vorkommenden Produkte 

dieser Produkte so, dass die vorderen (linken) Indices, also die unteren Indices 

der Quaternionen O~k, Zy]clen bilden, n~imlich eingliedrige Zyklen 

1 , 2 

und zweigliedrige Zyklen 

o',, o',,, o'i, o'~1. 

Dabei aoh~en wir darauf, class die zweigliedrigen Zyklen paarweise konj ugier~e 
Quaternionenproduk~e bilden. Wir 1assert n/imlich den zweiten der zweigliedrigen 
Zyklen aus dem ersten dadurch ents~ehen, dass wit die Reihenfolge der Faktoren 

und gleichzeitig die Reihenfolge der unteren Indices in jedem Faktor ,9~k um- 

kehren. Haben wit das formell gebildete De~erminantenproduk~ auf diese Art 
geordne~, so wird 

V = (OL-0~. - -  o h o L )  + ( eL-o : ,  - -  o:,  o:,) ,  
t t V = ( e l ,  �9 o~ ,  - o , ,  o , , )  + ( o : ,  �9 o , , '  - - o , , '  o , , ) . '  

V erschein[ auf zwei Arten, der Form nach, als Summe zweier Determinanten, 
und zwar wird die eine yon diesen aus der anderen dadurch erhalten, dass man 

die oberen Indices der Symbole O~ k vertauscht. 

In ~hnlicher Weise erk]~iren wir jetzt eine Funk~ion V(aik), die aus einer 

Quaternionenmatrix yon m ~ Elementen 

abgeleitet, und mit 

(~) 

bezeichnet werden soil. 

I . . . . . . . .  I 

Wir multiplizieren zun~ichst die beiden Determinanten [c~ik] und [~ikJ for- 
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moll aus. In jcdem der (m l)s Entwickelungsglieder lassen wir sodann die Quater- 
nionen zusammentreten, die im hinteren Index iibereinstimmen, wit bilden die 

Produkte 

T 

~ik  = (~ir akr"  

f In den so entstehenden nur noch m-gliedrigen Produkten yon Faktoren O~ 

ordnen wir die Faktoren, in Bezug auf die vorderen Indices, nach Zyklen an, z. B. 

( r  $ ~ . . 

Dabei lassen wir den einzelnen Zyklus mit irgend einem seiner Elemente be- 
ginnen, sorgen aber dafiir, dass die benutzten Anordnungen paarweise konjugierte 
Quaternionenprodukte darstellen, z. B. 

Hierauf ordnen wir im einzelnen m-gliedrigen Produkt die vorkommenden Zyklen 
beliebig, aber au[ gleiche Art in allen m-gliedrigen Produkten, deren Zyk|en nur 
in ihren oberon Indices verschieden, oder doeh zu solchen nur in den oberon 

Indices abweichenden Zyklen konjugiert sind. Z. B. sollen im Falle m ~ 5 unter 

anderen die folgenden Anordnungen zu~fleich vorkommen: 

Das Ergebniss unserer Summation ist dann, wie nunmehr gezeigt werden soil, 
eine eindeutig bestimmte skalare Quaternion - -  eben die zu erkliirende Nabla- 

funktion. 
Wir haben zuniichst eine Summe yon Quaternionenprodukten vet  uns, 

die zur Hglfte mit dem Faktor i ,  zur Hiilfte mit dem Faktor - -T in die 
Summe eingehen. Jeder diesen Faktoren T, - - I  ist das Produkt der Fak- 
toren, mit denen die entsprechenden Entwickelungsglieder der beiden Deter- 
minanten ]ask], [ai~] behaftet sind. Diese Faktoren -Sr I selbst lassen sieh 
nach bekannter Regel bestimmen. Wir nennen ~r, die Permutation der vorderen 

Indices der ersten Determinante und ~rr die Permutation der hinteren Indices 
derselben Determinante, die in einem wie oben hingeschriebenen Entwickelungs- 

glied vorkommt, und wir verwenden die entsprechenden Zeichen ~t, ~r ffir die 
zweite Determinante. Setzcn wir dann noch z. B. (~r~)= T odor ( l r , )==- I,  je 
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naehdem zt eine gerade odor eine ungerade Permutation der Indices i , . . .  n ist, 

so wird 

der gesuohte Faktor + i .  
Also nur yon den vorderen Indices der Faktoren der Produkte ~i,~k~ hiingt 

das Vorzeichen eines jeden Entwiekelungsgliedes yon V ab. Zyklen, die sich 
nut dutch die Anordnung der oberon Indices unterscheiden, gehen in die Ent- 
wickelung yon ~ mit dem gleichen Vorzeichen ein, wenn nur die fibrigen, das 
Produkt vervollst~ndigenden Zyklen dieselben oder wenigstens gleichartig sind. 
Jedem Zyklus haftet ein bestimmter Faktor + I an, i bei Zyklen mit einer un- 
geraden, - - i  bei Zyklen mit einor geraden Anzahl yon Gliedern; und das Pro- 

dukt aller dieser Faktoren liefert den Faktor, oder also das Vorzeichen, des 

einzelnen Entwickelungsgliedes yon V.  
Sind sodann in irgend einem Entwickelungsglied ~0~... (0~ die skalaren (ein- 

gliedrigen) Zyklen, k ~ . . . T ~  die iibrigen, so folgt nunmehr, dass die erklKrte 
Summe zugleich mi~ dem Produkt =I=q)t...q),T~ . . .T~  a]le Produkte enthglt, 

die in der Entwiekelung yon 

+ ~ , . . ~  r C~, + ~ , )  �9 �9 �9 ('Y~ + ~ , )  

auftreten. Hieraus geht aber sofort hervor, dass weder eine Umste]lung der 
Zyklen T t . . .  k~, noch auch eine zykllsche UmsteUung der Faktoren irgend eines 

Zyklus T~ den Werth der erhaltenen Summe gndern kann. Es ist also hiermit 
eine akalare Quaternion V (otik) eindeutig de/iniert. 

Das Bildungsgesetz yon V kann hiernaeh auch so besehrieben werden: 
Man entwickole die Determinante 

l l V l ]  - 1 5  " " " 

8, ,8 ,  s �9 

Or ~9" .gt 

naeh der iiblichen formalen Regel, ordne aber in jedem Entwickelungsglied die 
Faktoren so an, dass die unteren Indices sich in einem oder mehreren Zyklen an 
einander anschliessen, de zwei Zyblen, die dieselben unteren Indices enthalten, lasse 
man mit demselben Index beginnen und endigen, und in Frodukten, die aus solchen 
gepaarten Zyklen bestehen, ordne man diese aueh au] gleiche Weise. 8chliesslich 
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nehme man fiber alle diese Summen yon je m! Quaternionenprodukten wieder 

die Summe, indem man nunmehr die oberen Indices r, , ,  t . . . .  auf alle m! 

Arten unter  einander vertauseht.  Das Ergebnis ist dann eine skalare Quater- 

nion, eine gewShnliehe reelle oder komplexe Zahl, eben die Funkt ion V(a~k). 

Sehliesslich kann man noeh, wenn man will, je zwei zusammengeh6rige 

(konjugierte) Zyklen zu einem R i n g ,  einer skalaren Summe aus einem oder zwei 

Quaternionenprodukten zusammenfassen. Diese ,Ringe~ sind dann 

ii ~ ir (qr ,  2 S  Oi~ O ~ = hi Cr + Ctis~hzCtkrCtir' 

2 8  O[k O~t Otll = a i .  5k~ , k .  5to art air + cqt 5Zt at .  Ja. air  5 i . .  

Aus Produkten  solcher Ringe setzt sich dann die Funkt ion ~ zu- 

deren skalarer Charakter bei dieser Schreibart ohne Weiteres augen- 

I I .  S .  W .  

sammen, 

seheinlieh wird. 

Man erh~lt z. B. die Entwiekelung 

/ 0~11 0f12 0~|$ 

~21 I~22 ~2~ 

_ _  ~ r  4 8  

, �9 t 2 8 0 ~ , 0 t ~ . - - 0 ~ .  2 S 0 , . 0 . , } ,  _ _ 0 1 1 . 2 8 0 , s 0 t ~ _ _ 0 ~  t * r  . . , t  ~ t  

worin die Summe fiber die seehs Permutat ionen der Indices r, , ,  t, d. h. I ,  2, 3 

zu erstrecken ist. Da alle auf Khnliche Art gebildeten Summen hiorin mit 
gleichem Vorzeichen zur Aufnahme kommen, so kann man noch kfirzer, abet  

ebenfalls schon hinreiehend deutlich, auch schreiben 

r s . t �9 - -  . 0 . . 0 . .  + ~ 2 S O . . O . . O t . . .  
(6) (6.3) (e.2) 

die den Summenzeichen hinzugefiigten Zahlen geben dann an, wie sieh die 

6 + I8 + I2 ~ 35 Entwiekelungsglieder yon V auf die drei vorkommenden At- 

ten yon Quaternionenprodukten verteilen. In gleicher Weise, wie die letzte 
Formel, ist die fo]gende zu lesen: 

! ~21 ~22 0f23~24 

( r ~4S ~X~tt 0~t4 
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=20r~'O],.O,,'t .0,,--*' 20~,.'*.~.2SOi,Ou,,+ 
(24) (24.6) 

(24.3) (2~.8) 

_ _ ~  r 8 t u 

(24.o) 

Wir gehen je~zt dazu fiber, aus dom geschilderten Bildungsgesetz einige 
Eigonsehaften der Funktion ~ abzulesen. 

1. In  der Bosehreibung yon ~ war keino Zeilo und koino Spalto der 
Quaternionenmatrix (ask) vor den fibrigon Zei]en odor Spalten ausgozeiehnet 
worden. Eine Vertauschung yon Zeilen odor yon Spalten in der Matrix (ask) 
bewirkt aber die entsprechendo Vertauschung yon Zeilen odor Spalten in dor 
Matrix (5~k). Es ergibt sich also: 

h~ingt (hierin ungleich einer Doterminante yon m s Elementen) symme- 

trisch ab yon den Quaternionen-m-tupoln, die in parallelen Reihen oder Spalten 
der Matrix (a~k) stehen. Was yon der ersten Reihe odor Spalte ausgesagt werdon 
kann, gilt yon allen iibrigon. 

2. Vertauseht man die Roihen mit don Spalten, so erhglt man zwar eine 
naho verwandte, aber sobald m > i ,  yon ~ versehiedeno Funktion. Dagegen ist 

(2) V(~k)=V(Ski). 

Es gehen n~mlieh bei Ersetzung der Quaternionenmatrix ((~ik) durch (5,i) die in 
dor Entwiekelung yon ~ auftretenden skalaren Summen oder Ringe 

der Roiho naeh fiber in iihnlieh gebildete Summon oder Ringo 

1 eZ(O'~ ,O~r) ,  2 8 ( 0 ' ~ , 0  s 0 ~ O r r ,  s t  t~ ' ] ,  �9 � 9  

die in gleicher Weise wie die ersten in die Entwickelung von V eingehen. 
Dahor kann man aus jeder Eigenschaft der Funktion V,  in der eine Aus- 

sago fiber Zeilen der Matrix (~ik) vorkommt, eine solche ableiten, in der an 
Stelle der Zeilen Spalten treten und umgekehrt - -  wio bei den Determinanten. 
Nur sind solehe zusammengehSrige Aussagen im vor]iegenden Falle nicht ganz 
gleiehlautend. 

3. V l~isst sich so schreiben, dass iedes Glied seiner Entwickelung mit 
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einem Element der Form air beginnt und mit einem der Form J1, endigt. Die 

Elemente der ersten Reihe kommen dann nut  in Verbindungen des Typus 

- -  ausserhalb der Klammer ( . . . .  ) - -  vor. 

Zun~ehst n~imlieh ist klar, dass V linear und homogen ist in bezug auf 

die m Quaternionen a,k, wie aueh in bezug auf die zu diesen konjugierten 

Quaternionen ~lk. Kommt  nun ein Element ~1~ in einem Zyklus vor, so kann 

man den Zyklus mit diesem Element beginnen lassen. Er endigt dann not- 

wendig mit einem Element der Form ~j,. Ist  in einem Entwiekehmgsglied 

yon V nur dieser eine Zyklus vorhanden, so ist damit  die verlangte Form sehon 

hergestellt, da der konjugierte (mit dem ersten gepaarte) Zyklus mit a~, beginnt 

und mit ~1~ endigt. Sind noeh weitere Zyklen vorhanden, so sind sie entweder 

eingliedrig, oder sie treten (dureh das Zeichen 2~ zu Ringen zusammengefasst) 

paarweise auf. Jeder  solche Ring kann a b e l  da er eine skalare Quaternion ist, 

in den ersten Zyklus an irgend einer Stelle eingeschoben werden, womit wieder 

die verlangte Form hergestellt ist. 

Man kann also setzen 

(3) V = ~ , , o ' ~ , ~ , ,  ( i  = ~, 2 ,  . . . m ) ,  

und zwar, wenn der Index i gegeben ist, im Wesentliehen nut  au/ eine Art;  

im Wesentliehen, das heisst, wean man yon lediglieh formalen Umgestaltungen 

der Entwiekelungskoeffizienten O~, absieht. Da V skalar ist, so folgt noeh 

(4) Oi -~ 

insbesondere O~k = O~,; der letzte Ausdruek ist offenbar niehts Anderes als die 

V-Funkt ion yon ( m - - i )  ~ Elementen, die entsteht,  wenn man in der Matrix 

(a~k) die i t~ Reihe und die k t~ Spalte unterdriickt. 

Man beaehte die Analogie des Ausdrueks (3) mit einer HERmwP-'sehen Form. 

4. Aus der Entwiekelung (3) oder also aus der Formel 

V = ~ k , o ~ , ~ , ~  ( /~= ~, 2 . . . .  m) 
tt'~ 8 

erhglt man, auf die unter  2. beschriebene Art, noeh eine zweite, zu (3) analoge 

Entwiekelung 
- k 

(5) V = ~ ~,sk//sr'~rk ( k = X ,  2 . . . .  m), 
r ,  8 

(6) H~, = "* / - / / - I j  

Acta mathematiea. 42. l m p r i m 6  le  5 j u i n  1918. astas 4 
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~ k  wobei H,k~ aus O~, dadurch entsteht ,  dass man erstens in allen Quaternionen- 

produkten die unteren Indices der einzelnen Faktoren vertauscht,  und zweitens 

jede so erhaltene Quaternion durch ihre Konjugierte ersetzt. O~ aber ist aus 

O~ dadureh entstanden, dass man die Reihenfolge aller Faktoren umgekehrt  und 

jede Quaternion durch ihre Konjugierte  ersetzt hat. 
k Der Entwickelungskoe/]izient H k geht also aus Ors dadurch hervor, dass man die 

Reihen/olge aller vorkommenden Quaternionenprodukte und zugleich [iir ]eden einzel- 
nen Faktor die Reihen/olge der beiden unteren Indices umkehrt. 

Wit behaupten welter, dass in beiden Entwiekelungen yon V die Koe//izienten 
der Quaternion aik und ebenso die Koe//izienten der Quaternion &ik iibereinstimmen: 

H k 0 i - = 2 t t s k  s l  (7) 
8 $ 

r r 

( i , k =  1,2 . . . .  m).  

Zun~chst n~imlieh miissen, da beide Entwickelungen nur formale Umge- 
staltungen yon einander sind, in ihnen die Glieder fibereinstimmen, die fiberhaupt 

yon dem Element alk abh~ingen. Nach dem Vorhergehenden geniigt es, den Fall 

i =  k ~  I zu betrachten. Wir erhalten dann, wenn wir noeh den selbstverst~ind- 

lichen oberen Index I unterdriicken, die Identi t~t  

m m 

2 2 

2 2 

die bestehen muss fiir 

schon wissen, dass 011 

-~ V (az, . . . .  a,,.~) = H, , .  
ehung der Form 

alle Quaternionen a11. Hieraus folgt zun~ichst, was wit 

mit Hit  identisch und ein Skalar ist; es ist ja {gtt---- 
Weiter hat man dann eine identische Quaternionenglei- 

za + b ~ = e z  + ~d 

vor sieh, die nur dann bestehen kann, wenn a = c und b = d (und iiberdies die 

Summe der vektoriellen Bestandteile yon a-----c und b =  d gleich Null) ist. Aus 

(4} folgt aber auch noch, dass die Ausdriicke (7) und (8) konjwierte Quaternionen 

sind. Man kann also setzen 
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Es ~elten dann die Gleichungen 

27 

( I I )  

V = ~ . . , ~  A,'` = ~ .4,,, Z,,~, 
k 

= Z = 
i 

(i ~-~ I, z, . . .  m), 

(/C = I ,  2 . . . .  m ) ,  

die an die Entwiekelungen einer rn-reihigen Determinante nach Zeilen und Spalten 
erinnern. 

Im Falle m ----- 3 z. B. kann der erste Entwiekelungskoeffizient att in die fol- 
genden beiden Formen gesetzt werden: 

At, =5,,Hl~ + h~,H~t + &,,H,t ~- 

Durch zyklische Vertauschung der an erster und zweiter Stelle stehenden 

Indices erhiilt man daraus die iibrigen Koeffizienten 21,'`. 

5. Neben den Gleichungen (II) bestehen der bilinearen Glei~hungen 

( i 2 )  o = ~ , j k  a , k ,  o = ~ a , k , , ,  ( i  ~ i ,  ---- x, 2,  . . .  m) .  
k 

Dies ist wieder eine Eigenschaft, die einer solehen m-reihiger Determinanten 

analog ist. Multipliziert man z. B. die Quaternionen 

AII,A~, .... A,~, 
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die nach Art yon Unterdeterminanten den Elementen der ers~en Zeile der Ma- 

trix (~ik) zugeordnet sind, der Reihe nach vorn  mit ~il, ai2 . . . .  aj~, so wird die 

Summe der Produkte  V oder Null, je nachdem ?" = i oder j # I i s t .  

Es genfigt, die erste der Gleichungen (i2) fiir den Fall i =  I, ] = 2  zu er- 
\ 

weisen. Wir verteilen dazu die in der Entwiekelung yon V vorkommenden 

Index-Zyklen auf vier Gruppen. I mSge alle Zyklen umfassen, die den Index I, 

aber nicht den Index 2 enthalten. Analog erkl~ren wir die Gruppe II, mi~ Ver- 

tausehung der Indices i, 2. I I I  umfasse alle Zyklen, die beide Indices i, 2 ent- 

halten, IV endlieh die yon beiden Indices freien Zyklen. Als uneigentlichen Zyk- 

lus reehnen wir zu IV noeh die Einheit. Ferner lassen wir jeden Zyklus aus I 

oder I I I  mi~ dem Index I, jeden Zyklus aus I I m i t  dem Index 2 beginnen. 

Wir bemerken nun, dass die Glieder der Entwiekelung yon ~ sieh paar- 

weise naeh dem Schema 

+ { i .  I I -  m } .  I V  

anordnen lassen. In der Tat  erhalten wit aus jedem geordneten Produk~ yon 

zwei Zyklen dot  Typen I, I I ,  

dutch Vertauschung der ers ten  Indices I, 2 der Faktoren mit 2, I und Umstelhmg 

der Faktoren einen bestimmten Zyklus des Typus III, 

O~s . . .  Oa2 ~9~r . . .  0 0 1  , 

und offenbar trit~ dieser Zyklus in die Entwicklung yon ~-/ mi~ dem Faktor  

:V i ein, wenn das Produkt  der beiden ersten Zyk]en mit dem Faktor  4- I auf- 

go~reten war. Auch kann man aus dem Zyklus des Typus I I I  eindeutig wieder 

das Produkt  des Typus I .  II  ableiten. 
Ersetzt  man nun in beiden Produkten I .  II  und I I I  den ers~en Index (~) 

dutch den Index 2, so erhg|t  man als Faktor  des Aggregats IV, das von dieser 

Operation nieht betroffen wird, eine Differenz 

+ . . .  ( o - . . .  . . .  

in dot  Minuendus und Subtrahendus denselben Zyklus als Fak tor  enthalten, und 

in der auch die beiden anderen, vorn und hinten auftretenden Faktoren (die nicht 

Zyklen sind) iibereinstimmen. 
Bei der Summation fiber die oberen Indices der Qua~ernionen o~,  miissen 

sich nun die Differenzen dor bezeichneten Form paarweise zerst6ren, nach dora 

Schema 
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~ 1 7 6  o o o  r  {~,~... ~ . ~ ; ,  o : , -  ~',, oo, .~,~. . .  ~ , )  + 

+ { , 9 , , . . . 0 o ~ .  ~ ,gt,, ~ t , 9 , 0 . . .  - - 0 , 0 . . .  0 , , . , 9 , ~ . . .  ,9o~}= 

= 2 s ( o ~ , , . . .  , g L )  {o , , . . .  ,9~  - , 9 , , . . .  , 9o , )  = o .  

Man wird z. B. im F a l l e n  = 5, untor anderon, die folgondon vier Difforen- 
zen zusammenfassen: 

- -  " ~ " `9;, ` 9 ; , I -  - - { ` 9 ~ ,  `9 ; , .  `9'~, o L  `9", 0~, `9,,  ,%, 

t r ~ t r _ _  - - { 0 , , 0 .  ' .  . o,,  ~,% oo, --  o,,  o,% ~7, ~,~ o,,} 
- -  I t  

Hier sind aus dor formalen Entwickelung dor Doterminante 

I o;~ o;, o .`9, ,  ,~L I 

zun~ehst ein zweigliedriger Zyklus des Typus I, dann ein dreigliedriger Zyklus 

des Typus II  ausgewiihlt. Damit  hat  man die erste der vier Differenzen. Dureh 
sic ist die zweite bestimm~, bei der der Zyklus II  im umgekehrten Sinne durch- 

laufen wird. Die dritte Differenz ergibt sieh dann aus der ersten dureh Permuta-  

tion der oberon Indices. Sic wird eindeutig best immt dureh die Forderung, dass 

dor drit te Zyklus des Typus  I I  mit  dem zweiten einen Ring bilden sell. Ebenso 

ents teht  die vierte Differenz aus tier zweiten, ihr Zyklus vom Typus II  bildet 

einon Ring mit dem ersten dieser Zyklen. Ersetzt  man dann ,9~ ~ durch ,9,~ ~, so 

erhglt man eine Summe yon vier neuen Differenzen, und in dieser zerstSren sich 
das erste und vierte, sowie das zweite und drit te Glied. - -  

Die beschriebene Anordnung der Produkte  0~, mag noch fiir den Fall n = 4  
vollstiindig durchgefiihrt werden: 

(II) (I2) (I3) (I4) 
. . . . . . . .  o 

�9 , �9 . . . . . .  

(4 I) (42) (43) (44) 

= {(Ii)-(ee) - -  (i2) (2i)}.{(33).(44) - -  (34)(43)} -- 

- -  {(ii).(23) (32) - -  (I3)(32)(2I)}-(44) - -  

- -{(II) ' (24)  ( 4 2 ) -  (I4)(42)(2I)) ' (33) - -  

+ {(II).(23) (34) (42) - -  (13) (34) (42)(2I)) + 
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+ ((Ii).(24)(43) (32) - -  (14) (43)(32) (21)} + 

--{(I3)  ( 3 I ) ' ( 2 2 ) -  (I2)(23)(3I)}' ( 4 4 ) -  

- -  {(I4) (41).(22) - -  (I2) (24)(4I))'(33) + 

+ {(13) (31)-(24) (42) - -  (14) (42) (23) (3I)} + 

+ {(z4)(41)'(23) (32) - -  (13) (32) (24)(4I)} + 

+ {.(13) (34) (4I).(22) - -  (12) (23) (34)(4I)} + 

+ {(14)(43) (31)" (22) - -  (12) (24)(43)(31)}. 

Das Ganze stellt eine Entwickelung yon V nach Art  der LAPLACE'schen 
Degerminangenentwickelung in bezug auf die Unterdeterminanten aus den be(den 
ersten Re(hen dar. Behandelt  man die Faktoren des Typus IV ebenfalls in der 

beschriobenen Weise, so erh~ilg man eine auch in der Form vSllig best(rotate I)ar- 

stellung yon V,  eben die im Be(spiel n = 4  angegebene. 
Aus dem bewiesenen Satze ergeben sich noch einige Folgerungen analog 

Siitzon der Degerminantentheorie; namenglich siehg man, dass eine ~ -Funk t i on  
mig zwei gleichen Re(hen oder Spalten den Wor~ Null hag. 

6. Die verschwindenden Ausdriicke (12) sind einsei~ige lineare homogene 

Funktionen der Quaternionen 5 i~ , . . .  5ira oder h~k . . . .  5ira. Diese abet kSnnen 
nicht identisch gleich Null sein, wenn nichg alle Koeffizienten dieser Quater- 
nionen Null sind. 

Es (st bequem, hier einen Wechsel der Bezeichnung eintreten zu lassen. 
Wir setzen 

so dass 

(13) 

wird. 

(14) 

fernor 

(15) 

und 

i s k t s 
Ok, ~-q)ik, H , i  = Yik, 

Wir haben dann 

~s q).k -s ,; i k ~  * s ,  Z t T S i k ~ Z / J ' s k  

$ 8 

k k,s 

i,s 
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k k, s 

t~ikCtit ( l#k) .  
i i,s 

Die beiden letzten Gleiehungen liefern nun, wie gesagt, je n ver~ehiedene 
Gleichungen, 

(16) 

i 

die wir mit den Gleiehungen (x4) zusammenstellen wollen: 

8 8 

0 = ~ a j m  k 

s �9 

( j #  i, k - - I ,  2 . . . .  m), ( l # k , i = I ,  2 , . . . m ) .  
t 

In dem oben ausgeffihrten Beispiel m = 3 (S. 27) sind die Koeffizienten yon 

"~t, ~1~, ~ls die bier mit a)~l~, ~)11, q)lt bezeichneten Funktionen. Ersetzt  man 

Jl~, ~2, ~ls der Reihe naeh durch ~21, J22, J~s, oder durch as,, ~a2, ~s~, so erhiilt 

man die Summe Null. 

7. ~7 ist eine irreduzible Funktion der 4 m2 Koordinaten der Quaternionen 
~i~. Diese Behauptung,  die ja in den FiHlen m = i und m =  2 zutrifft, muss fiir 

m = n + I richtig sein, wenn sie es fi~r den Wert  m = ~ ist. Die (~ + ~)-reihige 

~ -Funk t ion  geht niimlieh in das Quadrat  einer beliebigen (n + i)-reihigen Determi- 
nante, also in das Quadrat  einer irreduzibeln Funktion (n + i) ten Grades fiber, wenn 

alle Quaternionen ~ik skalar werden. Daher kann ein irreduzibler Teller yon 

nur den Grad n + i oder den Grad 2(n + i) haben. Der erste Fall aber ist 

unmSglich, da die ~ - F u n k t i o n  (2 n + 2) ~" Grades 

I o0o .. . . . . .  
o ,  a l ,  . . . .  a l .  {~oo} 

. . . . . . . . .  C~nl  . . .  C ~ n n /  

oinen Teller veto Grade 2 n hat, der selbst eiue nicht-spezializierte V-Funkt ion ist. 
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4 t 

Einsei t ige  Quaternionengle ichungen mi t  beliebig vielen Unbekannten. 
Weitere  Eigensehaf ten de r  Nablafunktion.  

Die AuflSsung der Gleichungssysteme 

(Ill Uil Xl "t- "'" "~- g i m X l m  = Xfi ( i  -~- I, 2 . . . .  II~) 

ergibt sich nun ohne Weiteres in allen Fiillen, in denen iiberhaupt eine eindeu- 
rig bestimmte LSsung existiert, aus den Gleiehungen (iI)  und (iz) in w 3. Ist  
niimlieh V (at 4) ~ o, so folgt 

(2q Alkx'l  + ..- + Am~x'm----V.X~ ( k = I  . . .  m) 

(2q ~ -  V ---- ~', & ,  + "'" + g'~ A ~  (i = ~ . . . .  m). 

Wie sehon im Falle m----2 (und aueh im Falle m----x) ist eine eindeutig be- 
st immte LSsung immer  dann und nut  dann vorhanden, wenn V r o ist. Zwischen 

V und der Determinante  D der in je 4 m gewShnliehe lineare Gleichungen zer- 
legten Systeme (i) besteht die Beziehung 

(3) D ---- V s. 

Ferner lassen sieh die an den Fall m = 2 gekniipften gruppentheoretischen Uber- 
legungen ohne sonderliche iInderung auf unbest immte Werte  der Zahl m aus- 
dehnen. Namentlieh ergibt sich auch e ine  M u l t i p l i k a t i o n s r e g e l  ]i~r d i e  V - F u n k t i o n .  

W i t  erkliiren das Produkt  zweier Quaternionenmatrices, unter  der Annahme, 
dass der erste Index (i) die Reihen, der zweite (z)d ie  Spalten einer solchen 
Matrix eharakterisiert,  nach der gewShnlichen Regel: Wir sehreiben 

W e I l I l  

(~h)  @k)  = (7~k), 

u~,~l~ + .-" + ulm~mk= ?~ (i ,k----l ,  . . . m )  

ist. E s  w i r d  d a n n  

(4) 

Ferner l~sst sieh die V-Funkt ion,  genau so wie im Falle m = 2, als 2 m-rei- 
hige Determinante darstellen, deren Elemente beliebig, nur  in der Bezeiehnung 
zu m s zweireihigen Matrices (a ls  G i t t e r m a l r i x )  angeordnet sind. Die ganze vorge- 
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tragene Theorie findet ohne Weiteres auf solche Matrices, und die zugehSrigen 

Gleichungen - -  Gleichungen fiir Matrices - -  Anwendung. 
Es versteht  sich, dass yon der Multiplikationsregel (4) ein iihnIicher Ge- 

brauch gemaeht werden kann, wie yon der Multiplikationsregel fiir m-reiMge 

Determinanten. Ich habe nicht  die Absicht, in dieser Hinsicht VollstRndigkeit 
anzustreben, will aber einen Lehrsatz ableiten, yon dem wit sogleich Gebrauch 

zu machen haben werden. 

Wit bilden zun~ichst das Produkt  

erhalten also 

( 5 )  

cem~ am2 �9 �9 �9 aram A l m  A~ra. �9 �9 Amra 

A l t  A2t . . .  A m ,  } 

A ,n A , ,  . . . Am,,, 

V ~ $F8--I  �9 

$ 

V , m ,  

hierauf bilden wir das Produkt  

/ I o oil Of 21 ~X22 �9 �9 �9 f f ~ m  . 

~ m l  ~m2 �9 �9 �9 O ~ m m  

und erhalten 

(6) 

A .  A21 . . .  A,,,, / 

. . . . . . . .  / = {A,,}. V ' ' - ' ,  

A , .  A, , , . . .  Am,,,, 

a 2 ~  �9 �9 �9 a = m  / 

. . . . . .  / �9 V = {A,1} 

0 [ fn9  �9 �9 �9 a m f ' n  

= N A . .  

Hieraus fo|gt aligemein der zuvor schon unter  der Annahme m-----2 bewie- 

sene Satz, dass V semide / in i t  ist, 

~ > o ,  

w e n n  die  4 m Koord ina ten  der Quaternionen aik red l  , i n d  ~ (m > I ) .  

t Siehe weiterhin S. 36. 
Aeta mathsmatlea. 42. I m p r i m 6  l e  5 j u i n  1918. l s=ss  5 
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In gleieher Weise liefert das P roduk t  

AH A21 . . .A, , , ,  

A , m A , m  . �9 �9 A,~m 

dio Formel  

allgemein erh~lt man  auf dieso Art  

(7) 

A l l  A 2 t  A 3 t  . . . A m ,  

A12 A2~ A.~2 . .  �9 A, , ,~ 

0 0 V " ' "  0 

�9 . �9 . , o o �9 �9 

0 0 0 . . .  V 

I ~ k + l , k + t  �9 �9 �9 ~ k + l , m  

I (~m,k+l  �9 �9 �9 {Xm, m 

v 1/fill:fill:i/ 
Anlass zur Verwertung der Formel (6) gibt uns das Gleichungssystem (I7) 

in w 3. Hieraus folgt n~imlich unmit telbar ,  dass man  in der Regel die LSsung 
der Gleichungen (i) noch auf mannigfache andere Arten darstellen kann.  Wir 
erhalten 

i r i r (8 t) ~ l k Z , + ' " + ~ m k X m ~ Z ] ~ X k  ( i , k = z  . . . .  m) 

(8") ~ A ~ k - -  ~' ~ ' - - ~  i~ + ' " + ~ m q ) ~ , ~  (k,i----I  . . . .  m). 

Es ist nicht ohne Interesse, diese LSsungen der Gloichungen (i), dio wir 
vielleicht als Nebenl6sungen bezeichnen diirfen, mit  der Hauptl6sung (2) zu ver- 
gleiehon, die der Bequemlichkeit  halber nochmals hergesetzt  werden solI: 

(9 ~) A ~ k x r t + ' . ' + A m k x ' , ~ . x , ,  ( k = I , . . . m )  

(9 ") ~ . ~ - - - ~ ' I A ~ , + . . . + ~ ' , , A i , ~  ( i = i , . . . m ) .  

Zungchst  sehen wir: 
Die Hauptl6sung ld~st sich in jedem der zwei Fdlle (l, r) al, lineare Kombina- 

tion der m Nebenl6sungen darstellen (deren Koeffizienten in den Koordinaten der 
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Quaternionen (~,~ Gradzahlen haben, die um je eine Einheit geringer sind ale die 
Gradzahlen der entsprechenden Koeffizientcn der HauptlSsung). 

In der Tat bestehen nach Nr. (13), (15) und (17) in w 3 die Gleichungen 

(iOl) - i Z a i k X 4 i k = V  (I~,8 I ,  Z (zi/~ ~T~ ~ Ask, = . . .  m), 

Z ~ ) i ' ~ i k  = A .  . . . . .  m) .  
h k 

Ferner  erhal ten wir aus (6), oder  aus  der  g le ichbedeutenden Formel  

die Formeln, die den Ubergang yon den einzelnen Neben|Ssungen zur Haupt-  
15sung vermitteln; multipliziereu wir n~mlich beide Seiten der Gleichungen (8) 
mit Ask, um auf dlese Art zu Gleichungen mit skalarem Nenner iiberzugehen, 

so erhalten wir die Gleichungen (9) mit einem Faktor  

dessen Versohwinden also jene Nebenl6sung unbrauchbar macht.  

Endlich ergeben sich noch, wenn man die Produkte  A~-k zk und V .xk ,  ~i-4ik 
und ~i" V aus den Gleichungen (8) und (9) eliminiert, die merkwiirdigen Formeln 

(12) V. m,"k = Aik A . ,  ~ .  ~e,'-k = ~io~Aik. 

Man sieh~ aus diesen Ausdriioken, deren Substitution in einer Roihe zuvor 
entwiokelter Gloiohungen Idonti tgten en~stehen lgsst, dass die bi]inearen Formen, 

die uns zur Darstellung yon V godient haben, 

k,* i , ,  

sehr spezielle Koeffizientensysteme besitzen: Es bestehen die s~imtlichen Glei- 

c h u n g e n  

(I3) 

(z4) = o 

• J $  , l r t t  ~ r t $  t 
rk  ~r m k - -  ~z'ek " ~ r k  = O ~ 

t t 

I Die Gleichungen (12) lassen noch erkennen, dass die Produkte 

o~kffi 0~,., ' k 
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Zu beachten ist, dass die vorgetragene LSsungsmethode eben so wenig die 

Bedeutung eines Universalrezepts hat, wie die allgemeine Theorie der linearen 

Gleichungen. Es wird das durch den Fall erl~utert, in dem alle Quaternionen 

odor Matrices aik skalar sind. ~ wird dann das Quadrat  der Determinante jener 
Gr5ssen, und in den Nennern der sachgemiiss gebildeten Ausdriicke fiir die Un- 

bekannten erscheint nur diese Determinante an Stelle yon ~ .  

Das zuvor fiber das Vorzeiehen der ~ - F u n k t i o n  Gesagte wird erg~inzt dureh 

einen Satz yon I. SCEUR: 

Sind die Koordinaten der m s Q~Laternionen all . . . .  atom reell, so kann, wenn 

m > �9 ist, die zugehSrige V -Funk t ion  nicht als Summe yon Quadraten reeller g a n z e r  

rationaler Funl~tionen (homogener Formen) ]ener Koordinaten dargestellt werden. 

Es geniigt offenbar, den Beweis, den ich ebenfalls einer Mitteilung yon 

I. SCHUR verdanke, ffir den Fall m = 2 zu fiihren. 

Es wird dann 

(xX + xl + x, + x~) (u'. + u~ 

/(yX + y; + y~ + yg/(z~ + zl + z~ + z~) - -  

- -  2 (xoz. + ~z~ + x2z2 + x3zs) (uoy. + u~y~ + u~y2 + usY3) + 

+ 2 (x.z~--x~zo + x~z~--x~z~) (Uoy,--U~yo + u~y~--u~y~) + 

+ 2 (xoz~--X~Zo + x~z~--xlz~) (Uoy~--u~y~ + u ~ y ~ u ~ y ~ )  + 

Ware nun ~ = / ~  +/~ +- . -  +/~_~,  we /o . . . .  f ,_~ reelle quadratische Formen 
der sechzehn Ver~nderlichen x 0 . . .  u~ bedeuten, so kSnnte man 

/~ = Xo U~0 + x~ U,, + x~ U,~ + x, U~ + Zo Y,o + z, Y~, + z~ Y,~ + z, Y,, 

setzen; U ~  w~re dann eine lineare homogene Funkt ion (Form)yon  u0, u~, u~, u, ,  

und Y ~  eine ebensolche Funkt ion yon Y0, Y~, Y~, Ya. Diese linearen Formen 
mfissten unter Anderem den folgenden Bedingungen geniigen: 

ftir die Matrix (A~k) eine ganz ahnliche Bedeutung haben, wie ftir die Matrix (a~/,) die Produkte 

yon denen wir die ersten zur Beschreibung des Bildungsgesetzes der ~ - F u n k t i o n  benutzt hatten. 
- -  Natiirlich wtirde sich das Bildungsgesetz der V-Funkt ion  auch mit Hiilfe der Produkte ~ 
haben beschreiben lassen. - -  



(a) 

(b) 

(c) 

(d,) 

(d~) 

(d~) 

(e,) 

(e~) 

(e,) 

Zur Theorie der linearen Gleichungen. 

Z u~. =:Z v~, = :Z v~, -- Z v:, =~,o + ,~: + u: + u:. 

'1) I)  4j ~j 

2 U~o Y~. -~ - -  Uoyo - -  utyl  - -  u2y2 - -  uays, 

~,~ U~o Y ~  = Uoyt- -  u , y ,  + u~y~--u~y~, 
I t  

U,.o Y~, == Uoy~--u~yo + u ~ y t - - u , Y , ,  
~d 

U,o Y~, = uoYa - -  usYo + u~y2 - -  u~yj, 

U~ Y~,o = - - U o y t  + U, yo- -U,y~ + u3y~, 

~ U~ Y,,o = - - u o y 2  + u2yo- -usY l  + u, Ys, 
qr 

U~, Y~,o = -  Uoys + Usyo--u~y2 + u2y,.  

Dem Beweise unserer Behauptung schicken wir voraus den folgenden 

I t i l#aatz:  ~Geniigen n reelle lineare Formen 

y~=a,,~x~ + . . . + a , , , , X m  ( v ~  I , 2 ,  . . . n )  

der Gleichung 

(/) y~ + . . .  + y ~ , = x ;  + . . .  + x ~  

(woraus n > m  folgt), so l~isst sich eine reelle orthogonale Transformation 

Y'I = Pt, Y, + " "  + P~- Y-, 

�9 . . . . .  . . . . . .  

Y'm = p ~  Yt + " "  + pro. y .  

so bestimmen, dass 

Y r t = X t ,  �9 - . Y l m ' ~ ' ~ m  

und ausserdem (wenn n > m is t )  

r y r m + l  = 0 ,  . . . y , ~  0 

wird .~  

37 
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E r  hande l t  sich nat i i r l ich n u r  um den Fall  n > m,  und es k o m m t  d a r au f  

an, zu zeigen, dass die ve r l ang ten  Gleichungen aueh  dann  durch  oine orthogonale 

Trans fo rma t ion  herges te l l t  werden  kSnnen.  

Die Gleichung (]) sagt  lediglich aus, dass die m l inearen F o r m e n  

v ~ = a ~ u ~ + . . . + a ~ i ,  un (/~ = I ,  2, . . . m )  

(in deneu  u t . . .  u .  unabhBngigo Vergnder l iche b e d e u t e n ) e i n  Sys tem normier t -  

o r thogona le r  F o r m e n  bi |den.  Man bes t imme nun  (was bekann t l i ch  immer  m~ig- 

lieh ist) n - - m  wei tere  reello F o r m e n  

Vk=a~ku~ + ' "  + a,  ku,~ ( k ~  m +  i , . . . n )  

derar t ,  dass vt . . . .  v,, ein vollst~ndiges Sys tem yon  normie r t -o r thogona len  F o r m e n  

bilden. Se tz t  man  hierauf  

yr = a~ky~ + . . .  + a,,,ky,, (k = i ,  2 . . . .  n) ,  

so wird  

-~ - ( = x ~  fiir k ~ m ,  

1 1 = o fiir k > m .  - -  

Im Falle der  e rs ten  Gleiehung u n t e r  (a), 

n - - 1  
2 ~ ~ 2 ~ 2 ~'U~,o--Uo+Ul + u ~ + u ~  

0 

muss n >  4 sein. Man kann  dann,  nach  dem bewiesenen Hilfssatz,  eine reelle 

o r thogona le  T rans fo rma t ion  

U1ko == pl, o Uoo + + pk, , -~ U,,-1,o 

so bestimmen, dass 

f I 
U'o0 ---- uo, U'I, ---- u l ,  U,o = u~, U,~ = u~ 

und  ausserdem,  wenn  n > 4 ist, 

I 
U ' 4 O  = 0 . . . .  U l r g - - l , 0  = 0 

wird. Bi lde t  man  j e t z t  die F u n k t i o n e n  

l ' ~ , = p ~ o l o + ' " + p ~ , , - ~ l , - ,  ( v = o ,  ~ , . . . n - - ~ ) ,  

so haben  diese dieselbe F o r m  wie die urspr i ingl iehen F u n k t i o n e n / o  . . . .  ] ,_~,  u n d  
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auch dieselbe Quadratsumme, an Stelle yon U~0 erseheint abet  jetzt U~0. 

dar/ daher annehmen, class yon vorn herein 

Uoe~-uo, U lo=u l ,  U2o~u2, Uso=u,~ ; U4o . . . . .  o 

ist. 

3 9  

Man 

Aus (c) folgt nunmehr 

Yoo=--Yo ,  Y , o = - - Y i ,  Y~o~---Y2, Y 3 o = - - Y s ,  

und aus (b) - -  da die Verdnderlichen y~, aUe reeU sein s o l l e n -  Y4o . . . . .  o. 

Ebenso kSnnen wir aus (d) und (b) die linearen Formen Y~,, Y~, Y~, berechnen, 

und schliesslich, auf Grund der Gleichungen (e) und (a), auch die Formen 

U,, ,  U, , ,  U,~. Das Ergebnis ist, dass nur noch der Fall n - - 4  in Betracht  
kommt,  und dass man auch in diesem nur die eine Annahme 

/o ~-XoUo--xlul--x2u2--x3us--Zoyo + zlyl + z2Y2 + z~ys, 

[~ = xou~ + X~Uo + x2u3--x3u2--zoy~--z~y,--z~ys + zsY2, 

]2 ---- xo  u 2  -k- x2 n o + x s u l  ~ x I u s - -  Zo y ~  - -  z~ Yo ~ z3 Yl "~ zl Y s ,  

/ s  ~ XoUs + xsuo + xxU2~'2Ul--zoYs--ZaYo--ZlY2 + z2y~ 

zu untersuehen braucht.  Diese Funktionen geniigen aber nieht der Gleichung 

? = /~. + lI + l: + t : ,  

denn in ihrer Quadratsumme ist z. B. der Koeffizient yon 2 z2z s verschieden yon 

dem entspreehenden Koeffizienten in der Entwiekelung yon ~.~ 

. 

Die a l lgemeine Nablafunktion.  

Setzt man an Stelle der Quaternionen oder zweireihigen Matrices ein un- 

bestimmtes System komplexer GrSssen (solcher mit Haupteinheit),  so wird e s  

nieht leicht sein, die Theorie ~>einseitigcr, linearer Gleichungen so weit durchzu- 

fiihren, wie es in dem konkreten und dabei verh~iltnism~issig sehr einfachen Bci- 

spiel der Quaternionen noch thunlieh war. Indessen l~isst sich doch einiges All- 
gemeines aussagen, das beim Studium anderer konkreter  Fiille niitzlich sein kann. 

Wir betrachten zun~chst das in der Form a a ' =  a" abgekiirzte Multiplika- 

t ionstheorem irgend eines Systems komplexer GrSssen mit reellen oder gewShn- 

�9 Vgl. hierzu HIL~ERT, Math. Ann. Bd 32 (1888), S. 342, Acta Mathematica, Bd x 7 (I893) S. I69. 
Archiv f. Math. (3), Bd I 09oI), S. 224, uud Grundlagen der Geometrie (3. Aufl., I9o9) Kap. VII, w 38. 
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lichen komplexen Koordinaten fiir die einzelnen Griissen des Systems, und bilden 

die Gleichungen 
(I z) a �9 - -  x', 

(I') ~'= ~ ,  

in denen a,  s ~' gegebene und x, ~ zu bestimmende GrSssen des Systems bedeu- 

ten sollen, n sei die Zahl der linear-unabhiingigen GrSssen des Systems, also die 

Anzahl der in irgend einer Basis des Systems vorkommenden Einheiten, eo die 

Haupteinheit ,  die wir yon der Einheit  der gewShnlichen reellen oder komplexen 

GrSssen nieht unterseheiden (e0 = i). Die n Koordinaten yon a, ~Lnd ebenso die 
yon x' und ~', aollen als unabMingige Veriinderliche betrachtet werden. Zu den Glei- 

chungen (I0 und (i ' )  gehSren dann, wenn man sic explizite sehreibt, d. h. dureh 

ein System von n gew6hn]ichen linearen Gleichungen ersetzt, zwei nieht notwen- 

dig iibereinstimmende Determinanten Dl und D,,  die a]s (ganze homogene)Funk-  
tionen (n t6n Grades) der Koordinaten a0, . . .  a ,-1 bekanntlich dieselben irreduziblen 

Teller haben. Wir nehmen an, dass diese Determinanten von Null verschieden sind. 

Unter  diesen Voraussetzungen l~isst sich z. B. die Gleiehung (I z) eindeutig 

auflSsen. 
Dabei t r i t t  die Determinante Dz in den Nenner des sich fiir x ergebenden 

Ausdrucks, und in den Zghlern der Koordinaten yon x erscheinen lineare Kom- 

binationen der sgmtlichen Unterdeterminanten ( n - - i )  ten Grades yon Dz. Wir 

denken uns die Faktoren, die die Determinante Dz mit allen ihrer Unterdetermi- 

nanten gemein hat, weggehoben; in den Nennern bleibt dann eine Funkt ion {)ten 
Grades V (a) der Koordinaten a0, . . .  ~,_1 stehen, und diese wird eindeutig best immt 

sein, wenn wir festsetzen, dass V ( i ) ~  i sein soll. Nennen wir noch 5 die dann 

ebenfalls eindeutig bestimmte LSsung der Gleichung ax-----V(a), so erhalten wir 

die LSsungen beider Gleichungen (i z) und (z0 in der reduzierten Form 

(2 ~) V .  �9 = ~ x', 

(2,) ~ .  V = ~' ~. 

Die bier einge/i~hrte Zahl e, der Grad des naeh M6glichkeit reduzierten Nenners 
V (a), ist die als Rang des betrachteten Systems bekannte Zahl. Sic ist der niedrigste 
Grad einer algebraischen Gleichung mit dralaren Koe]]izienten, der eine unbestimmte 
(/rei vergnderliche) GrSsse des betrachteten Systems geni~gt. 1 In der Tat, verstehen 

wir unter  r eine sbalare GrSsse des Systems, d .  i. ein Multiplum der Hauptein-  

heir, so kann man sehreiben 

1 TH. MOLIEI% Math. Ann. Bd 4I (I893), S. 113. 



und es folgt 

(3) 
dabei ist 

(4) 
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V ( r - -  a) ---- rQ + a~ r~--1 + ... +a~,  

o ~ aO + at ct ~ - 1 +  "'" + ao  ; 

ao = V ( - - ~ )  = ( - -  i )o  V (a ) .  

Giibe es nun eine fiir alle a richtige Gleichung der Form 

41 

0 ~ Otto ao'  -t- t t t t  ao'--I  + . .  �9 "J- a t e , ,  

mit ebenfalls skalaren Koeffizienten, so dass ( <  Q wiire und zugleieh einen mSg- 

liehst kleinen Weft  h~tte, so miisste die Gleichung (3) eine Folge yon ihr sein, 

was nut  m~glich ist, wenn a'0 den Grad Null hat. Man kann dann yon vorn 

herein a'o = i setzen. 

Es miisste ferner a'~, yon Null verschieden sein, da andernfalls 

a {ao'-I  + a'l ao'-~ + . . .  + a'o,-1} = o 

w~re, unter  der fiber die Zahl #' gemaehten Annahme ein Widerspruch gegen 

die Voraussetzung der eindeutigen L6sbarkeit der Gleiehungen (z). Man hiitte 

also schliesslioh in dem Ausdruek 

- -  (a 'o , ) -I  (ao ' - I  + a', ao'-2 + . . .  + a ' r  - a*  

eine LSsung der Gleiehung a x----I, und damit hiitte man auch eino LSsung der 

Gleiehungen (2), in der V (a) dutch eine Funkt ion niedrigeren Grades, a'o,, er- 

setzt w~ire. 

Es ergibt sich noeh 

(5) V ( a )  =Ct~ t ,  ~ = ( - - I ) 0 - - 1 { a  Q-1 "4- a t a  0 - 2  + " "  + ao- - i  }.  

Um die komplexe GriSsse ~ und mit ihr den skalaren Ausdruck V (a) zu bil- 

den, hag man hiernach die ska]aren Funktionen ersten bis (C--x) ~n Grades 

a l , . . ,  aQ-1 der Koordinaten einer unbestimmten Gr6sse a des betrachteten Sy- 

stems zu bilden. Hierzu ist aber nur n~tig, dass man den ersten dieser Koeffi- 

zienten at bilden kann. Bezeichnen wir niimlich mit  r i , . . ,  re die Wurzeln der 

(zuvor sohon gebildeten) Ranggleichun9 des betrachteten Systems, 

(6) V ( r - -  a) -- rO + a~ rO -1 + -.- + ao = o, 

und setzen wir (naeh Analogie des in der Quaternionentheorie Ublichen) 
.Ae~a mathcmag/ca. 42. Imprlmtt le 6 jutn 1918. ~ t  6 
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(7 )  | ~ = _ _  z - - . a l )  

so folgt unmittelbar 1 

(8) r ~ ' + . . . + r o = e . ~ a  ~ ( ~ , = O ,  I ,  . . . ,  e - - I  . . . .  ) ;  

es lassen sieh aber die symmetrischen Funktionen al . . . .  aq der Wurzeln r ~ , . . ,  r o 

in bekannter Weise dureh die Potenzsummen (8) ausdriieken. Man hat  z. B. 

at = - - q ~ a ,  2 ! a 3 = r  s, 

3 !as = - - q 3 ( ~ c t )  3 + 3 q ' ~ a ~ a * - - 2 r  s, 

�9 �9 �9 �9 . �9 . o �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 . �9 . �9 . 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir ein System yon m linearen GIei- 
chungen der Form 

(9 t) 

oder 

Cell •1 -t- " �9 �9 "[- ~ i m  X m  ~ X t i  (i = I . . . .  m) 

(9q  ~ ' k = ~ l f f ,  l k  "~" " ' "  + ~ m a m k  ( ~ =  I . . . .  Y~), 

in denen al~ . . .  atom, x'~ . . .  x'm, ~'1 . . .  ~'-, wiederum Gr6ssen des betraehteten Sy- 

stems (a) sein sol]en, und all . . . .  atom frei-verinderliehe Gr6sson dieses Systems, 

nur beschr/inkt durch die Annahme, dass etwa die G]eichungen (9 z) eindeutig- 

aufl6sbar sein sollen. Die L6sungen dieser Gleiehungen (9 t) denken wir uns in 

eine reduzierte Form gesetzt, derart, dass in allen Nennern von x ~ , . . ,  x ,  eine 

gewisse notwendig homogene Funkt ion der n m  ~ Koordinaten yon a~l . . . .  atom er- 

scheint, deren Grad nicht weiter hinabgedriickt werden kann. Diese nach Vor- 

aussetzung nicht verschwindende Funktion {Nabla/unktion) bezeiehnen wir durch 
das Symbol 

f / 
~II �9 �9 �9 ~I~ 

(IO) 27 ( ~  k) = , 

Ofml �9 �9 �9 ~ m m ~  

indem wir noch einen zun~ehst willkiirlich bleibenden Zahlenfaktor aus der 
Forderung 

Vgl. e twa  MOLIEN, a. a. O., S. I IO. 



( I I )  

bestimmon. 

Zur Theorie der linearen Gleichungen. 

I . . .  O 

0 . . .  I 

Wir behaupten:  

43 

Zu den Gleichungen (9 l) und (9 ~) gehSrt dieselbe Nabla/unktion. Diese ist eine 

homogene Funktion des Grades me  der Koordinaten der Gr6ssen a~l . . . .  a,,,,,~, und 

zwar ist sie homogen vora Grade Q in bezug au/ die Koordinaten der Elemente ir- 

gend einer Zeile oder Spalte der Matrix (ai~), und sie erreicht i~berdies den Grad r 

in bezug au/ die Koordinaten eines ]eden dieser Elemente ai~. 

Zuni/chst ergib$ sieh, dass V (aia) in irgend einem Grade ~,r homogen sein 

muss in bezug auf die Elemente der ersten Zeile, da eine proportionale ~.nderung 

der Gr6ssen a ,  . . . .  al,n, x'l die Werte yon x~, . . .  x,~ nieht /indern kann;  aueh 

leuchtet es ein, dass diese Gradzahl r fiir allo Zeilen dieselbe sein muss. Ferner 

ist sieher r da im Spezia]fall a ~ I x ~ x f ~ ,  . . .  a m m X m ~ X l m  dieser Grad tat-  
s~chlich erreicht, wird. Es kann sodann der Sehluss yon m a u f  m + i angewen- 

det  werden, da der zu erweisende Satz fiir m ~--i richtig ist. 

Wir betrachten zu diesem Zweck das weitere Gleichungssystem 

(a) 

aoo Xo + aol X~ + ... + ao,n X,~, -~ X'o, 

alo Xo + nil X l  + "'" + a~,~, Xm ~ X'I, 

�9 �9 . ~ ~ , . . . . . . .  . . ~ . ~ 

a,noXo + a,~ XI + "." + am~X, , ,~  X',n; 

in der zugehSrigen Nablafunktion seien die Glieder zusammengefasst, die in be- 

zug auf die Koordinaten yon gee denselben Grad haben, 

(b) ~7 (aoo, ~ , , ,  . . .  a,n,,,) = ~ '  (aoo) + ~ , - - x  (aoo) + "".  

LSsen wir sodann die m letzten unter den Gleiehungen (a) nach den Unbekann- 

ten X L . . . .  X,n auf, so erhalten wir diese in Form yon Quotienten, in denen Nen- 
nern die Nablafunktion (io) erscheint, w~ihrend yon den Ziihlern angenommen 

werden daft, dass sie alle in der Form a X0 + b gesehrieben sind. Die Substi tu- 

tion dieser Ausdriicke in die erste Gleiehung unter  (a) l iefer t  eine G]eichung 
yon der Form (II), 

(c) {V (~,, . . . .  ~ B ) - a .  + A}Xo  = B ,  

in der, nach Voraussetzung, der Faktor  yon aoo den Grad me und A den Grad 
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m e + x hat. Die formale AuflSsung yon (c) nach der zuvor entwiekelten Regel 

liefert dann fiir Xo einen Quotienten, dessen Nenner eine homogene Funktion yore 

Grade r in bezug auf die Koordinaten yon a00, ao~ . . . .  aom ist, in dem ferner auch 

ein Glied r Grades in bezug auf a00 vorkommt, n~imlieh das Produkt  

{V . . . .  V 

Wir sehen also, dass r 1 6 2  ist, und dass die Funktion ~po (aoo)" das Produkt  

yon V (a00) mit einer (skalaren) Funkt ion der Koordinaten yon all . . . .  am,, sein 

muss. Dieso letzte Funkt ion ist ferner ein Teiler vom Grade m e der Funkt ion 

des Grades me  ~ 

{V (al,,  . . .  

sic kann aber nichts anderes sein als V (al~ . . . .  atom) selbst, da sie im Falle 

a0~ == o , . . .  ~o , ,=  o, a~o = o . . . .  am~ = o  von vorn herein diesen Wert  hat. 
Hiermit  ist der aufgestollte Satz erwiesen, soweit er sich auf das Gleichungs- 

system (9 ~) bezieht. Ausserdem hat sieh aueh ergeben, dass die auf der Bildung 

der Gleiehung (r beruhendo LSsungsmethode der Gleiehungen (a) don Ausdruck 

fiir Xo mit dem fremden Faktor  

{ V  (a,, . . . .  

in Zi~hler und Nenner liefert, dass sio also nieht~ allgemein brauehbar  ist. 

Zu beweisen b]eibt noeh, dass die Nablafunktion sich nieht iinder~, wenn 

man die Gleiehungen (9 l) durch die Gleiehungen (9 r) ersetzt. Dies folgt dar- 

aus, dass die Gleichungen (9) im Grunde sehon in Gleiehungen des Typus (x)ent-  

halten sind. 

In der Tat, setzen wir an Stelle der m Gleichungen (9 l) oder (9 r) je m solehe 

Systeme, die links dieselben Koeffizienten haben, 

(I2 z) a~ x~  + ..- + a~,n x,,,k -- x',k (i, k = I,  . . .  m), 

(12 ~) ~'ik=~_~a~k+'" +~i,,a~k ( i , k=x , . . .m ) ,  

so werden die LSsungen dieser speziellen Gleiehungen (i2 z) noeh denselben 

reduzierten Nenner V(a~k) haben, wie die LSsungen der Gleiehungen (gq. Wir 

bezeichnen diesen Nenner hier mit Vl ,  und nennen V~ die entspreehend aus 
(i2 ~) abgeleitete Funktion. Die Gleiehungen (x2) haben nun genau dieselbe 

Form wie die Definitionsgleiehungen des Produkts  yon zwei gewShnliehen 
Matrices, 
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[: '1[ l I" '1 C t m l  " ' "  C t m m - I  X r r t t  . .  �9 X m m  J : ~ t m l  . . .  ~ t m m  

�9 ~ ~ . �9 . ~ ~ . �9 . ~ ~ ~ ~ ~ . ~ . ~ 
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nur dass die zu einer neuen Matrix komponierten Matrices zu Elementen nicht 

gerade gowShnliche (reelle odor) komplexe GrSssen, sondern solche aus dem belie- 
bigen System (a) haben. Niehts hindert abet dann, den Inbegriff der m m komplexen 

GrSssen a,~ . . . .  a,~m selbst wieder als eine einzige komplexe GrSsse A hSherer Ord- 

nung aufzufassen. Die Gleichungen (i2) odor (z3) werden dann subsumiert un- 
ter  den Typus der G]eichungen (i), 

(I40 A X = X'; 

(~40 ~ ' ~  ~,A; 

die Einheiton des neuen Systems (A) sind die Produkte  der Einheiten des Sy- 

stems (a) mit m t Einheiten el h, deren Multiplikationsregeln 

die Multiplikationsregel gewShnlicher Matrices liefern: Das System (A) ist alas so- 
genannte Produlct aus dem System (a) mit dem System, dessen Einheiten die eik sind. 

Der Rang des nou gebildeten Systems ist m.  Q, fiir die durch (z2) definierten 
GrSssen A aber hat  man, eben nactl {12): 

V ?  = V (A) = VT.  

Daher kSnnte sich V ,  yon Vl  hSchstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden, 
dieser aber eswoist sich als die Einheit:  Vr  ~ Vl  = V(ai~). 

Unmittelbar  einleuchtend ist nunmehr  auch, dass die Nablafunktion an ge- 

wissen Eigensehaften der Determinanten teilnimmt. So ziehen die Gleichungen 
(13) die als Multiplikationsregd der Nabla/unlaion zu bezeichnenden Gleichungen 

(I5 z) 

(~5") 

V (-ik) �9 V (x,k) = V (x',~), 

V (~', k) = V (~, 4). V (", k) 
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naeh sich. Hieraus, und aus den naehgewiesenen Homogeneitgtseigensehaften der 

Nablafunktion folgt dann ohne Weiteres: Die  Nablafunktion ~ndert ihren Wert  

nicht, wenn man zu irgend einer Zeile (Spa l t e )de r  Matrix (a~k)ein vorderes 

(hinteres) Multiplum einer anderen Zeile (Spalte) addiert. Sie verschwindet also, 

wenn zwei Zeilen (Spalten) einander gleich werden; was iibrigens auch schon dar- 

aus hervorgeht, dass sie ein Teiler der Determinanten DI m) und D (m)~ dot beiden 

Gleichungen (9) sein muss. Sie nimmt den Faktor  V (Q) an, wenn man die Ele- 

mente einer Zeile (Spalte) vorn (hinten) mit ~ multipliziert. Vertauseht man 

zwei Zeilen oder Spalten, so wird die Nablafunktion mit einem Faktor  reprodu- 

ziert, der eine Quadratwurzel aus der Einheit  sein muss. Um diesen Faktor  zu 

bestimmen, geniigt es offenbar, eine zweireihige Nablafunktion, und auch diese 

im Falle eines Zahlenbeispiels zu betraehten. Es ist aber 

{ ;;} { ; : / {  ;;/ i)o{;;} 
die Nablafunktion wechselt also be i  Vertauschung yon zwei Zeilen oder Spalten 

ihr Vorzeichen, oder sie bleibt unge~ndert, je naehdem ( ) ~ I  rood. 2 oder Q ~ o  

rood. 2 ist. Endlich ist allgemein z. B. 

O~l t  . � 9  O ~ l ~  0 �9 . .  O 

�9 �9 . �9 �9 . �9 �9 . . . .  . �9 . , . 

~ , a x  . .  �9 Otl~l~ 0 . . .  0 

g , a + l , 1  � 9  O ~ V , + I , , a  O ~ , a + l , , a + l  �9 � 9  O ~ / ~ + l , m  

O ~ m l  �9 �9 �9 ~ m , a  O ~ m , . a + l  � 9  �9 O ~ l t n ~  

/ 
~ r a , / ~ +  t �9 �9 �9 f f m m  

u. A. m. 

Hiermit haben wir also eine allgemein anwendbare Definition der Nabla- 

funktion erlangt. Gelingt es, wie bei den Quaternionen, ihr Bildungsgesetz 

zu ermitteln, so darf man eine Verbesserung der allgemeinen Theorie der 

linearen Gleiehungen in solchen Fil len erwarten, in denen der Rang Q des 

Systems (a) kleiner ist als die Zahl n seiner Einheiten. Eine weitere Verein- 

fachung wird eintreten, wenn die komplexe GrSsse A speziell gew~hlt ist 
und zu denen gehSrt, bei denen schon eine friihere Potenz als Amo dureh nieclri- 

gere Potenzen ausdriickbar ist. 1 Ist  das System (a) reduzibel, so ist es auch seine 

t-0brigons gibt es auch noch anders geartete Fille, in denen eine weitere Reduktion 
m6glich ist. Vgl. w 7. 
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Nablafunktion; sic ist das Produkt  der Nablafunktionen, die zu den Teilsystemen 
geh~ren, in die das System (a) zerf~llt. Dies t r i t t  bekanntlich immer ein, wenn 

~ n ist, mit der einen Ausnahme eines Systems, dessen Multiplikationsregeln in 
der Form 

~i*l,---~i+k (i + k < n - - 1 )  
(16) { i , k :  o, z, . . .  n - - I }  

~,~k = o (i + k > n - - i )  

geschrieben werden kSnnen. Die Nablafunktion fgllt dann zusammen mit der 
Determinanto 

a(0) (o) n 

( i 7 )  V (- ,~)  = D = A "  = " . . . . . . . . .  
�9 . . . . . .  �9 , . 

a ~ L , , o  a ~~ 

der G1eichungon (9)- Entspricht das System (a)selbst schon dem Multiplika- 
t ionstheorem der (gew~hnlichen) Matrices, 

(i8) ~,~tk ~ ~,k, *,i*kz ---- o (i ~ 1r 

so dass n -  ~s wird, so lgsst sieh die Nablafunktion als gewiihnlieho Determinante 

(Gitterdoterminante) darstellen, analog dem, was wir im Falle r gefunden hatten, 

} (~11) "'" (a11~) 
(I9) ~/ . . . . . . . .  

( - ~ , ) . . .  ( ~ = )  

Bei allem Vorgetragenen ist nur  auf solehe Eigenschaften der betraehteten 
Systeme (a) Riieksieht genommen, die yon der Wahl der Basis unabhKngig sind. 
Bei spezieller Wahl der Basis kSnnen fiir einzelne Gruppen der Unbekannten sehr 
wohl weitere Reduktionen eintreten, wie es z. B. der Fall ist bei dem System (16). 

, 

Beispiele .  

Am leichtesten zug~inglich sind, ausser gewissen in w 5 schon gelegentlich 
betrachteten Systemen mit kommutat iver  Multiplikation, die Systeme (a), die 
den Rang 2 haben, bei denen also alle GrSssen des Systems, wie im Falle der 

Quaternionen, einer Gleichung der Form 

x t - - 2 ~ x . ~  + ~ z . z  ~  

mit skalaren Koeffizienten geniigen. Man hat  dann 
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und man kommt ganz Ehnlioh wie bei den Quaternionen oder den zweireihigen 

Matrices zur AuflSsung eines Systems einseitiger linearer Gleiehungen. 
Wit betraehten zuerst den Fall n = 3, in dem nut  ein einziges System kom- 

plexor Gr6ssen (ein T y p u s  mit einer Gestalt)existiert ,  dessen Multiplikationsregel 
dem Kommutationsgesetz nicht gehoreht. Die Multiplikationstabelle dieses Sy- 
stems, das iibrigens als Unter- oder Teilsystem im System der zweireihigen Ma- 

trices enthalten ist, nehmen wir in der fiir die Rechnung bequemsten Form an: 

e l  e2 es  

e 1 e I o e$ 
I .  ( e ,  - 4 - e ~ = e 0 - - - ~ I  } .  

e 2 0 e 2 o 

e s o e s o 

Es finder sieh, wenn 

gesetzt wird, 

ferner 

111 5 1  � 9  5 1  5 2 . . .  a s  

"~:J~ 1 . . . . . . .  , ~ 2  . . . . . . .  

a~' . . .  5~ m a,"' . . .  5~ m 

D~=A].A2, D~=AI.A], 

2 ~ - - - X  1 -1- X2,  ~ } ~ X - ~ X  1 x 2 ,  

X = X  2e~ A- x l e2 - -Xse3 .  

Die nach der friiheren Vorsehrift gebildete Funkt ion V kann sieh vom Pro- 
dukt  der irreduzib]en Faktoren von Dz und Dr nur um einen Zahlenfaktor unter- 
seheiden, der sich gleich der Einheit  findet:  

V(a~k)=~/,  .~/~. 

Im Ubrigen kann nach Analogie der Quaternionen verfahren werden. 
Xhnlich liegt die Saehe be/ dem der Annahme n = 4  entspreehenden System 

mit der Multiplikationstafel 

e o e 1 e 2 ea 

e I ~ e  o e 3 - - e ~  
II. (co == I}, 

e2 ~ e  s O O 

e 3 e 2 0 0 
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das als Grenzfall der Quaternionen in Anwendungen auftritt .  Gleieh den Quater- 

nionen selbst hat auch dieser Typus yon Systemen komplexer GrSssen zwei reelle 

Gestalten, wir betrachten abet  der Kfirze halber nur diese eine. Man hat  hier 

Wendet  man in diesem Falle auf ein wie friiher gegebenes System einseitiger 

Gleiehungen die gewiihnliehe LSsungsmethode an, indem man zun~chst nur die 

Unbekannten x(oO , z~ i), oder ~(ok), ~ )  (i, k ~ z . . . .  m) bereehnet, so erh~ilt man Aus- 

driicke, in deren Nenner eine sogenannte VomT'sche Determinante erscheint. 

Diese hat bereits den Grad 2 m, sie kann sieh also yon der V-Funkt ion,  die auch 

in den reduzierten Nennern der Unbekannten x~), x(s i), ~ ) ,  ~(s k) erseheinen muss, 

hfehstens um einen Faktor  unterseheiden, der gleich der Einheit gefunden wird: 

(%0" - - (%1 '  
(%," (%~o' 

V ~ . . . .  . 

(%0"' - -  aT"  

(%," ~o"' 

I m  _ _ ( % ~ m  
�9 * * ( % 0  

. . .  (%;- ,  ao,~ 

�9 ~ ~ . ~ . , 

�9 ~ ~ . ~ . ~ ~ 

i * ' n  f i g  _ _  lel*'l ~ . g  

�9 * * ( % 0  ( % t  

(%tram m m  
�9 " * ( % 0  : 

Die V-Funkt ion  h~ingt hier nur yon den Koordinaten a~o k, (%~k ab. Ausser- 

dem aber ist sie im komplexen Gebiet (bei der zweiten Gestalt schon im Reellen) 
reduzibel; setzt man 

(%0 -{-~C~1 . . . a  ~ at. 2(%x 11 �9 11 l m  _ _  " x m  
Cr - -  $ (%z �9 �9 " (%0 ~ (%1 

'~ f l~ - - -  . . . . . . . . . . . .  , " J 2 ~  �9 . . . . . . . . . . . .  , 

f / I . l  " ' / n l  tv/~ , n~  e " ~b~. l v~  (%0 "]- "~ C~1 " ' ' ( % o  "T" ~ CL x r e x _ _  " m x r a m _ _ "  m m 
~ o  $(%x �9 �9 "(%o ~ l  

so wird, wie bekannt,  

V = n , .  n2 ,  D ---- ( # ,  #2)~. 

Bei reellen Koordinaten (%jk ist also, wie im Falle der Quaternionen, V ~ o; 

ist aber hier als Summe yon zwei Quadraten reeller Ausdiicke darstellbar. Im 

Falle m----2 z. B. hat man 

= (xg + xl)(u. '  + u;) + (y'. + y l ) ( z '  + z~) - -  

- - 2  (XoZo + z,z~) (UoYo + u,y~) + 

+ q (xoz,--xlzo) (Uoy,--Ulyo) 
A e t a  ma themat i ca .  42. I m p r i m 6  le  6 j u i n  1918. xssss 7 
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(XoUo ~ x l u l  - -  yoZ9 + y l z l )  ~ + 

+ (XoU~ + X~Uo ----yoZ~ --ylZo)~; 

vgl. S. 36. Im Wesentlichen gilt jedoeh die fiir den Fall der Quaternionen ent- 

wiekelte Theorie aueh hier. 

/~hnlioh wie das System II  verh/ilt sich auch das System 

III.  

eo 

e 1 

e2 

ea 

ex e2 e3 

O e.~ o 

- -  e9 o o 

o o o 

e o ~ T ~  

das ebenfalls Ausartung der Quaternionen, und iiberdies Grenzfall yon II  ist, 

aber, abweichend yon II, nur diese eine ree]le Gestalt hat. 

t t ier  erseheint in den Ausdriicken fiir die skalaren Bestandteile x{o k) der kom- 

plexen GrSssen xk nur die Determinante 

der skalaren Bestandteile der Koeffizienten der Gleiehungen (I), w~ihrend in 
den reduzierten Ausdriieken fiir die iibrigen Koordinaten x~), x~), x~ k) im Nenner 

das Quadrat  eben dieser Determinante auftritt .  Es folgt 

V ~ , / ~ ,  D ~ / ~ .  

Ebenso verh/ilt sich endlich die letzte Ausartung des Quaternionensystems, 

deren Multiplikationstafel 

eo e~ e 2 e3 

e I o 0 o 
IV. {e0- i}, 

e 2 o o o 

e s 0 0 0 

dem Kommutat ionsgesetz gehoreht. 

Als letztes Beispiel betraehten wir, unter der Annahme m ~ 2, das System 

der N o n i o n e n  

V. ~i ~J~ ----- ~it, ~i ~z ---- o {i, i ,  k, l ~- I ,  z, 3; J '~ k}, 
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das der Annahme Q-~ 3, n----9 entsprieht, und (flit m = 2) zu einer Nablafunk- 

tion vom Grade seehs fiihren muss. 
Um die Ableitung der zu entwickelnden Formeln kurz und iibersichtlich zu 

gestalten, bediene ich reich, trotz ihrer Unbeliebtheit, der symbolischen Methods 

der Invariantentheorie.  
Die Multiplikationsregeln der Nonioneneinheiten ~ik sind nichts Anderes 

als die Regeln fiir die Multiplikation oder Komposition der speziellen tern~ren 
bilinearen Formen xiuk (vgl. w i). Wit k6nnen also Nonionen A,  B, C . . . .  sym- 

bolisch als Produkte  ternii.rer linearer Formen darstellen, 

A ~ (ax) (ua) ,  B = (bx) (ufl),  

F~ = (ux)  

u .  s .  w . ;  

ist die sogenannte Einheitsform, die im Rechnen mit den bilinearen Formen die 

Stelle der Einheit des gew6hnliehen Zahlenrechnens vertrit t .  Es wird, wenn 

A B = (ax) (ba) (ufl) 

gesetzt wird, A E  ~ E A  = A .  

Wir bezeichnen nun mit C A  den skalaren Bestandteil yon A, d. i. die 
lineare Invariante  yon A (gegeniiber kontragredienten linearen Transformationen 

yon xl, ~ ,  x3 und u~, u2, u3), deren Zahlenkoeffizienten wir so normieren, dass 
C E =  i wird. Wir setzen also (iibereinstimmend mit der Bezeichnungsweise des w 5) 

CA---- i (aa), 
3 

und folglich, bei Beziehung des Operationszeichens C auf das Ganze eines nach- 
folgenden Produkts,  

C A B = C B A  = 3  (afl)(ba) 

C A B C  = C A C B  . . . . .  3 (aft) (by) (ca), 

u. s. f. Ferner  werde 

I 
(A I B)---- (BIA) = ~ (.~x) (abu) 

= ~ { A B +  B A - - 3 C A . B - - 3 C B . A - -  

- -  3 ( ~ A B - - 3  ~ A . ~ B ) . E }  
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gesetzt, und analog 

E. Study. 

(A IBJC)=(B[C[A)= (CIAIB)= 

•(A I C ] B ) = ( B ] A ] C ) = ( C I B [ A ) =  

I 
= ~ (abe) (aflT) = 

~- I  {CABC + |  C B C - - 3 C B .  CGA 
2 

~ 3 0 0 .  C A B  + 9 C A .  C B .  ~C}.  

Es folgt dann 

(z) ( A I E ) = 2  { 3 ~ A . E - - A } ,  ( E I E ) = E  

(2) ( A I B [ E ) = C  (A]B) = ~ ( 3 C A . C B ) - - ~ A B }  

(3) ( A ] E i E ) ~ - ~ A ,  (EIE[E)=x ,  

ferner 

(4) (A [BIG) = ~ A (B] 0) (u. s. w.), 

und 

(5) (A I BI 0). E---- 

= 3  {A (BIC)+ B(CIA) +C(A IB}= 

= ~ { B I C ) A + ( O I A ) B + ( A [ B ) C } .  - -  

(6) [A[=(AIA]A)-~  

= { { 2 C A S - - 9 C A  . ~A~+ 9 ~ A  . CA.  ~A}  

ist die Determinante der bilinearen Form oder Nonion A, oder die zugehSrigo 
Nabla/unlction ; 

(7) -4 = (AIA) ~-~(aa'x) (aaru)---- 

= ~ { 2 A ~ - - 6 C A . A  + 3(3CA . C A - - C A ~ ) E }  

ist die zu A adiungierte bilineare Form oder Nonion; ist die Determinante [A[ 
yon Null versehieden, so existiert die Form oder Nonion A -1, und es ist 
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(8) A-1 = I a [ - ' .  d = [A [ - ' .  ~ ( .dx)  (aa'u) 

die zu A reziprobe Form oder Nonion. Man hat also 

(9) A A = 2 t A = ] A ] . E ,  ~----]A[.A. 

Die charabteristisch, Gleichung der Form A, die Ranggleichung des Nonionen- 
systems, ist 

(1o) A s - - 3 ~ A . A ~ +  3 ~ . ~ . A - - I A [ . E = o .  

Sohliesslieh folgt noeh 

(11) ]A + B[=2{A + 3 ~ d B +  3 ~ A B +  BB; 

z. B., wenn .4 eine Zahl, ./IE skalar, ein numerisches Multiplum yon E ist, 

(12) [~IE--A[-:  .,13--3 CA. . /P + 3 ~ 2 i .  z / - - ] A [ .  

(Vgl. Nr. IO.) 
Naeh diesen Vorbereitungen betrachten wir die Gleiehungen 

ax + 7y = s  (I3 l) 
fix + ~y = y', 

~, = ~ .  + v#, 

(130 , / =  ~=7 + ,~a, 

in denen wir die Kooffizienten und die Unbekannten Nonionen bedeuten lassen. 
Wie in w 2 kann man zungehst aus den Gleichungen (13) eine der zu suchen- 

den Nonionen eliminieren. Die zu bestimmende Funktion V ergibt sich dann 
als gemeinsamer Teiler der Determinanten gewisser Nonionen wie $~a--7~. {1 

oder ~$~a--~7.#~. Nach kurzer Rechnung, bei der die Formeln (9) und ( i i )  
oder (12) zu benutzen sind, erhiilt man 

(14) V = {  a #~ 7 } =  

= . a .  ~ -  3 ~ (a~,~#) + 3 ~ ( - # ~ )  - #ft. ~'~; 

# o ist notwendige und hinreiehende Bedingung dafiir, daBs die Gleichungen 
(13) eindeutig aufgeliSst werden kiSnnen, und zwisehen V und der Determinante 
Dz = D~ oder D der Gleiehungssysteme (13) besteht die Beziehung 

(15) D : V s. 
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(16) 
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Ferner  ist ~ als Determinante darstellbar, 

V = 

al l  a12 ~13 

a21 a22 ~23 

a31 o~3z (~33 

fl~, tG tG  

Y. r,: Y.I 

Y:, 7:= 72~ 
731 7~2 7a~ I 

G~ d2~ G~ 

G1G~ G~[ 

endlich hat  sie ein Multiplikationstheorem gleich dem der zweireihigen Determinan- 
ten - -  alles wie im analogen Falle m = z,  r = 2 (w 2, Nr. z5). Natiirlich aber wech- 

self die vorliegende Funktion ihr Vorzeichen, wenn man in der entsprechenden 
zweireihigen Nonionenmatrix die beiden Zeilen oder beiden Spalten vertauscht  

(w 5, S. 46). 
W~hrend die Formel (16) auf einer besonderen Gestalt (~ia) der Nonionen- 

basis beruht,  ist (14) hiervon unabh/ingig, dieselbe Formel gilt [is yede Wahl der 

neun Einheiten, falls man nur den skalaren Bestandteil und die Adjungierte einer 

Nonion gehSrig erkl/irt hat. Und es gibt auch - -  was die Formel (I6)jedenfal ls  
nicht ohne Weiteres zeigen kann - -  eine LSsungsmethode der Gleichungen (I3), 
die ebenfalls unabh~ingig ist yon der Wahl der Basis, und bei der die 4 . 9  Koor- 

dinaten a~k, flik, 7ik, ~ in den Nonionenkomplexen a, fl, y, ~ belassen werden. Es 
lassen sich n~imlich explizite vier Nonionen A, B, C, D analog den Unterdeter-  
minanten einer zweireihigen Determinante herstellen, die Gleichungen der Form 

(~7) 

a A  + y 6 ' =  V ,  

flA + ~0 -~ o, 

V = A a  + Bfl, 

o - ~ A r + B $ ,  

a B + T D = o ,  

~B + ~D = V ,  

o ~ C a T  Dfl, 

V = C y + D ~  

geniigen; womit offenbar die Aufl6sung der Gleichungen (13) geleistet sein wird. 
Es ist ausreichend, Folgendes zu beweisen: 

I. V l~isst sich in die Form aA + 7 C setzen, und es wird dann flA + $C~-o.  
2. V l~sst sich auch in die Form A * a + B * #  setzen, und es wird dann 

A*7 + B*~ = o. 

3. Es ist A ~ A * .  
Man hat  nun nach (4) und (5) z. B. 

3 ~ a ~ .  E = 3 ~ - # ~ ( r  I ~) �9 ~ = 

- -  3 ( a ~  I r I r) �9 E = - d ~ ( r  I r) + 2r  ( . ~  I r) ,  
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also, wenn man das besondere Zeichen ffir die Einheitsform unterdriickt (wenn 
man die entsprechende Nonion mit der Einheit des gewShnlichen Rechnens 
identifiziert), 

3 ~ - ~  = ~ ~ ~ = 

und analog 

Es folgt somit 

- ( P r .  fi+ ~ r J -  2(fl I ~ . ) } ~ .  

Die Koeffizienten der Nonion a in diesen beiden Entwickelungen yon 
sind einander gleich. Ausserdem aber wird behauptet, dass z. B. 

o = f l ( ~ .  ~ + ~ p - -  2 r  [ - ) } -  

- ,~ ~ # ' .  p + , i ~ ,  - 2 ( ,~,~ ] ~,)}. 
ist, d. h. 

oder, in der Formelsprache der bilinoaren Formen, da 7~fl der bi]inearen Form 

~(cx) (~ '  7) (dd'b) (ufl) 

entspricht, dass die identische Gleichung besteht: 

(bx) (aft'#) (J~r T) (dd'b') (acu) = 

--  (dx) (7~' {5) (tiff'a) (bb' d') (cau). 
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(aflfl') ( 7 ~  ') (acu) {(dd'b') (bx) + (bb'd') (dx)} 

I 
= -~ (aflfl') ( 7~ ' ) (acu )  {(dd'b') (bx) --  (dd'b) (5%) + 

+ (bb'd)(dx) - -  (bb'd)(d'x)} = o. 

Es bestehen also wirklich Gleichungen der Form (I7); und zwar ist 

C = - - ~ f l . ~ - - g f l S +  2 ( 7 ] a ~ ) ,  

D =  a . .  g + Y.tg-- 2 

Es ist klar, dass aueh hier, wie im Falle r = 2, diese Koeffizienten A ,  B ,  C, D 
der Gleiehungen (i7) nur auf eine Weise bestimmt werden kSnnen. 

. 

Anhang: Gleiehungen mit sehief-symmetriseher Determinante. 
Pfa f f sche  Aggregate.  

Zu den F~illen, in denen die Anwendung der allgemeinen Theorie der linearen 
Gleichungen kein ganz  erfreuliches Ergebnis liefert, gehSren, wie in der Ein- 
leitung sehon erw~ihnt, die Systeme linearer Gleichungen mit schief-symmetrischer 
Determinante. Im wichtigsten Fall, in dem die Anzahl der Gleichungen und 
Unbekannten gerade und die zugehSrige Determinante nicht Null ist, hat  JAcom 
eine LSsungstheorie entwickelt, die kaum etwas zu wiinschen iibrig l~isst, wenn 
man mSglichst elementar zu Werke gehen will. 1 Aber diese Theorie, in deren 
Mittelpunkt die sogenannten PFAFF'sehen Aggregate stehen, passt nicht ganz in 
den Rahmen, innerhalb dessen das genannte Problem aufzutreten pflegt. Die 
PFAFF'sehen Aggregate sind (relative) Invarianten gegeniiber beliebigen (kogredien- 
ten) linearen Transformationen, und das kann, soviel ich sehe, bei der iibliehen 
Behandlung des Stoffs nur daraus ersehlossen werden, dass ihre Quadrate Deter- 
minanten sind. Die symbolische Methode der Invariantentheorie liefert dagegen 

1 ff~.COBI'S Ges. Werke,  Bd IV, S. 25 u. ff. ~euere  Darstel lungen bei KOW~.LEWSKI, Deter- 
minan ten ,  Leipzig x9o9, Kap. 9, und  E. v. WEBER, Pfaff 'sches Problem, Leipzig 19oo , Kap. I. 
Vgl. auch F. E~GEL in  GRASSMA~'S Werken  I, 2, S. 474 u. ft., Leipzig I896. 
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fiir die PFAFF'schen Aggregate und fiir die damit zusammenh~ingenden Ausdriicke 

ein Bildungsgesetz, dem man die Invarianteneigenschaft  auch ansieht. Es will 

mir scheinen, dass auch eine weniger elementare Behandlung des Gegenstandes 

niitzlich sein kann, wenn sie zu einer vertieften Einsicht fiihrt. 

Es sei, in symbolischer Bezeichnung, 

= ( a x )  ( b y )  ~ ( d z )  ( b ' y )  . . . .  

oino alternierende bilineare Form mit n Paaren yon Vergnderlichen x,, Yl . . . .  xn, yn, 

also eino Form, deren symmetrischo linearo Kovarianto 

{(ax) (by) + (av) (bx)) 
2 

identisch verschwindet, so dass 

= ~ {(ax)(by) - - ( a y )  ( b x ) }  

gesetzt  werden kann. 

Mit Hiilfe dor iiblichen (oder vielmehr friiher einmal iibliehen) Umformungen 

sieht man, dass im Falle eines ungeraden n jedo Kovariante yon S, die einen 

ganz mit Symbolen yon ~q ausgefiillten Determinantenfaktor  hat, identisch ver- 

schwindet, und dass bei geraden Werten (n = 2m) der Stufenzahl n jede solche 

Kovarianto durch die Invariante ( a T a ' b ' . . . a ( m ) b ( ' n ) )  teilbar sein muss, wghrend 

dio iibrigen invarianten Bildungen im Wesentlichen die Kovarianten 

( d b  r . . .  a ira- l )  b ( ' n - l )  u v )  

(a b t . . .  a (m-2) b ira-2) u v u ' v  t) 

�9 * �9 , �9 �9 �9 ~ , , �9 . ~ 

sind. Er gibt also bei ungerader Stufenzahl keine Invariante yon S,  und bei 
gerader Stufenzahl n ~ 2m eine einzige irreduzibele ]nvariante,  n~imlich, bei zweck- 
m~ssiger Wahl des Zahlenfaktors, die Invariante 

( 2 )  p = I f t I f  I f  2 m . m ~ (a b a b . . .  a tin) b(rn)), 

von deren Quadrat  daher die Determinante der Form 8, 

(3) ISl= " ~.. ~a a . . .  a t'n)) (b 'b" . . . b(,,o) 

Acta mathemativa. 42. Imprim6 le 8 Juin 1918. 18S33 8 
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sich hSchstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden kann. 

zeigt, dass 

(4) 
ist.  

Das Beispiel 

= (x,  y2 - -  x2y , )  + (xay ,  - -  x ,y~)  + . . .  + ( x , , _ ,  y ,  - -  x , , y , - ~ )  

D = I S I ~ P '  

Betrachten wir jetzt die Kovariante 

( d b '  a ' b "  . . . a (m-~) b ('n-~) u v ) ,  

die wieder eine - -  eventuell identisch verschwindende - -  alternierende bilineare 

Form in den zu x, y kontragredienten Ver~inderliehen (Systemen yon Ver/inder- 

lichen) u,  v ist, so folgt 

(ax )  ( a ' b ' a " b " . . .  a(m, ') b (~-~} by)  

=. - -  ~ (aba 'b '  . . . a (" -~)  b(~-~))  . ( v x )  = 

---- - - 2 " - '  (m--  i)! P .  (vx); 

es ist also, wenn P # o ist, 

z = (u~)  ( v f l ) - -  2 { ( u ~ ) ( v f l ) -  (u f l ) (v~)}  - 

(5) x 
-~ 2 m - "  (m  - -  i )  l P ( a ' b ' . . .  a (~-1)  b ( ' - 1 )  u v )  

die gewShnlieh mit S -1 bezeiehnete zu S reziproke Form, deren Komposition 

(Multiplikation) mit S die Einheitsform liefert, 

(6) (ax )  (ba) (vfl) = ( v x ) ,  ( u a )  (af t )  (by )  == ( u y )  ; 

im angefiihrten Beispiel 

2 = - -  ( u , v ~  - -  u ~ v , )  - -  ( u ~ v ,  - -  u , v ~ )  . . . . .  (u._, v . - -  u . v . _ , ) .  

Zwisehen den Determinanten D, ,4 yon S und 2 besteht die Beziehung 

D,/---- I ,  und daher zwisehen den Invarianten P ,  H beider Formen die Beziehung 

P . / / ~  4- i .  TatsKehlieh ist, wie wieder das Beispie] zeigt, 

(7) P . H =  ( - - i )  m. 
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Lassen wir jetzt die Form 8 einem System linearer Gleiehungen mit der- 
selben Koeffizientenmatrix entsprechen, 

(s) (ax )bk=uk  ( k = z , . . . n ) ,  

so haben wir in dem ebenso aus Z abgeleiteten Gleiohungssystem 

(9) ( u a )  flk = xl ,  ( k  = i . . . .  n )  

nach Nr (6) die AuflSsung des Systems (8) vor uns; und zwar erhalten wir so 
die L~Ssung in reduzierter Form, mit der Invariante P im Nenner an Stelle 
yon P~, das die Anwendung der allgemeinen Theorie tier linearen Gleichungen 
liefern wfirde. 

Hiermit, oder vielmehr schon vorher dureh die Gleiehungen (6), ist die ge- 
stellte Aufgabe gelSst, da P sieh sogleieh als irreduzibel erweist. Es bleibt abet 
noch Einiges zu sagen fiber den Zusammenhang unserer Formeln mit den sonst 
fibliehen, die ja anders aussehen. Wir geben also jetzt die symbolisehe Bezeieh- 
nung auf, und ersetzen die symbolisehen Produkte dureh reale (reelle oder  kom- 
plexe) Zahlen, 

Die Gleiehungen (8) werden dann, ausffihrlieh gesehrieben, diese: 

* px2x2 "4-plsxa "4-'" 4" pln~Cn~Ul, 

P~lXl * "4"p~,xt A---.+ p :nxn~U~,  
�9 , �9 �9 . . . .  . o �9 �9 . , �9 , . . . 

. . . .  o . . . .  . o , . . , . o . o 

P M 1  Wl " J c  P n 9  X 2  "JC p i l l  W 8  " J c  " * "  - ~ -  * ~ U n o  

Entwiekelt man jetzt den Determinantenfaktor im Ausdruek (2), also die 
symbolische Determinante n t~ Grades 

a l l  b r l  I c l . l t  I b i l l  
! 

arz br~ let'2 b" 2 
�9 [ . 

~ l . . . . . .  

I 
arm btm ( a"m b'm 

a(~ m) b(~ m ) 

a(~ m) b~ m) 

nach Spaltenpaaren unter Befolgung der LAPLAC~.'schen Regel, so erhiilt man 
eine Summe yon Produkten yon je m d e r  GrSssen pi~, in deren Entwickelungs- 
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gliedern jeder der Indices i oder k gerade einmal vorkommt, und in die ausser- 

dora jedes pik, wenn iiberall die GrSssen p~ mit i > k eliminiert worden, mit  dem 

Faktor  2. (-- I) ~+~-1 eingeht. Da immer m ( m - -  I ) . . .  3 . 2 .  I dieser Produkte 

einander gleich sind, so kommen in der Entwickelung yon P ,  naeh Weghebung 

des Zahlenfaktors 2re.m! aus Z~ihler und Nenner, die einzelnen m-gliedrigen 

Produkte yon GrSssen p~k(i<k) nur noch mit Faktoren 4-I vor; es ents teht  ein 

aus (n t I ) ( n - - 3 ) . . .  5 . 3 .  x m-gliedrigen Produkten zusammengesetztes Plal]'sches 
Aggregat, eine ganze Funkt ion der GrSssen pik, die linear ist in bezug auf alle 

solchen Gr5ssen, die einen vorgesehriebenen Index i oder k tragen. Im Falle 

n ~ 4  z. B. entsteht  der PL0CK~R'sche Ausdruek; schreibt man nur die Indices, 

setzt man also etwa Pi~ = (ik), so erhglt man 

(12) (34) - -  (13) (24) + (14) (23) = 

= (I2) (34) + (I3) (42) + (14) (23). 

Wird sodann dioser Ausdruok wiederum durcb ein analoges Symbol (1234) (das 

JAcoBI'soho Symbol) bezeiehnet, so liisst sich P im Fa l l en  ---- 6 einfaeh schreiben: 

(12) (3456) - -  (13) (2456) + (14) (2356) - -  

(15) (2346) + (16) (2345). 

dedes Entwiekelungsglied erseheint mit dem positiven Vorzeichen, wenn die 

entspreehende Permutation der Ziffern i . . . .  6 gerade ist, und mit  dem negativen, 

wenn sio ungerado isK Andere iiquivalente Ausdriicke erhiilt man, wenn man 

die Ziffern beliebig vertauseht und die erfordorliehen Zeiehenweehsel vornimmt. ~ 

In dieser Weiso kann man fortfahron. 

Allgemein ergibt sieh, worm nunmehr 

(io) P =  ( 1 2 3 . . . n )  

gesetzt wird, die Regel, dass P sein Vorzeichen weehselL wenn man zwei der 

Zahlen I . . . .  n i m  Symbol (io) vertauseht. Ferner folgt, dass P, als Summe yon 

Faktoren gesehrieben, deren erster immer den Index k triigt, die Form 

(1I) P = Pl~PII~ +"" + P,~P,,~ 

hat, worin Pik =--P1,1 wieder ein PFAFF'sohes Aggrega~ mit einem Faktor  4- i 

ist (i # k}. Das Symbol dieses Aggregats entsteht  aus dem yon P dadureh, dass 

I Von n = 8 an kommen noch weitere Entwickelungen nach Art der LXPLACE'schen Deter- 
minantenformeln hinzu, z. B. 

.P~ ~-((I234)(5678) :F ...}. 
3 
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man die Indices i und k unterdriiekt,  und sein Zahlenfaktor ist (--  i) i+k-l ,  wenn 
i < k, und (--  i) i+k, wenn i > k ist. Weitcr folgt 

(12) o = p~l ,P~ + " "  + p,,k P,,i ( i  ,~ k}.  

Die Gleiehungen (xi) und (z2) liefern wieder die LSsung der Gleichungen (8) in 
reduzierter Form. Stellt man diese L6sung neben die in den Gleichungen (9) 

enthaltene, sowie neben die yon der allgemeinon Gleichungstheorio gelieferte 
L~sung in Doterminantenform, so ergebon sich die bekannten Relationen zwischen 
Unterdeterminanten yon D und PFAFF'schen Aggregaten. Wir nennen D~k das 

algebraische Komplement des Elcmentes P~k in tier Entwiekelung yon D,  so dass 

D = p~l, D,k  + . . .  + p, ,kD,,k,  

o = p ~  D, ,  + . . -  + P,,k D,,,  

wird. Dann folgt 

(z3) D~k = P .  P~k = P" . / / i k .  

(Vgl. Nr 5.) Bezeichncn wir ferncr noch die Koeffizienten yon p,r162 in der 

Entwiekelung yon D mit  D~', odor /~ki, so dass 

(i, k) (i. k} 

wird, so folgt aus 

D = P ' =  ~ p , , P , , .  ~ P , , p t I , = - -  Z p i i w ,  P , , P i ,  
i k (i, k} 

(z4) D~k = P, j"  Pik" - -  

Die Systeme linearer Gleichungen, mit  denen wi res  hier zu tun gehabt haben, 
unterscheiden sich yon den zuvor betraohteten wesentlioh daduroh, dass sie, 
als Transformationcn gefasst, keine Gruppe bilden. Daher gibt es auch koin 
Multiplikationstheorem fiir P~AFF'sche Aggregate, das dora der Determinanten 
odor V-Funkt ionen  vergleichbar wiire. Aus eben diesem Grunde leistet auch der 
Satz BRIOSOm'S, wonach jedo Determinanto gerador 0 rdnung  als PFAl~F'sches 
Aggregat geschrieben werden kann, nicht das, was er auf den ersten Blick viel- 
leicht zu versprechen scheint. 

Eine bei der Korrektur ausgefallene Anmerkung soll hier nachgetragen werden: Die 
Determinantenformel auf SeRe 22 hat, noeh vor mir, auf einem anderen Wege aueh Herr 
J. Somm abgeleitet, den ich yon meiner Untersuehung in Kenntniss gesetzt hatte. 


