LES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES.

PAR

R. DE MONTESSUS

4% LILLE.

Introduction.

1. Sans craindre que I’avenir ne démente une telle assertion, on peut affirmer
que l’étude des fractions continues algébriques prendra bientot une grande place
en analyse.

Il semble en effet que les fractions continues sont capables de représenter
les fonctions mieux que ne le peuvent la plupart des autres algorithmes usités &
cet effet. Elles paraissent de plus se préter aisément aux calculs numériques.

L’étude des fractions continues est cependant & peine ébauchée et les deux
grands problémes qu’elles posent, le premier surtout, n’ont été résolus que dans
des cas trés particuliers.

Le premier de ces problémes est celui-ci: développer une fonction en fraction
conlinue; le second est d’étudier la convergence des fractions continues.

J’ai contribué déja & P'étude de ces deux problémes. Je vais le faire encore.
Ces résultats, avec quelques autres, déja publiés, ont été couronnés en décembre
1906 par I’Académie des Sciences de Paris.

I. Le probléme du développement.

2. Soit, d'une part, une fonction F(z), définie d’'une maniére quelconque,
par exemple par une équation différentielle, dans une région E du plan z, y.
Soient, d’autre part, des fractions rationnelles

Uz) U,(z) U,(2) Ua(2)

Vo(2)" Vi(2)" Vy(2)" "7 V)’ 7 '
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(ot Un(2), Vx(2) sont des polyndmes en z de degrés », une généralisation facile
pouvant faire intervenir des polynémes Un, Vs, qui ne sont pas de méme degré
en z) telles que pour tout point 2z, d’une certaine région E intérieure-a E,, ou
confondue avec E,, les différences numériques

U, U, (z)

(2,) r
Pla)— V(,(zl)l’ |F @)= 7.0

,...,lF(z1)~V/—:%)~ yoo

mod |F(z,)— {If;*((::))) —

aillent en diminuant quand l'indice n croit et tendent vers zéro quand cet indice
tend vers linfini.
Cela posé, la suite

Uyz) U,l(z) Ua(2)

(1) Vow) Vo Vel

représentera (par définition) la fonction F(z) dans la région E. Elle la représen-
terait encore, cela est accessoire, si les différences précitées tendaient en moyenne
vers zéro quand l'indice n croit indéfiniment, bien que ne diminuant pas toutes
quand l'indice croit, si p. e. elles affectaient la forme

I,

b ?

DA
K
\lulH
O:\H

I
2

Wik

8

3. A la suite (1) correspond une fraction continue aisée a construire, mais
on peut perdre de vue cette fraction continue et considérer la suite (1) en so:.

Le probléme du développement de F(z) en fraction continue devient alors
celui-ci: former une suite telle que (1).

4. Ce probléme offre une infinité de solutions théoriques, c’est évident.

Or, il se trouve que les fractions continues proprement dites préconisent
une solution. La voici.

Si les fractions rationnelles de la suite (1) sont les réduites d’une fraction
continue

a;

b+ 22

b, +

)
by+

PRRRRE il g’ensuit que les polyndomes Unii, Un,
2,

b,

Un_1 sont liés par les relations
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(2') Unii— b1 Un—an1 Una=o0
et, de méme, que les polyndmes V41, Vi, Vso1 sont liés par les relations similaires
(27) Var1—bus1 Vo —ang1 Vo =o.

Il est donc naturel de chercher des suites (1) dont les termes soient définis par
la connaissance de U,, V,, U,, V, et de relations telles que (2).

. . , . U
Une fois les relations (z) formées, on calculera aisément U,, Va, donc 7’—' .
n

pour une valeur donnée de z. C’est en ce sens que les fractions continues se prétent
aisément au calcul numérique.

b. En généralisant quelque peu les considérations qui précédent, on doit
done poser comme il suit le probléme du développement:

Former une sutte de fractions rattonnelles U, R U, , U, , ..., lices & la fonction
Voo V' ¥,
F (2) par cette condition: que les différences numériques
U n (Z)
F (Z) Vn (Z)

tendent, dans leur ensemble, vers zéro quand n croit indéfiniment, et, de plus, dont
les termes soient liés par des relations de récurrence

{Un+p + alUn+p—-1 +a,Unspa+ -+ apUn= 0,

Vn+p + a, V’n-{-pf-] +a2 Vﬂ-{-p—? + ... +aan=O,

ot p est indépendant de n, ol a,, a,,..,a, sont des fonctions, évidemment polynimes,
connues. Uy, U, ..., Up_2, V,, V,,..., Vp—a seront calculés directement.

6. Le probléme ainsi posé, et jusqu’ici il ne peut I'étre différemment, laisse

1y

une large place & Parbitraire, car cette condition:

Un(z)
Val(2)

les différences IF(z)— dotvent tendre vers zéro quand n croit indéfiniment,

n’est pas précisée.

Si F(z) + polynome + s, + —szl + %’,‘; (ol les deux termes complémentaires

écrits polyniome, s, + % + -+ %’:—, peuvent étre absents) peut étre développée en

série .
S, 8 S,
S°+;’+;:+--+Z—,','+----,
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il est naturel de déterminer g"g:; par cette condition: que les zn + 1 premiers
n
. S, 8 S,
termes de son développement en g sotent S,, ;‘, —z—;, ceee, ;ﬁ{;, en sorte que, aux
deux termes éom;nlémentaires pres,
{ . .
F(z)— %——:z?—i:‘ﬁ + ?),,1—12-{- ..--, ol peu importent les 4.

Cette condition suffit & définir les fractions —%‘ .
n

Reste a calculer la loi de récurrence (z). Le probléme n’est pas résolu, mais
il est posé de fagon précise.

On peut faire de méme si F(z) admet un développement de la forme
So+ 8,2+ 8,28+ ...

7. Le probléme du développement n'a été résolu que dans un petit nombre de cas.

Quelques auteurs, EULER, LAGRANGE, LLAPLACE et GAUSS, entre autres, ont
formé les relations (z) en calculant

UO’ VOD Ul, Vl) Uz) Vz, Ug, V!)" vy oy Ay Qoy v v vy bO’ bl’ bz,....

et en remarquant qu’'une loi apparait dans la forme des polynémes @ni1, bns1 (qui
figurent dans les relations (2)): cela permet d’éerir an, bn.

Ce procédé n’a aucun interét.

Seul, LAGUERRE a esquissé une méthode non empirique, mais il n’a vraiment
développé que quelques fonctions trés-simples.

Au prix de calculs fort compliqués, j’ai réussi a développer, d’aprés les
indications de LAGUERRE, ! les fonctions Z(z) qui vérifient I'équation différentielle

(@z+b)(cz+d)2Z'(z) = (pz+ q) Z + I1(2),

a, b, c,d, p, q étant des constantes et II(z) un polynéme. Il est supposé que Z(z)
admet un développement formel

AT
2z z

et cela exige que I'équation différentielle_ soit réduite & celle-ci:
(az +b){cz+ d)Z'(z) = (pz + ¢} Z + ¢, + ¢, pz,

a, b, ¢ d,p,q,c, c, étant des constantes.

1 Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1905.
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Dés lors les fonctions Z(z) effectivement développées en fractions continues
sont toutes de la forme
pzt+q dz

—_ G + ¢ p2 - (az 4+ b) (cz+d)
Z(z) {az + b)(cz + d)e

Deux formes particuliéres sont intéressantes; si ¢, et ¢, sont nuls,

9
Z(z) _ (z::gb)ad-bc ;
si p et ¢ sont nuls,
¢ cz+d
2 = bc—ad log az+b

La méthode de développement indiquée par Laguerre est-elle susceptible
d’extension?

8. La méthode de développement indiquée par LAGUERRE est actuellement
la seule qui offre quelque généralité. Elle s’applique aux fonctions Z(z) qui,
admettant un développement formel

Sl S') ...
(3) So+ 5+

vérifient en outre I’équation différentielle
(@az+b)(cz+d)Z'(2) = (pz+ q)Z + ¢, + ¢, p=z.

Cette méthode s’applique-t-elle aux fonctions Z(z) qui, admettant un développe-
ment formel (3) vérifient I'équation différentielle plus générale

(4) Aa(2). Z'(2) + By(2) . Z(2) + Ca(z) =0,

olt A,(z), Bi(z), C.(z) sont des polyndmes en z de degrés respectifs a, b, c?

9. La réponse est malheureusement négative. (C’est en vain que LAGUERRE
s’est efforcé de vaincre les difficultés qui se présentent. Mais ces difficultés ne
sont peut-8tre pas insurmontables. Il y a donc lieu de les indiquer, car le pro-
bléme offre un grand interét.

Tout d’abord, la nécessité que Z(z) admette un développement de la forme
(3) implique entre les degrés a, b, ¢ des polyndmes 4, B, C I'une des relations,
qui s’excluent mutuellement,
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a—2=b>¢, a—2=c>b, b=c>a—2, a—2=b=c,

ce qui restreint la généralité de 1’équation (4).
A dire vrai, en dehors des seuls cas ou

a—2>b>c¢, b>a—22c,
Z (z) admet un développement de I'une des formes

S g S, S Sp  Sp+l Qp+e
8o+ + 55+, polyndme + 8o+ + T+, L ot om

et, par suite, on peut déduire de (4) une équation
Da(2) T'(2) + Ee(2) T (2) + Fy(2) =
dont une solution
soit Z (z) — polyndme

P (U S -
T(z)—'S"+z+z’+m_ smtS+S+ +- SP

; + Z(2)

a la forme voulue.

T(z) étant développée en fraction continue, Z(z) pourra &tre regardé comme
I’étant elle-méme.

10. La fonction Z —=¢ * , étudiée par LAGUERRE, nous montrera claire-
ment ou git la difficulté signalée plus haut.

Essayons de la développer.

Elle vérifie I’équation differentielle

(5) s 22 (z)=2(z+9)Z
et elle admet bien un développement formel

S, 8
S+ g+

il est aisé de le constater, en substituant ce développement dans Iéquation (s).
Soient des polynémes U, V définis par les relations (les 4 ne sont pas déter-

3

minés & priori)

U, o U, a‘z+al 8, , 5
V=5 =S 7T b St T TEET
U, a2 +ajiz+a; S S, S, 8,

Pl RS St S =1 =4 it p
AR Tr sy S e = + +
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Un @y2*+a,2¢14...4a, 8, 8, Sem 2,
V"_boz"+b,z"—‘+...+b"=S°+?+Zz+'-'+ +oma o

zZn

relations qui permettent de calculer les quantités a, b.
Cela posé, la méthode de LAGUERRE comprend trois parties.
1°. On peut écrire

Un
26) =32+ [z

+ ..., dou

1 , L A [ v
(;m) désignant une série de la forme S + e + + e

Z’(z)=V"U’”_U"Vl"+( . )

Va

substituons dans (5):
B VaUn—Un Vil =20+ ) Un Vo= — Vi () + 26+ 0 Vi () =3 [0)

1 L. . .
changeons z en - et désignons par (227-') les séries de la forme 4’2271 + u'2?" +

+,v'z2n+1+.... .

S e R e R AR T R R

multiplions par 227+2 et posons

an,,(E) —Un1, 2V, (I) — V.1, ete. . ..
2 2
Il viendra

Vn,l . U’n,l—Un,l . V',.,l—ZZ(I+gz) U’n,] . Vﬂ,1= V;,1(22"+1) =koz2n+1+hoz2n+2+...

Le premier membre de cette relation est un polyndéme de degré 2n + 2; donc
aussi le second membre, qui, dés lors, se réduit a

ho z2n+1 + hl z2n+2;

divisant par z2n+2,

Lo lon Gl =en ] ool = e
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s 1
changeant & nouveau z en o

B(VaUn—Un V') —2(z+ @) UnVa=hoz + Iy

ce qu'on peut écrire

!
(6) V}‘.[z"r(gl‘)—z(z-}-g)%]:hoz-}—h,.
En général, on aura
R Un\' Un _
(7) V,,[A(T,—”) +B(T,;)+C]~D.

On a ainsi formé une équation différentielle que vérifie —V" ; le second membre
n

de cette équation, hy,z+ h, ou D, est inconnu. S’il se réduit a une constante,
comme dans le cas des fonctions Z(z) vérifiant I’équation

(8) {az+b)(cz+d)Z' (2) = (pz+ Q) Z(2) + ¢, + ¢, pz,

on peut donner & cette constante une valeur arbitraire et poursuivre les calculs.
Mais, il est facile de le voir en traitant directement l'équation (4), ce second
membre ne se réduit & une constante que pour 'équation (8).

11 se pose donc ici cette question: calculer le second membre de Uéquation (6)
et des équations analogues auxquelles on peut étre conduit.

2°. Ce second membre calculé, on pourra former, comme I'a indiqué LAGUERRE,

une équation différentielle vérifiée par V,, équation que j’ai formée pour les
Bp

— az
fonctions Z(z) que définit 'équation (8). Voici le calcul. Posant T'=¢" 44, soient

\

Y1=Vn(2), 4. =T[Un(2)—Va(2)Z(2)],
deux solutions d’une équation différentielle
(9) Ny'— My + Hy=o.
Cherchons la forme que N, M, H doivent affecter.
Entre
Nylll—My’l + Hy1=1\¢vy','—~l”’l', + Hy2=0’
éliminons H:

N ly.— v y) =My v, —vy>y),
d’ou
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M_d :
(10) N g Lo Wy — vy

Calculons ﬂ—lé B

Y'Y — Yl = V;{T[z'— (%—') ] LT (z__g—")}
or, (7) donne
2 Un ! U" .
et, par hypothése
V;;[AZ'-}—BZ_}.O]: 0,

d’ot1, par soustraction,

falo— (] ale- )

si 'on remarque que

B
—d
T=QA, T’=QB, (Q:%effl z)'

on peut écrire

_— 2 f Un’ U,.
it y(zylzv"{"“‘[z —(V—,.)]“L"B(Z"'V‘,.)}’
et 1l vient enfin

Yiy—yy,=—eD,

M d A B D

d’ou

L’équation (g) que vérifie y, ou V, gécrit donc

A B D H
no___ = - ! o —
y ( 1 + 4T D)y + yy=o-
H L . g 1os . cpe .
Posant ~¥= 4D’ " voit que V, vérifie I'équation différentielle
» A B D\, L .
(11) Vn“(—zﬁ*ﬁ)"*;m"“"’

o, D supposé connu, L (qui est évidemment un polyndéme, comme V,, V', 4, B,
D, A', D' ou peut-étre une fraction rationnelle) est 4 déterminer.
Acta mathematica. 32. Imprimé le 3 février 1909. 34
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Voila: un nowveau probléme, sans doute moins difficile que le précédent.
3°. De I’équation (10), il s’agira ensuite de déduire les relations de récurrence
Un+1 - Pn Un - Qn (Jn——l =0
(12)
Vn+1 _ Pn Vn_ Qn Vn——l =0

que vérifient les polyndmes U, V. C'est peut-étre le plus facile des trois pro-
blémes, car P,, @, ont une forme particuliérement simple.

En effet, d’aprés la définition méme des fractions rationnelles %}' ,
n

v v )
Vn+1 Vn ’

= 22"+1
d’otr

Un+1 Vn - Un Vn+] = Vﬂ Vn+l éT:ﬁ') )

1 -
Changeons z en o multiplions par z27+! et posons

I I

2"t Upyy (E) =Upp1, 21 Vap (;) =Vas1,....:
Ubsr Vi — UL Vi = Vi Vi (220+1) = Sn+lg2n+l 4 Sndlg2nes

le premier membre étant de degré zn+ 1, il en est de méme du second, qui se
réduit par suite & S7+1227+1; done

Unir _ Un _Spriainst

Vier Vi ViViun’

; \ 1
échangeant & nouveau z en 2’

ou

ou enfin,
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Un+1 (2) _ Un(2) - R S’OH-I

Va1 (2) Va(@) Va(2)Var (2)
c.a. d.

(13) Unt1 Vo — U, Vo = 821

or, les relations (11) nous donnent, par élimination de P,,
Unt1Vao—UnVoat1 = —@Qu(Un Vot — U1 V) ;
UnVpoa —Una Vo= —Qua (Uny Voo — Un 2 Vi)

..........................

U2V1_U1V2=_Ql(U1 Vo‘—'Uon);

de méme,

multipliant toutes ces relations membres & membres,
U9t+1 Vn - Un Vn+1 = i Ql Qz v Qn—l Qn (Ut Vo - Uo Vl) 5

Uns1 Vo —Un Vg1, U, V,—U,V, sont indépendants de z, en vertu de la rela-
tion (13); donc @, Q,...Q, l'est aussi et @, 'est lui-méme en dernier lieu.
Ainsi, @, est indépendant de z.
D’autre part, un calcul semblable montre que

Un+1 Vn——l - Vn-H Uﬂ—l
est de la forme

72-{-1 -+ 7’1'+12 ;

or, si 'on élimine @, entre les relations (12), il vient

Unt1Vier — Va1 Upa = Po (Un Vet — Un 5 V)
ou
7o+ itle = P St
done P, est de la forme
H,2+ K,

et les relations (12) s’écrivent

Unir—Hn2 + K)Up— @ Up1 =0

(14) {
Va1 — (an + Kn) Vp,— Qn Vao1=o0

ou H,, K,, @, sont indépendants de z.

Cette forme trés-simple des relations (14) permet de penser qu’on peut les
déduire facilement des relations (11) une fois connues. Je l'ai fait pour le cas
de I'équation (8).
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10. En définitive, la méthode de LLAGUERRE ne peut, telle qu’elle est, se
préter & une extension. Il y a lieu de lui apporter de notables perfectionnements:
nous avons dit en quels points. Le probléme mérite qu'on I'étudie.

11. Nous allons aborder maintenant le probleme de la convergence.

Remarquons & ce propos que ce probléme n’est pas intimement lié a celul
du développement. Il est peu de fonction qu’on sache développer en séries de
puissances, séries de polyndmes, séries trigonométriques. On sait cependant quels
beaux travaux I'étude de la convergence de ces séries a inspiré.

II. Le probleme de la convergence.

12. Je vais préciser et compléter des résultats que j'ai donnés dans un
mémoire déja publié. !

L'équation (az+b)(cz+d)Z' = (pz+ @) Z +¢,+c,p2

13. J'ai montré® que le développement en fraction continue de la fonction
Z converge pour toutes les valeurs de z, sauf peut-étre pour les points du plan

- o . d
des x, y situés sur la droite joignant les deux points z, = ——2, Z=—.

Je vais montrer que si a, b, ¢, d, p, ¢, ¢,, ¢, sont réels, il y a sdirement
divergence en tous les points du segment de droite z, z,. Je généraliserai plus
loin les considérations que je vais exposer et j'en tirerai une conclusion des plus
importantes (§ 15).

Je simplifierai ’exposé en me bornant au cas ou p=o0 et ou ac<o.

Alors, les relations (12) sont !

(15) { Unir—(2n+1)(P24+Q)Up+ (nPR*—w?) U,y =0,
Vas1 —(2n+1)(Pz+Q) Vi + (n*R2—0®) Vay =o,
avec
{15bis) P=agc, 2Q=qad+bc, 2R=ad—be, z2w=gq."*
De plus, !

1 Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1905. Quelques-uns de ces résultats ont été
communiqués sans démonstrations & 1'Académie des sciences de Paris (C. R. 1905).
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(15%r) (az+b) (cz+d) ‘% Vei=[n(Pz+Q)—w]V,— n*R— ) V.

Je désignerai par » le plus petit entier positif vérifiant la relation

(16) y—1< %l<w,
d’or
(17) n*R*—w?<o pour n=1,2,3,...,7r—1 et n?R?*— w?>o0 pour n> .

Considérons alors la suite
(18) Vv—l, V’l'—2a Vv—Sa sy sz Vo .

Cette suite a les propriétés suivantes.
1°. Deux fonctions consécutives ¥V,y, ¥, ne s’annulent pas pour une méme
valeur de la variable z; si ce fait se produisait, en vertu des relations

Vari—(@n+1)(Pz+@Q)V,+(ntR*— )V, =0, ete. ...,

V, s’annulerait pour cette valeur de z. Cela est impossible, puisque V, est indé-
pendant de z.

2°. V,, qui est une constante, a le méme signe pour toutes les valeurs
réelles de z.

3°. En raison de la relation

Vicp—l2(v—p—1)+ 11 P2+ Q) Vipy+[(» —p—1P R — 0®] Vip2=0,

8i V,—p—1 s'annule pour une valeur réelle de z, V,—p, V,—p—o sont de signes
contraires pour cette méme valeur réelle de z, puisque (17) le coefficient de
Vi—p—o est négatif.

4°. On a (135)

(@z+b)(cz+ )V, _; =[(v—1)(Pz+ Q) — 0] Vi1 —[(v —1)* R* — &*] Vg

. , . b d
donge, si V,_; g’annule pour une valeur réelle de z compris entre —a o Vs,

V._, ont le méme signe pour cette valeur de z.

La suite (18) est donc une suite de Sturm pour les valeurs de z comprises entre
b a

a’ ¢’
- . . . b d
Théoréeme. V.., n’a aucune racine réelle comprise entre ~2 e

1 Rendiconti del Circolo math. di Palermo. 1905,
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D’aprés le théoréme de SturM, le nombre de racines réelles de V,.: com-

. b d , \ \ . L. .
prises entre ~ % e est égal & D’excés du nombre des variations que présente

la suite (18) pour z = ——g sur le nombre des variations qu’elle présente pour

d

Z=—-

Nous allons voir que cet excés est nul.

Calculons la valeur que prend Pz+ @ pour z= —-g, 2= —g;
b b\  ad+bc
(Pe+Q),._8=P(—2) + Q=ac(—g| + 210 =R

19)
(Pz+@Q), _d=—R.

De plus, faisons z = —2, = -—g dans la relation (15) ou plutdt celle-ci:

(az+b)(cz+d)V,_, =[(v—p) (Pz+Q)— 0] Vip—[(v— p)PRE*— 0*] Vi p—1;

Z o ——

il vient (19) [Vi=(Va),._5, Vi=(Va),._1]
(20) Viep—[(»—p)R+0]Vipa=0,Vipz+[(»—p)R—w]Vip1=o0.
Or —[(v—p)B+0w], [(»—p)R—w]

sont de méme signe, car leur produit

—[(»—p) B* — o']
est positif (17).

La suite (18) présente donc, comme le montrent les relations (20), autant

de variations pour z = —2 que pour z = ——g, c. q. f d.
Considérons maintenant la suite
(21) Vﬂ,— Vﬂ—-l) + Vn-—?a :{:V'H-l, q:V'ua in—l-

I. Deux fonctions consécutives de cette suite ne s’annulent pas pour une
A . b d .
méme valeur de z comprise entre ~a o (13) puisque V,—; ne s’annule pas

elle-méme (supra) dans cet intervalle.



Les fractions continnes algébriques. 271

. . b, d .
II. V,_; conserve un signe constant quand z varie de —a 2, puisqu’elle
ne s’annule pas dans cet intervalle.

L. On a (13), Vasr + (2h+1) (P2 + Q) (— Vi) + (B2 R — w?) V), = 0 avec

. b b
(17) A*R®— w®>o0; donc si V; s’annule pour une valeur z, de lintervalle — g’

d . .
—5 Vi+1(z,), Va-1(2,) ont des valeurs de signes contraires.

IV. En raison de la relation (15) ot n?R®— w®> o0, pour toute valeur de =
annulant V,, V;, et (—V,_1) ont le méme signe.
La suite (21) est donc une suite de Sturm pour les valeurs de z comprises entre
b d
a

—_—, — -

o
Cela nous permet de calculer le nombre de racines réelles que posséde V,
d

dans lintervalle b , — = .
a c

Pour zz—g, z=—-§ la relation (15) donne [n——-h, P(—z) +@=R,

d . b d
P (—5) +Q=—R, VimVi (—a) L Vi=Vi (—E)]
{(hR — @) Vi + (B R — w?) (— Vi) = o,
— (AR + 0) Vi + (B R:— 0?) (— Vi) =0,
ou
{ Vi+ (AR + w) (— Vi) =o,
Vi—(AB—0) (—Via)=o,
avec (17)
(kR + w) (AR — w) =h*R*—w®>o0,
ce qui montre que AR+ w, — (AR — w) sont de signes contraires; 'une des suites

oy Vi, — Vi, Vi, ...
--',Vin "Vi—l, VZ—2,--~

ne présente donc que des variations, tandis que l'autre n’en présente pas; le
nombre des variations de celle qui en présente est (21) n— (v —1)=n—» + 1,
c’est aussi I'excés du nombre des variations de ’une des deux suites sur le nombre
des variations de I'autre suite, en sorte que V, posséde n — » + 1 racines réelles

dans intervalle —g, —‘CZ v étant un nombre fixe, on voit que V, posséde un
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nombre de racines, comprises entre —2 et —g, d’autant plus grand que n est lui-
méme plus grand.
On apergoit donc ici la cause de la divergence sur le segment rectiligne

b d . . . ,
—a T Quel que soit le point z, de cet intervalle, Vy,(z,) tendra vers zéro quand
. . gyape s ., Uz e g
n croitra indéfiniment et par suite, V" ((Zi)) tendra vers Uinfini.
n\~op
V. a bien des racines (en nombre fixe » — 1) extérieures a ce segment; mais
aucune de ces racines n’est infiniment voisine des racines de Vyyy, Vago, ... si
‘ s b d .
done V,(zz) = 0, 2z; extérieur &4 — -, — -, on aura une suite convergente au
a’ ¢
. . U.(z .
point z; en supprimant n(%) ge 1a suite
Vn (21‘)
u, U, U
Vo’ VX;-'a V”""

On peut confirmer ’assertion précédente en montrant que:

Théoréme: Si &,  sont deux racines réelles, consécutives, comprises entre
b

d . . .
~a e de Péquation V,=o, (n > »), elles comprennent une racine et une

seule de I’équation V,_,= o.
Choisissons deux nombres ¢, 8 de l'inter-

Prnnm— s +

. \ 5 7 '
b« ¢ 7 8 d _b _d
~a Val®)=0 Va(p)=o0 - valle —=, — ', « plus petit que & g

plus grand que 7 (on suppose §<1t) tels

que — Vg (e) et — V,,_; (£) soient de méme signe et — V,_1(;;), — Va_i(B) soient

aussi de méme signe; il suffira que «, 3 soient assez voisin respectivement de &, .

Si V, passe d’une valeur négative & une valeur positive quand z atteint et

dépasse &, il passera d’une valeur positive & une valeur négative quand z atteindra

et dépassera 7, puisque &, v sont deux racines consécutives de V,. Il en résulte
que V7 (§) est, dans cette hypothése, positif; or la relation

(@az+b)(cz+d) Vp=[n(Pz+ Q) — 0]V, + (n2 R — 00*) (— V)

donne

(@& +0)(cE+d) Vii(§) = (n?R? — 0®) [— Var (8)],
ou

(@& + b) (c& +d) >0 (on suppose ac <o) et n®R*— w?>0;

on en conclut que
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Va(§) et —Vaa($)

sont de méme signe, que —V,_;(£) est positif, que — V.- («) est aussi positif.
De méme, —V,1(p3) est, comme —V,,_, (r), négatif.

81 V, passait du positif au négatif quand z atteint et dépasse &, —V,(«)
serait négatif et — V,—,(3) serait positif.

Nous avons done

soit { Vale)<o ~—Vauale)>o0,
Va(B)<o —Vaaul(p)<o,
soit { Vo) <o —V,a(e)<o,
Va(8)<o —Vaua(3)>o0.
Dans la premiére hypothése, V,, —V, ., perdent une variation quand on
passe de « & 8.
Or la suite

Vrn _Vn-—-l, Vn—2y < ey Zt V1'~1

perd deux variations quand on passe de « & 2, puisque «, § comprennent deux
racines de V,=o0 et pas davantage.
Donc la suite

""Vn—ly Vn—2; LR + Vv—l

perd unme variation quand on passe de « a 3, ou de & & x; par suite, &, » com-
prennent bien une racine et une seule de — V,_; = o.

On voit ainsi que dans Pintervalle ——g, —5:, les racines réelles de V,=o
séparent les racines réelles de V,;—o.

. d

Resterait & prouver que dans tout intervalle %, h, du segment —g, ~

existe au moins une racine de V, =o, si I’on prend = assez grand, et cela quel-
que petit que soit Vintervalle 2, ,. La divergence de la suite

U U U
Vo' VO VT
' b d . , Y o
sur le segment g g sSerait ainsi complétement établie. Je ne m’arréte pas

a cette proposition, dont je n’ai pas la démonstration, car d’une part il me suffit
de la faire presentir pour indiquer la raison de la divergence de la suite indiquée

b d
sur le segment —a T d’autre part, on ne peut songer, avec les moyens

Acta mathematica. 32. Imprimé le 3 février 1909. 35
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b d , . .
dont dispose I'algébre actuelle & étendre an segment ~a o supposé 1magi-

natre, les propositions que nous avons démontrées dans le cas ou il est réel. Je
reviendrai un peu plus loin sur cette question, qui se préte a une généralisation
compléte (§ 19).

La représentation des fonctions par des fractions continues.
14. Ayant développé une fonction en fraction continue, il y a lien de
. i1 U
prouver que la différence entre la fonction et la réduite =~ de rang n tend vers

n
zéro. Je vais le faire pour le développement de la fonction

Z(z)=So+%+ES—;+....

qui vérifie I'équation différentielle
(az+b)(cz+d)Z' (z2) — (pz+ q) Z —¢,— ¢, pz =0,

seul développement que la méthode de LAGUERRE permette d’obtenir.
Je partirai de la relation

az+b)(cz+d)(VaUn—UnVy)— (p2+ Q) UnVu—(co + ¢, p2) Va=UpVypi1 — Uns1 Vi,
que j’ai obtenue dans un mémoire précité et que j’écrirai

Un Vn Un Vn
(az—H))(c:f.—H;i)i Q’ —{(pz+4q) gl’—(co+clpz)=—,~ +_ Tt .
dz V” Vn In Vn Vn-(-l Vﬂ

par soustraction de I'équation définissant Z(z), il vient

w20 [p]—eera =y - (v

Par hypothése, %’ tend vers une limite. Si Z ———TU,;" tend vers une limite W,

on aura donc
(az+b){cz+d)W' — (pz+q) W =o0.

Il faut montrer que
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W= C(az+b)* (cz+d)b+ (ac(a,+b,)=p, a,ad+b,bc=q)

est nul,
, , .. S, 8,
Cela ressort de ce que W n’est pas développable en série S, + =+ g 4o

or, comme Z (z) et comme il devrait I'étre.

In
Va’

Divergence et cause générale de divergence.

15. Dans un mémoire souvent cité au cours de cette étude, j'ai étudié la
convergence de types bien définis de fractions continues, ou suites de fractions

rationelles ="~ .
Va

Tous les types étudiés se raménent & ceux définis par des relations de
récurrence

{A.U,,+1+B.U,,+O.U,,_1=o
A.Vn+1+B.Vn+O.Vn_1=O

ou A, B, C sont des polynémes en z et n.
Mes résultats se résument comme il suit.
(22) Soit a+ba+cu*=o0 la forme que prend Uéquation

A+ Ba+Ca?=o0

pour n infini; la suite de réduites Un converge en tous les points du plan de la
n

variable z, sauf peut-étre sur certaines coupures. Ces coupures sont de celles qui rendent
uniforme la fonction développée. Elles sont définies comme étant les lieux géomi-
triques des points z dont les coordomnées rendent égaux les modules des racines «,
a, de Uégquation (22).

La divergence est certaine, c’est une conséquence de la théorie des fonctions.
Mais je n’avais pu la démontrer, d’ou 'emploi du mot peut-étre.

Je puis aller plus loin actuellement et démontrer la divergence sur les cou-
pures, dans les cas ou elles sont réelles, 4, B, C étant eux-méme supposés réels.

Si ces coupures sont les segments

(an az)» (a:n aA): s (ah—l) ah)
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de oz, les trois fonctions V5, V,, Va._1 vérifient en effet une équation de la
forme

(23) (—a)—ar)...c—a) ] =

= (H "1+ Hye"=2 4 -+ Hp) Vi + (L 2% + L2 1+ - + Lpgt) Vi

H;, L; étant des fonctions de n aisées & calculer, au moins dans les cas simples,
et voici comment.
Dérivons la relation

(24) AVura + BV +CVay =0,

remplagons V,y1, V5, Vi1 par leur valeurs (23), nous aurons une relation entre
Vasts Vau, Vaor, Va_s; dans cette relation nous remplacerons V,_ , par sa valeur
en V,, V. tirée de (24) et nous arriverons a4 une relation en Va1, Vi, Vay
qui contiendra les H, K, et qui devra étre identique & (24). L’identification
avec (24) permettra de calculer effectivement les H, L et d’écrire explicitement la
relation (23), si 'on tient compte des valeurs que prennent les H et L pour n=r.

En possession de la relation (23), nous pourrons démontrer la divergence
comme nous I’avons démontrée au § 13.

Il en résulte cette conclusion trés importante:

Chaque segment, si petit qu’il soit, des coupures contient au moins une

n

racine des dénominateurs V, des réduits 7o si n est sufissamment grand.
n

. U e
Pour cette raison, sur les coupures, T/,l' tend vers l'infini.
n

Pour cette raison encore, les points ol il y a divergence constituent des arcs
de courbe et non pas des aires, car les racines de V, ne peuvent tendre, sauf cas
tout-a-fait exceptionnels, & couvrir une aire.

Extension de la méthode définissant les lieux de divergence des fractions
continues.

16. Les fractions continues algébriques convergent d’ordinaire en tous les
points du plan de la variable sauf sur certains arcs de courbe, aisés a obtenir

(§ 19).
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La méthode qui m’a conduit & ces résultats généraux! suppose que dans la
relation de récurrence

AVn+l + BVn -+ CVn—l =0

4, B, C soient des polynimes en z et n. (Je puis actuellement m’affranchir de
cette restriction, mais je ne puis publier encore les résultats que j’ai obtenus &
ce sujet).

Divers artifices de calcul permettent d’étudier des relations de récurrence
ne satisfaisant point & cette condition.?

Il est un de ces artifices sur lequel je dois appeler attention et je vais
exposer sur un exemple particulier les réflexions qu’il m’a fait faire.

Gavuss a donné le développement

1
(25) Log(1+2) =2—-
1+ 1
,6.2
T
1
T
L T0%
I+ -
Nous avons donc ici
(25 bis) { Un+1 — bn+1 Un — An+1 Uﬂn—-l =0
Vn+1 - bn+1 Vn — An+41 Vn—l == 0
avec
a, =1z a L
1 2 2 6
a,— 2z a, = 22
6 ‘10
a; = 3., Qg = 3,
10 14
g =4y
14
et, en général,
n+1 n
2 . nir 2 T
An — zsin? —~ - 2 cog® ——
2n 2 2(n+1) 2
by=1.

a, n'étant pas une fraction rationnelle en n (et 2) je ne puis appliquer la
méthode qui me sert & rechercher les lieux de divergence de la fraction continue.

1 Rend. del Circolo math. di Palermo (loe. c¢it.).
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278
Or, si tzg, on a, en général
G—_* __ 4
A
) ” 14—
2 P M S
1 +
et, vu lidentité
@y 4,
t+1+&—t+ao a+i
i
G=—-?®
t+a0 aOal
a,a;
t+a,+a,—
a,a,
t+a,+a,— i
d’olt
26 Lo — n__
(26) g (1+2) Log(1+t) T
1 2.6
e 2.2
1,2 6.10
t = — —_—
+6+6 3.3
p4 2 43I0 14
10 10
fraction continue dont les réduites v," sont définis par la loi de récurrence
n
=1 __ 22 —_3.3
=T e - 6.10" M 10 14”777
bn=t+"1‘,
2
(26 Dis) ( I) nt
w1l — (t+ =) Un + U,_1=o0,
ntl +2 ”+(4n—2)(4n+2) n—1

Vit — (t + 2) Vo +

n!
V;l—l =0,

(4m—2) (4m + 2)

dont je puis étudier la convergence par les méthodes précitées: la convergence a
liew en lous les poinis du plan de la variablc z, sauf sur la coupure allant, sur

ox, du point —1 @ —oo. !

1 Rend. del Circolo math. di Palermo (loc. cit.).
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I artifice employé ici a souvent lieu de I’6tre. Or, il faut remarquer que les
réduites de la fraction continue (26) sont les réduites de rang pair de la fraction
continue (25). Nous avons donc simplement prouvé que la suite des réduites de
rang pair de la fraction continue (23) converge en tous les points du plan de la
variable z, sauf sur la coupure allant sur ox du point —1 & — .

1} faut prouver qu’il en est de méme pour la suite des réduites de rang impair
et que ces deux suites de réduiles convergent vers la méme limite.

On a
&% _a  aa
A t  at+tt
)
t a, a, a, a,a, as a,a,
_ T T %l =14 2— 2" ete....
a, ay+th a, t at+2L’ T . t agl+t?L
t+ 0 t4 2 £+
/) ) 2
On peut donc écrire
a a a 2
G”‘I—‘ ° ==X e = T o = I — —_— ==
tA t ta a
%o+ ay+t+ “‘a g, +t+ -2 a,+t+a,—
t+ -2 2 t+—; :
1+ -2 a ”
t4
= I — ao
a, +a, +t—2% o
a2+a3+t‘_”.ﬂ‘4
fraction continue dont les réduites
Lt a +1 our, L o @E¥I
" tta, auta -t T 1ta,2’ (@ tadz+1’
s s A . . ¢ I
sont les réduites d’indice impair de = ;
a, @,z
t+ I+
a, a,z
1+ p I+ a2
t+ =2 14+ =

I+,

. A Un ,
la loi de récurrence des termes des réduites V,',' de (25) transformée de cette

fagon est
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U _[ _,<L+1L_u+]U IR S I

(26 ter) nt (2n41)(2n+3) 4(2n +1)%
" 2(n+1) a1 .
Vs — [(°n+1)(’)n+3) ] Vot 4(2n+1)? Vi =0

o il est inutile pour notre objet d’écrire a,, a,, b,, b,, d’ailleurs aisés & calculer.
Ces réduites convergent, ma méthode le montre, en lous les points du plan de la

. 1 . : .
variable z (z= 2) , ol les reduites (26 ) convergent elles-mémes.

Reste donc en tout et pour tout a démontrer que

Un__Us
Ve Vi
, P C. Upir Un b
tend vers zéro ou que deux réduites conscculives Vo T de (25, 25") tendent
n+l n
vers la méme limite.
. . v, U, U Us .
Soit lim Z°, =2, o4, ..., 57— =1,
Vo 2 V4 V2n
. U, U, U, Uspia
lim Y, 52, 2L, Lt =
' Vl ’ Va’ Vs Vans !

Entre les relations (25%#) éliminons bn4; il vient

ljn-{-l Vn - Vn-,\—l Un + Q41 (Un Vn—l — Una Vn) =0,

ou

,D;"'H . gl" (_U;n . Lrn——l) Vn——l
Vn:l— Vn + Ant1 Vn Vn—l Vn+1 -

soit n=12p:

U2p+1 lvzp ([7917 U’p——l V2p 1
2 Z2ptl ) b =o,
(27) V2p+1 Ve + asp+a Vop  Vapa V>p+1
passons & la limite en remarquant que g;lp_—l, Uepa étant des réduites d’indices
. . 2 p—1 2p+1
impairs, on aura (26%%7)
Vapr v Vi
e = lim =~ Vaprt = lim A
limite facile & calculer puisque (261T)
I__[ 2(n+1)? I]. v +j£( +1) _n,,ljz,_o
(zn+1)(2n+3)  2z)Visn  4(zn+1)* Vi Via ’
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(28) I—[I+E]a+ia’=0;
z 16

passant dis-je a la limite, (27) s’écrit

u—2A+ (lim agpsq) (A—u)x=o,

(29) (v 2)[1— e lim agpy1]=0;
or,
2p+1+41 2p+1
_ 2 o (2pt1)w (2pt+1T)m
@2p+1 2(2p+1)zs1n 2 +2(2p+z) cos 2
__ptxr
2(zp+1) "’

lim a z
/ 2p+1 == 7
4

et (29) s’éerit

(u—4) (I—Ezc¢’) =0,
4

relation qui ne peut coexister avec (28) que si u=2, c.q.f.d.

17. On le voit, 'étude des fractions continues algébriques pose de nombreux
problémes. Nous savons peu de choses encore sur la question du développement
d’une fonction en fraction continne, mais ce développement tient & des problémes
précis que j'ai indiqués nettement.

Nous sommes plus avancés en ce qui concerne ’étude de la convergence.
La divergence ne peut avoir lieu que sur des coupures, relativement aisées a
déterminer. Enfin il est presque démontré directement qu’il y a bien divergence
sur ces coupures; de plus, la raison générale de cette divergence est connue.

Quant aux problémes accessoires qui interviennent ici, j'en ai, me semble-
t-il, donné une idée suffisante.
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