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1. Introduction.  

Le pr inc ipe  de l ' induc t ion  comple t e  est-i l  d~mont rab le  ou non?  Voilh une  

ques t ion  qui dans  ces derni~res  ann~es a pr~occup~ beaucoup  d 'espr i t s .  Dans  

plusieurs  ar t ic les  de la Revue de Mdtaphysique et de Morale I M. POI~'CAR~ a 

d6fendu la th~se que ce pr inc ipe  est  un ]ugement synthdtique a priori; d ' au t r e s  

au teu r s  c o m m e  MM. COUTURAT, RUSS~.LL et  WHITEHEAD ont  sou tenu  le con t ra i re  

et  pr~sent~ des d6mons t r a t ions  du pr inc ipe  en quest ion.  

Le  pr incipe de l ' i nduc t ion  p e r m e t  de d~mont re r  des th~or~mes sur  les 

nombres  finis en r a i s o n n a n t  de n ~ n + i .  La  ques t ion  d6pend pa r  sui te  de la 

fa~on d e n t  on d6finit  le nombre  fini. Or pou r  moi t o u t  th6or~me que  l 'on  

6nonce pou r  des n o m b r e s  finis n ' e s t  r ien d ' a u t r e  q u ' u n  th~or~me sur  les ensem- 

bles /inis; il f au t  done  a v a n t  t ou t  d~finir ce q u ' o n  en t end  p a r  lb. 

On a propos6 plusieurs  d6fini t ions des ensembles  finis. On p e u t  p a r  exem- 

ple avec  DEDEKIND ~ p r e n d r e  pou r  base  la t r a n s f o r m a t i o n  d ' u n  ensemble  en lui- 

m 6 m e ;  on peu t  aussi  en se s e r v a n t  des id les  de CANTOR s p a r t i r  de la no t ion  

des ensembles  bien-ordonn~s.  I1 f audra i t  m o n t r e r  que  routes  ces d~finitions 

p e u v e n t  6tre  ramen~es  l 'une  h l ' au t r e ;  c 'es t  ce que je me suis propos6 de faire 

dans  cet  art icle.  A cet  effe t  je me suis a p p u y 6  sur les not ions  fondamen ta l e s  

1 ~3e Annie N:o 6, 14 e Annie N:o i, N:o 3. 
' Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig i888. 
* Mathematische Annalen eel. 49 P- 2o7. 
Acta mathematlca. 32. Imprim~ lo 2 f~vrier 1909. 24 
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do DEDEKIND et de CA:NTOR tout  en les ~non~ant encore une fois pour la eom- 

modit4 du lecteur. Je serais heureux si ces considerations pouvaient contribuer 

bien mettre en dvidenee l'utilit~ qu'ont,  pour l'~tude des fondements des 

,vraies math4matiques)), les notions e t ] e s  m~thodes de la th~orie des ensembles. 

J 'a i  pu ~viter dans les d~monstrations l'emploi de l 'axiome de D~)~K~D ~ 

qui presuppose l'existence d'ensembles infinis; mais j'ai cru au contraire pouvoir 

recourir au prineipe du ~)choix arbitraire,) ~ pour la d~monstration du th~or~me IV. 

2. D6finit ions fondamenta les .  

NOUS appellerons ,)cha,lne simple,) s un ensemble M qui jouit de ]a propridtd 

suivante: I1 existe une correspondance univoque et rdciproque entre, d'une part, 

les dl4ments de M, sauf peut-6tro l 'un d 'entre eux que nous nommerons le der- 

nier et, d 'autre part,  ]es dldments d'une pattie de M,  soit M r, qui no contient 

pas l 'un des d]dments de M (le premier); cette correspondanee ne permettant  

pas la division de M en parties s~pardes. Deux parties de M sent dites ~s~pa- 

r6esa par rapport ~ une certaine correspondanee lorsqu'aucun 61dment de l 'une 

n 'a son imago dans l 'autre et r6ciproquement. 

Un ensemble est appel6 */ini,), si tous ses 414ments font pattie d'une chaine 

simple contenant un dernier dl6ment. Si au contraire une ehaine simple n 'a pas 

de dernier 616ment, l'ensemble qui contient tous ses 616ments est nomm6 ,)dd- 

nombrable)). 

La d6finition propos6e pour les ensembles finis exprime d'une fagon prdcise 

co quo M. POINCAR~. entend, en d6finissant les nombres finis ~)par r6currence~> 

ou ))par des additions successives,). En effet, les 616ments d 'un ensemble sent 

d~finis ~)successivement,> lorsque chaque 616ment (sauf le premier) est d6termin6 

par le pr6c6dent. I1 faut done qu'il y ait une correspondance telle qu'~ chaque 

616ment - -  h l 'exception du premier ou du dernier - -  corresponde un autre 616- 

ment de l'ensemble. Mais cel~ no suffit pas; la eorrespondance suppos6e ne ser- 

virait s rien, s'il n 'y  avait pas enchainement entre les diverses parties de la 

s6rie, ou en termes plus pr6cis, s'il existait co que nous avons appel6 des ))par- 

ties s6par6esa. 

1 DEDEKI~.D, 1. c. 66. 
ZERMELO, Math. Ann. vol. $9 P. ~I4. 

s La notion de ,,chalne, est due ~ DEDEKIND (1. C. ~7), mais sa ddfinition des ensembles 
finis diff~re beaucoup de la mienne. Voir cot article N:o 6. 
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3. L'induetion complete appliqu~e aux membres d'une chaine simple. 

Thdor~me I .  Si M est une cha ine  simple, t ou t  sous-ensemble de M conte-  

nan t  le p remier  616ment e ainsi que los images de tous ses 6l~ments est  ident ique 

k M lui-mfime. 

I1 en r6sul terai t  que route  propri6t6 du  premier  6]6ment qui, si elle est  

vraie  pour  un  616ment quelconque est vraie aussi pour  son image, s '6 tend k tous 

]es 616mcnts de l 'ensemble.  

D~monslration. Soit M 0 la par t ie  commune de tous los sous-ensembles M,  

de M qui con t iennen t  e e t  les images de chacun de lcurs 616ments, et  soit  

R = M - -  M0 l 'ensemble compl6mentaire .  Alors t o u s l e s  616ments de M o ont  leurs 

images en Mo puisque ees dernibres sont  communes  k t o u s l e s  ensembles M~. La  

r~ciproque est 6galement vraie:  A l 'except ion de e t o u t  ~l~ment de M o est imago 

d 'un  autre,  car  au t r emen t  on pour ra i t  suppr imer  en Mo un ~14ment d i f ferent  de 

e e t  ne jouissant  pas de ce t te  proprietY; l 'ensemble res tan t  serai t  encore  un M,,  

ce qui  est  contra i re  k la d6finition de M 0. I1 en r~sulte qu ' aucun  ~l~ment de 

Mo ne peu t  6tre l ' image d 'un  ~l~ment de R e t  r~ciproquement ;  les par t ies  M o 

et  R seraient  donc s~par~es k moins que  M0 ne soit ident ique  k M. 

C'est la d6finition de l 'ensemble Mo (~)la cha lne  de l '~l~ment e ) )d 'apr~s  

DEDEKIND 1. C. 44) que )5. POINCAR~ ~ a rejet~e comme ~)non-pr~dicative)> dans 

ma d~monstra t ion du th~or~me de BERNSTE[N. Mais MM. RUSSELL ~ et  P~A~*O s 

ont  d~jk fair ~ l ' a rgumenta t ion  de M. PO~CAa~ certaines cri t iques qui me pa- 

ra issent  justifi~es. (Voir le dernier  alin~a du  N:o 6.) 

4. Les  ensemble s  d o u b l e m e n t  b ien-ordonnbs .  

Rappelons  qu 'un  ensemble est di t  ,)ordonn6)) lo rsqu 'une  prescr ip t ion  pe rme t  

de dis t inguer  lequel de deux ~16ments quelconques  a e t  b pr6c~de et  lequel suit  

l ' au t re .  Un ensemble est di t  ,>bien-ordonn6~> lorsqu 'en plus chaeun  de ses sous- 

ensembles poss~de un >>premier 6]6ment,> et  un seul c 'est-h-dire un 616ment qui 

pr6c6de tous les autres .  

1 Revue de M~taphysique et de Morale I4 e Annie p. 3J5. 
' Rev. d. Met. e. d. Mor. 14e Annie p. 632. 
' Revista de hiatematica VIII N:o 5 P. ~52. 
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Dd/inition. Nous dirons qu'un ensemble est ~)doublement bien-ordonnd,) lorsqu'il 

est bien-ordonn6 et lorsque, chacun de ses sous-ensembles poss~de non seulement 

un premier mais aussi un ,dernier~) 616ment c'est-k-dire un 616ment qui suit tous 

les autres. 

Thdor~me II. Tout ensemble fini M peut ~tre doublement bien-ordonn6 et, 

r6eiproquement, tout  ensemble doublement bien-ordonn6 est fini. 

Ddmonstration. Supposons que l'ensemble fini M soit une chaine simple 

dont le premier 616ment soit d6sign6 par e et le dernier par u. Nous allons 

montrer que tout  61~ment a de M ddfinit un ensemble E (a) doublement bien- 

ordonn6 commengant par e, finissant par a e t  tel que chaque 6ldment x' de E(a) 
qui diff6re de e soit l'image de l'dldment x immddiatement pr6c6dant. En effet le 

thdorbme est 6vident pour a =  e et, s'il est vrai pour l'~ldment quelconque a, il 

est 6galement vrai, comme nous allons le voir, pour son image a r. A cet effet 

considdrons l'ensemble E(a) qui, par hypothbse, finit par a et ajoutons-y a' eomme 

dernier dldment; nous obtenons de cette fa?on l'ensemble E (a') exig6, doublement 

bien-ordonn6 et finissant par a'. On voit done, en s 'appuyant  sur le th6or~me I, 

qu'on peut considdrer finalement l'ensemble E (u). Cet ensemble E (u) contient 

t o u s l e s  616ments de M; car il conglent e, et, s'il contient un x diff6rent du 

dernier 616ment u, l'6]6ment imm6diatement suivant ne peut pas diff6rer de 

l'image x' de x. En d'autres termes l'ensemble M est doublement bien-ordonn6. 

Soit d 'autre part  un ensemble M doublement bien-ordonn6, commen~ant par 

e et finissant par u. Alors on peut faire correspondre ~ chaque 616ment x, ~ la 

seule exception pros de u, l'616ment imm6diatement suivant x f e t  l 'on obtient de 

cette fagon, comme nous allons le voir, une chalne simple. En effet, si ce pro- 

c6d6 conduisait ~ des parties ))s6par6es,, une d'entre elles au moins ne contien- 

drait pas u et poss6derait par hypoth~se un dernier 616ment v, tandis que l'616- 

ment imm6diatement suivant v' figurerait dans la partie compl~mentaire. 

5. L'induetion appliqu~e aux ensembles finis. 

Thdorbme III .  Soit une proposition ddmontr6e d'une part pour tout  en- 

semble contenant un seul dl6ment et, d 'autre part, pour un ensemble fini quel- 

conque chaque fois qu'elle est vraie pour cet ensemble diminu6 d 'un de ses 616- 

ments; alors la proposition est vraie pour tous les  ensembles finis. Voils ce que 

l'on appelle ]e raisonnement de n h n + I .  

Ddmonstration. Etan t  donn6 un ensemble M,  fini et doublement bien-ordonn6, 

]a proposition est tout  d'abord vraie, par hypoth~se, pour le segment E(e)de M 
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qui ne cont ien t  que le p remier  ~l~ment e. Si d ' au t r e  pa r t  elle est  vraie pour  

un  segment  E(a) don t  le dernier  ~l~ment est a ,  et  qui con t ien t  t o u s l e s  ~l~ments 

precedents ,  elle sera dgalement  vraie  pour  le segment  E(a ~) qu 'on  ob t i en t  en 

a j o u t a n t  ~ E (a), comme dernier  ~lSment, l '~l~ment a ~ su ivant  imm~dia tement  a .  

En  ve r tu  du th~or~me I la proposi t ion sera exacte  pour  tous les segments  E ( a )  

qui  finissent pa r  un ~14ment quelconque de M,  et  en par t icul ier  pour  E ( u ) ~  M 

]ui-m6me; c 'est-h-dire pour  un  ensemble fini quelconque.  

6. Caraet~re fondamental des ensembles finis. 

D~/inition. Deux  ensembles M ,  N sont  appel~s ~)dquivalents,), si r o n  peu t  

dtablir  une correspondance  univoque  et  r~.ciproque en t re  les ~l~ments de l 'un  et  

ceux de l 'aut re .  

Thdor~me IV.  Un ensemble fini n 'es t  ~quivalent  h aucune  des ses par t ies ;  

et  r~c iproquement  t o u t  ensemble jouissant  de ce t te  propri~t~ est  fini. 1 

Ddmonstration. P o u r  d~montrer  la premiere  pa t t i e  du tb~or~me nous faisons 

d ' abo rd  voir  que la proposi t ion est vra ie  pour  un  ensemble fini M chaque  fois 

qu'el le  l 'est pour  l 'ensemble M 1 que l 'on ob t ien t  en suppr iman t  dans M un 51~- 

men t  a .  Supposons en effet  qu 'on  ai t  ~tabli une cor respondance  un ivoque  et  

r~ciproque en t re  M e t  M r, par t ie  effect ive de M ;  d~signons pa r  a' l ' image de 

a et pa r  Mr1 l 'ensemble des images des ~l~ments de M1. 

Au eas oh M r ne cont ien t  pas a ,  l '~l~ment a f diff~re de a,  et  Mrj qui  ne 

cont ien t  ni a ni a r e s t  une  par t ie  effect ive de MI .  

Si au cont ra i re  a fair  par t ie  de M r l 'ensemble M1 cont ien t  un ~l~ment p 

different  de a qui  ne fair  pas par t ie  de M r, e t  il y a encore deux cas s consid~rer. 

I ~ a ~ est ident ique  h a ,  et  M~z qui ne cont ien t  ni a n i p  est une  par t ie  

p rop remen t  di te  de M~. 

2 ~ . a r diff~re de a et  de p,  e t a  est  con tenu  dans M~.  Rempla~ons dans 

Mr~ a par  at; nous obtenons  de ce t te  fa~on un ensemble M'~ qui ne cont ien t  ni 

a ni p e t  qui est  pa r  consequent  une  par t ie  effect ive de M~. Soit b l'~14ment 

de M~ don t  a est l ' image;  au moyen  de not re  subs t i tu t ion  c 'est  h present  a r qui  

en est l ' image, et  nous avons ob tenu  une correspondance  un ivoque  et r~ciproque 
~s 

ent re  M~ et  M~. 

Done dans tous les cas, si M est ~quivalent  /~ une de ses parties,  M1 le 

sera ~galement. Mais l ' impossibilit~ ~tant  5vidente  pour  un ensemble ne poss~- 

1 C'est 1~ la distinction de DEDEKIND (1. C. 64) entre les ensembles finis et infinis. 
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d a n t  q u ' u n  seul ~l~ment, en v e r t u  du th~or~me I I I  elle s '$ tend  h t o u s l e s  en- 

sembles  finis. 1 

Soit  d ' a u t r e  p a r t  M un ensemble  que lconque  qui ne soit  ~quivalent  ~ au-  

eune de ses par t ies .  Nous  p o u v o n s  a d m e t t r e  que eet  ensemble  est  b ien-ordonn6 

en nous a p p u y a n t  sur  un  th~or~me don t  j ' a i  donn~ la d~mons t ra t ion .  ~ Alors 

t ou t  sous-ensemble  MI de M doi t  conteni r  non  seu lement  un p remie r  mais  aussi  

un  dernier  ~l~men~. Car  a u t r e m e n t  on pou r r a i t  ~tabl i r  une  cor respondanee  en t re  

M1 et  une  de ses pa r t i e s  en d~finissant  comme  image de chaque  ~l~ment x de M~ 

l '~l~ment  su ivan t  x', e 'es t -h-di re  le p remie r  de tous  les ~l~ments de M~ qui sui- 

v e n t  x. L ' ensemble  M est  done d o u b l e m e n t  bien-ordonn6,  e 'es t -h-dire ,  fini. 

L a  d~mons t r a t ion  en ques t ion  du th~or~me ))que t ou t  ensemble  p e u t  ~tre 

b ien-ordonn~)  es t  fond~e sur  al'axiome du choix arbitraire)> que  l 'on  p e u t  facile- 

m e n t  r a m e n e r  au  su ivan t :  Quand  un  ensemble  S est  divis~ en par t ies  A, B, C . . . . .  

don t  aucune  n ' e s t  nulle, il exis te  tou jours  un sous-ensemble  $1 de S a u  moins  qui 

con t ien t  un  e t  un seul ~]~ment a, b, c . . . .  de chacune  des par t ies  A, B, C , . . .  C 'es t  

un  ax iome  assez 6vident  don t  on s 'es t  servi  jusqu '~  ces derniers  t emps  p r e sque  

sans oppos i t ion  et  qui  n ' a  j amais  condui t  h un  faux  r~sultat .  T o u t  r ~ c e m m e n t  

c e p e n d a n t  MM. BOREL 3 et PEANO ~ l ' on t  rejet~ dans  tous  les cas oh l 'en-  

semble  S poss~de une infinit6 de par t ies .  Sans doute ,  le p r inc ipe  en ques t ion  

est  inddmontrable, mais  il est  indispensable h cer ta ines  theor ies  ma th~mat iques .  

I1 me semble,  p a r  exemple ,  impossible  de d~mon t r e r  le th~or~me p receden t  sans  

avoi r  recours  ~ cet  ax iome  exp l i c i t emen t  ou impl i c i t emen t !  5 E t  M. POI~CAR~ 

est  tou t  s fair  du m 6 m e  avis  quand  il d i t :  ~ ~)L'axiome est  (,self-~vident~) pou r  

les classes finies; mais  s'il est  i nd~mont rab le  pou r  les classes infinies, il l ' es t  

sans  dou te  aussi pou r  les classes finies qu ' on  n ' en  a pas  encore  dist inguSes s ce 

s tade  de la th~orie;  c 'es t  done un  j ugemen t  syn th~ t ique  a pr ior i  sans lequel la 

~th~orie cardinale)) sera i t  impossible,  aussi  bien pou r  les nombres  finis que p o u r  

les nom bres  infinis.)) 

Dans  le m 6 m e  article,  M. POINC~R~ a f a i t h  m a  d~mons t r a t ion  une au t r e  

object ion,  ana logue  s celle don t  nous avons  parl~ h l ' a r t .  ~, savoi r  q u ' u n e  de 

mes d~finitions sera i t  ))non-predicative)). J ' a i  discut~ h fond ce t te  cr i t ique dans  

Cette d~monstration est due ~. C,.~oa (Math. Ann. vol. 45, p. 49o, D.). 
Z~RMELO, Beweis dass jede Menge wohlgeordnet werden kann. Math. Ann. vol. i9- 
Math. Ann. vol. 5o p. ~94- 

�9 Revista de Matematica VI I I  N:o i w ~. 
DEDEKIND dans sa d~monstration du th~or~me ~quivalent (I. c. w ~4) s'en sert de m(~me 

en consid~rant (li9) une s~rie de representations simultanPes a~. 
Revue d. M~t. e. d. Mot. ~4 e Annie .N:o ~ p. ~ .  
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une note r6cemment parue. 1 Dans ce travail j 'ai de plus rdfut6 les objections 

de MM. SCHO~'I~ESS et BEa~S~.~N qui n 'admettent  pas l 'addition d 'un seul 

616ment h u n  ensemble bien-ordonn6. 

7. Le type ordinal des nombres cardinaux finis. 

Thdor$me V. Un ensemble T dent  tous les 61~ments sent des ensembles 

finis contient toujours comme 61~ment au moins un ensemble E <~de plus petite 

puissance,), o'est-h-dire tel que chaque 6l~ment X de T poss~de un sous-ensemblo 

6quivalent h E.  Et  d 'autre part:  6tant donn6 un ensemble fini Z, un ensemble 

T dent  chaque 616ment X est un ensemble fini et 6quivalent h u n  sous-ensemble 

de Z contient toujours comme 616merit au moins un ensemble U ,de plus grando 

puissance,), e'est-h-dire tel que chaque 616ment de T soit ~quivalent ~ un sous- 

ensemble do U. 

En se servant de la notion des ~nombres cardinaux finis,) on peut 6noncer 

le th6or~me comme suit: tout  ensemble de nombres cardinaux finis ordonn6 sui- 

r a n t  leur grandeur est bien-ordonn6 et chaque segment de l'ensemble non iden- 

tique ~ l'ensemble total est doublement bien-ordonn6. L'ensemble de t ous l e s  

nombres cardinaux finis est done (,d6nombrable,). 

Ddmonstration. Consid6rons un 6|dment A quelconque de T que nous sup- 

poserons doublement bien-ordonn6 et faisons usage du thdor~me que de deux 

ensembles bien-ordonn6s l 'un au moins est (,semblable)) ~ u n  segment de l'autre, s 

J 'appelle ,segment~) d 'un ensemble bien-ordonn~ un sous-ensemble qui, lorsqu'il 

contient un ~16ment a quelconque, contient en m6me temps tous los 61~ments de 

l'ensemble qui pr6c6dent a. Remarquons que deux ensembles ~)semblables,) sent 

aussi 6quivalents. Au cas off il n 'y  a pas de segment de A 6quivalent h u n  

autre ~14ment de T l'616ment A sera l'ensemble E de plus petite puissance de- 

mand6, puisque chaque ~16ment de T poss~de un segment semblable ~ A. Dans 

lo cas contraire consid6rons tous le s  segments de A ~quivalents h u n  ou h plu- 

sieurs 616ments de T. Les derniers 616ments de ces segments ferment h leur tour 

un ensemble fini dent  le premier 61~ment correspond ~ un segment E r ~quivalent 

un ~16ment E de T. Cet ensemble E sera celui de plus petite puissance. En 

effet soit X un 61~ment quelconque de T. Si X est ~quivalent h u n  segment 

1 ZERMELO. l~euer Beweis ftir die M(~glichkeit einer Wohlordnung. 
m7--I28. 

2 G. CAsToa, Math. Ann. 49 P. 215 .N. 

Math. Ann. vol. 65, p. 
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X r de A, l'ensemble E ~ qui est un segment de X r sera 6quivalent ~ u n  sous-en- 

semblo de X. Dans le cas contraire A sera 6quivalent s un sous-ensemble de 

X, et l'ensemble E s qui n'est qu'un sous-ensemble de A l e  sera ~galement. Donc 

dans tous les cas E qui est 6quivalent h E ~ est 6quivalent h u n  sous-ensemble de X. 

Pour d6montrer la seconde partie du th~or~me, supposons que l'ensemble Z 

soit doublement bien-ordonn6, et que ehaque 616ment X de T soit ~quivalent 

un segment X r de Z. Les derniers 616ments de tous ees segments X r ferment 

un sous-ensemble Z0 de Z dent  le dernier 616ment est u ~. Soit de plus U ~ le 

segment de Z finissaut par u ~ et U un 61~ment de T 6quivalent h U'. Alors 

chaque 61~ment X de T e s t  ~quivalent ~ un segment X ~ de U ~ et par con- 

s6quent 6quivalent aussi ~ un sous-ensemble de U. Donc U est un ensemble de 

plus grande puissance parmi tous les 616ments de T. 

8. Conclusion. 

Les thdor~mes I, I I I  et V expriment le principe de l 'induction complete 

sous les diverses formes qu'on peut lui donner; le principe est ainsi r~duit k la 

d~finition des ensembles finis que nous avons donn~e ou h une des d~finitions 

~quivalentes. Mais en r~sulte-t-i] que le principe en question soit un jugement 

analytique ? Cela d~pend de la nature des axiomes sur lesquels repose la thSorie 

des ensembles et que nous avons $t~ contraints d'utiliser dans chacune de nos 

d6monstrations. Si ees axiomes, que je me propose d'4noncer compl~tement 

dans un autre article, ne sent quo des principes purement logiques, le principe 

de l 'induction le sera 6galement; si au contraire ils sent des intuitions d'une 

sorte sp6ciale, on peut continuer ~ regarder le principe d'induction comme un 

effet de l ' intuition ou eomme un (,jugement synth6tique a priori,). Quant 

moi, je n'oserais pour le moment, d6cider de cette question purement philoso- 

phique. 

Pour d6montrer les th6or~mes annonc6s, nous no nous sommes pas appuy6s 

sur l 'hypoth~se qu'il existe des ensembles infinis, c'est-~-dire des ensembles ~qui- 

valents s uno do leurs parties, hypoth~se fondamentale de DEDEKIND. La 

th6orie des ensembles en est eertainement ind6pendante puisqu'elle 6nonce et 

ddmontre les th6or~mes valables pour des ensembles quelconques. Si donc l 'arith- 

m6tique 616mentairo, c'est-h-dire la th6orie des ensembles finis, qua l'on peut 

fender sur le principo de l ' induetion complete n 'a pas besoin do ,l ' infini actueb), 

] 'analyse au eontraire et la th~orie des fonctions qui ont pour base les notions 

de nombro irrationel et de limite exigent absolument la consid6ration d'ensem- 
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bles infinis. En effet, quelque d6finition que l'on donne du nombre irrationnel, 

il sera toujours d6fini par une in]initd de nombres rationnels; car autrement le 

continu serait d6nombrable. De m~me la notion de (dimite)> ne peut fitre obtenue 

qu'en consid6rant une infinit6 de valeurs possibles. C'est pr6cis6ment cette id6e 

des ensembles infinis due ~ M. CA~-TOR qui est le fondement de cette partie des 

~vraies math6matiques~. 

En terminant je tiens ~ remercier rues amis MM. CARATH~ODORY et JAC- 

COTTET qui ont bien voulu re'aider ~t la r6daction fran~aise de ce m6moire. 

Montreux, mai 1907. 

Suppl6ment, 

M. POINCAR]~ a fair suivre ma note de quelques (,R6flexions* qui montrent 

que rillustre g6om~tre est maintenant  tout  s fait de mon avis en ce qui con- 

cerne les (,d6finitions pr6dicatives~). Le petit d6tour qu'il emploie (p. 199), en 

modifiant la ddmonstration c6l~bre de CAVCHY-WE~ERSTRASS, pour prouver qu'une 

6quation alg6brique a toujours une racine n'est peut-fitre pas absolument n6ces- 

saire. Mais dans la remarque (,Plus g6n6ralement etc.)> sur la limite inf6rieure 

d 'un ensemble quelconque de nombres r6els M. POI~'CAR~ rend net tement  ma 

propre pens6e et justifie ma d6monstration du (,Th6or~me I,) (p. 187). I1 suffit, 

en effet, de substituer s (,l'ensemble E de nombres r6els,), (d'ensemble E des en- 

sembles MI,) et ~ (,limite inf6rieure e,) (,partie commune M0)); on obtiendra alors: 

(,Si nous envisageons un ensemble E d'ensembles M1 on peut d6montrer 

que cet ensemble poss~de une pattie commune Mo; cette pattie commune est 

d6finie apr~'s rensemble E; et il n 'y  a pas de p6tition de principe puisque Mo 

ne fait pas en g6n~ral partie de E. Dans certains cas particuliers, il pout arri- 

ver que M 0 fasse partie de E. Dans ees cas particuliers, il n 'y  a pas non plus 

de p6tition de principe puisque Mo ne fait pas partie de E en vertu de 8a d~/i- 

nition, mais par suite d'une d6monstration post6ricure s la fois s la d6finition 

de E et ~ eelle de M0.~> 

Et  e'est en invoquant l 'autorit6 de M. POINCARE lui-mfime que ron  peut 

mettre en 6vidence la 16gitimit6 de ma d6monstration. 
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