UBER DIE COSSERAT'SCHEN FUNKTIONENTRIPEL UND IHRE
ANWENDUNG IN DER ELASTIZITATSTHEORIE.

Yox

A. KORN,

in M#NCHEN.

Das Problem des elastischen Gleichgewichts bei gegebenen Verriickungen'*
an der Grenze eines gegebenen elastischen Korpers lasst sich, wenn die Ober-
fliche des Korpers eine stetig gekriimmte Flache ist, auf das folgende mathe-
matische Problem zuriickfiihren:

Man sucht drei in einem Gebiete 7 eindeutige und stetige Funktionen u, v, w
mit endlichen ersten Ableitungen, welche in dem Gebiete r den Differentialglei-
chungen gentigen

76 16

a6 76 ou  dv dw
(1) dv+k5?/__~;7_y’ -E+E+E

a0 /K0

und an der Oberfliche w von t die Grenzwerte

1 A. Korx, Abhandlungen zur Elasticitatstheorie 1., Sitz. Ber. der K. Bayer. Akad. d.
Wisssch. 36. 8. 37 ff.,, 1906, Ann. Ec. Norm. (3) 24, p. 9 ff,, 1907. Wir beschiftigen uns hier mit
dem einfachsten Fall, dass keine susseren Krifte X, ¥, Z wirken, und setzen iiber die gegebenen
Verriickungen u,v,w an der Grenze nicht blos Stetigkeit, sondern auch die Stetigkeit der ersten
Ableitungen in solcher Weise voraus, dass fiir irgend zwei Punkte 1 und 2 der Oberfliche in
der Entfernung 7,:

abs. |Dyufl, abs. |D,v]}, abs. | D, ]} =endl Konst. i, 1> 0).

Man vgl. auch I. FrepmoLM, Solution d'un probléme fondamental de I'élasticité, Ark. for. Mat,
Astr. och Fys. 2, N:o 28, 1906.
Acta mathematica. 32. Imprimé le 23 décembre 1908. 11
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u =0,
(2) v =o0,
w=0

annehmen.

Dabei soll & eine gegebene Konstante, @ eine harmonische Funktion des
Gebietes 7 sein, welche fiir irgend 2 Punkte 1 und 2 des Gebietes z in der Ent-
fernung r,, der Bedingung genigt:

(3) 10,—0,1< 4.1},

wo A eine endliche Konstante und i eine von Null verschiedene positive Zahl
bezeichnet. Diese Funktion @ wird als gegeben vorausgesetzt.
Das Problem (1),(2) ist stets eindeutig losbar, wenn k eine gegebene, der

Ungleichung:
—1<k<+
entsprechende Zahl vorstellt.

E. und F. Cossgrar! haben nun zuerst den Gedanken ausgesprochen, dass
das Losungssystem wu, v, w als Funktionen des Parameters k Pole fiir Werte von

k=k, ki<—1
haben kann, dass fiir derartige Werte von % mit ihren ersten Ableitungen in
eindeutige und stetige Funktionen

U, Vi, W;

existieren werden, welche den Bedingungen:

. Y-y
JUJ' +kj5%=0,
76, aU; oV, aWw;\.
JVJ +ijyJ=‘O, @]'::—a;" 0—?;1 —a‘z—" in v,
J6;
(4) AW+ k7" = o,
Uj =o,
Vi=o0,}an o
W,‘——O

t E. und F. Cosserar, Comptes Rendus, 126, p. 1089, 1898, 133, p. 145, 1901, man vgl. anch
ArperyL, Traité de mécanique rationnelle III, p. 528 ff.
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entsprechen; dass es wahrscheinlich moglich ist, jedes Losungssystem u, v, w!
eines Problemes von der Art (1), (2) nach den Funktionentripeln U; V; W; zu
entwickeln:

u=0U, +CU, +-,
(5) v=CV, +C,V, +-,

w=C W, + CaW,+ -,

wobei die Konstanten C; leicht als Raumintegrale zu berechnen sind, welche
mit Hilfe der gegebenen Funktion O aufgestellt werden kdnnen, mit Beriicksich-
tigung der fiir 2 linear unabhingige Funktionentripel U; V; W;, Ui Vi W beste-
henden Relationen:

(6) ]@@m;:& k; = ky.

T

Fiir den Fall, dass die Oberfliche eine Kugel ist, konnen alle diese Behauptungen
leicht verifiziert werden, es handelte sich darum, auch in dem allgemeinen Falle
einer beliebigen, stetig gekriimmten Fliche o Verallgemeinerungen dieser Be-
hauptungen zu geben, die von E. und F. CosSErRAT zunidchst nur in Analogie zu
den Untersuchungen PoincarEs iiber die Differentialgleichung:

dp+kop=f

aufgestellt und nur in speziellen Beispielen verifiziert worden waren.

Es sei mir gestattet, im Folgenden die Funktionentripel U; V; W;, welche
mit ihren ersten Ableitungen im Gebiete ¢ eindeutig und stetig sind und Diffe-
rentialgleichungen bzw. Grenzbedingungen von der Form (4) geniigen, als Cos-
sErAT’sche Funktionentripel des Gebietes © mit der zugehorigen Zahl %; zu be-
zeichnen.

§ L

Wir fiihren in den Gleichungen (1) und (2) an Stelle der Funktionen u, v, w
die 3 folgenden Funktionen «/, v, w' ein:

( k 0 dz
s & -
w=u 471:0:1:]01' ’

T

‘ v'z_—v__k..ifg(_ii,
4o r

(7) :

' Bei gewissen Stetigkeitsvoraussetzuagen iiber die Ableitungen der gegebenen Funktion 8.
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(7) by K O [gd
w = w ﬂaz” o
.
dann ist:
(8) 0' = (I + k) 0)

und wir kénnen die Gleichungen (1) und (2) folgendermassen schreiben:

( 06

|

dw == oz’

16

(9) Jv’::—-@, in 7;

/X0

’-——._—_.__.

dw = z

47T +k(7.’t' r
T
T I k i 0"_1_1;
(10) v—*4751+k0y r ' an w,
T
w'__j_Li ng'd;”
4+ koz r
T J
oder auch, wenn wir:
__10
f’_—_&x’
i@
(II) f2='_5?/'!
6
h=—%%"
24
(12) k=—113
setzen, in folgender Weise:
v Iduizfu
(13) AV =f,,}in 7;

dw'=f,
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(14)

u~l(u +~—~ ﬂdT
2wl r

T
v’=l(v’+ u P
znﬁy r

T
w’zl(w'—}- 1 f aT
2m 0z r

T

)
) Lan o

7
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Wir versuchen! die Losung in folgender Weise: Wir bilden sukzessive die Funk-
tionen «;v’;w'; mit Hilfe der folgenden Bedingungen:

(15)

(16)

duy=},,
AV, =1, in 7
dw'y=fs,

Wy =10y =w,=o,

T 7 dt
wl——w_,_l“)' ﬂazf0' —_

T

dann werden offenbar die Reihen:

(17)

an w,

an w

u =uy+ v, + A2, 4+,

vV =v, + AV, + 22, +--,

w=wy+dw, + 2w, + -

j=1,2...

die Losungen des Problems (13), (14) darstellen, wenn die Reihen mit ihren ersten
Ableitungen in 7 konvergent sind und eindeutige und stetige Funktionen der
Stelle in 7 darstellen.

. die analoge Betrachtung in meiner Abh.: Allgemeine Losung des Problems
kleiner, stationdrer Bewegungen in reibenden Fliissigkeiten.
Palermo, 1908.

Rend. Cont. del Cire. Mat. di
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In bezug auf diese Konvergenzbetrachtungen konnen wir nun alle Resultate
aus meiner Abhandlung: Allgemeine Ldsung des biharmonischen Problems im
Raume (Krakauer Anzeiger 1907, S. 837 ff.) iibernehmen:

Die Konvergenzbeweise lassen sich in aller Strenge fiihren, solange 4 absolut
genommen kleiner als eine bestimmte endliche Zahl |4,] ist, die streng genommen
grosser als eins ist. In jedem Falle konnen wir fiir irgend ein [A], das kleiner
ist, als eine beliebig gegebene positive Zahl m, eine Zahl p und p+ 1 der Gleichung

(18) o +oitay+o-Foap=1
geniigende Konstanten
Cgy @y, Oy, + .« . Clp
80 finden, dass das Problem:
du' =a,f,,
(19) 4V =uo,f,, in t;
dw' =e,f,,
1 4 dz
wW=eguyt ety + -+ opupt l(u” + 275‘5[0” T)’
T
1 4 dz
(20) V' =0ty + 0,0+t vy + }‘("’" + 2“7;(;_:,/]0" T)’ an w
T
1 0 dt
w=ea,wy+ oW+ + epwp+ i (w” + ;t%f()” 7)
T

durch die Methode der sukzessiven Approximationen gelst wird, und es ergibt
sich somit, fallz nicht grade 1 eine Losung der Gleichung:

(21) DMy =(—MrPay+ (—A)p e, +-
ist, dass wir die Losungen des Problems (13),
. [2A<m
in der Form:

[, U, z,y,z2)

4 (=R et +ap=0

(14) fiir jedes

u

V', 2,9, 2)

TSR A—2) . (A—A)’

(n<p)

(22) '

) W' (4, z,y,2)

CE A=) G4 . . (A—m)’

w

TR —L). (A1)
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darstellen konnen, wobei die Funktionen U’, V', W' stets in = mit ihren ersten
Ableitungen eindeutig und stetig sind und fiir die Fille:

A=2, j=1,2...m

abgesehen von einer multiplikativen, von Null verschiedenen Konstanten, in
sogenannte biharmonische Funktionentripel U'; V'; W'; iibergehen, welche ich durch
die Gleichungen:

(23) AUij=4Vj=4dW;=o, in 7;

TN £ N S '.d_f)
U’_}"(U] +27c(7xf@’ r]’

T

ey o+ 29 (.87
Vi =14 (7 +Mayf@,r).

(24) : an w;
1. 1. _I___(i ,.d'l’
W"l’(W’ +zn0zf@’7) ’
T
Wjeos(vx) + Bjcos (vy) + Wjcos (vz) =o,
(25) f(@'} + W+ 87+ BHdr=1
T

definiert habe. Die den biharmonischen Funktionentripeln U’; V'; W'; zugehorigen

Zahlen 1; geniigen der Gleichung:
D(A)=o

und konnen keine mehrfachen Wurzeln dieser Gleichung sein.
Nach der Losung des Problems (13), (14) erhalten wir infolge der Beziehungen
(7), (8), (12) als Losung des urspriinglichen Problems (1), (2) die Funktionen:

(26) =Y amay )
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Nur eine Bemerkung ist noch zu dieser Untersuchung nachzuatragen: Bei der
Losung des Problems (13),(14) wurde (Aligemeine Losung des biharmonischen
Problems, Krakauer Anz. 1907, p. 866) vorausgesetzt, dass f,,f,, f; in ganzer Er-
streckung des Gebietes 7 eindeutig und stetig sind und der Bedingung:

dr ,
dffj~;=——4ﬂf;, 7=1,2,3
T

geniigen. In der Tat ist fiir die Giltigkeit aller dieser Resultate — wie ohne
weiteres aus dem Beweise derselben hervorgeht —, hinreichend, dass die ersten
Ableitungen der Funktionen u,, v,, w,, welche durch die Gleichungen (15) definiert
sind, von der Art stetig sind, dass fir irgend 2 Punkte des Gebietes in dem
Abstande 7,,:

abs. | D,u,|?, abs. |D,v,|}, abs. |D,w,|}< endl. Konst. r{,,  (A>o0).

Diese Bedingung wird aber erfiillt, wenn wir fiir {,, f,, f, die Funktionen (11) setzen
und die urspriingliche Voraussetzung (3) machen. Es ergibt sich das leicht mit
Hilfe der Sitze des Kapitels I und 1I meiner Abhandlung: Sur les équations de
I'élasticité (Ann. Ec. Norm. (3) 24, p. 12 ff., 1907).

Die Untersuchung des § 1 hat uns eine neue Losungsmethode des Problems
(1), (2) nicht bloss fiir den Fall:

JAl<1
also:
—1<k<+4+ ®
gegeben, sondern auch fiir den Fall
[A>1
also
ES—1

falls nicht grade 4 eine Wurzel der Gleichung
D()=o0
=2k, Ay ..

ist. Die Stellen

denen biharmonische Tripelfunktionen U'; V'; W'; entsprechen, sind auch Pole der
Losung u, v, w (26) des urspriinglichen Problems (1), (2).
Die Pole sind sédmtlich einfach und haben eine Haufungsstelle an der Stelle:

JA|=

! oder abteilungsweise eindeutig und stetig.
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also an der Stelle:
k= —n2.

Wie nun die Residuen der Lisungen des Problems (13), (14), abgesehen von mul-
tiplikativen, von Null verschiedenen Konstanten, an den Stellen

A=2, Ay...

in biharmonische Funktionentripel des Gebietes v iibergehen, so konnen wir nun-
mehr zeigen, dass die Residuen der Losungen des Problems (1), (2) CossEraT’sche
Funktionentripel des Gebietes = werden, abgesehen von multiplikativen, von Null
verschiedenen Konstanten. '

Wir haben hierzu nur zu zeigen, dass die Funktionen:

R PeT . B S d_f_]
Uj c,[U, I—l,-47n’)xf0’r ’

|y, 2k 10 (gdr
(27) V,-—cj{V, —I—-lj4ﬂ:(7_g;f@’ r ]’

A

T

in denen die ¢; Konstanten bezeichnen, den Gleichungen geniigen:

0 6;

JUj +ijx'l=O,
b
40; . 2 A
a . Pt S ’ R J
(28%) ﬁdV, + k; iy 0, yin 7; Kk oy

10;
LA WJ + kj’n‘z o

Uj=0,
(28°) Vi=o0,% an w.
Wj=0
Es ist in der Tat:
eIt ki
@5"-611___1!.91

und daher:

. A(?@j_ 0@', le _I+lj _
JU’+k’¢?—x‘_—cj77?{x—lj+k’1——lj}—o’

Acta mathematica. 32. Imprimé le 24 décembre 1908. 12
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analog folgen die beiden iibrigen Gleichungen (28*); es ist ferner:

U,jz_z_&'_.l_’_a_f@yjfi_r’ an w,

nach (27), also:

analog folgen die beiden iibrigen Gleichungen (28%).
Wir wollen die Konstanten ¢; noch so wahlen, dass:

(29) [(@} + 0 + B+ B)dr =1 wird:

T

es ergibt sich, wegen der Relationen:

I+ A
@j = Cj I_l‘;@’j,
(30 =g,
Bj = ¢; T},

€8 muss
4 A% 1
I | {(—L ) ey g+ wy 28';}011: I
1— A

T
sein, und da:

Ai—1 ¥ A+1
Nde=2"1 It ' NG g
(31) f@,dr Py }(11, + B+ WiMde ¥
T T
so folgt:
T —1 —_—
2 s == J =V —lk;—
(32) ¢ LT V—ki—r1.

I. Wean wir die CosseraT’schen Funktionentripel des Gebietes U; V; W; und die
denselben zugehorigen Zahlen k; durch die Gleichungen:

( 76;

de+kj-(—?%=0,
70; o

JVj—l—kjW——o, m 7;

1@;
(33) JJWJ_'_kIa_z—O J
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(33) 1

U;j=o,
Vi=o0,} an w;
Wj=0

f(@; 4B+ B dr—1

T

91

und die Bedingung definieren, dass die Funktionen in z mit ihren ersten Ab-
leitungen eindeutig und stetig sein sollen, und zwar so, dass fiir irgend 2 Punkte
des Gebietes 7, 1 und 2, in der Entfernung r,,, die absolute Differenz der Werte

der ersten Ableitungen:

(34) abs. |D, U;{i, abs.

|D, V;li, abs. | D, W;|}< endl. Kons.l:.1 .,

(4> 0)

sein soll, besteht zwischen den CossEraT’schen Funktionentripeln und den bi-

harmonischen Funktionentripeln U'; V'; W’; des Gebietes v der Zusammenhang:

(35)

W;=

=il s 10 (g
l,-+I{U’ 1—Aigndzx @’r ’
T

h—xf, 2k _I_if r.'iz},
l,-+1{V’ 1—Aj4mdy @i

T

h—1)o, 2k _I_if v.‘ﬂ}.
lj+I{WJ*I'—-lj47L'02 9%

T

II. Die Losung jedes Problems der Elastizititstheorie von der Form (1), (2) kann
bei der Bedingung (3), und wenn |2|? unterhalb einer beliebigen endlichen Grenze
m liegt, in der folgenden Form dargestellt werden:

’

(36)

" — DAz, y,2)
A=) A—A,). . (A—1n)’
_ X (A, 2,y,2) _

R S 1 vy ey W S ¢ By W L

¥y, z)

YA G—2). . — )

! Die Konstante kann nur mit unendlich wachsendem j unendlich wachsen.

3

=5

2+%
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dabei sind die Funktionen @, X,¥ mit ihren ersten Ableitungen in 7 fiir jeden
beliebigen Wert
[Aj]<m
eindeutig und stetig, und
Y P

stellen eine endliche Anzahl von Zahlen dar, aus der Reihe der CossERAT’schen
Funktionentripeln zugehoriger Zahlen, und die Funktionen @, X,¥ gehen fiir:

h=124, j=1,2,...n

abgesehen von multiplikativen, von Null verschiedenen Konstanten in COSSERAT’-
sche Funktionentripel mit den zugehorigen Zahlen 4; iiber.

III. Will man von den CossgraT'schen Funktionentripeln umgekehrt zu
den biharmonischen Funktionentripeln zuriickgehen, so hat man die Formeln zu

beniitzen:
A+ I 2h 1 0 # dt
fo—— ) . 7 - i —(?
v~ Vi o+ 2 s ot
T
W1 2l 1 @ dz
T, __ i L . =% - ;—(
(37) Vi= z,-—x{V’er digm yf@’r}
T
-l/},.+1 2k: 1 @ drti.
ro_ 7 . J_ - e
W= },j—I{W’+I+lj4ﬂazu 0; T}
T
Ai—1
g, —_ |/ 45" 1g.
@; V¥ +,1 g
W, — CRESIH
(38) S
A+
T ¢
2;"_ 7.j—l$l’
! Z’J+I .

IV. TFiir zwei Cossgrar’sche Funktionentripel
U;ViW; und U; V; W;

mit verschiedenen zugehérigen Zahlen 4 und 1 bestehen die Relationen:
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(39) f@t'@jd’5=0,

t

(40) f (U + B B; + B By)dv = o,

T

Zusatz zu IV. Gestattet das Losungssystem u, v, w des Problems (1), (2) die Ent-
wickelung nach CosseraT’schen Funktionentripeln:

(41) u=23;C;U;, v=3;0;V;, w==;C;W;

so haben die Konstanten C; dieser Entwickelung die Werte:

C; =f(0@j +ully + 0B + wB)dr,
T

244 '
(42) _I+lj/00’dr’

T

__k .
k_kjf@@,dt.

T

§ 3.

In der Theorie des biharmonischen Problems und der biharmonischen Funk-
tionentripel wurde gezeigt (Krakauer Anz. 1907, S. 889),! dass, wenn auch nicht
immer die Entwickelung der Losungen ', v/, w' des Problemes (13), (14) selbst nach
biharmonischen Tripelfunktionen sichergestellt ist, jedenfalls eine endliche Zahl s
vorhanden ist, so, dass die Funktionen:

u'—-u’o——lu’, — A '2_‘ cee— Ay,
Vv —vy— A, — A, — - — L1,
w—wy—Aw, —ABw,— - — -1,

nach biharmonischen Tripeln entwickelt werden konnen. Es werden also jeden-
falls die Entwickelungen bestehen:

1 In den Gleichungen 128, 1. ¢. ist bereits mit Riicksicht auf das dort zu behandeinde
biharmonische Problem A=1 gesetzt.
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we=u'y+ ru, + A, + -+ A1y +C, U, +C,U, +
(43) V=0 + AV, + A, 4 2 +C V' +C YV, +
w=w,+ Aw,+ B, + -+ 2w, +C, W, +C, W, +

wo die C; Konstanten sind.

Damit erhalten wir aber auch sofort ein korrespondierendes Resultat fiir
die Entwickelung der Lésungen u, v, w des Problems (1), (z) nach CossErRAT’schen
Funktionentripeln:

V. Wenn auch die Entwickelung der Lésungen u, v, w des Problems (1), (2)
selbst nach Cosserar’schen Funktionentripeln nicht sichergestellt ist, so ist je-
denfalls stets eine endliche Zahl s vorhanden, so, dass die Funktionen:

s—1
; 2h 1 drt
w Ef,” (“’f—mﬁixﬁf ; )
[1) T
s—1
— ify 2+ 1 0 rdf)
v i (v, 1——).47103/[’1' ’
[1) T
—1
N, 24 1 9 (,ds
v N F w2 e [0
0 T

in denen die Funktionen u/j, v';, w'; durch die Gleichungen (11), (15), (16) definiert
sind, der Entwickelung nach CosseraT’schen Funktionentripeln fahig sind:

51
I NPV A T S
uth(u’ x—zmﬁj“h ,)+0, U, +CU, +
0 T
I dt
(44) 4 v—z I—l4nayf0' )+C,V1+02V,+.._,
= ’—' J '-___Zi_l____ ,d't
0

wo die C,,C,, ... Konstanten sind.
Fiir die Kugel ist sichergestellt, dass s — o ist (Krakauer Anz. 1907, S. 894),
somit gilt fir die Kugel stets die Entwickelung:
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u=0C,U, +C,U, +---,
(45) v=0C,V, +CV, +--,

w=C, W, +C, W, +---,
wo!:

T

§ 4.

Fiir den Fall der Kugel habe ich die biharmonischen Funktionentripel friiher
angegeben (Krakauer Anz. 1907, S. 893). Denken wir uns eine Kugel vom Ra-
dius B um den Anfangspunkt als Centrum und fiihren wir Polarkoordinaten durch
die Transformationen:

T=1 U,
47) y—r,VI—Wleos g,y —cost,

) z=rVi—ulsing,
ein und setzen:

(48) Fi(“’? Y, z)=TJ; YJ'(‘“U ‘px)r

wo Y; eine allgemeine Kugelfunktion j-ter Ordnung vorstellt, dann sind die bi-
harmonischen Funktionentripel:

% o __a0F;

UJ (7'+ I)(Zj+3){(2?+1)ij rx 0%},

% . a0 F; e (2F 4 1):
4 V=Gt |t e E—A G hm—Git;

U S 0T
Wi GrnerTa|e T s B

o; bezeichnet eine Konstante, welche zur Befriedigung der Bedingung

f(@’}+11’}+%’}'+23’})d1=1

zu verwenden ist.

Da
(50) O;=q; F;

und
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(s1) X @'j‘_il_ﬂi_{_i___gm_}{%)},

so ergeben sich aus (35) unmittelbar die CosseraT’schen Funktionentripel fiir
die Kugel:

;.

8 eine Konstante, die zur Befriedigung der Be-

\ I F;
Uj =gitri — R 5, dingung:

(52) Vi = g1 — B 57, JCEL RS 2R 1IN

JF;
s B (g — Py E
W=, — %) dz "’ zu verwenden ist.
Die Entwickelungen der Losungen u, v, w des Problems (1), (2) nach diesen Funk-
tionen:
u=0,U, +C,U, +--,
(53) v=CV, +C,V, +-,

w=C, W, +C,W,+--,
wo:

(54) Cj= rﬁzﬁ}f@ O;dx, (k,-=~3’—7f——1)

T

sind bereits seit langem bekannt; die in der Einleitung gemachte Voraussetzung
iiber die Funktion @ ist fiir die Reihenentwickelungen (53) und fiir die gliedweise
einmalige Differenzierbarkeit dieser Reihen hinreichend.




