
0BER DIE COSSERAT'SCHEN FUNKTIONENTRIPEL UND IHRE 
ANWENDUNG IN DER ELASTIZIT~.TSTHEORIE. 

Vol~ 

A. KORN, 

in M~ca~s .  

Das Problem des elastisehen Gleichgewiehts bei gegebenen Verriickungen ~ 

an der Grenze eines gegebenen elastischen K6rpers l~sst sich, wenn die Ober- 

flKche des K6rpers eine stetig gekriimmte Fl~iche ist, auf das folgende mathe- 
matische Problem zuriickfiihren: 

Man sueht drei in einem Gebiete �9 eindeutige und stetige Funktionen u, v, w 

mit endliehen ersten Ableitungen, welche in dem Gebiete ~ den Differentialglei- 

chungen genfigen 

(0 

~u+k~  oo 

: J r  + k 00 0 0  
J - y ~  Oy '  

d w + k  ~- Oz " 

Ou Ov Ow 
o = ~ + ~ +  o-~ 

und an der Oberflliehe w yon �9 die Grenzwerte 

A. KoR~, Abhandlungen  zur Elasticiti~tstheorie I., Sitz. Ber. der K. Bayer. Akad. d. 
Wisssch. 36. S. 37 if., 1906, Ann.  Ec. blorm. (3) 24, p. 9 ft., 1907. Wir  beschiiftigen uns  hier mit  
dem einfachsten Fall, dass keine itusseren Krafte X, :~, Z wirken, und setzen fiber die gegebenen 

Verri ickungen u,v, w an dor Grenze nicht  blos Stetigkeit, sondern auch die Stetigkeit der ersten 
Ablei tungen in  solcher Weise voraus, dass f(ir irgend zwei Punkte  1 und 2 der Oberflitche ill 
der En t fe rnung  r12: 

abs. IDa~[~, abs. ]Djvl~, abs. ]D, w l ~ e n d l .  Konst, r~,,  (2 > 0). 

Man vgl. auch I. FREDHOI~, Solution d 'un  probl~mo fondamental  de l'61asticit6, Ark. f6r. Mat. 
Astr. och Fys. 2, N:o 28, 1906. 

Acta mathematica. 32. Imprim6 le 23 d, dcembre 1908. ] l  
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,2, / v--~ 
annehmen. 

Dabei soil k eine gegebene Konstante, 0 eine harmonisehe Funktion des 

Gebietes ~ sein, welehe far irgend 2 Punkte  i und 2 des Gebie~es �9 in der Ent-  

fernung rt~ der Bedingung geniigt: 

(3) !o,--o,  I~A.r,~,, 

wo A eine end]iche Konstante  und Z eine yon Null verschiedene positive Zahl 

bezeichnet. Diese Funktion O wird als gegeben vorausgesetzt. 
Das Problem (I), (2) ist stets eindeutig 15sbar, wenn k eine gegebene, der 

Ungleichung: 
~ l < k <  + oo 

entsprechende Zahl vorstellt. 
E. und F. COSSERAT I haben nun zuerst den Gedanken ausgesprochen, dass 

das LSsungssystem u, v, w als l~unktionen des Parameters k Pole fiir Werte von 

k=~i, kj<-~ 

haben kann, dass ffir derartige Werte yon k mit ihren ersten Ableitungen in 

eindeutige und stetige Funktionen 
uj, v~,wj 

existieren werden, welche den Bedingungen: 

k ao~ our o vj aw~ 

k #oJ:~ (4) ~ w ~ +  ~ z -  o, 

O~ 

wj--  

1 E. und F. COSSERXT, Comptes Rendus, 126, p. 1089, 1898, 133, p. 145, 1901, man vgl. auch 
AreELL, Trait6 de m~canique rat ionnelle I I I ,  p. 5"28 ft. 
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entsprechen; dass es wahrseheinlich mSglich ist, jades LSsungssystem u, v ,w 1 
eines Problemes yon der Art (I), (2)nach den Funktionentripeln U s Vj W s zu 
entwickeln: 

i u ~  Cl UI + C~ Us + " ' ,  

(5) C~ V1 + c2 v~ +. . . ,  

C1 WI + C2 W2 + ' " ,  

wobei die Konstanten Ca leioht als l~aumintegrale zu bereehnen sind, welehe 
mit Hi]re der gegebenen Funktion O aufgesteUt werden kSnnen, mit Beriicksich- 
tigung der ffir 2 linear unabhgngige Funktionentripel Ui Vi Wi, Uk Vk Wk beste- 
henden l~elationen: 

(6) / O ~ O k d v = O ,  k i~kk .  

Fiir den Fall, dass die Oberfl~i.ehe eine Kugel ist, kSnnen aile diese Behauptungen 
leicht verifiziert warden, es handelte sieh darum, aueh in dem allgemeinen Falle 
einer beliebigen, stetig gekrfimmten Flgche to Verallgemeinerungen dieser Be- 
hauptungen zu geben, die yon E. und F. COSSE•AT zun~ichst nur in Analogie zu 
den Untersuehungen P o I ~ c ~ s  fiber die Differentialgleichung: 

dq~ + kqD=/ 

aufgestellt und nur in speziellen Beispielen verifiziert worden waren. 
Es sei mir gestattet, im Folgenden die Funktionentripel Uj Vj W i, welehe 

mit ihren ersten Ableitungen im Gebiete v eindeutig und stetig shad und Diffe- 
rentialgleiohungen bzw. Grenzbedingungen yon der Form (4) geniigen, als Cos- 
s~.aAT'sehe Funktionentripel des Gebietes ~ mit der zugehSrigen Zahl k s zu be- 
zeiehnea. 

w 

Wir ffihren in den Gleiehungen (i) und (2) au Stelle der Funktionen u, v,w 
die 3 folgenden Funktionen u', v ~, w' ein: 

k fod  
u' = u  4 z o x J  r ' 

(7) 

Bei gewissen Stetigkeitsvoraussetzuagen tiber die Ableitungen der gegebenen Funktion O. 
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(7) 

dann  ist : 

W r = W k O j 'odv 
4~:~ - z  l T - '  

(8) o ' - - - ( ~ + k ) o ,  

und wir kSnnen die Gleichungen (I) und (2) folgendermassen schreiben: 

(9) 

d u' -~ - -  0-xx' 

8 0  
L/v~ == ~ y y , (  in v; 

I 0 0  
,4 w'-~ - -  ~z  

(Io) 

oder auch,  wenn wir: 

"U,t 

V r 

W t - 

( I I )  

(~2) 

setzen, in folgender Weise: 

( I3 )  

k o f o ,  d* 
4 ~ I  + k O x  , r ' 

I k O ('o,d~, 
T 

I k 0 ~,dv 
4 ~ + k ~ z J v 7  - 

/l~ = ae Ox' 

/~ = a @ 
8y 

1~ = a e 
OZ' 

2~ k ~  . . . .  
I + g  

{ ,~ u ' =  /,, I 
L / v ' = / 2 , / i n  ~; 

, tw '=h I 

an ~o, 
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(r4) 

~ o fo, d~\ 
u'=Z(u' +z~razj  r t' 

v' = x  e +--~j2~ ~-t' 
T 

( ~ o fo, e~l 
w'=Z w'+ --~zJ2~ TI 

"t" 

a l l  CO. 

Wir versuchen i die LSsung in folgender Weise: Wir bilden sukzessive die Funk- 
tionen u)v'j w'j mit I-Iilfe der folgenden Bedingungen: 

(i5) 

d u'o = [z, } 

dr'o=/2 ,  in ~; 

?.St 0 ~ -  ~ t  0 ~ WlO ~ O~ a n  (o 

(i6) 

du~----- d d i = z I w ~ = o ,  in 

I OCt 

V 

I O F  r ~=~_,  + - ~ j o ~ _ ,  ~-~ 
r ' 

T 

1 # r ,  

flbn (o ,  
) ~ I ,  2 . . .  

dann werden offenbar die Roihon: 

(17) 
u t  ~_~ Uro + ~, url + ~.~ ur~ + --- ,  

V ~ =Vfo  + ~.V~l + JL ~v'~ + - . - ,  

W r = Wlo + Z wrt + ~ wr2 + --.  

die LSsungen des Problems (13), (14) darstelten, wenn die Reihen mit ihren ersten 
Ableitungen in v konvergent sind und eindeutige und stetige Funktionen der 
Stelle in v darstellen. 

I Man vgl. die analoge Betrachtung in meiner  Abh.: Allgemeine L6sung des Problems 
kleiner, stationi~rer Bewegungen in reibenden Fltissigkeiten. Rend. Cont. del Circ. Mat. di 
Palermo, 1908. 
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In bezug auf diese Konvergenzbetraehtungen kSnnen wir nun alle Resultate 
aus meiner Abhandlung: Allgemeine LSsung des biharmonisehen Problems im 
Raume (Krakauer Anzeiger 1907, S. 837 ft.) iibernehmen: 

Die Konvergenzbeweise lassen sich in aller Strenge fiihren, solange ). absolut 
genommen kleiner als eine bestimmte endliche Zahl I~11 ist, die streng genommen 
gr6sser als eins ist. In jedem Falle kSnnen wir fiir irgend ein [~1, das kleiner 
ist, als eine beliebig gegebene positive Zahl m, eine Zahl p und p+ 1 der Gleiehung 

(z8) a o + a ~ + a , + . . - + a ~ = I  

geniigende Konstanten 

so finden, dass das Problem: 
1~0~' ~1~ (12~ " " " ~ P  

I A u "  ~ a o / i ,  

ao/2 in ~; I J v" = 

[ J w " =  ao l s, 

(20) 

U tr -~- eto Uro + a t Urt + �9 �9 �9 + et~ U~p + 

v" ~ a o v~o + a t  vrt  + " " + ap  v ~  + 

w " ~  a o w t ,  + a~ w% + . . . +  a r w ~  + 

;o,,?), 2rcOy ! an oJ 

+ f o,9) 

dureh die Methode der sukzessiven Approximationen gelSst wird, und es ergibt 
sieh somit, falls nieht grade il eine LSsung der Gleiehung: 

(2i) D(iLJ~(--~)Va o + ( ~ / ~ ) ~ 1  a I "JI- "" " "~ ( - - ~ )  [~p- - I  -It" a p = O  

ist, dass wir die LSsungen des Problems (I3), (I4) fiir jedes 

in der Form: 

(22) 

i Z l ~ m  

'u' =- U' (~,, x, y, z) 
(Z - -  Z,) 6t - -  Z~) . . .  (Z - -  Z,,)' 

V' (Z, x, y, z) 
v' =- ( Z - - Z ~ ) ( Z - - % ) . . .  (Z - -  Z,,)' 

W' (3, x, y, z) 
W I ~ _  

(z - -  z,) (z - -  z , ) . . .  (z - -  z,,) 

(n ~ p) 



~ber die Cosserat'sahen Funktioaentripel und ihre Auweuduug in der Elastizit~ttstheorie. 87 

darstellen kSnnen, wobei die Funktionen U', V', W' stets in v mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutig und stetig sind und fiir die FKlle: 

).-----gj, j = I ,  2 . . . n  

abgesehen yon einer multiplikativen, von Null verschiedenen Konstanten, in 
sogenannte biharmonische Funktionentripel U'/V~ W'j fibergehen, welche ich dutch 
die Gleichungen: 

( 2 3 )  A U ~ = A V ~ = A W ~ / = o ,  in ~; 

(24) 

( I b 1 f (~,  d T i 

i u'~ = z j  u'j + ~ j  ~ ~ I ,  

T 

v',=z~ v~ + - ~ j  j , 

w~ = z~ w~ ~-~ ~ z J  ~ ~-! 
"r 

U'~ eos(~x) + ~ ) e o s  (~y) + ~ ' j  cos (~z) = o ,  

a n  w ;  

(2s) f (07 + 117 + ~ 7  + ~ ' ] ) d  v =- I 

definiert habe. Die den biharmonischen Funktionentripeln U'~ V'j W'~ zugehSrigen 
Zahlen ).~ geniigen der Gleiohung: 

D ().) ~ o 

und kSnnen keine mehrfaehen Wurzeln dieser Gleichung sein. 
Naeh der LSsung des Problems (I3), (I4) erhalten wir infolge der Beziehungen 

(7), (8), (I2) als LSsung des urspriingliehen Problems (i), (2) die Funktionen: 

(26) 

' 2) .  z 0 ~'o, d v  
u-- r ~-). 4 ~ O x J  T '  

v =V' - - ~ - -  

W _ ~ .  W F 
2Z 

I - - Z  4 - ~ j  7 
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Ntlr eine Bemerkung ist noeh zu dieser Untersuchung nachzutragen:  Bei der 
LSsung des Problems (I3),(z4) wurde (Allgemeine LSsung des biharmonisehen 
Problems, Krakauer  Anz. 1907, p. 866) vorausgesetzt,  dass ],,/:,/r in ganzer Er- 
streckung des Gebietes v eindeutig und stetig sind und der Bedingung: 

f d~  b, 2, j 

T 

geniigen. In der Tat  ist fiir die Giltigkeit aller dieser R e s u l t a t e -  wie ohne 
weiteres aus dem Beweise derselben hervorgeht -- ,  hinreiehend, dass die ersten 
Ableitungen der Funkt ionen  u0, % w0, welche durch die G]eichungen (i5) definiert 
sind, yon der Art stetig sind, dass fiir irgend 2 Punkte  des Gebietes in dem 
Abstande rlz: 

abs. ID, uol~, abs. ID, vol~, abs. ~D,w,l~< endl. Konst.  r ,~, ,  (Z>o).  

Diese Bedingung wird aber erfiillt, wenn wir fiir 1,,/2,/3 die Funkt ionen (zi) setzen 
und die urspriingliehe Voraussetzung (3) machen. Es ergibt sich das leicht mit  
Hilfe der Shtze des Kapitels I und ]I  meiner A b h a n d h n g :  Sur les ~quations de 

l'61asticit6 (Ann. Ec. Norm. (3) z4, P. 12 ff., 1907). 
Die Untersuchung des w 1 hat  uns eine neue LSsungsmethode des Problems 

(I), (z) nicht bless fiir den Fall: 

also: 
- - z  < k <  H- oo 

gegeben, sondern auch fiir den Fall 

also 

falls nicht grade ~ eine Wurzel der  Gleiehung 

ist. Die Stellen 
D ()~) = o 

= ZI, ~2 . . . .  

denen biharmonisehe Tripelfunktionen U~ V) W) entsprechen, sind auch Pole der 
LSsung u, v, w (26) des urspriingliehen Problems (i), (2). 

Die Pole sind s~imtlieh einfach und haben eine H~hfungsstelle an der Stelle: 

Izl=| 

i oder abteilungsweise eindeutig und stetig. 
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also an der Stelle: 
k ~ - - 2 .  

Wie nun die Residuen der L6sungen des Problems (i3), (I4), abgesehen yon mul- 

tiplikativen, yon Null verschiedenen Konstanten,  an den Stellen 

it = its, i t s , . . .  

in biharmonisehe Funktionentripel des Gebietes v fibergehen, so kSnnen wir nun- 

mehr zeigen, dass die Residuen der LSsungen des Problems (i), (2) COSSWRAT'sche 

Funktionentripel des Gebietes , werden, abgesehen von multiplikativen, yon Null 

versehiedenen Konstanten.  

Wir haben hierzu nur zu zeigen, dass die Funktionen:  

(27) 

T 

vj=~[v~, ~it, _~ _o ( o , . a q  

[ 2 z~ _~ o f o , . a q  
W~=cj tr~ ~ - - ~ 4 , ~ o z ]  ' ~ J' 

T 

in denen die c~ Konstanten bezeichnen, den Gleichungen geniigen: 

(as.) k aOj 

k ooj a w ~ +  ~-X; = o 

in ~; k j =  
2~ 

(28 b) 

Es ist in der Tat:  

und daher: 

V j  -~-  O ~ a,  l l  r  

W.i= o 

keo~ 0o~j ~j k*+a;/ 
d u j +  ~-a-~. = ~ u  + ;7---~ |  = ~  

A e t a  m a t h e m a t i e a .  32. Imprim6 le 24 d6cembre 1908. 12 
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analog folgen die beiden iibrigen Gleiehungen (28~); es ist ferner: 

nach (27), also: 

2~ r o fo '  d~ U ~ = r _ ) v 4 7 t f x j  ~-~-, an w, 

Us. :o ,  an aJ, 

analog folgen die beiden iibrigen Gleichungen (28b). 

Wir wollen die Konstanten cr noch so wiihlen, dass: 

( 2 9 )  f (o] + li] + ~3] + ~J)dr = I wird" 

T 

es ergibt sich, wegen der Relationen: 

(30) 

eS muss 

sein, und da: 

(3~) 

so folgt: 

(32) 

~+zs. 
os. -- cs. ?-.-~z o ) ,  

us = cs.u), 

f j ,~ + zJi' ,, } q /~ ~ _ z /  o r + u T + ~ 7 + ~ 7  

= 2zs. ' 2zi 

CJ= 1///~ - I = V ' ] C ) - I ' +  I 

I. Wean wir die COSSERAT'schen Funktionentripel des Gebietes US. VS. WS. und die 

denselben zugehSrigen Zahlen k s. durch dio Gleichungen: 

(33) 

a u j +  ~ -  = o, 

, ~ v i +  ~-~u = o ,  

koos. 
in ~; 
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(~3) U j = o , }  

V j = o ,  / an w; 

W =o! 

und die Bedingung definieren, dass die Funktionen in ~ mit ihren ersten Ab- 

leitungen eindeutig und stetig sein sollen, und zwar so, dass fiir irgend 2 Punkte  

des Gebietes v, i und 2, in der Entfernung r~3, die absolute Differenz der Werte 
der ersten Ableitungen: 

, ~ . ~ (34) abs. ID, Ui[~, abs. [DtViI,,  abs. [D~W~II~ endl. Konst. 1 r{,, ()~>o) 

sein soil, besteht zwisehen den COSSERAT'schen Funktionentripeln und den bi- 

harmonischen Funktionentripeln Uti V~ W'/ des Gebietes v der Zusammenhang: 

(35) 

r 

r 

I - - )~j41~OzJ J r J 

II. Die LSsung jedes Problems der Elastizit~tstheorie yon der Form (i), (2) kann 
bei der Bedingung (3), und wenn ])~]~ unterhalb einer beliebigen endliehen Grenze 

m liegt, in der folgenden Form dargestellt werden: 

(36) 

a) ()., x, y, z) 
u = ( ~ _ ~ , ) ( ~ _ ~ ) . .  ( ~ _ ~ ) ,  

X (,~, x, y, z) v -- (~ ,_  ~,) ( ~ _  ~2). . .  (~--  ~ ) '  

W ~  ()~, x, y, z) 
p . - - z , )  ( z - - ~ O . . .  (~--~, .) '  

1 Die Konstanto kann nut mit unendlich wachsendem 3" unendlich wachsen. 
k 

2+/~" 
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dabei sind die Funktionen O , X , T  mit ihren crsten Ableitungen in ~ ffir jeden 

beliebigen Wert  

eindeutig und stetig, und 
hi, Z~ . . . .  Z~ 

stellen eine endliche Anzahl von Zahlen dar, aus der Reihe der CossgRAT'schen 

Funktionentripeln zugehSriger Zah]en, und die Funktionen O, X, T gehen fiir: 

~ = ~ ,  i = I ,  2 . . . .  n 

abgcsehen von multiplikativen, yon Null verschiedenen Konstanten in COSSERAT'- 

sche Funktionentripel mit den zugeh6rigen Zahlen )~j fiber. 
III.  Will man yon den COSSERAT'schen Funktionentripeln umgekehrt zu 

den biharmonischen Funktionentripeln zurfickgehen, so hat man die Formeln zu 

benfitzen: 

(37) 

+ - -  
+ ).i4sr. 8-xJ ~TI' 

"t 

v,, = l / ~  Iv. ~ ~', ~ ~ r  d , /  
T 

r 
I + ) . j4~Oz, .# : r / '  

%- 

(38) 

1/Zj-- i 

o ~  = - 1/>~/~7, 7, % 

I t  /{.j _ _  I " 

V l l . j - -  I 

~'~= ~ W ~ 7  ~" 

IV. Ffir zwei COSS~.RAT'sche Funktionentripel 

Ui Vi Wi und Ui Vj W j 

mit verschiedenen zugeh6rigen Zahlen ), und )~ bestehen die Relationen: 
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(39) 

(40) /( u, ui 

/ O i O r  = o, 
.r 

+ + = o .  

Zusatz zu IV. Gestattet das LSsungssystem u, v, w des Problems (i), (2)die Ent- 
wickelung nach COSSEaAT'schen Funktionentripeln: 

so haben die Konstanten Cj dieser Entwickelung die Werte: 

(4z) 

"C 

- 

+ 

= kJ k f O O i d v .  k - -  ~,y 

w 

In der Theorie des biharmonischen Problems und der biharmonischen Funk- 
tionentripel wurde gezeigt (Krakauer Ariz. 1907, S. 889), 1 dass, wenn auch nicht 
immer die Entwickelung der LSsungen u', v', w' des Problemes (I3), (I4) selbst nach 
biharmonischen Tripelfunktionen sichergesteUt ist, jedenfalls eine endliche Zahl s 
vorhanden ist, so, class die Funktionen: 

U F _ _  U, ~ _ _  ~ Ull _ _  ~ Ur2 . . . . .  k s - I  U~s_l, 

Vr _ _  Vto ~ ~, Vtl  ~ ~ Vt2 . . . . .  ,~s--1 V r s _ l ,  

W r ~ Wto ~ ]~ W i t  ~ ~2 Wr2 . . . . .  ]~s-1 W r s _ l  

naeh biharmonisehen Tripeln entwickdt  werden kSnnen. Es werden also jeden- 
falls die Entwiekelungen bestehen: 

1 I n  d e n  G l e i c h u n g e n  128b, 1. c. i s t  b e r e i t s  m i t  R i i cks i ch t  au f  das  d o r t  zu b e h a n d e l n d e  
b i h a x m o n i s c h e  P r o b l e m  Jl = 1 gese tz t .  
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(43) 

u ~ = ur0 _~_ ~ Url .~ )v! ut2 31_ ....~_ ~t--1 ?~rtt__l ~_ CI Ur 2 i_ C~ Ur 21- . . . ,  

v' ~ V'o + ),v'~ + ,~s v'2 + " "  + ) , - I  v ' , - i  + C~ V'~ + C2 V'2 + '"  ", 

w ' =  w'o +/lw'~ + ~*w'2 + " "  + ~'-~ w',-~ + C~ W't + C~ W'~ +--- ,  

wo die Cy Konstanten sind. 
Damit erhalten wir aber auch sofort ein korrespondierendes Resultat  fiir 

die Entwiekelung der LSsungen u, v, w des Problems (:), (2) nach COSSERAT'schen 

Funktionentripeln: 
V. Wenn aueh die Entwiekelung der L6sungen u, v, w des Problems (I), (z) 

selbst nach COSSERAT'schen Funktionentripeln nicht sichergestellt ist, so ist je- 

denfalls stets eine endliche Zahl s vorhanden, so, dass die Funktionen: 

s - - I  

u - -  Z j u? : - - ; t 4 ~ r f x J  J- r - / '  
0 

v - -  ,~J v? : - - ~ , 4 ~ O - y J  "i r - l '  
0 w 

s - - 1  

0 w 

in denen die Funktionen u~, v'j, w'j (lurch die Gleichungen (: :) ,  (:5), (:6) definiert 
sind, der Entwickelung nach Coss~.aAT'schen Funktionentripeln fi~hig sind: 

(44) V 

W~ 

s - - I  

0 

s - - 1  

Y V) i _ _ ~ 4 ~ O y  j : 
0 f 

it) w'~ : - - ) . 4 ~ r a z J  : r r 
0 w 

+ C I U 1  +C2U~ + ' " ,  

+ C, V, + C2 V~ + ' " ,  

+ C, W1 + C2 W2 + ' " ,  

wo die C1, C~ . . . .  Konstanten sind. 
Fiir die Kugel  ist sichergestel|t, dass s ~ o ist (Krakauer Anz. 1907, S. 894), 

somit gilt fiir die Kugel stets die Entwickelung: 
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[ u ~ C l  U1 + C2 U2 + ' " ,  

(45) Iv  = 0 1  V, + 02 V2 + , 

| w = C t  Wl + C2 W. + " - ,  
W O  : 

T 

95 

w 

(47) 

ein und setzen: 

Ffir den Fall der Kugel habe ich die biharmonischen Funktionentripel friiher 
angegeben (Krakauer Anz. 1907, S. 893). Denken wir uns eine Kugel yore Ra- 
dius R u m  den Anfangspunkt als Centrum und fiihren wit Polarkoordinaten dureh 
die Transformationen: 

< = r~ Vi  - -  ~q' cos ~0~, ~q ---- cos 01 

= rj V I - - # ~  sin q,, 

(48) Ei (x, y, z) -- rs~ yr (t6, ~,), 

wo Yi eine allgemeine Kugelfunktion j-ter Ordnung vorstellt, dann sind die bi- 
harmonisehen FunktionentripeI: 

(49) 

u'~ = (j + ~)"~ {(2 j 
(z j + 3) 

v ,  =0"+ ~)~:, + 3) {(2/ 

oP,[ 

oF 4. + I)z F~--r~-g~-z ],  

zj = .  (2j + ~); 

~ bezeiehnet eine Konstante, welche zur Befriedigung der Bedingung 

zu verwenden ist. 
Da 

(50) 

f (o7 
T 

+ u7 + ~7 + ~7)d~ --- 

o )= .~F j  

und 
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(50 

so ergeben sieh aus (35) unmittelbar die COSSXRAT'sehen Funktionentripel fiir 
die Kugeh 

(52) 

, o f t  
vi  --~j(r'~--R )-oz ' 

, ~ O F j  
VI = f l i (r ,  - -  R ) -~y , 

, O F t  

flj eine Konstante, die zur Befriedigung der Be- 
dingung: 

/a 

((91 + u] + ~i + ~] )a~- -  ~ 
T 

zu verwenden ist. 

Die Entwickelungen der LSsungen u, v, w des Problems (i), (2)naeh diesen Funk- 
tionen: 

~ u - ~ O l U  a + C 2 U  3 +..- ,  

(53) { v - -  C~ Vt + C, V2 + " ' ,  

[w----C1 W, + C2 W, +.",  
W O "  

(54) k i /('(9 ( ~ j + i )  c~= k - - b J  (gid~, k~=- i 
T 

sind bereits seit langem bekannt; die in der Einleitung gemachte Voraussetzung 
fiber die Funktion (9 ist fiir die Reihenentwickelungen (53)und fiir die gliedweise 
einmalige Differenzierbarkeit dieser Reihen hinreichend. 


