UBER EINE RIEMANN'SCHE FUNKTIONENKLASSE MIT
LERFALLENDER THETAFUNKTION.

VON
HERMANN SCHUMACHER

AUS RUHRORT.

Einleitung.

1. Als »binomisch» bezeichnet man die algebraischen Funktionen von z, die
verzweigt sind wie die nte Wurzel aus einer rationalen Funktion f(z) von =z.
Unbeschadet der Allgemeinheit darf man voraussetzen, dass f(z) eine ganze
Funktion von z ist. Denkt man durch eine passende Substitution 1. Ordnung
der Variabeln etwaige Verzweigungspunkte im Unendlichen vorher beseitigt, so
ist der Grad dieser ganzen Funktion von 2z ein Multiplum von %, also ctwa n.m;

n
ihre Nullpunkte sind dann die Verzweigungspunkte der zu s==1Vf(z) gehorigen
RrEMann’schen Fliche.

In Ubungen iiber Riemann’sche Flichen (S. S. 1go5) hat nun Herr Professor
Dr. WeLLSTEIN durch eine gruppentheoretisch normierte kanonische Zerschneidung
der RiemaNnN’schen Fliche gezeigt, dass, u. a. wenn n eine Primzahl ist, und f
genau n .m verschiedene Nullpunkie hat, die Periodizitdtsmoduln der Inlegrale

7

1. GQattung des durch s=Vf(z) erzeugten Korpers von nur n.m—3 mit den Ver-
zweigungspunkten verdnderlichen Moduln abhdingen und zwar tm Korper der nien
Einheitswurzeln; n.m— 3 ist bekanntlich auch die Anzahl der absoluten Inva-
rianten; den Grund dieses Zusammenhanges hat Herr WELLSTEIN in seiner Arbeit:
»Zur Funktionen- und Invariantentheorie der binomischen Gebilde» angegeben. !

Es war nun von Interesse, die von Herrn WELLSTEIN entwickelte allgemeine
Methode an einem speziellen Falle durchzufiihren. Néichst dem schon oft unter-
suchten hyperelliptischen Falle n-=2 kam zuniichst der Fall » = 3 in Betracht,
der von anderer Seite bearbeitet wird. ® Uber den Fall n =4, m = 1 handelt die

! Nova acta Leopoldina, Band 74, No. 2.
? Vergl. dbrigens: 1. Weristely, Zur Thearie der Funktionenklasse 5" =t — o .. 7~ ny
Math. Annalen. Band 32.
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Dissertation von ScHULZ-BANNEHR,! die zu dem schinen Resultate fiihrt, dass
die dem Geschlecht p = 3 angehérige Thetafunktion dieses Falles sich durch drei
elliptische Thetafunktionen darstellen lisst, von denen die eine cinen allgemeinen,
die beiden anderen denselben speziellen Modul besitzen. Der niichste Fall war
n=3, Wo fiir m=1 nach dem angegebenen Satze die Thetafunktion von nur
zwei absoluten Moduln abhingen muss. Thr Geschlecht ist p—6. In dem ersten
Teil der nachfolgenden Dissertation soll nun zundchst die gruppentheoretisch
normierte kanonische Zerschneidung der Rremax¥’schen Fliche nach den Vor-
trigen des Herrn WELLSTEIN fiir den Fall, dass n eine Primzahl und m = 1 ist,
entwickelt, und dann der Spezialfall n =35, m =1 vollstindig durchgefiihrt
werden. Fir die Thetafunktion wird in dem speziellen Falle ein fertiger Ausdruck
berechnet, der zu einer weiteren Bearbeitung geradezu herausfordert.

2. Zu unserm Beispiele n =5, m == 1 fiihrten auch invariantentheoretische
Erwigungen. Falls nimlich die Invariante 18. Grades I, von f(z) verschwindet,
ohne dass Nullpunkte zusammenfallen, so lassen sich, wie Herr WELLSTEIN in
einem Seminarvortrage gezeigt hat, zwei Integrale 1. Gattung auf Integrale eines
und desselben Korpers vom Geschlecht p = 2 zuriickfithren. Diese Reduktion
wird im zweiten Teil der nachfolgenden Arbeit ausgefiihrt.

3. Der Spezialfall I, = o gewinnt hierdurch ein ganz besonderes Interesse,
zumal durch das Buch von Krazer? die zahlreichen Arbeiten iber die Reduzier-
barkeit ABEL’scher Integrale allgemein zuginglich geworden sind und die Frage
der Reduktibilitit aktuell gemacht haben. Nach Sitzen von Prcarp und Poix-
CARE® miissen ndmlich auch die {brigen vier Integrale 1. Gattung reduzierbar
sein und zwar auf das Geschlecht p = 4, und die zugehdrige Thetafunktion muss
zerfallen in Thetafunktionen von den Geschlechtern p=2 und p=4. Wihrend
Beispiele zerfallender Thetafunktionen mit einem elliptischen Faktor reichlich vor-
handen sind, * fehlt es gerade an instruktiven Beispielen fiir zerfillbare Theta-
funktionen mit Faktoren hoheren Geschlechts. Um so lieber folgte ich daher der
Anregung des Herrn WeLLsTEIN, die Zerfillung der Thetafunktion wirklich aus-
zufithren, woriiber der dritte Teil der Dissertation handelt.

! Scwurz-BaxxeHr, Zur Invarianten- und Funktionentheorie einer speziellen Kurve 4. Ond-
nung. Dissertation, Strassburg i. E. 1904

? A. Xrazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903.

# A. Krazer, Lehrbuch der Thetatunktionen, S. 499, Satz XIT und Satz XIIL

* Literatur bei Krazer. Ausserdem: V. Dorrg, Deitrag zur Lehre vom identischen Ver-
schwinden der Riemann’schen Thetafunktion, Dissertation, Strasshmre i 1. 1333,
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Erster Teil.

. . >
Theorie des allgemeinen Falles (115 = o).
1. Kin allgemeines Zersehneidungsprinzip Riemann’scher Flichen mit linearer
g P p
Transformation in sich.

4. Die folgenden Betrachtungen gelten in einem viel weiteren Umfange, als
wir sie wiedergeben; wir beschrinken uns der Kiirze wegen auf die Grundgleichung:

(1) P=f2)=(z—c)z—a,)....(z2— ),

die fiir n = 5 unsern speziellen Fall einschliesst, und diirfen, da uns schliesslich
nur der Fall » = 5 interessieren wird, zur weiteren Vereinfachung der folgenden
Uberlegungen annehmen, dass n eine Primzahl ist. Die Nullpunkte «,, «,, ..., tn
von f(z) seien alle endlich und voneinander verschieden.

Die zu s gehorige Riemann’sche Flidche besitzt n Blatter und n Verzweigungs-
punkte. Die n Verzweigungspunkte entsprechen den n» Nullpunkten ¢, «,,...,
an von f(z) und die n Blitter den » Wurzelwerten von s; und zwar ordnen wir,
wenn [s] die durch Einfithrung von Polarkoordinaten eindeutig gemachte Wurzel

1/7@ bedeutet, dem vten Blatte (v =1, 2,..., n) den Wert
(2) §y = (’v [s]
Zl, WO
2w
(3) g=¢e™
ist.
Die Verzweignngslinien denken cFIGUR:- 4.

wir uns so gelegt, dass sie von den
Verzweigungspunkten ausgehend nach
einem Punkte @ konvergieren, der
kein Verzweigungspunkt ist. Dann
héngen die » Bldtter lings den Ver-
zweigungslinien in gleicher Weise zu-
sammen, und zwar permutieren sich
die » Zweige (2) von s, wenn man bei
positiver Umkreisung (entgegen dem
Drehsinn des Uhrzeigers) eines Ver-
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zweigungspunktes die zugehorige Verzweigungslinie iiberschreitet, nach dem
Zyklus

\

(4) C=(1,2,..., n).

Das Geschlecht der Riemanx’schen Fliche ist

() p=(n—2)"—"
nach der Formel
(6) 2p=w—2(n—1),

wo w die Summe der Ordnungen der einzelnen Verzweigungspunkte bedeutet.
Zu der durch die Gl. (1) crzeugten Funktionenklasse gehdren also p =

(n—2) =

linear unabhingige ABEr’sche Integrale 1. Gattung, die in irgend

einer Gestalt mit u, (v =1, 2,...,p) bezeichnet seien.

5. Um diese Integrale auf der RieMaNN’schen Fliche cindeutig zu machen,

ist ein Querschnittsystem S erforderlich, das aus p = (n— 2) n—

“

Querschnitt-

paaren «, b besteht. Wendet man die Abbildung
(7) s=s.9,

durch die die Grundgleichung (1) in sich selbst iibergeht, auf die RIEMANN’sche
Fliche an, so geht auch diese in sich iiber, indem jedes einzelne Blatt in das
zyklisch folgende verwandelt wird. Jede geschlossene Kurve Z bildet sich also
anf eine Kurve 2’ ab, die kongruent mit 7 immer im zyklisch folgenden Blatte
verlauft. Das Querschnittsystem S, das wir jetzt mit SM bezeichnen wollen, geht
also durch die Abbildung (7) in ein neues System 8@ iiber, dessen einzelne
Schnitte kongruent mit denen von S, aber immer im zyklisch folgenden Blatte
verlaufen. Wir wollen sagen, S0 wird durch die Abbildung (7) »um ein Blatt
verschoberny. Wendet man die Abbildung (7) wiederholt an, so durchliuft SW

nacheinander die Lagen S®, §® .. . Stm Sx+D wo
S +1 . SO
ist. S erfihst also eine Gruppe zyklischer Verschiebungen.
Nun habe das Integral 1. Gattung u, die Periodizititsmoduln (u=1, 2, ..., p;
V=1, 2,...,0)

; ) ‘ , .
G W o an den Schnitten o',
o1 H2 wp .

3

(L)
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und

()
pap+1°

() , w(v)

W par Oy

die zusammen das Schnittsystem S bilden.

, an den Schnitten bi:) ,

Dann lassen sich die Periodizitdts-

moduln des Schnittsystems S+ linear und homogen mit ganzzahligen Koeffi-
zienten durch die Periodizititsmoduln des Schnittsystem S ausdriicken, und zwar

sind die ganzzahligen Koeffizienten dieselben fiir jeden Wert von ». Also fiir
v=112 B. (A=1,2,...,2p):
(2) @ ) o)
(8) ©a = W1 + 0 Wyo R S @ ep
oder symbolisch:
D[ )
{wv }w Crony
wo € die Matrix:
C tay “Lapa l
- Crn €y -Cay 2
(9) © = S
I Ci,op fo,2p .- Cap, 21)’
bedeutet. Analog ist:
(3) 2)
{w } = @{ u( }
P P
u. s. f.  Also ergibt sich:
2) n
{w } = 6{(0 }
" w
3 2
{w( )} = {(u |
n oI
{ —1( M
{w n)} _ @n {l() 1
P v
{(U(”+1) } == G" { (’)(1) l.
i o [
Nun ist aber:
(n+1) i (1)
{w = { w };
" | i
also ist
I 0 Q ]
o 1. ol
0 0. 1 j
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die Einheitsmatrix. Es bilden also:
(ro) G G, 62, ..., 6!

bei multiplikativer Zusammensetzung eine Gruppe, die der Gruppe der zyklischen
Verschiebungen, die das Querschniltsystem S erfdhrt, tsomorph ist.

6. Die Gruppe (10) ist nach der von LOEwY eingefithrten Sprechweise »unter
Hervorhebung ihrer irreduziblen Bestandieile oder Teilgruppen in eine dhnliche
Gruppey transformierbar, und zwar besitzi sie moch die besondere Eigenschaft, die
Loewy »eollstindig reduzibel» nennt.

Die wvollstandige Reduktion der Gruppe (10) konnen wir unmittelbar durch eine
geeignete Anlage des Querschnitisystems erzielen, und zwar in umfassendster All-
gemeinheit auf folgende Weise:

Wir denken uns iiber der RiemaNN’schen Fliche eine Ebene ausgebreitet
und in ihr die Verzweigungspunkte eingetragen; die Verzweigungspunkte um-
geben wir mit der grossten Anzahl verschiedener »Ovale», die einander nicht
schneiden und die Eigenschaften besitzen:

1. Ein Oval soll mindestens zwei Verzweigungspunkte einschliessen.

“FIGVR- 2%« FFIGUR- 2b .

™

?ko
;Q o]

! Verhandlungen des III. internationalen Muathematiker-Kongresses 1904 8. 196. Vergl
ausserdem folgende Arbeiten von Lokwy: 1. Zur Gruppentheorie, Archiv der Mathematik und
Physik, III. Reihe, V. 8. und 4. Heft. 2. Tler rveduzible lincare homogene Differential-
gleichungen, Nachrichten der XK. Gesellschurt der Wissenscharten zu Gottingen, 1902, Heft 1.
3. Zur Gruppentheorie mit Anwendungen wuf die Theorie der linearen hiomogenen Differential-
gleichungen, Transactions of the american mathematical society, January 1904 £ Ther die
vollstindig reduziblen Gruppen, die zu einer Gruppe linearer Liomogener Substitutionen ge-
horen, Transactions of the american mathematicul society, October 1905, 5. TUber reduzible
lineare homogene Differentialgleichungen, Mathemat. Annalen, Band 56. 6. Uber vollstindig
reduzible lineare homogene Ditferentialgleichungen, Mathemat. Annalen, Band 62.
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2. Zwei Ovale gelten als voneinander verschieden, wenn das eine wenigstens
einen Verzweigungspunkt enthilt, der von dem andern nicht eingeschlossen wird.

3. Einer und nur einer der Verzweigungspunkte soll von keinem Oval ein-
geschlossen werden.

Fig. 2a und 2b zeigen fiir n =5 die moglichen Lagen der Ovale, insoweit
sie tvpisch verschieden sind.

Die Anzahl dieser Ovale ist, wie man durch einen Schluss von » auf » + 1
leicht einsieht, gleich n — 2.

Jedes Oval O kann seinerseits Ovale u. s. f. einschliessen. (Vergl. Fig. za
and zb.) Wir wollen ein Oval in O, das von keinem andern Oval in O einge-
schlossen wird, ein »grosstes Oval in O» nennen; @ kann hdchstens zwei solche
grosste Ovale einschliessen; also enthilt ein Oval

1. entweder zwei Verzweigungspunkte, oder

2. einen Verzweigungspunkt und ein grésstes Oval, oder

3. zwei grosste Ovale.

Durch diese n—2 Ovale wird die Ebene in n—z »Parzellen» eingeteilt, wenn
wir unter einer Parzelle den Teil der Ebene verstehen, der zwischen einem Oval
und seinen gréssten Ovalen enthalten ist: der dussere Raum mit dem einen nicht

FIGUR: 3% ‘FIGUR- 31

eingeschlossenen Verzweigungspunkt wird also nicht als Parzelle mitgezihlt. Fig.
3a und 3b heben diese Parzellen fiir den Fall n = 35 durch verschiedene Schraf-
fierung hervor.

Diese Parzellen iibertragen wir nun auf die Rigdanx’sche Fliche. Dabei
bildet sich jede Parzelle auf alle n-Blitter ab, und dieses Bild nennen wir kurz
wiederum eine Parzelle. Eine Parzelle der Riemaxx’schen Fliche besteht also
aus n iibereinander liegenden Schichten, und solcher Parzellen gibt es n—a2.
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Betrachten wir nun die Riemany’sche Flache daraufhin, wieviel Querschnitte
sich in einer Parzelle P anlegen lassen, so liegen die Verhiltnisse dhnlich, als
wenn wir eine RiEMaNX’sche Fliche mit nur drei Verzweigungspunkten hitten.
Denn sollen die Querschnitte ganz innerhalb P liegen, so diirfen sie sowohl das
P umgebende Oval O, als auch die in O liegenden grissten Ovale nicht schneiden.
Umkreisen nun die Querschnitte ein in O liegendes grisstes Oval O,, so iiber-
schreiten sie soviel Verzweigungslinien, als Verzweigungspunkte in demselben
enthalten sind, falls der Punkt 2, von dem alle Verzweigungslinien ausstrahlen,
ausserhalb siamtlicher Ovale liegt. Dieselbe Wirkung erzielen wir aber, wenn wir
die %, Verzweigungspunkte, die in dem Ovale O, liegen, in einen Punkt zusammen-
fallen lassen, und die Blitter der RiemanN’schen Fliche lings der neuen Ver-
zweigungslinie nach dem Zyklus €™ aneinander heften; enthélt $ noch ein
zweites grosstes Oval O,, so darf ein in P liegender Querschnitt auch nicht in
O, eindringen; wir lassen daher auch die in O, liegenden z,-Verzweigungspunkte
in einen zusammenfallen, dessen Verzweigungslinie die Bldtter nach dem Zyklus
C* verbindet. Da ein in ¥ verlaufender Querschnitt auch die dussere Grenze
von P nicht iiberschreiten darf, so verlauft er so, als wenn auch alle ausserhalb
P liegenden Verzweigungspunkte — ihre Anzahl set #, — in einen zusammen-
gefallen wiren. Die in P verlaufenden Querschnitte sind demnach genau so

anzulegen, als wenn die RreManx’sche

-FIGVR: &+

Fliche, wie in Fig. 4, nur drei Ver-
zweigungspunkte und drei Verzweigungs-
linien mit den Zyklen ™, C* und C*
hatte, (v, + #, + %, =mn) und P nur zwei
dieser Verzweigungspunkte einschlgsse.
Enthilt $ urspriinglich nur ein grosstes
Oval oder keines, so liegen ausserdem
noch ein, bezw. zwei Verzweigungs-
punkte in ¥, und von den Zahlen =z,
und =, sind dann eine, bezw. beide
gleich 1. Da nun » als Primzahl vor-

ausgesetzt wird, so kann keiner der
Zyklen C*%, C** und C* zerfallen; die
drei Verzweigungspunkte zihlen also je fiir n—1 einfache, und daher ist das
seschlecht der vereinfachten Riemaxn’schen Fliche

(11) P

7
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nach Gl. (8). Es sind also m="1

Querschnittpaare erforderlich, um diese

Rieman~’sche Fliache in eine einfach zusammenhingende zu verwandeln. Diese
Querschnitte lassen sich auch in der urspriinglichen Parzelle P anlegen, wo die
Ovale O, und O, die Rolle der Verzweigungspunkte mit den Zyklen C*, C*
spielen; da aber jeder der drei iibrig bleibenden Verzweigungspunkte von der

(n—1)ten Ordnung ist, so sind in jeder der n— 2 Parzellen & = 7—2——2—-5 Querschniit-

paare moglich, zusammen also (n—2)w=1p Querschnittpaare; da keines dieser
n—I
2
reichen sie aus (vergl. 8. 7), um die Integrale u, auf der urspriinglichen RiE-
manN’schen Fliche eindeutig zu machen. Es zerfillt also das so angelegte Quer-

Schnittpaare die Fldache zerstiickelt, ihre Anzahl aber p=(n—2) ist, so

n—rI

schnittsystem S in n— 2 Teilsysteme 8,, S,, ..., 84— von je Querschnitt-

paaren, von denen jedes fiir sich in einer Parzelle liegt. Daher erfahrt jedes Teil-
system Sp(h=1, 2, ..., n—2) durch die Abbildung (7) eine Gruppe zyklischer Ver-
schiebungen SO, 8P, ..., 8 und zwar so, dass kein Querschnitt des einen Tesl-
systems bei diesen Verschiebungen einen Querschnitt eines anderen Teilsystemes
schneidet. Infolgedessen driicken sich die Periodizititsmoduln eines Integrales

1. Gattung in den = —=_"—*

Schnittpaaren eines Teilsystems S+ allein durch

die Periodizitdtsmoduln der vorhergehenden Lage desselben Teilsystems, also
durch die Periodizititsmoduln desselben Integrals an den Schnitten von S5’ aus,
d. h. die Matrix € [Gl. (9)] zerfillt in » — 2 Teilmatrizen € (h=1,2, ..., n—2)
nach dem Schema

G, o...0
(12) 6— 0€,...0
00 ...€,

Bezeichnet nun G die zu @ gehorige Einheitsmatriz, so bilden also
Cn, €1, €2, ..., 6 (h=1,2,...,n—2)

bei multiﬂz'kativer Zusammensetzung die »irreduziblen Bestandieile» der Gruppe (10),
die wir durch die spezielle Anlage des Querschnittsystems »hervorgehoben» haben.

Acta mathematica. 32. Imprimé le 24 mai 1907. 2
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§ 2. Die Riemann’sche Fliche und die Integrale 1. Gattung fiir den Fall n=5.

7. Wir betrachten nunmehr den speziellen Fall n=35. Unsere Grund-
gleichung (1) § 1 nimmt dann die Form

(1) s=f(2)=(—a)(z—a,) (z— ) 2 —e,) (z— )

an. Zu s gehort eine fiinfblittrige RiEMANN’sche Fliche mit den fiinf Ver-
zweigungspunkten «o,, «,, o, ¢, und ¢, von denen wir wieder voraussetzen, dass
sie endlich und voneinander verschieden sind. Ist [¢] die eindeutig gemachte

5
Waurzel Vf(z), so ordnen wir dem w»ten Blatte (»=1, 2, 3, 4, 5) der RiEmanx-
schen Fliche den Wert

(2) 8, =g [s]
zZu, WO

&
(3) o=e?

ist. Die Verzweigungslinien lassen wir von den Punkten ¢,, o,, a;, «,, ¢; aus-
gehend nach einem Punkte 2 konvergieren, der kein Verzweigungspunkt ist
(vergl. Fig. 1); dann permutieren sich die fiinf Zweige s,, 8,, 85, 8,, §; von s,
wenn man bei positiver i]mkreisung eines Verzweigungspunktes die zugehorige
Verzweigungslinie iiberschreitet, nach dem Zyklus

(4) C=(I’ 2,3 4 5)
Das Geschlecht dieser RiEMaNN’schen Flache ist nach Gl (6) § 1
p=06.

Demnach gehoren zu der durch die Gl. (1) erzeugten Funktionenklasse sechs
linear unabhingige ABEL’sche Integrale 1. Gattung. Als solche kann man wihlen:

dz
zdz dz
(5) V‘=f?’ Vz=f§;
2d d d
W1= %ZE’ W2= 'ZT‘TZ’ W!= ';;'

Diese Integrale wollen wir »Fundamentalintegrale> nennen, und zwar U ein
Integral 1. Art, V, und V, Integrale 2. Art und W,, W, und W, Integrale 3. Art.
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8. Um diese sechs Integrale auf der RiemanN’schen Fliche eindeutig zu
machen, ist ein Querschnittsystem S von sechs Paar kanonischen Querschnitten
erforderlich. Fig. 5 (siche Anhang) veranschaulicht die von uns benutzte kano-
nische Zerschneidung, die nach den im § 1 entwickelten allgemeinen Prinzipien
ausgefithrt ist, und zwar ist die durch Fig. 3b dargestellte Lage der Parzellen
benutzt. Im Interesse der Zeichnung ist angenommen, dass die Punkte ¢, «,,
oy, a,, o; auf einer Geraden liegen; liegen sie nicht auf einer Geraden, so werden
die Schnitte entsprechend verzerrt (vergl. Fig. 14, Anhang).

Das Schnittsystem S zerfdllt in drei Teilsysteme,

S, bestehend aus den Schnittpaaren a,, b, und a,, b,,
8, » » > » a,, b, » as, b,
S, » > > » a,, by » ag, b

Die ersten drei Schnitte eines jeden Teilsystemes hat man sich kongruent iiberein-
ander herlaufend zu denken, also:

a, 20 Na,,
a, 2 h, N g,

a, X2 b, aqa,.

Ebenso kdnnte man sich auch die Teile des vierten Schnittes eines jeden
Teilsystems, die in Fig. 5 nebeneinander gezeichnet sind, kongruent iiberein-
ander herlaufend denken, woraus jedoch keine weiteren Schliisse gezogen werden.
8, ist eine Wiederholung von §,, die durch die Benutzung der in Fig. 3b dar-
gestellten Lage der Parzellen méglich wurde; S, ist nach demselben Prinzip
angelegt wie S; und §,. Die Pfeile an den Schnitten sind so gew#hlt, dass man
bei einer positiven Umlaufung der Fliche 7", wie wir nach RIEMANN die Ri-
MaNN’sche Fliche nach Ausfithrung der Zerschneidung nennen wollen, die linken
Ufer der Schnitte, die wir als die positiven bezeichnen, in der Richtung der
Pfeile, und die rechten Ufer der Schnitte, die wir als die negativen bezeichnen,
in der entgegengesetzten Richtung zu durchlaufen hat. Wenn man also iiber
einen ¢-Schnitt in der Richtung des Pfeils integriert, so erhdlt man den posi-
tiven Periodizitdtsmodul an dem zugehdrigen b-Schnitt, und wenn man iiber einen
b-Schnitt in der Richtung des Pfeils integriert, so erhdlt man den negativen
Periodizititsmodul an dem zugehérigen a-Schnitt.!

Wie bereits bemerkt, sind die Schnitte jedes der Paare

a,, b;; a,, b,; a,, b,

* C. NruMANN, Vorlesungen tiber Riemanns Theorie der Abel'schen Integrale, 2. Aufl.
Leipzig, 1884, 8. 175, § 10,
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aneinander kongruent. Man kann die Zerschneidung auch so einrichten, dass
die Schnitte jedes der iibrigen Paare

a,, b,; as, bs; ae, b

ebenfalls einander kongruent sind, d. h. man konnte die Fliche so zerschneiden,
dass die Schnitle jedes Paares @y, by, (0=1, 2, 3, 4 5, 6) kongruent zueinander
verlaufen; wir brauchen nur die Schnitte a,, a; und a,, bezw. kongruent zu
den Schnitten b,, b, und b, zu machen. Vergl. Fig. 5a und 5b, von denen

‘FIOVR. 5% -
54
34
23
45 51
A Ks) < Ay &2)
o> ?
"::b‘('a» 4s 5
1lz 23 | 34
213 Al2
34 2|8
419 3la
S|4 87
57 B
I v A
2.3
$lasd
R

Fig. 5a die Teilsysteme S, und S,, Fig. sb das Teilsystem S, darstellt, das
iibrigens auch der Form nach mit S, und S, iibereinstimmend angelegt werden
konnte. (In Fig. 5 natiirlich auch.) Dabei sind zur Vereinfachung der Figuren
die Schnitte jedes Paares, da sie ohnehin kongruent sind, durch eine Kurve
wiedergegeben. Von den beigefiigten Zahlen gibt die erste das Blatt an, in dem
der betreffende Schnitt a, die zweite das Blatt, in dem der Schnitt b verlduft.
Eine einzige Angabe dieser Art hitte iibrigens geniigt. Samtliche Schnitte
konnen in der mannigfachsten Weise stetig deformiert werden, ohne dass die
Resultate unserer Untersuchung eine Anderung erleiden.
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§ 3. Die Periodizititsmoduln.

9. Die Periodizititsmoduln der sechs Fundamental-Integrale 1. Gattung
U, V,, V,, W,, W, und W, an den zwolf Schnitten a, und b;L (t=1,2,3,4,5,6)
seien :

a, b}L

U—U | 4, | B,

VoV, | 4oy | By

I V,—V, | 4, | By,
W,—W, | A, | B,,

W,—W, | 45, | By,

W,—W, | 45, | B,

Diese 72 Periodizititsmoduln lassen sich mach den im § 1 gemachien Bemer-
kungen allein infolge der besonderen Anlage des Querschnittsystems auf 18 reduzieren.

*FIGVR-5% «

52
44
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Es verhilt sich ndmlich der Wert von s in einem Punkte P der RiEMANN’schen
Fliche zu dem Wert von s in dem im w»ten zyklisch folgenden Blatte kongruent
zu P liegenden Punkte P™ wie 1:¢’. Mithin verhalt sich der Wert des Dif-
ferentials eines Integrals der rten Art in P zu dem Wert desselben Differentials
in PV wie
(1) (g)r-}—l: vir+1).
1

Der Wert dieses Verhiltnisses dndert sich nicht, wenn P und P® kongruent
itbereinander liegen bleibend irgendwelche Wege beschreiben, die nicht durch die
Verzweigungspunkte gehen. Nun verlaufen aber die Schnitte b, (=1, 2) bezw.
b, kongruent und gleichgerichtet mit a;, bezw. a,, und zwar im zyklisch folgenden
Blatte, und b, kongruent und gleichgerichtet mit a,, und zwar im zweiten auf
a; zyklisch folgenden Blatte (vergl. Fig. 5). Also ergibt sich fiir ein Integral der
rten Art (A=1,2; u=1, 2,3, 4, 5, 6):

b3
und
I __:__&"_3 — g2+
J
by

Hieraus folgen die Gleichungen: (=1, 2)

Biy=—¢"4p;

(2) Byy=—¢"4,), B3y =—¢’4s);

B =—¢"4,, Bsr=—¢"4;5),, Bor=—¢"4).

sz-——g”Als;
(3) Bze:"QSAzaa By =—0*A4y;
B4a="'941‘143’ B56=—94A53a Bssz*{’;Aes-

B, = _94/113;

(4) Byy=—p¢ Ay, By =—¢4;;.
By=—0"4, Bjy=—0"45;, By =—0"4,;.
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10. Weitere Gleichungen zwischen den Periodizititsmoduln erhalten wir,
wenn wir auf die Riemann’sche Fliche die Abbildung (7), § 1, anwenden. Da-
durch entsteht auch zu jedem der RiEmanx’schen Schnitte, zu dem im Schnitt-
system § (Fig. 56) kein kongruent mit ihm verlaufender vorhanden ist, ein immer
im zyklisch folgenden Blatt verlaufender kongruenter Schnitt. Dieser kongruente
Schnitt wird im allgemeinen an mehreren Stellen auf Schnitte des Systems §
stossen und zwar nach § 1 immer nur auf Schnitte desselben Teilsystems. Ver-
folgt man nun jedes Mal, wo man auf einen der RIEMANN’schen Schnitte stosst,
diesen, jedoch ohne ihn zu iiberschreiten, bis zum Schnittpunkt mit dem zu ihm
gehdrenden anderen RiEMaNN’schen Schnitt, und verfolgt man dann diesen,
wiederum ohne ihn zu iiberschreiten, u. s. f., so gelangt man schliesslich an den
Punkt, der dem Punkte gegeniiberliegt, in dem man zuerst auf einen der
Riemaxn’schen Schnitte des Systems S stiess; setzt man nun den urspriinglichen
Weg fort, u. s. w,, dann erhélt man schliesslich einen geschlossenen Weg, der
ganz in der Fliche 7" verliuft. Das Integral iiber diesen Weg ist also null.

Ist o (x=4, 5) der zu a, immer im zyklisch folgenden Blatt verlaufende
kongruente Schnitt, dann ist:

(s) ftf*f*;f*o’
% Tn—3 B Oy

oder: (u=1, 2, 3, 4, 5, 6)
(sa) ./LAM, a—s T By + 4y =o.
Gy

Nun ist nach Gl (1) fiir ein Integral rter Art:

%x =Q"+1, also f= 9—(r+1) Bp.x'
a
%

S

P

Folglich ist:
(5b) o~V B, —A, 3+ By, +4,—o,
oder:
Al,x—a“Au‘—Bm(I'*‘Qs):O’ A4,x—3—A4x—B4x(I+9)=Or
(6) Ao ug—Ayy— By, (1+ ) =0, A5, 3—4;,— B, (1+e)=o0,
Ay yeg— Az, — By, (1+e*) =0, Ag,_3—Ag5,—Bg,(1+e)=o0.
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Ferner ergibt sich fiir einen zu b, (x =4, 5) im zyklisch folgenden Blatt

kongruent verlaufenden Weg 3,:

(7) f+f+f=o.
By a3z 9y

(73‘) f—Ap,1—3+Bpx=0'
B,

Fiir ein Integral rter Art ist aber:

f=_g-—(r+1) A}“"

b

0,

Folglich:
(7D) —o V4, —A4,, s+ By =0,
oder:
Ay 3+ A, —B, =0, Ay, 3+eds— By =0,
(8) Ay 3+ 0* 43, — By, =0, A;, 3+04;,—B;5, =0,
Ay yo3+ 0?4y, — B, =0, Ag,3+ede,— Beu=o0

Schliesslich sei g; der kongruent zu b im zyklisch folgenden Blatt ver-
laufende Schnitt. Dann ist:

(9) 3f+f+f=o.

Also:

(9a) S+ Bus+ Bu=o.
Ba

Da nun fiir ein Integral rter Art

‘f=__g—-(r+l) Ap.ﬁ

Be
ist, so ist:
(gb) —Q—‘(r+l) A}LG+BP~3+B}LG=O’

oder:
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?sAle—Bm“‘Bw:O» 04,—B,;—B,,=o,
(10) Q’Azs—st"“Bzc:O, QAss—Bsa“Bse:O’
QQAas"Bas‘—Baszoa QA“—*—BM—-B“=O.

11. Aus den Gl (6) und (8) ergibt sich: (x =4, 5)

A=+ 0" 4«3 Ay =—(e+ )4y 5—s,
(11) A2x‘7“(92+93)‘42.1—3: As-/.»? "q(g-f_o‘)Ai"'ﬁ:"
A3x=_(92+93)A3,x—-3, Ag = — o+ ¢*) g s

Aus den GI. (3), (4) und (x0) folgt:

Als:_‘((’ +94) Amy A= —(* + QS)AH«’
(12) Ayg = — (Q + 94) A, Az = —(0* + 0°) A,,,
Ascz—((’ + 94) Ass: Aoe:—(92 + 93) Aos-

Die Gl. (6) und (11) ergeben: (x =4, 5)

Byy=—e4d, 3
(x3) BZx=“‘94Az,u—3: B3x:—9‘A3,x—-3;
B,y =—¢° A4,x—3r Byy=—¢* As,x—s» Bg, = “?'Ae, x—3*

Folglich ergeben die Gleichungen (2), (3), (4), (r1), (12) und (13) statt der
Tabelle I folgendes Periodenschema:

IL.

an: a, a, a, a, | a, ‘ Qg

13 _(92 + Qs)Au - (Qs -+ Qs)Alz \ - (Q + Ql)AIS

o |0t o) | — (0"t @) Au (o + M)Ay

0

4 A A4
4 A A
Vom Vo | Ay | Ay | 4y |—(+ o) Ay | — (' + ¢*) Aoy | — (0 + ¢") 4y
y A 4
A A A

I !

h

s |— (e +94)f_11%“’(9 +Q4)A42;’“(92+93)A43

1 (
53 "’(9 + 9*) 45, — (9 + Q‘)Asz | - (92 + 93) y: P

: |
W,—W, Ay, A, Ay |— (Q + 94) Aex’ — (o + 94)Aez ; - (92 + Q’)A“

Acta mathematica. 32. Tmprimé le 24 mai 1907, 3
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an: b, | b, . b, b, b b
5"‘1_] i‘”?gAn'—??Am[}_“Q‘;Axs —~o0 4, = —od, ‘ ~—0* 4,
I}-1—' —1J’_93Azl'“93‘422\—9 4,5 — ot 4y 4: R T o* 4.,
f}-?”— —2 1_93‘431_93‘432"‘9 Al —ot 4, —9' Ay — 0° A,
oWy = Ay =g g o] A —@d. ¢y
ﬁ’z——ﬁ’z ——g‘iAm—~Q4z4152—;g”’1153 hg”ASLF_i —0*4;, { —ot4;,
I’ina—l'?/vs ;;_94A61§—94A62—_93A33 —¢*d,, = —4, o —etdy

worin also nur noch die Periodizitdtsmoduln der sechs Integrale 1. Gattung an
den drei Schnitten a,, a, und a, vorkommen, die bezw. den Teilsystemen 3,, S,
und 8, angehoren.

§. 4. Die Normalintegrale 1. Gattung.

12. Die bisher abgeleiteten Periodenrelationen sind lediglich eine Folge der
Abbildbarkeit der Riemann’schen Flache auf sich. Es gibt aber noch eine Reihe
weiterer Relationen 2wischen den Periodizitatsmoduln der Integrale 1. Gattung, die
nicht aus der speziellen Natur des vorliegenden algebraischen Gebildes, sondern aus
dem allgemeinen Satze entspringen, dass, wenn I und I' 2wei Integrale 1. Gattung
sind: das diber die ganze Berandung von T' erstreckte Integral f I d I' gleich null
ist. Um in die Fiille der so erhaltenen Gleichungen Ubersichtlichkeit zu bringen,
bilden wir aus den Integralen gleicher Art lineare Verbindungen mat besonders ein-
fachen Periodizititsmoduln. Von diesen »>halbnormierten Integralens gehen wir dann
zu den definitiv normierten iiber.

Die Untersuchung geht aus von dem bekannten Satze, dass die Determi-
nante aus den Periodizititsmoduln von p linear unabhéngigen Integralen
1. Gattung an den a-Schnitten nicht null ist. Es ist also:

A4, 4,, A, —(®+ 04, —(°+ %) 4,, —f(e + 94)A18
4, 22 Ay — {e® + 98) 4, —(o*+ Qs)Aza —( + o*) A4,
) D—|dn An An —@+)dy @4y —le r A
A, A, 4, —(0 + )4, —I(e + o) A, — @+ A,
4, A4, Ay —(@ +0)4,, —( +o94 —(0® + %) 45,
Ay Ay Aes —l0 +0H) A4, —(o +o )Aez — (0% + ¢°) 44y
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Wir multiplizieren die 1. bezw. 2. Spalte mit (¢ + ¢*) und addieren sie bezw.

4, Ay, A (1+20+20) 4, (1+20+20Y)d,, —(1+20+20Y) 4,
A, Ay Ay (1420420904, (14 20+ 2004, —(1+ 20+ 20) 4y
(2) D— Ay Ay Ay (1+20+ 204 A5, (1+ 20+ 2004, —(1+ 2042044y
A, A, A, 0 0 )
A, A, A, 0 0 0
A, A, A, 0 0 )
oder

Folglich ist:

4, A4, A, A, 4, 4,
(4a) D'=14d, A, A,|#o0 und 4b) D"=|4, 4,, 4,]|~o0.
Ay As, Ay Ay Ap. 4

zur 4. und 5. Spalte, die 3. Spalte multiplizieren wir mit (¢* 4+ ¢°) und addieren
sie zur letzten Spalte. Dann ergibt sich:

13. Bildet man also aus W,, W, und W, drei lineare Funktionen W;, W

und W; mit der Vorschrift, dass an:

II1.

sei, so haben die daraus entspringenden Gleichungen:
4, W: +4, W; +4, W: =W,,

(s5) Ay, W: +4;, W;+A53 W:: =W,,
Am W: +Aez W; +Aes W: “"st

nach Gl. (4b) eine nicht verschwindende Auflésungsdeterminante D", und es ist

daher:
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e Du W, + DL W, + DLW,
1 D’

(6) W*SD:L’ W1+DI5'2 W£+D,;1 W:s’
2 .D”

we_ Dl W+ Dy W, + DL, W,

L Dn ’

wo Dy, die zu 4,, gehérende Unterdeterminante von D" bedeutet.

Diese Ausdriicke W;, W, und W, bilden die »Normalintegrale 3. Art>.

Um in dhnlicher Weise die Integrale der beiden anderen Arten zu normieren,
bedenken wir, dass wegen D' = o (Gl. 4a) mindestens ein Element 4, , der ersten
Zeile von D' mitsamt seiner Adjunkte D';, von null verschieden sein muss
(¢ =1, 2, 3); dabei bedeutet 4,, den Periodizitdtsmodul von U an q,; ist nun
=1 oder =2, so konnen wir die Querschnitte a,, a,, @, uns so umnumeriert
denken, dass jener nicht verschwindende Periodizititsmodul gerade den Index
a==3 erhilt. Wir diirfen daher unbeschadet der Allgemeinheit die Annahmen:

Ay Ay,

( Ad,#0, D, =
7) 1370 3 4, A,

machen,
Sind jetzt V] und V) zwei lineare Verbindungen von V, und ¥, mit den
Periodizititsmoduln:

i a a,

Iv. Vi— 17: I 0

Vi—V,;l| o ! 1

8o ist:
(8) { Azx V: + An V; = Vn
Aax V: + Aaz V;: V_.,

also mit Riicksicht auf (7):
Asz Vl - Azz V?
D', ’
‘Aan V: + Azl Vz
DIIS )

Dies sind die »Normalintegrale 2. Arty; ihre Periodizitdtsmoduln an a, setzen
wir zur Abkiirzung gleich w, bezw. w,, dann ist:

V=
(9)

V=
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Aaz Aza - Azz As:«
D '18
- Asx A23 + Azx Ass =t

D ’18

+ —
an ay;: Vi—V]= = w,,

(10)

+i ‘—_*
ana;: V,—V,~=

20

Als Normalintegral 1. Art wihlen wir die nach (7) zuldssige Bildung:

(x1) T,
13
und setzen {voriibergehend):
4y A
(12) lava“, Ala-an.

Die Gl. (6), (¢9) und (11) ergeben also jetzt zusammen mit der Tabelle II. und
den Gl. (10) und (rz) folgendes Periodenschema :

V.

an a, a, a, a, : a; | G
(J/c" —U* ay, ay, I —(e® + ga)auT—- (e®* + ¢ ay; | — (o + ¢%)
17: — 171‘ 1 0 ©, — (0% + 0% o —(e+ Yo,
f/t; —V: o I w, o —(0® + ¢°) % —@+ oo,
ﬁ}:—ﬁ: 1 | o | o —(e+ 0% 0 0
ﬁ’: — W 0 1 0 0 —(e+ oY o
ﬁ;: — 14—7; ) 0 1 0 0 —(e*+ ¢%)

an b, b, b, b, b, | b
o v —e*ay, |—oa,| — o —oay, Lo —eay, j —
ﬁ;—i; —0° 0 |—ow —ot | o l —dw,
Vie Vil o | —o8 | —ou, 0 —¢ g,
Wi—W:| —et | o 0 — gt 0 0
ﬁ’: — ﬁ’: ) — ot 0 ) — ¢t o
ﬁ’: — ﬁ; o 0 — 0 0 o — o
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14. Auf diese »halbnormierte» Integrale 1. Gattung wenden wir jetzt den

m Artikel 1z. erwihnten Satz an, dass, wenn I und [' irgend zwei Integrale

1. Gattung sind, das Integral f*7dI' iiber den ganzen Rand der kanonisch zer-
schnittenen RieManNN’schen Fliche 7" genommen verschwindet. Nun ist aber:

Jrar=3 |4 5

T |4y By

wo A, bezw. A', die Periodizitdtsmoduln der Integrale I bezw. I' an dem

Schnitte Q> und B, bezw. B"}L die Periodizitdtsmoduln der Integrale I bezw. I'

an dem Schnitte b}L bedeuten.
Wir haben also die Relation:

4, B
) ) il
w4y By
Setzen wir 1) I =U", I'=V; und 2) I=U", I'=V, so ergibt sich:
(14) @y = (e + ¢) 0, und a,, = (¢ + ¢*) ;.

Auf die dibrigen Integrale angewandt ergibt Gl. (13) Identitdten.
Demnach nimmt das Periodenschema V endgiiltig die folgende Form an:

VI

an: a, | a, a, a, a; ' a,
U 0| e+eo, (@+e)o T o e | —le+e
f;;'— v 1 0 | w, —(e*+ ¢%) ! 0 —(e+eY) v
f";‘— v o 1 w, 0 7 — (" +¢%) | —(e+ M w,
ﬁ’f——ﬁ’_; 1 ) 0 —(g+ o) } o 0
ﬁ’**l’l—’—: 0 1 0 0 —(e+¢*) | 0
Wr—w: Lo . o o |—(e*+e"

an b, ! b, b, b, ! b, be
U — o —(o+¢®)w [ —(o+ 0w, —o* ——(I+Q2)w,§’(1+98)w2; —@°
ViV —0° - 0w, —o* 0 — o',
V;—I;: 0 - | —euw 0 —! — oo,
W:—W: — ot 0 | 0 —0? o o |
W:—W: 0 — et ! 0 0 A 0
Wi—W: 0 0 f — o o — ¢t
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In dieser Tabelle sehen wir die anfinglich 72 Periodizitdlsmoduln der sechs
Integrale 1. Gattung auf zwer absolute Moduln o, und w, zurickgefiihrt, die, falls
zwischen den Verzweigungspunkten keine besonderen Relationen bestehen, von-
einander unabhéngig sind.

15. Auch von den halbnormierten Integralen ist die Determinante der
Periodizitdtsmoduln an den a-Schnitten nicht null; also:

(Q + ¢*) w, (e + ¢*), I Wy W, —(e+eY
I o w, —(¢"+ ¢% o —(e + o),
0 I w, o —(@+e) —le+ e
1 ) .0 —(e+eY) 0 )
o I 0 —(e + ¢%) o
0 o 0 ) —(e* + ¢%)

“Wir multiplizieren die 1., bezw. 2. Spalte mit (¢ + ¢?) und addieren sie zur
4. bezw. 5. Spalte; die 3. Spalte multiplizieren wir mit (¢ + ¢*) und addieren sie
zur letzten Spalte. Dann ist:

e+ eYw, (e + ¢*)w, 1 0
I o W
o I w,
0 o . 1+20'+2¢° o 0
o I1+2¢%+2¢° o
o 1 0 0 —(1+20*+2¢°%)

woraus jetzt folgt, dass die Unterdeterminante:

(? + (") Wy ((’ + ?4) W, 1
(15) Q= 1 0 w,

0 1 w,
von null verschieden ist; also ist:
(16) R=1—(¢+ ¢*)(w] + w3) * 0.

Auf diese Ungleichheit gestiitzt, lassen sich jetzt die definitiven Normal-
integrale 1. Gattung leicht konstruieren. Wir bilden zunichst aus U*, V) und
V: drei lineare Funktionen T,, 7, und 7, mit den Periodizitédtsmoduln:
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VIIL

Dann ist:

(17)

mithin:

(18)

Hermann Schumacher.

an a, l a, | 3
— :
T, —1T, 1 ) 0
+ po
T,—-T, 0 1 )
+ —
T,—1T, ) 0 1’ 1

e+teo, T +(e+e)w,T,+ T,=U",
+ wlTs = V‘v
T,+ 0, Ty=7V5;

T, =

T,

—0,U+{1—(e+ "))V + e+ Moo, V;
L¢)

p. =0 U +et+te)wwV i+ 1—(e+e)a)V,
2T Q

7. — U'—(? + 94)“’1 V:_(Q + 94)‘”2 V:-
3 Q .

Demnach ergibt sich jetzt folgendes Periodenschema:

VIIIL.
an: a, a, a, a, a; a,
+ —
T, —1T, I ) 0 — (0% + 0% ) 0
+ —
T,—-T, 0 I o 0 —(e* + 0% )
+ —
T, —T, 0 0 1 0 0 —(e +¢Y
+ *
W—W; 1 0 } 0 —(e + 0% 0 0
o
W:—-ﬁ’; o I j 0 0 —(0 + o) 0
W:—i/-V: 0 E 0 ] 1 0 ) —(e* + 0%
|
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an b, b, ! b, b, [ bs b
+ - K 2 ( W
T, T, |(xt+zet2¢) G —¢| (t+ze+2e)%g  —(e—e')y |G —e @752 | (@—)g
+ — 2 o : , o w,
T, T, | (1+2¢+2¢")5" | (1+20+2¢) G5 —¢*| —(e—e) | (@052 (@—e)G—¢| (@)
+ = 1
T, —-T, —(I+29+293)% — (1 +29+293)% (g——g*)!%—g —(0*—0?%) % —(92—93)%_2 —(e"—¢%) 5 —¢’
W—W: —ot 0 0 —o® 0 0
Wi—W; 0 — ¢t 0 0 —¢ 0
+ * AT* 4
W,—W; ) ) —0® ) 0 —0

16. Aus diesen sechs Integralen erhalten wir die Normalintegrale 1. Gattung,
wenn wir aus 7, und W3, T, und W, bezw. T, und W’ je zwei lineare Funk-
tionen u, und w,, u, und u;, bezw. u; und u, bilden, denen wir die Periodizitats-

moduln vorschreiben:

IX. an a,: u}L——up=8w, (e, v=1,2,3, 4,5, 6),

wo 6W das KRrRONECKER’sche Symbol ist, das fiir «=» den Wert 1, fiir u=v»
den Wert null hat.! Dann ist:

u—@+ =", w—( +elu=W;,
(19) u,—(¢* + ) u; =T, u,— (0 + oY u; = W,
(e +e)u="Ts  w—(*+ ) u=W;;

und die definitiven Normalintegrale sind endlich :

_[3,.T/4 3)T (E_E LI S)W‘
(A (5+5(9+9) l+5 5(9 o) Wi,
wofriere)ns -l re)m,
Y I 3)T (3+5 * g S)W‘
(20) Uy (5 5(9 +¢) Rl 5(9 )W,

! Die Riemavx'schen Normalintegrale 1. Gattung sind also “iuP'

Acta mathematica. 32. Tmprimé le 24 mai 1907. 4
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(20) w——(F+ 2+ ) (@ — W),

[

e T 2 oS (T — W
uo (5+5(9+9))( 2 2)’

[

Ug

T2 3) T,— W?).
(5+5(9 + 0% (T, s)
Setzen wir symbolisch

(21) ap+bet+co®+det=(abed)
und allgemein:

(22) —xr=1,
so gehort zu den Normalintegralen (20) das auf Seite 27 folgende Perioden-
schema X.

Bezewchnet man :

+ —
an b,: u, —u, =ay,,
8o tst die bekannte Relation
Qyy = Gy,

in Tabelle X identisch erfillt.

§ 5. Die Thetafunktion.

17. Die zu unseren Normalintegralen gehorende Thetafunktion lautet:

9 (g oy | g |y | U5 | ug) =
— o0, +m

E T mifs+ 2 mi(my 4y +mg ug +mg us +myug+mg us+mg ug)
e

ms, M2, M3, M4, Ms, M

worin f, die quadratische Form der sechs Summationsbuchstaben bedeutet, deren
Koeffizienten die Periodizititsmoduln der Normalintegrale an den b&-Schnitten
sind. (Tabelle X.) Also:

6 6
(1) fo= 2 Zawv my, my:

p=1 p'=1
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?mw&m! k QNova| 5 (1221 m — e (1221) ,H. — (z112) .2 Amimv b ANHHNV a— o AN:&
- NS Iy - : mwl w 0 mm )
58 ?mmHv z Amii N,aﬁmm& § - ?mm& o (z112) L= ?uac .,3 Amié i ?38
AHmma g o \li Qmm& z I.‘ ‘ Amavov - AHmmHv ANHH& o Amm?&(m. Qmwlm + O (ctpe) 5
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o 0 o 0 t )
0 0 o ) ry o 0 I
it ) 7 7] tp ‘v '




W, My + w,m,

1
_(3 Q

5 443)
I - - 0M + w,m,
SGB)—— 5——
w, m; + w,m,

I 2112) 5

I, _ _.om -+ wm
+ —5(1331)—-l ’6 22
w,m, + w,m,

)
+ —5(1331) o

— i
(v, 5(2112)Qm

Uy — = (1221) Y2 m

{
{
{
- Lmmamy e,
|
{
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w,m, + cuvzm5 -+ m6

(2112) ! ma——(13 1) m,

w, My +- wzms + ms

§

2

I, -
— = (1331
5 (1337)

©, M, + W, M; + My + w2m5 + Mg

b

; (3Ii§} }ﬁ my — - (12 ) —— 6

3

I, b S
— - (1221) ~ M4 + — (2112
v (1221) G mg 5( 2) ==

4

w, m, + wzm + me

E;

(2112)

W, M, + W, M5 + My wz ms -+ M,

(2I 2y

mg

|
|
|
w,m, + (u2m5 +my }
ofm
}

— g (1221) % ms +

+ § {(Izif) m? — 2 (2413) m, m; + (4321) m; }

+ é{ (122T) m; — 2 (2413} m, My + (4321)m§}

*é{(ﬁﬁ) m; + 2 (1234)m3m,,—(z413)m3} )

Beachtet man, dass

(3443)-(o110) = (1331),

(3443)-(o110)*= (2112),

(2)
(2112)-(0110)*= (3443)-(0110)*=(3113),
(1331)-(o110)*= — (1221)
ist, so ergibt sich:
]‘6 =
. 2
{ §(3‘ 3) w,m, + wzmz) (o110) ”bwl _; (1331) w m, + a;zzm5 + mﬁwl}ml
4 { ‘(3443) w,m; + w,m,— (0110)2M, 3 1 (133 )w[m4 + 0,y + My }mZ
2 ? 5 Q
w,m; + w,m,— (0110)*m I, . wm+ w,m,+m
+ { ‘( 3443) 5 ? (oT0)* + £ (3337) —"L*TSH—“(OHO)Q}"%
Hap) LM + w,m, — (0110)*m, I, - om+ w,m;+m
+ {—~(I 1 2 ;) 2w, + 5(2112) L !; 8 ‘iwl}m4
- 2
4 { ! (1330) w,m; + w, m;) (o110)2m, o, + ;(ZfIE) w,m, + a;sm5 + my o, }ms
__ 2
+{ I (153t )wlml + cusz’2 (o110)2m,4 + ;(zhi) w,m, + cgms + myg }mc
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+ ;{(125"1) m} — 2 (2413)m, m, + (4321)m} }
+ é { (1221) mj — 2(2413)m, ms + (4321)m} }
— ; { (2112) m} + 2(1234) My M — (2413) M }

(3443)

3443
=( )(w1 m, + w,m,—(0110)?m,)2 — S0 2 (w, m, + w,m, — (0110)m;)-

580

(ox10) (0w, M+ w,m5 + M) + (3;;23) (o110)2(w, M, + w, M5 + My)?

+ ;{(xzﬁ) mi —2(2413)m m, + (4321)m}}
+ g { (122T) m; — 2 (2413) m,m; + (4321) M} }

- ; { (2112) mg + 2(1234)myms — (2413) m; } .
Demnach ist die quadratische Form im Exponenten des allgemeinen Gliedes der
Thetafunktion :

(4) fo=
(354?23) {wl m, + w, M, — (0110)3m; — (0110) (w, M, + w, My + M) }2
+ g{(mﬁ)ﬂfi —2(2413)m,m, + (4321)m‘;‘}
+ é{(mﬁ) m; — 2 (2413)m,m; + (4321)m2}
"'?{(Zili)"ﬂ +‘2(1234)n%1ne——(2413)7n2},
WO

Q=1—(0+ 0*)(w! + wl)=o0

ist. Die Thetafunktion ist daher im hiochsten Grade spezialisiert, sie hdngt nur von
zweir Moduln ab.
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Zweiter Teil.

Algebraische Reduktion der Integrale 1. Gattung im Falle I,;=o.

§ 6. Einfiihrung des Spezialfalles I,,—o.

18. Die Thetafunktion unseres algebraischen Gebildes hat eine so spezielle
Gestalt, dass sie ohne Zweifel durch geschickte Umformungen in einfachere
Gebilde iibergefiihrt oder wenigstens durch einfachere Gebilde ersetzt werden
kann. Jedoch fehlt uns zur Zeit jeder Weg zu diesem Ziele. Dagegen ist es
leicht, in dem Spezialfalle zu einem einfachen Resultate zu gelangen, der durch
das Verschwinden der Invariante 18ten Grades der Funktion f(z) [Gl. (1) § 2] charak-
terisiert ist.? Nach CLEBscH? bilden in diesem Falle vier der Nullpunkte wvon f
eine Involution, von der der finfte Nullpunkt von f ein Ordnungspunkt ist; oder
anders ausgedriickt: jene vier Punkte bilden zweit Paare, ¢, o, und o, o, wihrend
andererseits zu dem finften Punkte o, eindeutig ein sechster Punkt B existiert, so
dass sowohl o, und «, als auch o, und o, durch a; und $ harmonisch getrennt
werden.

Macht man iiber die Koeffizienten von f keinerlei Annahmen, so werden die
fiinf Punkte «; im allgemeinen komplex sein. Zwei einander harmonisch trennende
Paare komplexer Punkte liegen immer so auf einem Kreise » in der komplexen
Zahlenebene, dass die Verbindungslinie der Punkte eines dieser Paare durch den
Schnittpunkt der Tangenten des Kreises in den Punkten des andern Paares geht,
und zwar ist diese Beziehung wechselseitig.

Im allgemeinen liegen also die Punkte

I. o, und o, sowie ¢, und  auf einem Kreise » und die Gerade «, «; geht
durch den Schnittpunkt S der Tangenten von x in e; und 3,

2. @, und o, sowie o; und g auf einem Kreise 4 und die Gerade «, o, geht
durch den Schnittpunkt 7° der Tangenten von 4 in «, und g (vergl. Fig. 6).

1 Dabei darf keine Covariante von f verschwinden.
3 A. CresscH, Theorie der bindren algebraischen Formen, Leipzig 1872, § 94.
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Die Gerade o, 8 geht durch den Schnittpunkt @ der Tangenten von x in ¢,
und ¢, und durch den Schnittpunkt B der Tangenten von 4 in «, und «,. Die
Kreise » und A konnen in gerade Linien degenerieren, was u. a. immer eintritt,
wenn die Nullpunkte von f reell sind (siehe Fig. 7). In diesem Falle prigt sich

‘FIGVR:- 6

die Lage der Punkte e; und g der Anschauung am klarsten ein, wenn man iiber
o, a; und «, o, je einen Halbkreis i bezw. » beschreibt; dann werden némlich
o; und @ die Nullkreise des durch p und » bestimmten hyperbolischen Kreis-
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biischels; um ¢; und 8 zu finden, legt man vom Schnittpunkt P der Potenzlinie mit
der Zentralen an u und » die Tangenten PM = PN und konstruiert den Kreis
um P mit dem Radius P M. Dieser Kreis geht dann durch «; und §.

“FIGVR-7 -

19. Wendet man auf die komplexe z-Ebene die Abbildung

(1) (=5

an, so entsprechen
den Punkten o, und g8 der z-Ebene

*FIGVIR 8-
FIGVR-8 die Punkte o und <« der {-Ebene.

Da sich die Substitution (1), wie jede
Substitution 1. Ordnung, durch Parallel-
verschiebung, Ahnlichkeit und Inversion
erreichen lidsst, so gehen durch die Ab-
bildung (1) alle Kreise der z-Ebene —
einschliesslich der Geraden als extremer
Fille — wieder in Kreise iiber. Speziell
entsprechen den Kreisen » und 4 der
2-Ebene zwei Kreise «' und 1’ der -
Ebene, die durch die Punkte o und o
gehen, d. h. zwei gerade Linien durch
den Nullpunkt der {-Ebene; jede dieser
Geraden geht noch durch den unendlich
fernen Punkt der Zahlenebene.
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Die Bildpunkte «',, ¢y von «, und «, liegen daher auf »' aquidistant vom
Nullpunkt O, ebenso die Bildpunkte «, und «, auf 2. (Vergl. Fig. 8.)
Durch die Substitution

3

el R

w

i

geht also das Systein der Nuwllpunkte von | dber in die Eckpunkte und den Mittel-
punkt eines Parallelogramms. das auch in eine Gerade ausarten kann (s. Fig. 9).

-FIGVR-9-

wobei aber immer o, und «'; sowie o', und o, je von O gleichen Abstand haben.
(Dies gilt z. B. auch, wenn die Punkte « und folglich auch die Punkte «
reell sind.)

Da also stets

! ' :
(2) o= —dy; ¢'y=—d; «;==—d =0

5

ist, so tritt an Stelle von f(z) eine Funktion

(3) ‘f(;) - :(:- - a!]) (:. + u’l) (; - “!2) (; + “':3)-
also von der Form:

(4) PC) = (@St + 2a, 22+ a,).

1

Durch die Substitution (1) tritt jetzt an die Stelle der Irvationalitit s—=Vf(z)
die andere o — V&J(: ), die wir der weiteren Untersuchung zu Grunde legen wollen,
indem wir jedoch wieder zu den alten Bezeichnungen zuriickkehren. Mit anderen
Worten :

Wir nehmen jetzt an, vier Nullpunkte von f(z) hdtten von vornherein die Eck-
punkte eines Parallelogramms gebildet, — den Grenzfall der Fig. 9 eingeschlossen --,
dessen Mittelpunkt zugleich Nullpunkt der z-Ebene und fiinfter Nullpunkt von f(z) ist.

Acta mathematica. 32, Imprimé le 24 maji 1907. 5
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Dann hat f(z) die Form:
(35) 1@)==zla,z* + 2a,2® ¢ a,) = s°,

und die Nullpunkte haben die in Fig. 10a. bezw. 10h. (Grenzfall) angegebene

“FIGUR- 10« SFIGUR- 108 .

A3

Lage. Die Invariante 18ten Grades ist identisch null.

§ 7. Nachweis zweier Integrale 1. Gattung vom Gesehlecht p—=2.

20. Die folgenden Betrachtungen lassen sich am beguemsten durch homo-
gene Variabeln darstellen. Wir setzen daher

(1) 2P also: dg — — Tl (zdz)
g, ) 22 z:
und
Mz, 2) 8z, 2)
(2) =15 a R,
wo nach Gl (5) § 6
{3) 8lz,, 2,0 = fiz,, 2.) ~= 2z, (4,2} + 2a,2} 2} + a,z,)

ist. Unsere Fundamentalintegrale 1. Gattung (Gl (5) § 2), denen also jetzt Gl. (5)
§ 6 zu Grunde liegt, werden durch die Substitution (1) iibergefiihrt in:
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U - sz_~f (zdz) |
S(zls 2, )
V- '/’?:Ei} __faledy) o rdz fﬁ@
E 53 o 5‘(2,, Zv)g’ 2 s B S(Zn 22)3’

[Pz (zdz) zdz 1Z.(zdz) . dz _/‘_zﬁ(jdz)
O b N Y B & sz oS a =S sy

Vermoge der Substitution

!
2 — V4 =V %
(5) 2, =V2,, 2,=V7,, (z —22)
wird :
_1dz, . 1a7,,
dzl—gl'/z:,l, dzZ“ZVsz’
also:
. 1(2'dz)
b Zdz = e
(©) (zdz) 2V 2

und es geht W, iiber in:

1/ (2dZ)
7) Wom LS Ay
wo:
(8) T(Z, 2,)% = 2 (a2} + 20,2, 2, + .27
ist,
Es steht also im Nenner des Inte- CFIGURAA

granden von W, wiederum eine fiinfte
Wurzel und zwar aus einer bindren Form
10. Grades, die aber nur drei voneinander
verschiedene Nullpunkte besitzt. Der 1.
Nullpunkt ist der Punkt z' = o, die beiden
anderen seien

2 =p3 und 2 =4,.

Die zu r gehtrende RiEMaNN’sche Fliche
hat demnach fiinf Blitter, aber nur drei
Verzweigungspunkte, o, 8, und §,, und
drei Verzweigungslinien, die wir wieder
von den Verzweigungspunkten nach einem
beliebigen Punkte Q konvergieren lassen,
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der kein Verzweigungspunkt ist. Dem »ten Blatte (v-=1, 2z, 3. 4, 5) ordnen
wir den Wert

7, = ¢¥[7]

zu, wo [z] die durch Einfithrung von Polarkoordinaten eindeutig gemachte Wurzel

VZi(a,2? + za,7,2, + a,27) bedeutet. Uberschreitet man bei positiver Umkrei-
sung des Punktes o die Verzweigungslinie o . so permutieren sich die fiinf Zweige
t, von 7 nach dem Zyklus (2, {iberschreitet man dagegen in demselben Sinne die
Verzweigungslinien 3, @ und 2,9, so permutieren sich die fiinf Zweige 7, von
nach dem Zyklus %, wo

C=(1,2, 3, 4,3)
ist. Das Geschlecht dieser RiEMaNN’schen Flidche ist nach Formel (6) § 1

p=-z.

Demnach ist W, ein Abel’'sches Integral 1. Gattung des durch die Gl. (8) erzeugten
Korpers vom (Geschlecht p--2, und es muss daher zu dieser neuen Funktionen-
klasse noch ein von W, linear unabhidngiges ABEL’sches Integral 1. Gattung
existieren.

21. Dieses Integral erhalten wir, wenn wir auch auf V, (Gl. (4)) die Sub-
stitution (5) anwenden. Dann wird

1 !
R p, . L WEd)
(9) - 2¢) T T S u L SN
Vzl(a’ﬂzl+2a)zi7'? +a,27})
Es scheint also im Nenner eine neue biniare Form 10. Grades unter der 5. Wurzel

aufzutreten, die aber auch nur drei voneinander verschiedene Nullpunkte besitzt.
Nun folgt aber aus Gl. (8)

(10) Tz, 2,)F = (@, 2] 4 24,77, + a,2}) V;'T(a;z'] 7[;(122" ZTJ“'*'_EZ 25 .
Folglich ist:
. 1 a2+ 2a,7, 7, 1+ a,2) (2 d7)
(II) F 2T T - LN T
2 (2, 24)

Die Integrale V, und W, gehéren also derselben Funktionenklasse vom Geschlecht
p=2 an und sind linear unabhingig voneinander. Wir haben demnach zwei
Integrale 1. Gattung des durch die Gl. (5) § 6 erzeugten Korpers vom Geschlecht 6
reduziert auf Integrale 1. Gattung des durch die Gl. (8) erzeugten Kérpers vom
Geschlecht 2.
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§ 8. Reduktion der Integrale 1. Gattung vom Geschlecht p=2z auf hyper-
elliptische.

22. Nach einem Satze der Funktionentheorie miissen sich Integrale vom Ge-
schlecht 2 auf hyperelliptische Integrale dieses Geschlechts zuriickfithren lassen. Wir
wollen dies jetzt mit unsern Integralen V., und W, tun.

Als hyperelliptische Integrale 1. Gattung vom Geschlecht 2 kann man wihlen:

(1) v= dZE’ und w = S,g_%,
wo
(2) Z=Vg(0),

und () eine ganze rationale Funktion 6. Grades von I ist. Sind ¥, und W, in
v und w transformierbar, so darf man ansetzen:

aw, . al
(3) d.Vz:-: Undﬁ;—z,
denn nach Gl. (1) ist:
dw _ .. ai
(4) dn = ° und -;)-Z.
Nach Gl (4) § 7 ist also:
. S
(s) Tos(zy, z)
Folglich ist:
. 8(2, 2,)dz, —2zds(z,, 2;)
®) 45 = 8z, 2,)* ‘

Nun ist nach dem EuLEr’schen Satz iiber homogene Funktionen:

Is(2,2) Ts(z, 2)

(7) S(zla z2)2 031 1 022 Zy,
und es ist:

ds(z,, 2, 08(z,, 2,)
(8) ds{z,, zz)-—————(',—”z-l—)dz[ + P—J’;——Ldz,_,.

2

Aus den Gl. (6), (7) und (8) ergibt sich:



38 Hermann Schumacher.

s(z,, 2,) 08(z,, 2,)
A, At g, i
ds(z,, 2,) I8(z,, 2,)
s dz, + Az, tdz, dz
df = !
® s(z,, z,)®
oder:
7 ) 24
Li%?)zz
ds(z,, zz)dz dz
ar—1_ dz, : !
(2, )
Also ist:
w__ 9812, 2) (2d2)
(9) di=— Az, 8(z,, %)
Hierin miissen wir noch %@ bestimmen. Aus Gl. (3) § 7 folgt:
2
68(21, zz) . af(zl’ Zz)
(IO) 58(21, 22)‘k azz = (’}22 ’
Wir setzen (voriibergehend):
' 19f(z, 2,)
II " =[.2, %).
(11) S = b 2
Dann ist aus Gl. (10)
082, 2,) (24, 2)
(12) dz,  8(z,, 2,)*’
Diesen Wert in (g) eingesetzt, ergibt:
- (24, 2,)
(13) W= = Szt 242
Nun ist: (Gl (4) § 7)
__ #lzdz)
av, 8(z,, 2,)°
Also nach Gl (3)
(14) 7 — M@LZL)V

T 78(z, 2,)Y
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Gl (11) und Gl (3) § 7 ergeben:

(BN

(15) fz(zn z2)=

2,2, (a, 2] + a,2,).

i

In Gl (14) eingesetzt erhilt man:

42;(a,2] + a,2])
6 —32\d% T d:2,)
(x6) =y

?

oder mit Riicksicht auf Gl. (5):

— 4 q. &

(17) Z 5° a, " + a:'.g(zl, o
o . 2 N z; .. .
Aus dieser Gl ist noch TPAAL zu eliminieren. Nach G, 7 aufgelist ergibt
Gl (17):
: Z oa,,

(18 % 4 9 e,
8) 8(z, z22)°  4a,f a,”

Nach Gl. (3) § 7 ist nun:

zi (@2t + 2a,232) + a,28)

(19) I== S(Z‘, zz)b >
oder mit Riicksicht auf Gl. (5)
1={ (a £t + 20,0 % ta -r——?;—«).
(20) s (%o 12 s(z” zz)g zs(z“ z2)4.
2
Setzen wir in diese Gl. den Wert von s—(:fziz—)—’ aus Gl. (18) ein, so ergibt sich:
1y %2
e, — %) 25 £
(21) I=% [(ao a, !> + 16 a, ‘gl] :
Aus dieser Gleichung folgt schliesslich :
(22) Z=2Vile+ @ — @)t

Unsere Integrale V, und W, nehmen also die Gestalt:
. [ [
(23) V'z“. ‘Z‘: Wz ——(/Z

an, wo Z durch Gl. (22) gegeben ist.

23. Die Umformung von f (Gl. (1) § 2) in die Gestalt f(z,, 2z,) —
z,(a,2t + 24,2} 2] + a,2}) ldsst sich mittels der Methoden der Invariantentheorie,
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insbesondere durch das Verfahren der typischen Darstellung ! erreichen; auch die
Uberfiihrung von V, und W, in hyperelliptische Integrale gelingt auf diese Weise,
jedoch durch ausserordentlich komplizierte Formeln, auf deren Mitteilung wir
verzichten wollen.

Wegen der Reduzierbarkeit von V, und W, miissen nach Sdtzen von Picard
und Poincaré? sich auch die ibrigen vier Integrale 1. Gattung reduzieren lassen, und
zwar auf Integrale vom Geschlecht p = 4. Die Losung dieses Problems mit den im
Krazer'schen Buch iiber die Thetafunktionen * angegebenen transcendenten Hilfs-
mitteln ist z. Z. praktisch nicht ausfiihrbar. Eine rein algebraische Losung
wollte ebenfalls nicht gliicken. Wir miissen uns daher vorbebalten, auf diese
Aufgabe spiter einmal zuriickzukommen.

1 A. CreBscr, Theorie der hiniren algebraischen Formen, Leipzig 1872, 7.—9. Abschnitt.
! A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen. Leipzig 1903, 8. 499 Satz XIL
* I. ¢. Kapitel X1
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Dritter Teil.

Reduktion der Thetafunktion im Falle ,;,=o.

§ 9. Die Riemann’sche Fliche im Falle 1,; —o.

24. Im Falle I,,=0 darf, wie wir im § 6 gezeigt haben, unsere Grund-
gleichung (1) § 2 in der Form

(1) 85 = f(2) = z(a,2* + 20,2 + a,)

angenommen werden. Die zu s gehorige Rremann’sche Fliche ist fiinfblattrig
und besitzt fiinf Verzweigungspunkte. Dem »ten Blatte (v =1, 2, 3, 4, 5) ordnen
wir, wie im § 2, den Wert

(2) 8§, = Qv [s]

zu, wenn [s] die durch Einfithrung von Polarkoordinaten eindeutig gemachte

lﬁ/ﬁzv) und

(3) Q=85

ist. Die fiinf Verzweigungspunkte entsprechen den fiinf Nullpunkten von f(z)
und haben daher eine spezielle Lage (vgl. § 6). Nidmlich der eine Verzweigungs-
punkt ist der Punkt z=o0, und von den iibrigen vier liegen je zwei, «,, «, und
«;, «,, symmetrisch zu dem Punkt z=o; «,, @, ¢, und «, bilden die Eckpunkte
eines Parallelogrammes, dessen Mittelpunkt der Punkt z=o ist (Fig. 12). Als
Verzweigungslinien wihlen wir die Diagonalen dieses Parallelogrammes, wobei
dann zu beachten ist, dass die Blitter der Riemann’schen Fliche nicht langs
einer ganzen Diagonale in gleicher Weise zusammenhingen. Es permutieren sich
vielmehr, wenn man bei positiver Umkreisung eines Verzweigungspunktes die
zwischen diesem Punkte und dem Punkte z = o liegende Hilfte der Diagonale
iiberschreitet, die fiinf Zweige s, von s nach dem Zyklus

C=(1, 2 3, 4 5)

Acta mathematica. 32. Tmprimé le 25 mai 1907. 6
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sFIGURe A2
wz 23,
1339&1
¢
75321
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N
W
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Hermann Schumacher.

Infolgedessen hingt, wenn man die
beiden Hilften einer Diagonale in der-
selben Richtung, z. B. in der Richtung,
in der man schreibt, liberschreitet, das
vte Blatt lings der einen Hilfte der
Diagonale mit dem zyklisch folgenden,
lings der andern Halfte aber mit dem
zyklisch vorhergehenden zusammen.
Im Punkte z= o hingen die fiinf Blat-
ter in komplizierter Weise zusammen,
jedenfalls aber gelangt man, wie man
sich leicht an Fig. 12 iiberzeugen kann,
nach fiinf positiven Umkreisungen des
Punktes z=0 wieder in das Blatt,
von dem man ausging.

25. Wir betrachten nun die Werte s bezw. § von s in zwei in bezug auf

den Punkt z =0 symmetrischen Punkten z bezw. zZ. Es sei:

(4)

*FIGVR A3 X .

zo=r,

zay=n. (A=1, 2, 3, 4)-

“FIGVRK: 450 «
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Die Winkel zwischen der positiven Richtung der Hauptachse und den Geraden
r bezw. r, bezeichnen wir mit ¢ bezw. ¢,.
Dann ist (vergl. Fig. 13a und 13b):
1 PEPiFPatpstie
s=(rr . r,ryr)e 5

_ 1 {41+ (g +w) +H{ge+ 1)+ (93 +7) +(pa+7)
S=(rr r,ryr)e 5

—=seM=—3g.
Es ist also
(5) S=—5.

Die Werte von s in zwei in bezug auf den Punkt z-=o0 symmetrischen Punkten
unterscheiden sich also nur durch das Vorzeichen.

Im vorliegenden Falle besitzt also die RiEMaNN’sche Fldache ausser der friher
benutzten Transformation in sich [vergl. GI. (7) § 1]:

(1) ?=z, §=o9ps
noch eine zweite :

(II) E=‘_Z9 §=“_"‘97

die jedem ihrer Punkte P in demselben Blatte den beziiglich z == o zentrisch sym-
metrischen Punkt P zuordnet.

Wie wir nun frither bei der Anlage des Querschnittsystems die besondere
Natur der Abbildung I ausgenutzt haben, indem wir drei Schnitte eines jeden
Teilsystems zueinander kongruent annahmen, (vergl. Artikel 8 und Fig. 5, An-
hang) wollen wir jetzt ausserdem noch nach Maglichkeit dafiir sorgen, dass durch
die Abbildung II das ganze Querschnittsystem in sich selbst iibergeht. Dieser
Gedanke ldsst sich wenigstens so weit verwirklichen, dass

die Schnitte des Teilsystems 8,, namlich a,, b, a,, b,
zu den Schnitten des Teilsystems §,, nimlich a,, &,, a;, b;
in bezug auf den Punkt z=o zentrisch symmetrisch liegen (vergl. Fig. 14, An-
hang); ausserdem ist in Fig. 14 zu dem Schnitt &, des Teilsystems 8, ein in
bezug auf den Punkt z=o0 zentrisch symmetrischer Weg b, gelegt, der zu
weiteren Relationen zwischen den Periodizitdtsmoduln Anlass gibt. Im iibrigen
ist Fig. 14 nach demselben Prinzip angelegt wie Fig. 5, nur sind die einzelnen
Schuitte in Fig. 14 im Vergleich zu denen von Fig. 5 verzerrt, da in Fig. 14 die
Verzweigungspunkte nicht in einer Geraden liegen (vergl. Artikel 8). Es bleiben
daher alle bisher gefundenen Modulrelationen auch in unserem Spezialfall richtvg.
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§ 10. Die speziellen Periodenrelationen im Falle 7 = o.
26. Die Abbildung
(1) 2=z, S§=—35§

unserer RIEMANN’schen Fliche auf sich selbst hat fiir die Integrale 1. Gattung

dz
U=|%;
d d
(2) Vo= |5 V= f =
Wl—fz = w2, w3=fdf
die Folge:
U=—U,;
(3) Vlz—Vl, V~=+Vz;

Wi=—W,, We=+W,, Wy=—W,,

wenn jedesmal auch der Integrationsweg mit transformiert wird. Infolgedessen
ergeben sich fiir dic Periodizititsmoduln die Relationen:

A12=_A11;
(4) Ay =—4,,, 4;,— + 4,;
LAy =—4A4,, 4=+ 45, Adp=—4,.

Folglich erhalten wir aus der Tabelle II und den Gl. (4) folgendes Perioden-
schema :

XI.
an: a | a, | a, a, | a; | ag

U—U 4y, 4, J 4, -(92+93)Aul+ (9*+93)A111—(9+ e 4,
V-7, | 4y | —4, A, -(g2+93)A211‘+ (¢ ¢) a— (@ + ¢ A
f’z—f’z A4, + 4, ' Az ““(92*’93)‘4—_3;'—(92'*"93)*431(—(9+94)‘433
W, | Au | —An Ay |G+ ) At (0 @) du— @+ ¢) o
W—w, | 4, | +A4, | As et g*)As,L (0+ 0*) dyu— (02 +¢%) A
WeeW, | Ay | —dy | Ay |—(e+ ¢ Au + o+ ¢) Ao — (+¢") Aus
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an: b, b, | b, b, ) | b, \ b,
U—U |—edu+ed)—ds —ed, | +od, | —ed
ViV, |—e* Ay + 084, —o 4| —ot 4, l LA, | —edy
VoV ol et Ay — o A —otdy | —etd, | —eidy,
ﬁ’l_ﬁfl —o*Ad,, +o*4,, —0*4, —o*d, +0*4, —0* 4,
W W, |—etdy|—ot Ay —g* Ay —o*4y | —etd, | —etds
W W, |—ot Aol + 94A611~93A53 —otdy |+ 4y - — o Ay

27. Ist nun &, der zu b, in bezug auf den Punkt z — o symmetrische Weg
(vergl. Fig. 14), und bezeichnen wir den Wert der sechs Integrale (2) genommen

iber 33 mit _
AP'3’ (.u=I’ 2, 3 4 5 6)
wihrend der Wert der sechs Integrale (2) genommen iiber b, gleich
_Ap,gy (HZI, 2,3 4 5 6)
ist, so ergeben sich analog den Gl. (4) die Relationen:
Axs ==+ Zxa ’
(5) Ay3=+ Ay, Ay =—Ay;
A43= +A43’ Asa=—A53: Aos= +Aos-

Andererseits ist aber, wenn man in der in Artikel 10 beschriebenen Weise iiber
b, integriert:

A=+ Em ; _
(7) A=+ f“‘ Ay == +f33; _
Ag=+A,, Ajy=+ 453, A=+ 4s;-
Aus den Gl. (5) und (7) folgt:
(8) Ay=A,;=o0.
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Der damit erreichte Stand der Untersuchung wird durch nachstehende
Tabelle XII veranschaulicht :

X1I.
an: a | e | a4 a, a; : Qg
+ = | | o J
U—-U 4, !} —4, I. 4, |—(@+e))4n + (92"‘93)141:; —(o+ 0")4,,
+ — i ‘ ‘I
Vl '—Vl Azx l '_Azx ' Au _(92+93)A21 + (92+93)‘421i - (9 + QFL)AZ
1 - _
+ — ’ B | '
Vz ""Vz A:u } + Aax \ 0 _(92‘!“93)‘431‘l _(92 + 93)A31 0o
. | \ | e
W—W, Ao — A, :k Ay | —e+e)d, +o+e)dy —(e*+¢%) 4,
— —— e
W,—W, 4;, , + 4y, ; o —(e+ 94)Asx} —(o+ Qi)Am‘ Y
+ = i | ? T
Wy—W, Aoy | — Ay i! Ag | —(e+ 94)Am% + (o + 94)Amr —(0*+ %) 4
) ! | 1
an b | b | b b, | b | b
<4 - . | ! :
U—U |—~eAy + 084, —¢*d,y 0d,, | +ed, | —od;
; |
o | |
Vi—V, | =4y +¢°4,, —edn| —o*dy |+ — 0 Ay
- — | B
Vi—V, | —¢dy|—0*4sy o —o'4,, — o4, 0
-+ =
W—W, |—e'dy| + 94‘441! —0%A,| —*4,, +0° 4, —otd,
| SO A,
e — | : f
W,—W, |—e*4;, —941‘151{ 0 —o¥4;, —e 4y | 0
— | ———
W,—W, | —o*d, + 94‘4615 —0*dg| —o0* A, +¢°4y, | — ot Ag

28. Diese Tabelle enthilt noch nicht die aus Gl (13) § 4 folgenden Rela-
tionen. Um diese in iibersichtlicher Form zu erhalten, gehen wir zu den »halb-
normierten> Integralen 1. Gattung U*, V3, Vi, W3, W, und W; des § 4 (siehe
§ 4 GL (11), (9) und (6)) iiber. Nach Gl (7) § 4 braucht man dazu die Tat-
sache, dass

A, und D), #0

ist. Nach Tabelle XII ist aber:
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Dlm =24, 4,,,

und die Gl. (10) § 4 ergeben daher mit Riicksicht auf Gl (4) und (8):

W, = A31 A23 —_ Aza
Y24, 4, 24,
(uq:—-A31é&:_@
i 2A21 A.’ﬂ 2A21 ’
also
0, = — (,
Wir bezeichnen
(9) (’)1:—(’)2:2'%:(0.
Nach Gl. (16) § 4 ist dann
(x0) Q=1—2(0+ ") #o0.

Wir erhalten also das merkwiirdige Resultat:

Auf unserer zentrisch symmetrischen Riemann’schen Fliche hdngen die Perio-
dizitdtsmoduln der sechs Normalintegrale 1. Gattung und mit thnen die Thetafunktion
von nur einem Modul ab.

Die Tabelle der Periodizititsmoduln der Normalintegrale des Falles I,;==0
geht aus Tabelle X durch Eintragung des Wertes w = w0, = —w, hervor.

29. Infolge der Relation
W= —W,=w

gestaltet sich der Zusammenhang zwischen den Normalintegralen u,, u,, us, u,,
u;, u; und den Fundamentalintegralen U, V,, V,, W,, W,, W, (Gl. (2)) sehr
einfach. Nach Gl. (19) und (17) § 4 ist zundchst mit Riicksicht auf Gl. (9):

U= (o + o wlu, —u,) + w(u, —u;) + uy— (0 + ¢*) %
V; =u1—(9~2 + 93)u4+ w(“s_(g + 94)'“0),

(11) V,=u,— (92 + (’3) us— w(u;— (0 + 0*) u,);
Wi=u,— (o + ¢*)u,,

W;—:’UQ—(Q + 94)'“5,

W,=u,—(¢* + 0%) %s;

und endlich nach § 4 GL (11), (8), (5) mit Beriicksichtigung der Gl. (4) und (8):
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U=4,U" = A, {(o + o*) wlu, —u,) + wl(u,—us) + us— (0 + 0*) ug}

v, =A4,,( V:'_'V;) = ‘421{'l"1_"‘".'—(£’e + 98)('“4 —U) + 20 (us_‘(e +eY) uc)}
(12) V,= Ag( V: + V;) = A, {u, + ’ltz_(92 + 93)('“4 + us)}

W1=A41(W;— W;) + A4, W: :An{u;_’uz —(e+ 94)('“4"“ us)} + Aaa{ua‘—(eg + Qs)ue}

W,=A4, (W, +W)) = A du, +u,— (e +‘{3‘4)(""1'*'@*35)}

W,= AM(W;—_W:) + AW, =A61{'“'1 U, — (9 + 9‘)(”4"“5)} + Aas{ua - (92 + Qs)ue} .

§ 11. Zerfiillung der Thetafanktion.
30. Nach Artikel 3 ‘muss die in Artikel 17 angegebene Thetafunktion

(I) 9 (ul | u, ] u3!u4 u,_—,lu.,) _ E Eeﬂi/“+2ﬂi(mlu’ Fmauy F Mgty Fmou, +moug +meoug)

(m,, m,, my, m,, my;, my von — o bis + ), worin
(2) fo=

- o~ 2
%%«3) {wl m, + w,m, — (0110)* M,y — (0110) (W, My + W, M; + M) }

+ g {(Izéi) m? — 2(2413)m,m, + (4321) m:}

+ ;— {(Izéi) m? — 2(2413)m,m; + (4321)m§}

~§ {(zhé) my + 2(1234)m3me—(2413)m§}
und
Q=1—(g + ¢*) (0] + w3)
ist, fiir w, = — w, == w zerfillbar sein in Faktoren vom Geschlecht p=2 und p=4.
Infolge der Relation w, = — w, = @ nimmt f, folgende einfache Gestalt an:
(3) fo= %3—){ w(m, — m,) — (o110)2 My — (0110) {0 (M, — mss + my,) }

+ | (x22T) (m} + m) + - (4320) (m] ) — 2 (2413) (my -+ mams)

—%{(ﬁxé)m; + 2(1234) 1y Mg — (2413) M2 }

die es statt einer systematischen Untersuchung iiber die Methodik des Zerfillens
nahelegt, folgenden Ansatz zu versuchen:
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(4) My + My =»,, my— My, = U, My == Uy,
4 :
My + My = v,, M, — Ny == Uy, My == U,
Dann ist:
vy, 1y ¥y o ULy
J T My ==y, 7714:‘*;"",
(5)
v u 9, — U
lmﬂ: ! ‘ 15 Mg == Uy, m;_):»—L —
2 2
Also:
2 2 2 k4
v+ u ¥+
(6) m3 +mg =Ty gy e T T M
2 2 s 5

PV, U
m,m, + m, m, = ez T3

Daher wird:

folmy|m, mgim, im, img) =
(—3—;‘%?2 {my, — (0110)? 1, — (01710) (W 115 + ,u;) }

T, I S
+ ;5(1221) (v + )+ o (4321) (] + '”3)—5 (2413) (v 112 4 1, 1)

— é {(ﬁm);@ + 2(1234) 1, uy— (2413) U} } :

wo sofort auffillt, dass kein ¢ mit einem » multipliziert auftritt. Daher zerfillt
fo(my|m, i my|m,[m;Im;) in die Summe zweier quadratischer Formen f, (1, 1, 1y 1t,)
und f,(»,|#,), also:

(7) fﬁ(ml ?mz?ma‘m«i?ms!ma) =f (e, wyug i) + f (O ),
WO
(8) oy aey s ) = %%3") {wm ~— (o110)* t, — (0110) (W 115 + m)}

+ {(mé‘x) 10— 2 (2413) 28, 15 + (4321) 18 }

~: {( T12) 2 + 2 (1234) g 1, — (2473) 18 }
und

. I . R
(9) fo(riv,)= 5{(1221) v —2(2413) v, v, + (4321) v, }
ist.

Acta mathematica. 32. Imprimé le 25 janvier 1909,
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31. Fihrt man in der Linearform
My Uy + My Uy -+ My Ug -+ MUy + M Uy + Mg Uy

des Exponenten der Thetafunktion (Gl (1)) die Substitution (5) aus, so gruppieren
sich die w,, u,, u,, u,, 5, 4, zu folgenden Verbindungen :

(10)

{ul—uzzzu'l, U, =1u,, w, — Uy = 27U,

U, + Uy =z2u;, ug=u',, Uy + Uy =2U,,

und es wird:

(x1) { m,w, + My Uy + My, + my Uy Mg Uy A MUy =
I1

(' + 1wy + s+ g u' ) + (nul + rul).
Daher ist:
(12) Iy wy wd vy iug) =

zewih(lu.l“h_\’pam,‘) +2ri(py 'y Fuor’y + ugu'y +p, ) er:fif?(*/llv.z)-f- Qr.z'(vlulll—{— Va u;’)

>

und wir diirfen jetzt hoffen, die sechsfach unendliche Reihe so zu zerfillen, dass
der eine Bestandteil nur nach den u, der andere nur nach den » summiert
wird. Nun waren andererseits ¥, und W, urspriinglich die Integrale, die sich auf
das Geschlecht p =2 reduzieren liessen; von ihnen wird auch die Thetafunktion
vom Geschlecht p =2 abhiingen. Soll unsere Hoffnung berechtigt sein, so
miissen also u), u, lineare Funktionen von ¥V, und W, sein. In der Tat ist nach
Gl. (o) und Gl. (x2) § 10:

U=4, {(9 + 94) (] “’x + 2wuly + o', — (9 + 94) u’é} 5

Vi=A4, {20/, —(* + 0¥ 24/ + 200 (u', — (0 +0*) ¥,)},

(13) V,=4, 2u] ’“(92 + 93)27/2’,‘;

; \ ' '
W,=4, {Zu’1—(9+ 94)2'“’3} + A {u, — (% + 93)11, o>
g - f "
I/Iy‘.‘ ‘" A51 ‘\Zulll - (Q + 94) 2 u‘z} )
— Crnt ! (0! ) 3 4sf \
W,=4, \2u1’_(9+Qt)zus)"{“Asa'\_“z—(9 + o))

32. Jetzt ist noch die Frage zu entscheiden, wie iiber die ¢ und v summiert
werden muss. Aus den Gl (4) folgt:
I (=1, 4)
a) Sind m; und m;;, gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade, so
sind », und «, bezw. », und u, gleichzeitig gerade.
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b) Sind m; und m;y; ungleichartig, so sind », und u; bezw. », und u
gleichzeitig ungerade.

2. Zwei verschiedene Wertepaare m; und m;, ergeben stets zwei ver-
schiedene Wertepaare »,, u, bezw. »,, u;.

Folglich hat man iber die »,, », und u,, w., u,;, u, so zu summieren, dass
1. », und u, stets gleichartig sind.
2. ¥, > Uy » »

3. u, » u, dagegen alle Werte von — o bis + o« annehmen.

Summiert man also erst iiber die geraden Werte von », und u,:

v =2n,
’
y=z2m,,

und dann iber alle ungeraden Werte von », bezw. u,:

V=270, + I,
’
y=2m, + 1,

so zerfallt die Thetafunktion (12) in zwei Summanden. Jeder Summand zerfillt
fir sich nochmals in zwei Summanden, wenn wir zuerst tGber alle geraden Werte
von v, und w,:

Vo= 2MN,,

3 =2My,
und dann {ber alle ungeraden Werte von », und u,:
Vy=2MN, + I,
’
Ha=2m, + 1,

summieren. Setzen wir noch der Analogie wegen

r
Ity =1m,,

§

’
Ug=m,,

und lassen schliesslich, da keine Verwechselung mehr moglich ist, an den m' die
Striche weg, so erhalten wir folgendes Schlussresultat :

(14) Iy | uy g g g ) =09, + 0,9, + 0,9, + 0,9,

wo
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(}1 = zeﬁi&(zml Iy 2my my) +2rt(2myuy + mot'y + 2mguy + mytdy)
k2
0, = Y erify(2myimy 2mg 1 m) F2xi (2myuy +marly +(2mg + Dy +myuy)
(14a) . ‘ . , , , ,
03 e 26“”(4(2’"1 F1imy2my my) 2w ((2m F 1wy Fmguly 2myuy + mgu'y)
m
0, = Yeﬁ‘if4(2ﬂlx +1my 2mg 1 my) F2ri((2my 1)Uy Fmau'y +(2mg + 1wy +mgu'y)
P
m
und
&, = Zezi/‘z(an 2ng) +F2ri(2ngu’y + 2npu’y)
n
G, == 26““2(2'11 a2ng 1)+ 2ri(en u’’y + (20, + 1))
n
(14b) , ‘ ) .
9, — zeﬁlfg (2ny + 1 2n,) +2mi(2n, + 1wy +2n,u'y)
k(2
9, = Zeﬁifg(an F1i2n,+1)+2mi((2n; +1)u'y + (20 + I)u”g)’
7

wo jede dieser Summationen von — o« bis + o zu erstrecken ist.

§ 12. Schlussergebnis.

33. Durch die Gl (14) des § 17 ist das Reduktionsproblem im wesentlichen
gelost. Auf die weitere Ausarbeitung dieser Gleichung durch Einfiihrung von
Charakteristiken und Anwendung der Multiplikationsformeln! konnen wir hier
nicht eingehen. Doch sei hervorgehoben, dass die Thetafunktionen vom Ge-
schlecht p==2, auf die wir gestossen sind, lauter numerisch bestimmte Moduln
haben; sie lassen sich durch eine Transformation von irrationaler Ordnung weiter
zerlegen, worauf wir jedoch auch nicht eingehen wollen. Die Thetafunktionen
vom Geschlecht p =4, die bei der Zerfallung der allgemeinen Thetafunktion auf-
getreten sind, hingen von einem einzigen Modul w ab.

34. Es bleibt nur noch iibrig, fiir die Verbindungen der Normalintegrale,
die in den Thetafunktionen von den Geschlechtern p =2 und p= 4 auftreten,
die Periodizitdtsmoduin anzugeben. Mit Riicksicht auf Gl (9) § o und Gl. (10)
§ 11 ergeben sich aus Tabelle X die Tabellen XIII und XIV:

t Knazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Kapitel V, § 10,
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Es hingen also tatsdchlich, wie Artikel 33 es verlangt, die Periodizitéts-
moduln der Integrale u', u),, w, und «, von einem einzigen Modul © ab, der sich
aber aus den Periodizititsmoduln der Integrale w) und u, heraushebt.

Damit wollen wir unsere Untersuchungen abschliessen.

Nachtrag:
Die Arbeit iiber den auf Pag. 1 erwihnten Fall n =3 ist inzwischen erschie-
nen, niamlich:
s
K. Saver, Zur Funktionentheorie auf dem algebraischen Gebilde s=Vfs.(2).

Strassburger Dissertation, Leipzig 1906.
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