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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D’UNE BRANCHE UNIFORME
D’UNE FONCTION MONOGENE
(ecinquiéme note)
PAR

G. MITTAG-LEFFLER.

J’ai consacré le § 2 de ma quatritme note ' & une étude approfondie
d'une généralisation de l'intégrale LiarrAcCE-ABEL dont les conséquences ont

! Aprés la publication de la quatrime note ont paru les travaux suivants qui se
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Acta mathematica. 29. Imprimé le 3 septembre 1904. 13*%



102 G. Mittag-Leffler.

été résumés dans le théoréme 7b. J’arriverai dans la note présente par
une seconde voie a une nouvelle généralisation qui ameéne a un résultat
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par la méthode de Couchy-Lipschitv. Arkiv for Mat. Astr. och Fysik. Stockholm.
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Grore FaBer. Uber Reihementwickelungen analytischer Functionen. Inaug. Diss.
Miinchen 1903, pag. 65—66. :
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aolit 1903, pag. 224, 225.

LeoroLbp FEJER. Untersuchung iiber Fourier'sche Reihen. Math. Annalen. Bd.
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S. PincHERLE. Sulla Sviluppabilita di wna funxzioni in serie de fettoriali. R. Ac.
d. Lincei, Vol. 12. 2 gem. Serie 5, 8§ nov. 1903.

S. PincHERLE. Sulle funxioni meromorfe. R. Ae. d. Lincei, Vol. 12. 2 sem.
Serie 5, 22 nov. 1903.
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An. 1902, pag. I4I1—I5I.
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final de la méme portée que l'autre, ayant de plus 'avantage d’étre d'une
trés grande simplicité et de mettre mon probléme sous un jour nouveau.

Rappelons d’abord la définition de I'intégrale LiAPLACE-ABEL. Soit
ky, k , k,. .. une suite de constantes assujetties a la condition que la

limite supérieure des valeurs limites des nombres |y/%,| soit finie. On
sait que l'inverse de cette limite supérieure, soit », est le rayon de con-
vergence de la série.

J’exprimerai avec M. PriNgsEEmM * cette propriété des constantes %,
ky, %y, ... par la formule

T Ve— I

(1) Lim | /&, | =
et je désignerai par F(x) la fonction analytique qui est définie par les
constantes %, , %, , k,,....

On sait que

Lim — =0
=V |y
La série
- b,
(2) F(z) = ;Ex

est donc une série toujours convergente. C’est alors l'intégrale

oo

f e F (wz)do

0
ou l'intégrale est prise par rapport aux valeurs positives de @ qui est la
célebre intégrale LAPLACE-ABEL.
Monsieur Borer dans une série de travaux® d'une trés grande im-

Un mnouveaw théoréme général de la théorie des fonctions analytiques. Comptes
Rendus ete. T. 138, 11 avril 1904, pag. 881—884.

Une nouvelle fonction entiére. Comptes Rendus ete. T. 138, I8 avril 1904,
pag. 941, 942.

! ¢. f. premiére note, pag. 43, note 12.

* ALFRED PRINGSHEIM. Zur Theorie des Doppel-Integrals. Sitzb. d. math. phys.
Cl d. K. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 28. 1898, H. 1, pag. 62.

* Voir surtout:

EMiLE BOREL. Mémoire sur les séries divergenies. Annales de 1’Ecole normale.
Sér. 3. T. 16. Année 1899.

EMie BoREL. Legons sur les series divergentes. Paris, Gauthier-Villars, 190I.
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portance est arrivé le premier a fixer le domaine de = pour lequel I'inté-
grale converge.

Ce domaine est une étoile de centre zéro inscrite dans 1'étoile prin-
cipale définie par les constantes %, %, , %,, ... et circonscrite au cercle de
convergence de la série k, + kz+ k2’4 ....' Je désignerai dans la
présente note cette étoile par la lettre BY. L'étoile s’obtient de la maniére
suivante. On limite chacun des vecteurs / issu du centre & une longueur
p qui est la limite supérieure d'une autre longueur d, limitant / elle-méme,
et telle que le cercle ayant d comme diamétre fasse partie de 1'étoile
principale 4.

M. BorerL avait démontré la convergence de l'intégrale LAPLACE-ABEL
pour Vintériear de B®. M. PurAGMEN’ est arrivé & montrer que l'inté-
grale LAPLACE-ABEL ne peut pas converger en dehors de B®. IL’étoile
BY est donc quant a la variable 2 une véritable étoile de convergence
pour l'intégrale LAPLACE-ABEL, de méme que le cercle C de centre zéro
et de rayon # est un cercle de convergence de la série k + &,z + k2”4 ...
L’ égalité
(3) FBY(z) = f e F(or)dw

0
a lieu pour un domaine quelconque & l'intérieur de B® de méme que
I'égalité de Tayvror
() FC(z) = Lim % k2" = 2 ko'
a lieu pour chaque domaine a l'intérieur de C.

Voyons maintenant une maniére fort simple de généraliser l'intégrale
LAPLACE-ABEL qui permet d’obtenir une étoile de convergence plus étendue
que B s’approchant indéfiniment avec la variation d’un certain paramétre

! voir pour la définition de »l'étoile», »1’étoile principale», »étoile inscrite> et

sétoile circonscrite»: premiére note page 47, seconde mnote page 200, seconde note
page 183. J'ai désigné auparavant ’étoile A comme étoile principale des constantes
Fo |1kys |2K0, |35, oo

* E. PurAGMEN. Sur le domaine de convergence de Vintégrale infinie f F(ax)e—*da.
1]

Comptes Rendus. etc. 10 juin 19O1.
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de I'étoile principale 4. Introduisons au lieu de »la fonction génératrices
d’ABEL F(x) une nouvelle fonction génératrice un peu plus générale dé-
finie par l'égalité

(s) Fi(z) = Eﬁ‘y‘”
ol |
(6) | = I'(av + 1)

et ol a désigne une quantite positive donnée. On a
(7) F(e) = F(2),

et on voit que F,(«) est une série toujours convergente de méme que F(x).
J'introduirai done au lieu de l'intégrale LAPLACE-ABEL:

f e F (wx)dow

0
Vintégrale nouvelle plus générale
8 f(z)= [ e F,(wz)do® = [ e F,(0*%)do
(8) (@)=[ (w2) J e Fulot)

et je démontrerai le théoréme suivant:

»L'intégrale f(x) posstde par rapport & z une étoile de convergence
B® qui est inscrite dans l'étoile 4 et qui tend indéfiniment vers cette
étoile en méme temps que o tend vers zéro. L’égalité

FBO(z) = f(2)
a lieu partout & l'intérieur de B®.»

La démonstration de ce théoréme sera partagée en trois parties diffé-
rentes.

1° »>L’intégrale f(x,) étant convergente lintégrale f(x) est uniformé-
ment convergente pour le domaine 6r,(6, < 6<1), ou 6, dé-
signe une quantité positive.»

2° »L’intégrale f(x,) étant convergente l'intégrale f(x) représente sur
le vecteur (oz,) la fonction FC(z) ainsi que sa continuation
analytique le long de ce vecteur.

Acin mathematiea. 29. Imprimé le 3 septembre 1904, 14
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Faisons parcourir a z, tous les points a I'intérieur de 1'étoile
A pour lesquels le domaine '

1 —ag><Arg<%)<ag (sl o<a< 2)
R[( :,>1;

ﬂa
r

est situé a lintérieur de 4 et appelons B® 1'étoile obtenue de
cette maniere. L'intégrale f(x) n’est jamais convergente en dehors
de B(a).)
3° L’intégrale f(x) converge d'une maniére uniforme pour tout do-
maine & l'intérieur de B*.»
Les deux propositions 1 et 2 seront démontrées dans le § 1. Quant
a la proposition 3 elle demande pour étre démontrée l'intervention d'une
nouvelle transcendente qu'on obtient en simplifiant F,(z) en faisant

__7r<Arg(%> <z (sl a>2)

ky=Fk =k =...=k=...=1
et que je désigmerai par
(9) E@)=2 1%

Des propriétés différentes de cette transcendente seront développées dans
les §§ 2 et 3. La démonstration compléte de la proposition 3 sera donnée
dans le § 4.

Dans le cas a = 1 l'intégrale LAPLACE-ABEL

J e F,(or)do
0

pouvait étre transformée dans I'expression de M. BorerL:

Lime™ Y (k, + ko + ... + k,a")

o= n=0

wn+1

|n+l

qui a le méme domaine de convergence B™ que l'intégrale. J’obtiendrai
dans le § 4 pour a quelconque une nouvelle expression ayant la méme
forme que celle de M. BorerL. J’obtiendrai de méme deux nouvelles ex-
pression d'une forme interessante. Dans le § 5, ol je laisse tomber la
condition que l'étoile de I'expression doit étre une étoile de convergence

p g
j'obtiendrai encore des nouvelles expressions.

! Je désigne par E(z) la partie réelle de z et par Arg(z) Vargument de z.
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§ 1.

Je commence par établir le théoréme suivant.

A. »Si on admet que l'intégrale

f(,) = f e‘“’“‘Fa(wxo)dw‘%

est convergente, l'intégrale

o
1

(on)—-f““’“ (B1,)do*

]

est nécessairement uniformément convergente pour le domaine 8x,(8, <O<r1)
ol 6, désigne une quantité positive.»

On voit l'analogie complete avec le célebre théoréme d’ABrL pour la
série de puissances.’ La démonstration est absolument la méme que celle
que M. PERAGMEN a donnée pour le cas a =1.?

Posons

F(o5,) = ¢(0) + i (@)
¢(w) et ¢(w) étant réels. Les deux intégrales

I (w)e-'" do*, f p(w)e* da

0

Y Recherches sur la série 1 + —z +

mm— 0 o Mm— DM —2) sy
1.2 1.2.3
Théoréme 4. Oeuvres. Nouvelle ed. T. 1, pag. 223.

' E. PurAeMEN. Sur le domaine de convérgence de Dintégrale infinie f F(az)e—*da.
0

Comptes Rendus ete. 10 juin 1901,
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convergent, et il s’agit de démontrer, que les intégrales

fgo(@a))e_“’zdw;, fgl'((?w)e”"‘;dw;
L]

0
convergent de méme d’'une maniére uniforme pour le domaine §, < <1,

8, étant positif. Considérons par exemple la premitre. On a:
1 L 1
(8a)" e

¥ oyt 0
f;o(&w)e""“dw“—-:—T f ¢(w)e V¥ do®
82

L X
¢ (8an)*
1
(O . .

f e““"‘;("—;")go(w)e“"’;dw;.

(Ban)*
Appliquons maintenant le second théoréme de la moyenne pour les inté-

grales définies et nous aurons:
1 1
(00" L=t T S Rl [
f o0 *—1 ¢(w)e™" do* = gl 16 fgp(w)e""'“ dw*
1 L
(Ba)® (Bay)®
., Il s’ensuit immé-

@ désignant une ocertaine valeur entre w, et o,
L]
o
¢(Bw)e " dw* converge uniformément pour

diatement que l'intégrale f

0
8, < 6<1, 6, étant positif.
Le théoréme A est par conséquent démontré.
Quant a la fonction F,(wz,) la seule condition a laquelle elle soit

assujetie dans le théoréme est, on le voit, que l’expression

1 1

e F,(0x)do”

L’importance de cette remarque qui a été déja faite par

soit intégrable.
M, PHRAGMEN sera mise en évidence dans une autre occasion,
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L’intégrale f(8r,) péut étre transformée de la maniere suivante

1
(10)  f(Ox,) = f " F,(08n)do" = ~I—,— e—(a) F,,(a)xo)dw; .
8-
0

0

Posons encore:

1
oa
1

(11) aja'(w)': f ¢ F, (wxo)dwi.

0

L’intégrale f(z,) étant convergente la limite supérieure de l'intégrale @,(w)
reste évidemment finie.
On a:

©

(12) fomy =% [ o= i) 2040 4,

6y , da®
On obtient par conséquent en faisant l'intégration par partie:

o0
1

(13) f(8x,) =—I—1 <f7.__ I>fe_,,,7i (8_5_1) @a(w)daﬁ.

6= \ 8= v

Le second membre de cette égalité converge évidemment pour

(3)
6

6 étant ou réel ou complexe, c’est a dire il converge pour

o((5)) >
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Par conséquent:

B. >L’intégrale

”
1

Flo0) = f " F () do"

0

étant convergente, la transformée de 1'intégrale

représente évidemment pour chaque domaine

1 2k7r——ag<Arg<%> <2k;z'+ozzér (si o<a<2)
Ay
) .

2kr — 7z<Arg(3:2><2k7r+7r (si a> 2)

k=-—o0...—2,—1,0,1,2,...,00
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une branche fonctionnelle. Cette branche est en général pour chaque do-
maine différent la branche d'une fonction différente. La seule considération
intéressante pour l'instant est celle du domaine qui correspond a % = o.
Ce domaine embrasse le vecteur (oxz,), et 1'égalité

0
b 1

fe‘“’;Fa(wao)dw; = il <—IT — 1)/‘6“"’; (8—;“‘) @, (w)dew®.
o

AN

0

a lieu pour les valeurs positives de 6, 6, <8 <1. Par conséquent:

C. >L'intégrale

L
1 1

f P " (wx,) dw”

0

étant convergente, l'intégrale

w
1

f e F(w)dw®

0

représente sur le vecteur (6,%,,%,), ol 6, est une quantité positive si
petite qu’elle soit, une fonction analytique de z.»

Les théorémes B et C sont encore valables comme I'était auparavant

le théortme A quand la seule condition a laquelle soit assujettie la fone-
tion F,(wz) est que l'expression e“"';Fa (wx)dw® sera intégrable.

Dans notre cas ol la fonction F,(z) est définie par I'égalité (5) nous
montrerons que la fonction analytique qui est représentée le long du vecteur
(oz,) par l'intégrale

o

1
f e F,(wz)dw

0

2 e

est identique & la fonction FC(x) et a la continuation analytique de FC(z)
le long du méme vecteur.
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En realité on sait que

©
1

fe-'"’; wdo® = [e*o”do =T + 1) =|w.
0

0

A cause de la supposition exprimée par la formule (1) on peut toujours
en déterminant un nombre positif ¢ aussi petit que I'on voudra trouver
un entier positif n tel que 'on ait

L y c
P ANEIRS

y=n
pourvu que
|z]| <7 <.

Pour ce domaine de z, en désignant par ' et w” deux quantités
positives telles que @’ < " on aura donc

k —m“ v 5 v €
leaul «’dw |x| <5-

D’autre part pour ce méme domaine de x en choisissant o’ suffisamment
grand on aura

ﬁ{"

1
1o

n—1

2||av a vd‘” |2 |<‘

w

Par conséquent, en prenant ¢ et 7’ arbitrairement on peut toujours trouver
un nombre positiv @’ suffisamment grand pour que

1
a

- 3
(16) ZII‘W e wdo®|z] <e

yeu 0

w"‘
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pourvu que
2| <7 <.

La série de puissances

(s) r@=Y e

|au

est toujours convergente. Il en est donc de méme de la série:

w 1

1 -
" F,(0r) = 2 he o,
=

y=0
1

considérée par rapport a w*. On obtient donc / e F (owx)do

[l

intégrant chaque terme separément et on a le droit d’écrire

3 1
o

L L g . 1
(17) f e F,(0r)do* = 2 \a"u f e wdw® 2.
1 y=0 4
o '

On a par suite en verta de (16)

1
«'%

(18) f e F (wn)do” | < ¢

3

o'®

pourvu que
jz| <7 <.
L’intégrale

o

® [ Ffon)iat

0

113

en

regardée comme fonction de z est donc uniformément convergente dans

chaque domaine
z] <7 <.

Acta mathematica. 29. Imprimé le 5 septembre 1904.
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On a maintenant en désignant par ,, ®,, ®,, ... une suite de con-
stantes positives croissant au dela de toute limite:

!g'v—

l

fe“";F o) dw‘;——f —ot wx)dw + Zf " F w:c)dw

0

t

3 .
) ot , ot
~ko—}—l‘lf e wdw® x—l—‘ f *do® x* +
0 [}

1 L

© "’;1+1 "‘;l+1 .
+2 0+%f€““"wd¢u a:—l—l f ‘w’do® z* +

=t o L

v wy

égalité valable pour le domaine |z]|<# <r.
On a donc en vertu du théoréme fondamental de WEIERSTRASS '

(19) fe""‘z F (wx)dw = .

égalité valable au moins pour chaque domaine a l'intérieur du cercle de

convergence C de la série Zokyx”.
y=

La fonction analytique qui, l'intégrale

«
1

f e F,(oz,)dw

0

[l

! KARL WEIERSTRASS. Zur Funectionenlehre. Werke. Bd. 2, pag. 205.
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étant convergente, est représentée par 1'intégrale

le long du vecteur (oz,) coincide donc pour les points || <7 sur ce vecteur
avec FC(z). Par conséquent:

@
1

D. >L’intégrale f — F,(wx,)dow® étant convergente I'intégrale

0
©
1

f e F,(wx)dw® représente sur le vecteur (ox,) une branche fonctionnelle
0
qui est identique & FC(z) et & la continuation analytique de FC(z) le
long de vecteur.»

Soit maintenant B une étoile définie comme & la page 106. L’inté-

w©
1

1

grale f " F,(ox,)do* ne peut pas étre convergente en dehors de B®.

[
On a en effet en admettant qu'elle soit convergente et en posant

(11) 0,(0) = f e"”;F,,(w:vo)dw’l‘_

I'égalité: i
fesnomai @ (@ =) [ aat
0 [ X

Le premier et le second membre représentent tous les deux la méme
fonction analytique sur le vecteur (ox,). ILe second membre nous montre
que cette fonction est réguliere partout dans le domaine

L ——otir<1ﬁlrg<%><cx7—r (si 0<a<2)
a 2 [ 2
R[< ]> I

— < Arg (%) <7 (sl a>2).
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On voit donc en vertu du théoréme ID et de la définition de B® que
le point z, ne peut pas étre situé en dehors de B®.
Par conséquent:

E. >Faisons parcourir & #, tous les points a l'intérieur de I'étoile
principale 4 définie par les constantes 4, &, ..., k,, ... pour lesquelles
le domaine

1 ——a§<Arg<%"—)<ag (st o<a<2)
R[< ]>I;

2\ ¢
@

est situé & l'intérieur de 4 et désignons par B® 1'étoile qui est obtenue
de cette maniére.
L’intégrale

_,7<Am<%><7r (si a>1)

ne peut jamais étre convergente en dehors de B®@.»!

o

L 1

Il reste maintenant a voir si I'intégrale f e~ F,(ox)do® qui ne peut
0

pas étre convergente en dehors de B“ converge partout & l'intérieur de
B@,  Cest seulement si cette circonstance a lieu et si la convergence est
uniforme pour tout domaine & I'intérieur de B® que B“ est en realité
une étoile de convergence a notre intégrale.

On ne voit pas au premier abord la possibilité d’étendre au cas général
ol « est quelconque la démonstration que jai employée dans la note 4,
§ 2, pour le cas a = 1. Il faut donc chercher une autre voie.

Je simplifierai d’abord le probléme en introduisant au lieu de F(x)

la fonction élémentaire

I—=x
Je démontrerai ensuite qu’on peut ramener le cas général a ce cas.

! En parcourant de nouveau ma note 4 j'ai remarqué une omission dans la démon-

stration page 378. J’y suppose tacitement

réel et je ne mentionne pas le cas

[]
général qui se raméne du reste immeédiatement au cas réel.
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MM. PoraeMEN et Borer' de leur c6té ont démontré que si T'on

o as 1 (e .
sait développer — en une série dont les termes différents sont des fonc-

tions rationnelles de x, on obtient immédiatement le développement de
F(z) en une pareille série. Lorsqu'ils ont publié leurs résultats ils n'ont
pas remarqué que j'avais démontré ce méme théoréme il y a déja plus de
vingt et un ans.?

' Emme BoreL. Addition au mémoire sur les séries divergentes. Ann. Sc. Ee.
Norm. Sup. T. 16. Année 1899, pag. 132—134.

E. PurAeMEN. Sur wune exlension dun théoréme de Mittag-Leffler. Comptes
Rendus 12 juin 1899.

* Fullstindig analytisk framstillning af hvarje entydig monogen funkiion, hvars sin-
guliira  stillen wlgéra en virdemingd of forsta slaget. Ofversigt af K. Vet. Ak.
Forhandl. 8 febr. 1882.

J'y ai démontré (pag. 25, 26) la formule
F(2) = Bk, + B,kx + ... + B,k,2"

S
+—I—fF(z)[ ! ——5<B°+B,9—6+...+B"<3”)")]dz
27T E — X V-4 b4 2

oi B,, B, ,..., B, sont des constantes par rapport &4 z mais non par rapport & #, et
olt S est un contour limitant une surface simplement connexe pour laquelle F'(z) est ré-
guliére. J’al méme donné la formule sous la forme plus générale

m m—1 »
F(:v) = Bo’ﬁo + Blklx +.oo0+ B"l‘."mn + Z [Gv <€U—f‘a) - ZB’LAS) <g> J

v=0_ n=0

8
I ' 1 1 @ z\"

ou la fonction, uniforme pour la surface limitée par § et réguliére sur le contour S
lni-méme, posséde un nombre limité de points singuliers a, , @

.+ @ & Vintérieur de

27"
S; et o G,(2), ... n(z) sont des fonctions entiéres définies par I'égalité
ni pu— I —_—
F(e) = 6,7 ) + B —a)

qui a lieu dans le voisinage de a,, 1'égalité

() =2 (Z)

B=0
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Si dans ce mémoire je n'ai pas eu recours auparavant a la méthode
I
I —

qui consiste a ramener l'étude de F(x) & celle de p c’est pour les

deux raisons suivantes.

Mes développements seraient dans les deux cas devenus au fond ab-
solument les mémes et jaurais obtenu par conséquent une simplification
plutdt formelle que réelle.’

En second lien — et c’est la raison qui m’a déterminé pour mes
trois premiéres notes — j'ai voulu arriver au but par des comsidérations
directes et purement élémentaires, et par conséquent sans avoir recours a
l'intégrale de Caucmy. Mais la méthode qui consiste a ramener le dé-

veloppement de F(z) au développement de

résuppose essentielle-
I, Presupp

ment le passage par lintégrale de Cauvcuy. Or dans cette note le cas
n'est plus le méme et la simplification & laquelle on arrive en étudiant

d’abord

devient d’une importance capitale.

ayant lieu dans le voisinage de # = 0. Ma formule montre immédiatement qu’en ayant

: =Lim5<Bo +B 4.+ B(”)>
22— n=w % 2 2

4 l'intérieur d'une figure génératrice (c. f. troisiéme note, page 219) passant par les points
0,z et enveloppant la ligne (0Oi) 1'égalité

F(z) = Lim (B )k, + B kz + ... + Bpkaa"
n=®

a lieu pour une étoile B qu’on obtient en construisant autour de chaque vecteur issu de
Porigine la plus grande des figures génératrices qui n’embrasse aucun point singulier
de F(z) et en adjugeant & I la partie du vecteur entre lorigine et z.

Cest justement le méme théoréme qui & été démontré par MM. BOREL et PHRAGMEN.

! Les auteurs qui ont parlé de la simplification de ma premiére démonstration a
laquelle d’autres auteurs seraient arrivés aprés moi (voir p. ex. PRINGSHEIM, JACQUES
HADAMARD. La série de Taylor et son prolongement anmalytique. Archiv d. Math. und
Physik. 3 Reihe. Bd. 3, pag. 280) ne paraissent pas avoir saisi le fond de ma pensée.
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§ 2.
En faisant
(20) F(w)=-;%_—;=x+x+w’+...
on obtient pour F,(x) la série:
o
(9) E,(2) = 2T

Dans le paragraphe actuel j'aborderai 1'étude de la fonction E,(x) a
I’aide de la formule sommatoire de MAcLAURIN éclaircie par les méthodes
d’Aser et de Cavcay.!

J’imposerai encore au nombre positif a la restriction suivante:
(21) 2> a>o.

Désignons par ¢ une quantité positive plus petite que un et par n
un nombre entier positif. Soit R un rectangle dont deux cotés situés a
la distance n de part et d’autre de l'axe réel sont paralleles a cet axe et
dont les deux autres perpendiculaires & cet axe passent l'un par le point
—¢ et 'autre par le point n4 1 —e¢.

Nous aurons:

B

hid mv I wz
(22) ZIE:feﬂm'z_I@dz

y=0

! Voir par exemple:

JuLius PrrErsEN.  Vorlesungen diber Functionstheorie. Kopenhagen. Andr. Fr.
Host & son 1898. Kapitel &, 8§ 78, 79.

Hy. MeLuN. Die Dirichlet'schen Reihen, die zahlentheoretischen Functionen und die
unendlichen Produkte von endlichem Geschlecht. Acta Soc. Sc. Fennicae. T. 31, n° 2.

ErNst LINDELOF. Quelques applications d'une formule sommatoire générale. Acta
Soc. Sc. Fennicae. T. 31, n° 3.
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—g4in ndl—edin
e - n4l—g
—e—in nl—e—in
Faisons
R R Ry

1 i A af 1 %t
(23) fEZn'iz__IEdz =/ e‘lnvz‘z_l@dz +f62niz~l@dz

ot R, désigne la ligne (n+1—e,n+1—e+in, —e-tin, —e) ot
R, la ligne (—e, —e—in, n+1—e—in,n+ 1—e)
En introduisant:
(24) = 7+ it,
(25) * = re?

oll z,t,¢ désignent des quantités réelles et ot 7 est le module |z, on
trouve:

Ry n
41— p——¢t )
LA PRy ! e g1~ g
e | ]az e me—int | ]a(n + 1 —e+ i)
0
ntl—e
I yTe¢" i i
26 —_— - — 1" e dr
(26) ] f @Iy la(r + in)
n
. 1 p—Ee— ¥t it
—1 : — e di
fe—2ms~—27rt —1 | a(__ e+ @t) 4

a
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R, n
1 x* . I prtl—eept —it ig(n+1—e) 7y
ST oA =1 e —r e
etz 1 taz T ‘a(n 4+ 1 —eg—at)
faad . :
nt+l—sg
I rTe¥" )
27 —r " dr
( ) + f egimryimn___ g y a(r — zn)
—c
n
. 1 pEgpt .
—_—1 e —r Ve L,
e—mie+2mt g la(__ & — ’Lt)

0
Par conséquent:
R
I xr
N — Y
‘/‘627"2 — I {az
n
it rnt+l—co—gt
= 17 e—2mie—Iw _ g la(91,+] ———8+‘lt)

it pnt+l—cgpt

g miek2mt _ g la(n—*— I—¢e—1t)

-+ ]e"”("“'s) dt

(28)
n4+l—e
+ . ,r—in yToen . ' yin . pTe—¢n eiW'dz.
emit+2an I a(T _ ,in) e2mit—2rn _ I a(r-}- 7‘n)
—z
n
. it pEest . rit r—2g—¢t .
- _ i . — e dL.
[6“27’5“'2”’ -1 l a(—e—1t) + g 2wie—2m g I al{—e+ 7,t)]

Pour discuter la formule (28) il nous faut connaltre le module de I—IZ—

Liexpression de WEIERSTRASS nous donne: '’

' Voir par exemple: ScHLOMILcH. Compendium der hoheren Analysis. 2% Band.
3 Aufl, pag. 243.

Acta mathematica. 29. Imprimé le & septembre 1904. 16
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T—4t

o T + 1t T ~ ‘r——zt ——
—_— C(T+’lrl) n (v—it) n
i H(r+ ) e ’H( —)e

__:e?crg(l_l_ +T +t> -
[T+ T +6 5
~ S TI( 4 )

Par conséquent:

! <‘\/e——m—:e_m- >0, +00>t>—00
|T+'it:’_r_ 2nt =29,

1 R e’”—e—’”\/ AN
—%d i,_s\/ g V! Ty o<e<t

Considérons maintenant la premitre intégrale dans le second membre
de la formule (28). En vertu de la premitre formule (29) et puisque
le minimum des deux modules |~ — 1| et |e™ —e*"|; 0 <1 est
une quantité L différente de zéro, on aura:

n+1—ee 23 1.-—-1: 1,.n+1——s ecpt . .
2 2 + 2 = dy
| eI 1 a(n+ 1 —etat) | e PEEE "—Tlan41—c—it)

Toman

,rn-i-l——s 1 e
< - gt ) o~ (r—g)t \/ L dt.
:|a(n+17€ h(‘/‘e +e ) 2ant di

L'intégrale du second membre est convergente si ¢ remplit la condition

(29)

(31 m—aiZp>al.

3 , ,rn+1——5 1
L’expression I(T'*'I— 5 tend indéfiniment vers zéro avec . Te module
de lintégrale

o4

it pntl—gg—gt 1 g prtl—e st Srn+1-9) 7y
g2TE—2T __ g [a(n+ 1 —c41f) e—ims ATt __ Ia(n+ 1 — s—it)

v
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s’approche donc indéfiniment de zéro avec £, tant que ¢ remplit la con-
192 " que ¢ P

dition (31).
Considérons maintenant la seconde intégrale du second membre de la
formule (28). On a en vertu de la seconde des formules (29)

n+l—z
: i et re re T dr
g2with2mn _ g la(z- _ zn) elmiv—2mn la(T+ @n>
(32) -

e—(27r—¢)n+ e—9n \/ 6a"n e—ann
T —e—2mn 1+ (1 —s)’ 2amn f{_a—rdt

I'intégrale f I:L—TT dr ayant une valeur finie. Le second membre de la for-

mule (32) tendra indéfiniment vers zéro avec ;1,’ tant que ¢ remplira la

congdition:
T b/
(33) 27r—a5>§0>a5-

Cette condition suppose essentiellement

(34) 2>a>o0.

En ajoutant a la condition (21) pour a cette nouvelle condition (34) et
en supposant que ¢ remplit la condition (33) on voit donc que le module
de chacune des deux premitres intégrales du second membre de (27) tend

) . I
indéfiniment vers zéro avec -

On obtient donc la formule fondamentale:

(35) E (o)=Y

i it p—Eert + it r—Eeg—¢t ve
- e—2miet2mt___ Ia( & —-,’it) g—2me—2mt _ I ( e+7,t) dt-

e
0o
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p—it PpE o¥t it r—Eg—¢t A
— — — le7"dt
eI — 1 |g(—e—it) | eI~ 1 |a(—e+ib)
(36) | I8

1 r—¢ e . 2 7t —amt
R S : P

2a7t

L’intégrale du second membre est convergente tant que ¢ remplit la
condition (33). Les deux conditions (34) et (33) étant vérifiées I'intégrale
du second membre de la formule (35) est par conséquent convergente.
Mais la formule (36) nous donne encore un autre remseignement précieux.

On a:

. r—e
Lim ==

r=ow 1_(15

O

tandis que l'intégrale:

o e Y
(1—e) 2ant
0

est indépendante de 7.
Par conséquent le théoréme suivant a lieu:

~ F. >Supposons

(34) 2>a>o0.

Le module de E,(x) s’approche indéfiniment de zéro avec ; quand

z tend vers l'infini dans un angle intérieur a l’angle
TS o>al.s
(33) r—a >¢>as.
En faisant « = 1 on obtient une propriété connue de la fonction ex-

ponentielle E (x)=e". Par ce théoréme se trouve encore tranchée une
question importante soulevée il y a quelques années par M. Borer.'

! Intermédiaire des mathématiciens, T. 6, n° 4, avril 1899.
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> Peut-on trouver une fonction entiére dont le module ne dépasse I'unité
qu'a lintérienr d’un angle aunssi petit que V'on veut donné d'avance, ou
si non, peut-on démontrer rigoureusement que cette question doit étre
résolue par la négative?»

La question doit étre résolue par l'affirmative et on obtient en E,(x)
la fonction désirée en donnant seulement & o une valeur suffisamment
petite. Il n'est pas difficile de former encore d’autres fonctions que la
fonction E,(x) jouissant de cette méme propriété.

Une pareille fonction est la suivante par exemple,

Z]”‘”'“sft .la,,.u; A a, +a,+ ... +a,=a.

y=0
La fonction

©

4 "3: > a”+a“’2+"'+am,@m=a
E(IE)‘(IMY?...( i) By a,p

v=0

en est une autre. :
Le raisonnement que nous avons employé pour E,(x) nous fait voir
de méme que le module de chacune de ces fonctions tend indéfiniment

vers zéro quand |z| croit au dela de toute limite le long d'un vecteur
situé dans I’angle

n T
(33) 27z—~—a5>50>a5-

Nous connaissons donc la croissance de E,(x) dans cet angle. Abordons
maintenant la question de la croissance de E,(z) dans l'autre partie du
plan, c’est & dire dans l'angle

\Y
v

—a

(37) az>g

NIy

. R
~ 3 ~ N z b
Revenons & la formule (23) ol nous ferons subir a I'intégrale f une légere
modification.
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On a: |

(38) g - T omm s
Par conséquent,

By
1 2t
(39) fm|az fl_dz ‘/ —2miz _ | ITl_;dz

Z

La fonction [as se comporte d’une maniére régulitre a l'intérieur du rect-

angle (—e,nd4+1—e,n4+1—e+in, —e+in, —e) et sur son
contour.
Par suite

mz T
(40) ‘“f Ez”’“f il

On a d’autre part:

R,
I x*
— | —————dz
fe—2n1z -1 Iaz
n
" l—e ,—
= 1 ~ ! e it givnt1—e) gy
e¥mie Izt _ g 1 a(n+1—e+41t)

0

n+1l—g

+ TR gy
eTImrtim — 1| a(r+1in)

n

+ 4 f = T e g,
L

emetan _ g ‘ a(—e+t)

0
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On a donc en vertu des formules (23), (39), (40), (41), (27)
R
I @*
f e?m’z 1 W dz

n+l—e¢

= f = de
|42
—E

n

+ . I: i prtl—c et
?

g~ tmietant _ | la(n-{- 1—g—1t)

(4 2) 0 it ,,.n-}—l—s e— ¥t

T gpmistam I a(n+1—e+1t)

:|ei¢(n+1—s) dt
n4l—e

+ /‘ [ p—in Preen pin pTe—9n J e‘i'ﬂ'd .

gimiTHmn g ia(r— in) + g—tiThImn _ g ,a(r+in)

. it p—E ¥t rit r—Ee—¢t e
— [ e~ dt

g 2metant _ g [a(— e —il) T ptmistemt g ’a( —e+1d)

formule qui est un pendant & la formule (28).
L’intégrale:

©
f£ dr
|27
—&

est convergente pour toutes les valeurs de 7 et de ¢. On a pour la se-
conde intégrale du second membre

n

pit prtl—cgpt
g—2mie e _ g Ia(n+ I —¢g—4t)
O
it +1—e&,—ot T .
(3 T g
etmist2m __ 1 ‘ a(n4+1—¢e+ ’tt)

pnti1—ce 1 * \/eam,_ g—amt
R — —~(2r—g)t —(27+ ¢)t dt.
_ila(n+l—e) h f(e e ) 2t

0
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. s 1
Le module de cette intégrale tend donc indéfiniment vers zéro avec -

pourvu que ¢ remplisse la condition:

» razen ()

Quant a la troisitme intégrale du second membre de la formule (42)
on a:

,,.—in rTe¥n + ren rte—9" et'gp‘r dT|
I grriTtimn g \a(r— in) | eTImTEim_ g la(f‘l'i’”)
—&

(45)

gorn __ p—amn /* "

< (em@m—yim e~(2”+¥))")/\/I + (1 ?1 o)? \/ 2amn / |’1—sz.

—&

. . e 1
Le module de cette intégrale tend donc indéfiniment vers zéro avec -

lorsque ¢ remplit la condition:
(46) 27r——a§—>gp>——(27r——a7—2:>-

On obtient par conséquent:

(47) Efo)=Y 2

ves0 Iff

© w©

xr 3 pit r—&eg—¢t it et i
= —dr+ A — — — e~ dt
{ar gmistm ,a(~s+zt) i A G )
—g

0

formule qui doit étre mise a coté de la formule (35) et ol I'intégrale:

©

pit p—E gyt P r—Eept .
(48) = —— — Je™¥dt
pimietenmt _ | | a( - E—l—it) e—2misF2mt _ | ! (1( —e— 1_t>

0

est convergente tant que la condition (46) est remplie. I module de
I'intégrale étant inférieur a Kr~° ou K est une constante indépendante de
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r (c. f. la discussion concernant la formule (36)) tend indéfiniment vers
zéro en méme temps que 7 augmente au dela de toute limite le long d'un
vecteur situé dans l'angle (46). Quant & la quantité positive a la condi-
tion (46) revient simplement a

(49) 4>a>0

et la convergence de l'intégrale (48) a lieu sous les deux conditions (49)
et (46).
La formule (47) donne:

(50) E(z)=¢=¢"= f%dr + 09,

Dans cette formule l'argument ¢ de x est supposé remplir la condition

37

37
(1) S>e>—

qui dérive de (46). Le module de ¢ diminue indéfiniment avec I—;—I =;

quand z tend vers l'infini le long d’un vecteur situé dans l'angle (51).
On a:

Par suite en vertu de (50) et en y introduisant ae au lieu de ¢ et en
désignant par 0 la transformée de 0V par cette substitution:

égalité qui exige que la condition

3z 3T
2 o — — =
(52) S >e> 5
soit remplie.
Acta mathematfes. 29, Imprimé le 10 septembre 1904, 17



130 G. Mittag-Leffler.

En retournant & la formule (47) on obtient par conséquent le théo-
réme suivant:

G. »Supposons

(49) 4>a>o0.

Dans le cas ot «# est situé dans un angle intérieur a l'angle défini par
les deux conditions:

(46) 27r—-—ag>50>—~(27t——a7—;>,
(52) a%’z>¢>——a%
on a:
1 L1 4
(53) (o) =1t 4 o0

ot le module de & diminue indéfiniment en méme temps que |z|=17r
augmente au dela de toute limite.»

Les deux théorémes F' et G pris ensemble nous renseignent compléte-
ment sur la croissance de KE,(x) dans toutes les différentes directions,
pourva que:

(34) 2>a>0.
On pourra donc énoncer le théoreme suivant:

Théoréme 8a. La fonction FE,(xr) ol a désigne une constante po-
sitive vérifiant la condition

(34) 2>a>0

se comporte quant & sa croissance dans les diverses directions de la maniere
suivante:

On doit distinguer trois cas différents. Le module de x augmente
indéfiniment dans un angle intérieur a l'angle

T T
(33) 2r—az>p>az.
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Dans ce cas le module | E,(z)] tend en méme temps indéfiniment vers
zéro. Le module |#| augmente indéfiniment le long d'un des deux vecteurs:

n
5p=ia5.

Dans ce cas le module | E,(z)] tend en méme temps indéfiniment vers

Le module || augmente indéfiniment dans un angle intérieur & I'angle

3

>e>
as>¢>—a;

Dans ce cas le module | E, ()] augmente en méme temps au dela de
toute limite, tandis que

i
e’

him
fs

I
a

IEa(w) -

diminue indéfiniment.»

Pour a=1 on retombe sur la propriété connue et caractéristique de
la fonction exponentielle E, () = €*.
Le théoréme G nous renseigne encore sur la croissance de FE,(z)

dans le cas
a=2

pourvu que
T> Q> —T.

Nous voyons que |E,(z)| augmente indéfiniment en méme temps que
|z} tend vers l'infini dans un angle intérieur & 1'angle
T>e>—7T

tandis que

diminue en méme temps indéfiniment.
Mais ni le théoréme F' pi le théoréme @G ne donne la croissance

de | E,(z)| dans le cas
===
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Cette croissance s'obtient au contraire directement si on a égard & 1'égalité

1,2 1.9
e\/;+g—\/; efﬁe 2 +6-—r’e 2

2 2

(53) E,(z)
d’ol 1'on tire

(54) E,ré")=E

2

1
(—7) =rcosr’.

Dans le présent paragraphe nous avons donc complétement épuisé la
question relative a la croissance de E,(x) dans le cas

(21) 2>a>0.

Je montrerai dans le paragraphe suivant qu'on peut encore arriver & la
connaissance compléte de la croissance de E,(z) dans le cas

a> 2.

§ 3.

Dans le paragraphe précédent j’ai étudié la croissance de la fonction
E (z) a Yaide de la formule sommatoire de MacLAURIN. La constante a
était alors soumise a la restriction

(21) 2>a>o0.

Je suivrai dans ce paragraphe une nouvelle voie et nous verrons que celle-
ci nous conduit a la connaissance de la croissance non seulement d’une
fonction E,(x) qui correspond a une valeur a limitée par la restriction (21),
mais en méme teraps a la connaissance de la croissance d'une fonction
E,(x) correspondant & a réel positif quelconque.

Quelque temps aprés la publication du mémoire de RIEMANN sur
les nombres premiers' HANKEL publia un mémoire fort remarquable’ ou

' Uber die Anzahl der Primxahlen unler einer gegebemen Grgsse. Monatsber.

der Berl. Academie. Nov. 1859. Ges. Werke., Zweite Aufl. pag. 145.

* Die Buler'schen Integrale bei unbeschrinkier Variabilitit des Argumentes. Zur Ha-
bilitation in der philos. Facultit der Universitit Leipzig bearb. von Dr HERMANN HANKEL.
In Commission bei Leopold Voss. 1863. Zeitschrift fiir Math. und Physik. Neuntes
Jahrgang, pag. 1—2I,
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. . . I < s .

il obtenait une expression pour y— au moyen d'une intégrale définie ana-
logue a celle donnée auparavant par Riemasy pour la fonction {(2).}
Cette expression est:

S
(55) T e
2T 2m ey

ou le contour S est un contour ouvert laissant 1’origine a gauche, parcouru
dans le sens positif et qui peut étre défini de la maniére suivante.

On introduit deux quantités positives p et ¢ dont I'une e est plus
petite que le nombre deux. Le contour se compose de trois lignes diffé-
rentes. D’abord la partie d'un vecteur, issu de l'origine et ayant pour
argument — i(1 + s)g entre l'infini et le point ,oe_z(ws)f. Ensuite l'arc

de cercle tracé par l'extremité d'un vecteur de la longueur p tournant autour
—ii+aT | g
a pe

de lorigine dans le sens direct de pe Finalement la

partie d’un nouveau vecteur, issue de l'origine et ayant pour argument

I+e)E . R
2 ¢t l'infini.

(1 +e)g, entre le point ,oei(

%
,.t(l+$)5

Pe,

! Werke., Zweite Auflage, pag. 146.
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Supposons:
|#] <0
nous aurons:
s S
| v 2m {a t 2m | a tr—z
v=0 | y=0
Faisons
'=w

et désignons par § un nouveau contour ouvert dans le plan des w laissant
JRE SO p . . —ta(1+e)s

Porigine & gauche et formé de la partie entre l'infini et p’e ? d'un
vecteur issu de l'origine et ayant pour argument —ia(r 4 s)—;-r , de larc

de cercle tracé par l'extremité d'un vecteur de longueur p* tournant autour

- . —iaag . de+ag ;
de l'origine dans le sens direct de p°e ? a ple ? et ensuite de la

ia(1+£)g-

partie entre p’e et l'infini d'un vecteur issu de l'origine et ayant

pour argument da(1 -+ s);-t.
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Nous aurons:

(56) B (o)=Y "= f -

a w—T

olt l'intégrale est prise dans le sens direct. L’intégrale représente une seule
et méme fonction de 2z tant que z est situé du méme coté de § que
I'origine.

Regardons le cas:

(34) 2>a>o0.
La quantité positive. ¢ étant aussi petite qu'on veut, la formule (56)

nous montre que |E,(z)] diminue infiniment avec ; (x = re¥) quand z

tend vers l'infini dans un angle intérieur a I'angle
T T
(33) wm—az>p>a.

C'est le théortme F' § 2.
La formule (56) nous renseigne encore sur la croissance de E,(z) dans
I'angle

Ny

(37) az2¢>—a
dans le cas (34) et nous donne dans le cas

(57) a>2

la croissance de E,(x) dans toutes les différentes directions.
Supposons que a étant quelconque x soit situé dans I'angle (37).
Introduisons deux contours différents a savoir S, correspondant au
rayon p =p, et §, correspondant au rayon p =p, ou

py <|z| <p;.
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Désignons par R un quadrilatére, formé des quatres lignes suivantes.
L’arc de cercle tracé par l'extremité d'un vecteur de longueur pf tournant

.. . —ia(l4+e) T | fa(1+e) S
autour de l'origine dans le sens direct de pie * a ple *. Ia
(1 4e) fa(l+e) =
partie entre pfe ? et ple ? du vecteur issu de l'origine et ayant

L’arc de cercle tracé par lextremité d'un vec-

pour argument da(1 4+ e);—T

teur de longueur p} tournant autour de l'origine dans le sens invers de

. T k9 T
a ia(l4-¢) 7 —fa(l+e) - ~fa(l +s);

. 4 : . ) " —ia(1+8)7
pse a pse . Finalement la partie entre pje

et pfe

du vecteur issu de l'origine et ayant pour argument — éa(1 -+ e)%r

On a:

1 1 1
I 1 2 do I I 2 d I I o do
(59) = -e'—=— [ -e"Z4— | -¢

2m a w—x 27 a w—x 27 a w—T
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L’intégra.le
s,
1 I w.lI dw

21 a w—x

qui représentait une seule et méme fonction de x quand z était situé du
méme c6té de §, que l'origine représente aussi bien une autre seule et
méme fonction de # quand z est situé du c6té opposé a l'origine. Cette
intégrale tend indéfiniment vers zéro en méme temps que x va vers l'infini

dans l’angle:

(60) a(1 +s)g>¢>——a(1+e)g.

Nous mettons done:
L
(61) L[ L do _ @
2m a w— "

Il s’ensuit qu’on a dans l’angle (60)

R
1

(62) E(o)= 0 [ e" 22 e

2m a w2z r

. . e o 1 1

ot le module de £“ diminue indéfiniment avec izl =-.
Dans le cas

(34) 2>a>0

on a en choisissant ¢ suffisamment petit

R
L Ll
1 1
(63) — | -t 2= e,
2m a w—& a
On obtient donc dans ce cas:
_ 1 1.9
I .z I ,aca
(64) E,(z)= Pl o e = o “f 4@

Acta mathematica. 29. Imprimé le 10 septembre 1904.
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égalité valable dans l'angle (60) et le théoréme 8 a est par conséquent
démontré.

La formule (62) nous fournira encore le moyen de faire une étude
compléte de la croissance de la fonction

(65) E(2); aZz.
Cette fonction est d’'une autre nature que la fonction
(66) E, (2); 2>a>0

et parait bien moins importante. Il est pourtant intéressant de voir que
les propriétés caractéristiques des deux fonctions dérivent de la méme source.
Pour simplifier nous ferons en sorte que dans l'intégrale

K
1 1 :Id
(56) E(2) = f e

les parties infinies du chemin d’intégration se confondent toutes deux avec
I'axe réel positif (ou dans un cas particulier avec un vecteur voisin de cet
axe). Cela est possible parce que dans le cas

(57) a> 2
il existe toujours un nombre pair tel que

a /4
(67) 2 <2m< %" .
Le nombre m étant fixé le chemin d’intégration S sera composé des parties
suivantes:
1° la partie de l'axe réel extérieur & un cercle d’'un certain rayon p°
cet axe étant parcourn dans le sens négatif;
2° la circonférence de rayon p* parcourue 2m fois dans le sens positif;

3° la partie de ’axe réel nommée dans 1° parcourue dans le sens positif.
1

Nous déterminerons la fonctions ®® de manidre que, au point de
l'axe réel ot finit la m° et commence la (m -+ 1)° circonférence, elle ait
une valeur réelle et positive. Grice a cette détermination on aura, sur les
parties du chemin d’intégration situées a distance infinie
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+ — i

ce qui démontre & cause de 'inégalité (67) la convergence de l'intégrale (56).
Revenons maintenant a la formule:

R
. 1 I a d(l) (@
(62) Ea(w)-a;',/;e‘" E-I—e,. .
L’intégrale
R
1 1 m% dow

2 a w—%
[ %

se réduit a la somme de 2m intégrales

1

I I o do

27 a ©—%

le chemin d’intégration, qui est le méme dans toutes les intégrales, étant
celui indiqué dans la figure ci-jointe.
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" Ce qui est différent dans les diverses intégrales c’est la détermination

de la fonction w®. En effet, en posant @ — pe?, on doit prendre

1 1 .0
- - - s
dans la (m 4 1)° intégrale: 0" =p°e”
t 1 i8+2v1r
dans la (m <4 1 4 v)° intégrale: @® = p%e ° ©=0,...,m—1)
1 1 i8—2-r
dans la m° intégrale: 0*=p’e °©
1 1 iB—?wt
dans la (m + 1 —)° intégrale: w* =p°e ° =1, oy m)
Par conséquent en écrivant
A o
(25) x = 7€
et en supposant
~ o<y 2w
on a pour la (m - 1 -4 »)° intégrale
1 a .o+
I 1 ado 1 .7 &
- - € = -€ = m—1))
2 a w—z a (r=—m... +(

J’al done démontré cette formule

m—1 1 et

I

(68) _Ea(x) - z ;er‘le a + Es‘a)

formule qui dans les suppositions (57), (67) est valable pour
o< <L 2m.
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Le cas ¢ =0 est resté exclus jusqu'ici. Mais il est facile de modifier
la démonstration de maniére a embrasser ce cas. En effet en faisant
tourner le chemin d’intégration § d'un petit angle ¢ dans le sens négatif
on démontre de la méme maniére que ci-dessus que l'on a toujours

m=—1 . Letm
(68) E,(zr)= Z ;e’“’ T @

maijs avec cette modification que la formule est valable pour
—e<p<2r—e¢

La formule (68) est donc valable encore pour
¢ =o0.

On démontre d’une maniére analogue qu’elle est valable pour
@ = 27.

Il est donc démontré que la formule (68) a lieu pour

(69) | 0<gp<Ler.

Il est évident qu'on peut négliger dans la formule (68) tous les termes
pour lesquels on a:

¢—+2vrn
a

k4

(70) 2

En effet puisque on a dans tous ces termes & cause de (67):

o+ 2vr
a

—_ a 2

(71)

chacun d’eux tend vers zéro quand r devient infini.
Nous sommes par conséquent arrivés a la formule finale:

-

' 1 _i¢+‘2wr
(72) E ()= c¢" * +er
O]
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olt la sommation s'étend & tous les nombres (v = —m, ..., + (m-— 1)) pour
lesquels

+4-2vm n
(73) i B

Ce résultat peut étre résumé dans le théoréme suivant.

Théoréme 8b. >La fonction E,(x) ou a désigne une constante po-
sitive remplissant la condition

(57) a>2

se comporte quant a sa croissance dans les diverses directions de la ma-
niére suivante.
Choisissons un nombre entier m qui sera soumis a la restriction

a 3a

Quand |z| augmente au deld de toute limite le long d’un vecteur
quelconque (# = 7¢¥; 0< ¢ < 27) le module

. 1 ‘2wr+¢

E,(z)— }: —ge °

»

ou la sommation s'étend a tous les nombres entiers
v=—m, —(m—1),...,m—1

remplissant la condition

v+ ¢

a

<71.’

=2

(73)

diminue en méme temps indéfiniment.»

On voit que | E,(«)| tend vers l'infini avec || pour tous les vecteurs
sauf l'axe réel négatif. On a encore:
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1

Lim e | E,(r)| =

1
-
ro= o a

(74)

1
Lime™*| E,(2)| = o; o< p <2z,
r=w

Pour I'axe réel négatif on obtient:

m-—1 1

&_COSMTF 1—
(75) E(—r)= 226 @ cos(?“‘sinzuzlyr).

La fonction E,(z) (x> 2) partage donc avec sinz la propriété que
son module augmente au dela de toute limite avec |#| quand z tend vers
lIinfini le long de tout vecteur, un seul excepté. D’autre part le module
d'une fonction entidre rationnelle G'(z) augmente sans exception au de la
de toute limite avec |2} quand = tend vers l'infini le long dun vecteur
quelconque.

Il est donc naturel de poser cette question. Existe-il des fonctions
entidres transcendantes dont le module sans exception comme celui de G(x)
augmente avec |#| au de 13 de toute limite quand # tend vers I'infini le
long d'un vecteur quelconque déterminé?

M. Hence voN Koce a répondu d'une maniére affirmative a cette
question ’ en donnant comme exemple la fonction G(z) = zsin(x +4) qui
posséde évidemment cette propriété. Une aulre fonction de cette nature est

(76) . 8(2) = G(s) + E.(0).

On peut exprimer la différence entre la maniére dont les fonctions G(z) .

et G(x) tendent vers l'infini en disant que G(z) tend vers linfini d’une

manidre uniforme pour toutes les directions tandis que G(z) devient infini

d’'une maniére non uniforme. La fonction G(z) de son cOté peut étre

définie par la propriété de tendre vers l'infini d’'une maniére uniforme.
Une autre question plus profonde se pose ici.

' Herge voN KocH. Sur une classe remarquable de fonclions entiéres el iranscen-
dentes. Arkiv f. Mat. Astr. o. Fysik. Stockholm. Bd I, 9 sept. 1903.
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La fonction
E,(2); o<a<2

tend vers l'infini seulement & l'intérieur de I'angle
T 3
—a 2 < 14 < a; .

En faisant diminuer a on peut rendre cet angle aussi petit quon veut.
Est-il possible de former une fonction entiére qui ne devienne infinie que
si |#| augmente le long d'un seul vecteur, mais qui diminue indéfini-
ment si || augmente le long de tous les autres vecteurs? Un de mes

éleves M. J. MarLmquisT est parvenu & donner un tel exemple.' La
fonction

©

xv—?
_S_ ————; o<a<I
P<I+ )

v=2 (log v)*

posséde cette propriété. Elle tend en réalité indéfiniment vers zéro quand

z| augmente au dela de toute limite le long d’un vecteur déterminé situé
|| aug g
dans 1’angle

oy <2rm

tandis qu’elle angmente au dela de toute limite quand z tend vers l'infini
le long de l'axe réel positif. On le démontre facilement en suivant une
marche presque identique a celle que j'ai employée dans le § 2.

M. E. LinpeLOF de son c6té en se rattachant a ma note préliminaire
des Comptes Rendus? et en s'appuyant sur un théoréme fort remarquable
trouvé par lui’® vient de former la fonction *

bt NV

E ——:f——l— , 0<a<l
—ry log (u+a>

J. MALMQUIST. Elude d’une fonction entiére. Acta math. Ce tome.
2 mars 1903.

1

2

* Acta Soc. Sc. Fenn. T. 31, n° 3, pag. 29.

* Bull. des Sc. Math. Aofit 1903, pag. 224-~—225.
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qui posséde les mémes propriétés que celle de M. Marmquist. Une telle
fonction est encore la suivante:

(77) 2 gvtoen’ v o<a<lI.

v=0

1

En introduisant dans l'intégrale (56) au lieu de ¢*” une nouvelle fone-
tion de ® nous rencontrerons dans une note suivante une nouvelle classe
de fonctions de cette espéce.’

Désignons par €,(xz) une fonction de cette nature. A l'aide d’une
telle fonction on peut répondre & une autre question intéressante. Existe-il
des fonctions entitres qui tendent indéfiniment vers zéro quand |z| aug-
mente au dela de toute limite le long d’un vecteur quelconque déterminé?

La fonction

(78) e %O _ @, o> o
posséde évidemment cette propriété. On voit sans peine que l'explication
de ce phénoméne qui parait d’abord assez paradoxal est que le module de
la fonction diminue d'une maniére non-uniforme quand z tend vers l'infini
le long de différentes directions. /
Il est facile de voir que dans tous nos exemples la fonction €,(x)
n'est pas de genre fini. Existe-il de pareilles fonctions de genre fini? La
réponse est négative a cause d'un théoréme de la plus haute importance
qui vient d’étre démontré par M. PERAGMEN? et qui n’est pas sans rapport
avec les propriétés caractéristiques que j'ai démontrées concernant la fonc-
tion E,(x). Ce théoréme dans les propres termes de son auteur est le
suivant: ®

»Soit a et p deux quantités satisfaisant aux inégalités

I
o<a<2, o<,o<;

'c. f. E. PHRAGMEN. Sur une exlension ete. Ce journal. T. 28, pag. 357, 358.
Ainsi que mes deux notes Un mouveau théoréme etc. Comptes Rendus I1 avril 1904
et Une nouvelle fonction etc. Comptes Rendus I8 avril 1904.

® Sur une exiension ete.

* ¢. f. ma note des Comptes Rendus etc. pour le 12 octobre 1903.

Acta mathematica. 29. Imprimé le 12 septembre 1904, 19
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et supposons que la fonction entitre E(x) satisfasse aux deux conditions
suivantes. En posant

z = re'*
on a

1° |E(z)]e™" <4 pour ——a’—éé;&éag
et
2° |E(z)|<B pour agégpézn-——ag

A et B étant deux constantes.
Jo dis que cette fonction E(z) sera nécessairement une constante.»

Je n’'entrerai pas cette fois dans une étude plus approfondie que celle
qui vient d'étre faite des autres propriétés de la fonction E,(x). Je
laisserai d’abord la parole a M. A. WIMAN qui vient de terminer un travail
fort intéressant' sur la distribution des zéros de cette fonction. Je rap-
pellerai encore que M. E. ParacMEN’? a montré que la fonction E,(x)
est 2 un certain point de vue la plus simple de son espéce. Pourtant il
convient avant de terminer de voir si la propriété qu’a la fonction E (z)=¢*
de satisfaire a une équation différentielle linéaire a coefficients rationnels
en z peut étre généralisée a savoir pour E,(z), a ayant d’autres valeurs
que wn. C’est en réalité ce qui a lieu quand a est rationnel.

Faisons
(79) | a=

ot m et n sont des nombres entiers positifs. On trouve immédiatement
en employant la forme symbolique:

[ m m < -
() Eg(‘f") -Df w T E%.(E"),

(80) v=1

(52)" Eulem) = Euie™

! Uber die Nullstellen der Functionen E.(x). Ce Tome.
* Sur ume extension etc. T. 28, pag. 357.
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ou
n m »1 |
m 1—- d) "
Zz ") E,(2)= E — 4+ E, (z); n>1,
(" da w —ry \ﬂ(u_n) ry
(81) =

1

(mth %)mEm(x) = E,(x).

On a donc par exemple:

E{(2) = - + 20, (),
2 é— 2
(82) Ei(m)=d%<—”;+”—;+... +%":—l;>+ ne" ' E, (),
(X 1 ’ I
By (2) + 55 Bi(2) — . Ea(w) = 0.

§ 4.

147

Jo reprendrai maintenant a l'aide des théorémes 8 1’étude de I'intégrale

0
1

& f " F () do* |

(]

Je la simplifierai d’abord en faisant
F,(2) = E,(s).

Eerivons comme auparavant

(25) , z = re?

et considérons d’abord le cas

(34) 2>a>0.
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A cause du théordme 8a et en désignant par ¢ une quantité positive
qui peut devenir aussi petite que l'on voudra et en faisant croitre suffisam-
ment la quantité positive w, on a:

1 L L ) 1
z —w% | 192 cos? z
e | E (wz)|—e ( ¢ |<6e—'” ; —a§<¢<a§,
(83)

1 1

e‘"‘“|Ea(wx)|<3e*"’;; agésoém—ag-

Il s’ensuit que l'intégrale

L)
1

(84) f " Ea(wx)dw}‘

0

est convergente tant que la variable x se trouve du méme c6té de la ligne

1

Foos? — 1  —gF 2
(85) 008> =1, a, <p<a-
que l'origine: c'est & dire & l'intérieur de 'étoile de centre zéro limitée
par la ligne (85).
Cette ligne qui passe foujours par le point £ =1 a dans le cas

I>a>0
une forme d’apparence hyperbolique et posséde les deux asymptotes

. T
i —

ot ,,e_ 2; oL r<o0o.

ia X
re ?

Quand a s'approche de zéro elle s’aplatit donc de plus en plus jusqu’a se
confondre avec la ligne droite (1, -4 o0).

Dans le cas
ag=1

elle devient la perpendiculaire & l'axe réel au point # = 1. Dans le cas
2>a>1

elle a au contraire une forme d’apparence parabolique et s’éloigne quand
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T
ot~

¢ s’approche des angles ag et ——ag indéfiniment des deux lignes re'? et

—ia—
re *; 0<r<+4co. Dans le cas

elle devient un parabole.
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I’étoile de centre zéro qui est limitée par la ligne

1

(85) r;cos§=1; —ag<¢<ag
est pour l'intégrale
(84) f e E, (0z) do®

I'étoile que nous avons déja désignée au § 1 (Théoréme KE) par B®. Le
théoréme JF montre que la convergence de l'intégrale me peut pas avoir
lieu en dehors de B®. IL'étoile B® est donc une étoile de convergence
pour l'intégrale (84). D’autre part il s'ensuit du théoréme ZID que 1'égalité

(86) e f e E,(oz)do®
0
a lieu partout & l'intérieur de B®.
Etudions maintenant lintégrale (84) dans le cas

(57) a> 2.

Il sensuit du théoréme 8b qu’en faisant croitre suffisamment la quan-
tité positive @ et en désignant par ¢ une quantité positive qui peut de-
venir aussi petite que 'on voudra on a:

1 1 3
—w® \ 1—r* cos? )
a

< de ; —r<le<m.

_wi' 1 -—w; l—r;cosg-
87 | | Ealwr)|—-e ( )
Par éonséquent I'intégrale

(84) f e E,(0z)do”

dans la supposition

(57) a>2
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est convergente a l'intérieur de l'étoile de centre zéro limitée par la ligne

1

(88) r“_cos‘—:=l; —r<¢<m.

Cette ligne comme nous l'avons déja remarqué (page 149) est une para-
bole pour a=2. Pour a>2 elle devient une ligne fermée symétrique
par rapport a I'axe réel et coupant cet axe aux deux points r =1, p =0

et r= < 1n>" ; =+ 7. Quand « tend vers l'infini elle s’approche de
€08 —

plus en plus du cercle de centre zéro et de rayon un.

On voit par les mémes considérations que dans le cas 2>a>0 que
I'étoile de centre zéro qui est limitée par la ligne (88) est une étoile de
convergence pour l'intégrale (84).
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On voit encore que 1'égalité

I—2

(86) L f e E,(wr)do”
0

a lieu partout a lintérieur de cette étoile.
Nous sommes donc arrivés au théoréme suivant:

Théoréme 9. »L’intégrale

*
1

(84) f : e"";Ea1 (o) da):T

0

ott a est une constante positive assujettie a la condition
22a>0

posséde par rapport & 2 =1re¥ une étoile de convergence de centre zéro
limitée par la ligne
1

pu T T
(85) rcos? = 1; —a <¢<as.

a_

On a pﬁrtout a l'intérieur de cette étoile

(86) R f AT
0
L’expression

o
1 1

(89) Lim [ e E,(oz)do®
a=0
0

posséde par rapport & x une étoile de convergence de centre zéro formée
par tout le plan i l'exclusion de la ligne droite (1, c0). On a partout
a l'intérieur de cette étoile qui est 1’étoile principale des constantes 1,1,1,...
‘égalité

@
1

— Lim f e B, (wr)dw” .
a=0
0

(90)

I—2z
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Quand d’autre part

(57) a>2
I'intégrale
(84) f " E,(wr)do”

]

posséde une étoile de convergence de centre zéro limitée par la ligne

(88) r‘;cos§=1; —r<¢<7

et 1'égalité

ER R

I—&

(86) L = f o E,(02)de

a lieu partout a l'intérieur de cette étoile.
L’expression

(]
1 1

(91) Lim [ e E, (wz)dw®

¢

posséde par rapport a x le cercle de convergence de centre zéro et de
rayon un et on a partout a l'intérieur de ce cercle

w
1

* = Lim e““;Ea(wm)da)E.»

0

(92)

I—-2

A Taide du théoréme ¢ il est maintenant facile d’arriver a la con-
naissance compléte de l'intégrale générale

L3
1

(8) f " F () dwr

0
Actg mathemation. 29. Imprimé le 31 octobre 1904. ’ 20
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Je reviens & mon théoréme de 1882 (voir la note page 117) et au
lieu de l'intégrale

I I 1 z z\ "
— [ F(z) [z—x—;(B" +B 4. +B,,<;) )] ds

je considére l'intégrale analogue:

S
1 (1 i :
(93) Py F(xy)(—_—;-——éfe E’a(%’)dw >dy.

[

‘étoile B a été construite de la manidre suivante (Théoréme F).
Autour du vecteur 7¢* on construit dans le cas

22a>0

une figure génératrice

$\*. n m
(94) p=r<cos(—z) ; —a5<¢<a5
et dans le cas

a>2

une autre figure génératrice
(95) p=¢”(cosg)a; —al¢s7

ol p, ¢ sont des coordonnées polaires relatives au vecteur et ol r est
déterminé en sorte que la figure appartient entiérement a 1'étoile principale
4 des constantes %, %k , k,,...." Si R désigne la limite supérieure de
r le contour limite de B® sera décrit par Re*; ol ¢ parcourt les valeurs
o<¢<2rm.

Considérons de plus prés la ligne (94). C’est une ligne fermée sy-
métrique par rapport au vecteur 7, ¢ et qui passe par les deux points
p=0, p=r. Pour a=1, et c’est le cas de M. BoreL elle devient un

! voir pour la signification des constantes k¥ page 103.
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cercle ayant la droite (0, ¢;7,¢) pour diamétre. IL’ordonné du point

(0, ¢) par rapport a la ligne (r, ¢) est 1‘(cosg>aL sing. On voit donc que

la ligne s'aplatit de plus en plus jusqu'a se confondre avec la ligne droite
(0,¢;7,¢) quand a tend vers zéro. Il Sensuit que V'étoile B® s'ap-
proche infiniment de 1'étoile principale 4 quand a tend vers zéro.

La ligne (95) au contraire est aussi une ligne fermée symétrique par

rapport a la ligne 7, ¢ qu'elle coupe aux deux points 7 et -——r(cosg)a.

Elle embrasse donc le point zéro. Quand « tend vers linfini elle se

rapproche infiniment du cercle de centre zéro et de rayon r. L'étoile

B gapproche par conséquent infiniment du cercle de centre zéro inserit

dans D’étoile principale 4 en méme temps que a tend vers l'infini.
Revenons a l'intégrale:

S
1 1 1 [0 o\, 3
(93) e F(“’?/)(F‘f—?‘/fe Ea<y)dw >dy

0

oll # sera situé a lintérieur de B et S sera un contour fermé qui em-
brasse la ligne (o, 1) ainsi que la figure génératrice par rapport a cette
ligne et qui est tel que le contour correspondent décrit par wy sera en
méme temps situé a l'intérieur de B®.

On a:
( f w \
I I 4 _wlz 2 2
- F(xy)<ﬁ_?—/fe Ea<y)dw )dy
(%4 0
(96) © .
1 Fzy) _ 2 © -
o= — —_— ® -~ c d;
F(w) 2m‘f Y fe E,,(y)dw y
0

olt l'intégrale

(97) S f Fay) f o® Ea(a—;)dw“—‘ dy
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est prise le long d’un petit cercle de centre zéro. Introduisons dans
I'intégrale

@
1 1

(08) | f o B,(2)do”

0
, . . , . w
la série qui représente la fonetion Ea(§>; on aura:
©

5 [ 20 ( [t o

0

/

5, ® (0 .

_ —w® I Fley) , @ z

(99) —fe (Z;;if?;i"dyw)dw
- L

Y=

& 1 ® © @ 1
i 1 ["F(2) , (wx) - -
{=fe <22—mf 1 02 T >dm -—fe F,(oz)do* .
- Rid

V= 0

Par conséquent:

w
1

F(o) = f " B () do*

w

(100) 29
1 1

1 1 1 [ (@,
-I-Esz(xy) <Ff—?7f6 Ea(§>d(l) )dy

0

Pour chaque valeur de y qui appartient & § nous avons

1

1 I —o® (7 %
(IOI) —:—I—=?—/f6 Ea(—?;)dw y

/

<

d’ot

(102) F(x) = fe"""—Fa(wx) dwlz
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égalité qui est valable pour chaque domaine X situé & l'intérieur de I'étoile
B®. Si on se remémore maintenant les théorémes ID et K on voit que
Iétoile B est une étoile de convergence de l'intégrale

.
1

(8) f e F(w2)do* |

0

I’énoncé donné dans l'introduction de cette note est donc compleétement
démontré.

J’attirerai encore l'attention sur la formule

(103) FB®(x le2 f e" “dw z

qui est une conséquence immédiate de la formule (99) et ol B® est une
étoile de convergence de l'expression limite du second membre.

La série
l

Zlavf e " wdww

est une fonction entidre de z qui dépend de deux paramétres w et a.
Elle s’approche indéfiniment de FB®(z) quand @ augmente au dessus de
toute limite, et de FA4(z) quand a s’approche indéfiniment de zéro. Par
conséquent:

G a. »Soit FA(x) une branche fonctionnelle quelconque appartenant
aux constantes %, %, k,, ..., %, ..., dont A est I'étoile principale. On peut
toujours & l'aide des constantes % former une fonction entiére de z, G, ()
qui, en outre de z et des %, dépend de deux paramétres positifs w et

a et qui est telle que
Lim Lim G, ,(z) = FA(x)

a=0 w=o

et que l'expression
Lim Lim @, (%)

=) w=w

diverge en dehors de 4.
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On peut choisir &, ,(x) de telle maniére qu’'on obtienne en méme temps

Lim G, ,(¢) = FB®(x),

Lim Lim G, () = FC(x)
et que les expressions:
Lim G, ,(z); Lim Lim &, ,(x)

o= a=0 w=%

divergent, la premitre en dehors de B et la seconde en dehors de C.»

Si on laisse tomber la condition que l’expression qui aura FA(z)
pour limite aura en méme temps A pour étoile de convergence, il est facile
de choisir la fonction entiére de telle manieére qu'elle ne dépende que d’un
seul paramétre. Nous le verrons dans la suite au § 5. Le théoréme est
analogue au théoréme suivant de WEIERSTRASS ' auquel le grand analyste
attachait une importance spéciale.

g, »Soit f(x) une fonction quelconque réelle et continue de x. 1l
est toujours possible de former une fonction entitre de z, soit g,(x) qui
dépend, en outre de x d’'un paramétre positif w et qui est telle que

Limg,(x) = f(%)

= 0

pour toutes les valeurs réelles de z.»

La formule (103) peut étre transformée d’une manitre intéressante.
On a:

L ]
L ‘

c y =" o : e* @+ :
Z(ko—!—klm-}-,..-}-k,x) f-|—2—u—'—da) — mdﬂ))

v=0 0

— —w _ —m wn+l ‘l;
lef o do o ka Tt %"

! WEIERsTRASS. Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkiirlicher Funk-
tionen reeller Argumente. Theorem A. Berl. Sitzungsber., 9 Juli 1885. Werke,
Bd 3, Pag. 4.

x
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On a de méme:

le \/Ianf —uw? ndw =0

et par conséquent (voir 4°™° note page 370 la note)

e~ wn+1 ‘_
!a('n,+ I) do® = o.

Liml i ko
A= | y=0

On obtient donc:

Zlaf ‘“’wdwx

1
wd
1

= z by + b+ ...+ k,x“)f e (ﬁj—%)dwa

y=0
0

et par suite:

(104) FB9(z)

1

o
1

=Limi(ko+k1x+---+kvxv)fe_w;<% Ta‘%%) o

W=D Y=g
o

Pour a = 1 cette formule devient celle de M. BoREL savoir:

e—mwv+l
!u+ I

FBY(z) = Lim i ky + bz + ...+ ko)

159
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Le second membre de (104) est uniformément convergent par rapport a z.
On peut faire par conséquent:

v+1
(105) FB<a) f p— Z[ o a‘("u_l_l))/;,;kﬂx ]

La formule (104) nous fait voir qu’on aurait pu obtenir les quatre formules

fondamentales (102), (103), (104), (105) en faisant subir a l'intégrale (93)
la transformation

8 o®

1 I i © :;
(106) L [ Fay) ————-—-fe Ea(y>dw dy

27

1
8 %
1

-5 358 [ (35 ~o(ml) ) ) o
0

et en appliquant au second membre des considérations tout & fait semblables
a celles du § 2 de ma quatridme note.
Nous sommes donc arrivés aux égalités suivantes:

1

ma
1 1

FBO(x E(k PR +kx)f —‘"E<""7: 'a?;il)) o

0

Py an v 1
= FB®( x)—f Z[ au a(v+l)>,§ok"x ]

v=0

L

= FH“)(w)—le%f " o do® o
v=0 T ¢

—

(107
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(109)

— FB®(z)— j e F,(0z)do*

[}
8 [

=L F(xy) -I~——- - f e“";Ea (%) dwi dy,

2m

L]

Ia(v+ I)

ye=0

=f S
_lezl_f e a)dw i

1

= f e" F,(0z)dw® ,

0

=

FA()

1

ma
1

a=0 w=«
0

1

® L ® o '+l v
- l::ilgl e I: 2 <<@ ‘ a(v+ 1)>/Lz:ok”x )]

0

1

a=0 w=w a=0

ve=0 0

Acta mathematica. 23, Imprimé le 31 octobre 1904,

== Lim Lim ;(ko +hx+4 ...+ kywv)f e* <§‘E—W‘I—)>dw;

= Lim Lim 2} f _“’a @ do® @ =Lim [ ¢ F. (wx)dw® .

FB9(g L1m2k+k1x+ -I—-kw)f e’ la” —wi—.)dw

21

161
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J’ai obtenu par conséquent le théoréme suivant:

Théoréme 10. »Désignons par 4 une étoile de centre @, par a une
quantité positive et par B® une étoile concentrique & A4, inscrite dans A4
et engendrée dans le cas 2>a>o0 par la figure génératrice

- AW 4T n
,o-’r(cos;), azégbéaz
et dans le cas a> 2 par la figure génératrice
p=r(cos£>a; —r<¢<7m

ou p et ¢ sont des coordonnées polaires relatives au vecteurs & — a = ré®;
o<g<2m. Létoile B® gapproche infiniment du cercle de centre a
mscrit en 4 quand « tend vers l'infini. Elle augmente continuellement

avec i et devient pour & = 1 'étoile de BoreL (Théoréme 7 a). Elle ren-

ferme dans son intérieur tout domaine situé i l'intérieur de A pourvu que
a soit chosi suffisamment petit.

‘étoile A étant 1'étoile principale des constantes F(a), F(a), ...,
F®(a), ... assujetties 3 la condition de CaucHY, 1'étoile B est une étoile
de convergence pour l'expression:

1

o

o F)a) FoXa) , e L
bim X (Floy+ 52 ey S ) [ (1 o
0
= [ g (@ e NSO H
= fe [ ot <|71;— [a(y-{- [)> Z |Iu (x a)ﬂ]dw
[} v= - —-———— p=90 i
im S £ roEo P 1
= Tim Fly(a)[%f e w' do® (x_a)vz e~ Fa(w(x——a))da)“;
V=@ y_9 - il

0

F,(x—a) = F(a) + FNa)(@—a) , FOa)@—a) | FOa)@-a)®

jr e |2 |a2 3 a3

+ ...
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De plus on a I'égalité:
FB®(z)

1

—Lim ; (F@)+ EE—@(m_a)Jr...Jr E(Ii)i@(x_“)v> f (2 o ) o
(]

o 2D
O

— x——a“]dw;
, e\ |e0+D) & v ( )

1

o%*

w® 1 1
. ) - -

:le E _F_’l_y(g_z_‘.%;f e-—-a)a wvdwa(x__a)v

w=® ,_-0 et Bud

0

©
1

f e“";Fa(w (x— a)) dw:_‘ .

0

L’expression limite:

Lim Lim 3 (Flo) + %0 — )+ ..+ T2 — )

_m:—l @ @'+l %
x [ (&~ Taten)™
0

. il (e w't! . F®)a)
Lim | 3 )X
1]

0 @—]M n=0 I_’If (w—a)ﬂ]dwa

1
?
1
® o) - L
Lim Lim z —FTv(g)—l—il—J f e @’ do® (x — a)
a=0 w=o g z il
0

©
1

Lim [ e F,(0(@— ) do®
a=0

0
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posstde une étoile de convergence identique & l'étoile 4 et on a l'égalité:

F4(x)

— Lim Tim z ( Ffllz(a)( &+ ...+ F%(a) @ a),)

a=0) w=» |, l_..
__,,a o ot :
Xf av a(v+1))d
— im [ (2 ot Ve FO N
= Umje [2(((2 (a<u+r>),§ z )>:|d“’

9

S F® : L
= Lim lezw—l-—fe"‘” w’ do® (&— a)’
a=0 w=o0 ,_; |_’_’_ lﬂ
[

-]
1 1

— Lim | e F,(w(x — a))dw®.
a=0
1]

D’un autre c6té l’expression limite:
o

Lim Lim Z ( F(a) + Fm(a)( @)+ ...+ F®)a) (r— ))

e B B

w“ .
i | © o+l =
Xfe (@ on)%
4

— pim [t (e V@, N
~ L[ [2((@1 ) ay)]dw
0 y=0 T -

1

) ’ 1 1 w % 1
= LunL im EF (@) 1 f e v do*(z—a)=Lim | " F(0w(r—a)do
y= p a=w ¢
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possede le cercle de convergence C de centre zéro inscrit dans I'étoile
principale 4, et on a 1'égalité

FO(z) = Lim leZ( @)+ Py +F( ><a)( a)y>

PR K ¥
s % v v4-1 %
x [ o (G pn) e
0
: RS v v+l FXa) L
= Umje [2((@ ]aa(,v+1)>z |_a( —“))]d

Si dans l'intégration on s’arréte dans le passage a l'infini & un nombre fini
o on aura l'égalité:

FBO(2)— " (F(a )+FI(“)( —a)+.. +F(|"“)( —ay)

v=0

ﬂlu

_wa ’ @
Xf —a; a(v+1))d
_ ppe s ¢ @t & P ) ot =
- w3 3(( i) £ e o -
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1
wa

= FO) z L
= FB9(z)— ¥ F—l lf"% f " o dw® (& — o)
V=0 —_ R
0

1

1

= FB9(z)— f e F, (0(x — a) do*
0

8 w®

1 1 1 . B
= [ F(s) z_m‘";f""” Ea(w’;‘)dw d

qui a lieu partout & lintérieur de B@, § désignant un contour fermé
embrassant la ligne (ax) ainsi que la figure génératrice par rapport a cette
ligne et situé en méme temps & l'intérieur de B®.»

On peut former de plusieurs manitres différentes, je le montrerai dans
le paragraphe suivant, des formules tout & fait analogues aux formules
(107), (108), (109); mais il parait difficile de les établir de telle maniére
que I'étoile ol elles convergent reste toujours, la fonction étant quelconque,
une étoile de convergence. ('était 13 au contraire, je viens de le démontrer,
une propriété fondamentale des formules (108), (109).

§ s
Regardons l'intégrale

8
110 ~ 1 [ Fl) <_I__ )
(110) J(z) mfy_lE(wy 1) )iy
F(z) étant comme toujours défini par 1'égalité
(4) FO(z) =k, + k& + ko + . ..
ot C est un cercle de centre zéro et de rayon r déterminé par l'égalité:

(1) Lim | | =

Y=

I
r
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et E(xz) désignant une fonction entidre de z telle que
(111) E(0)=1.

Le contour § doit faire la limite d'une surface simplement connexe pour
laquelle la fonction F(xy) reste réguliere. Il doit étre parcouru dans le
sens direct et embrasser les deux points y = o, y=1.

On a:
©
F
(112) J(w):F(x)+%fy—(f-g—)E<w<i—l>)dy
ou
(113) y (ky + Fz 4+ ... + ko) ‘l"i—w) 4 J(x).
v=0
La série
> B0 — o
B—o+h)=Y l(z )

y=90

étant pour toutes les valeurs de @ toujours convergente par rapport a A
on a pour toute valeur de w
— | /B =
= E" - w) —0o
v

y=o

D’un autre c6té en mettant », <r et en désignant par g, la limite supé-
>k
y=0

‘WEIERSTRASS !

rieure de

pour |#|==7,, on a d'aprés le théoréme de CauUCHY-

|5 <gri*

et par conséquent

. . (I_w—I)v+1 .- (—L)v-{-l
z Ikﬂxﬂlégl - =4 <m> .
pn=0 i—

! WeiErsTRASS. Werke. Bd. I, pag. 67.
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La série:
[ -]

Eo+1( —
3 (1] + k] + ... + [Bor]) Zk

(i)k““
= Ll

est donc pour toutes les valeurs de % et de w une série toujours con-
vergente par rapport a k. Elle est encore, @ et k étant fixés, uniformé-
ment convergente pour un domaine quelconque de la variable x. Par
conséquent (cf. pag. 158)

‘/‘E("*")(—tu)a)“"'1 dw

(r14)  Lim(|%|+ k| + ... 4|52 ])

]u+I =0

et encore en faisant

w

E¢)(~w) ,o B0 (—w) , E(-w) .,
|u+1_w - ( v e bt ¢ )dw

0

et a cause du théoréme fondamental de WEIERSTRASS !

L

vE(v-H)(_w) v
(115) ;(ko+klx+...—|—k,w) m—w“
Z : GH(
= k, fE 75 2)w"da) x.
v=0 0 -

La quantité @ étant fixée, les deux membres de cette égalité sont toujours
convergents par rapport a x.

Soit maintenant W un domaine fini dans la variété w, soit p une
quantité positive aussi grande qu’on voudra et désignons par g la limite
supérieure de |E(— + %)| quand  appartient & W et % a |h]|<p.
On a alors

I | £

| v

En se rappelant la formule
I kv | ég 1 7.-1-14

! WEIERSTRASS. Zur Functionenlehre. Werke. Bd. 2, pag. 205.
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on voit donc que

E(V+1)( —w)
k,———
l (rp)Yp

B

Par conséquent la série:

520 By

v=0 }y
% appartenant a4 un domaine fini donné, est par rapport & « uniformé-
ment convergente pour un domaine fini quelconque. On a donc le droit

de faire

w

I

0

On a par conséquent et & cause de (110), (113), (115) et (116) 1'égalité
suivante:

EC+)(— )
1

F(z)— z(k0 +kx+ ...+ k)

v=10

N\

Zk fE(M)( @) ”dw)x
(117) w

— F(z)— f [Zk,%————w—)(wx)“]dw
- | S (o= 1)

Nous voyons immédiatement que par un procédé absolument égal au

précédent on obtient encore la formule:
Acta mathematica. 29. Imprimé le 3 novembre 1904, 22
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. Bo+ ‘
(118 Fl@)— 3 (o + bt he) gy e o

v=0

8

_ ren *6)

2mi y—1 E(w) v

Pour obtenir les expressions de F(x) que nous cherchons il s’agit donc

de trouver des fonctions E(x) telles que le dernier membre, soit de (117)

ou de (118), s'approche de zéro en méme temps que @ va vers linfini.
Regardons d’abord la formule (118) et mettons

E(z) = E,(=).

Soit B“® 1'étoile de centre zéro appartenant aux constantes &y, &, &,, . ..
déja considérée au § 4 et soit £ un point a l'intérieur de B. Suppo-
sons d’abord

(34) 2>a>0.

La figure génératrice par rapport a la ligne (01) est
p‘;=cosg¢; —»agégbéag-

Choisissons pour S un contour qui embrasse cette ligne, et tel que xy
soit situé & l'intérieur de B®.

Désignons par S le contour décrit par z =; en méme temps que S

est décrit par la variable y.
La ligne S est fermée, embrasse l'origine et reste toujours extérieure
a la ligne

R~

peeost = 1; | (z=pe?)

R &

1
qui est la transformée de la ligne p* = cos

¢

* au moyen de la substitution



Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d’une fonction monogéne. 171
On sait que Lim E (w?) s'approche indéfiniment de zéro pour chaque
point de S situé dans l'angle

@ T
2r—az>¢>a;
et que Lim|E,(w?)| =(~2 pour les points de S ou

p=zta

NIy

On sait encore que

11
25 oo ?
Lim (lEa(wz)]-—' e’ > =
W= \
pour chaque point de S qui est situé dans l'angle
T y T
—a;<¢<as.
D’apres la supposition concernant § et S, la partie de § qui est située
dans l'angle
T ;n w
— aa < ¢ < a-z-

1 J—

e ‘o
reste toujours par rapport a la ligne ,o“cos‘;—) =1 du méme cdté que l'ori-

=
. . - P - , I
gine. La limite supérieure de p“cosZ dans cet angle est par conséquent
a

toujours plus petite que wn.
On voit donc que:

£(3)
Lim 0y =

0; 2>a>0

[/
Ea<—
Ea(a’)
mani¢re uniforme de zéro pour tous les points de S.

On arrive au méme résultat pour

pour chaque point de S et on voit encore que s’approche d'une

agz.
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La figure génératrice par rapport a la ligne (or1) est alors
Feomt;  —
= o8~ ; r<¢<nm
et on a (c. f. (87)), ¢ désignant une quantité positive qui devient infini-
ment petite avec :—0:
11

w% r® consz
@&

|Ea(mz)]——£e

Revenons maintenant & la formule (118).

On a:
S @
B (%
Ta Fzy) a(!/) —
(119) ?iﬁf‘f’y‘? Bolay = ©
Par conséquent:
EI(V+1)(O)
0 (
FB®(x) %121;1.: + ko4 ... + ke )E(w) s
(120) "
w't?
=Lim gy 2 (b kot b

égalité valable partout a l'intérieur de 1'étoile B™ et ol l'expression:

ww+1

- 1
(121) {;:?m;(ko +hot b oy
est uniformément convergente pour tout domaine intérieur a B®.

On voit l’analogie compléte avec 1l'expression de M. BorerL qu'on
obtient en faisant a = 1. :

Faisons encore la remarque qu’on peut mettre pour E(x) au lieu de
E,(z) une fonction de l'esptce que j'ai considérée page 51; cest a dire
une fonction qui s’approche indéfiniment de zéro quand x tend vers l'infini
le long d'un vecteur quelconque autre que l'axe réel positif, tandis qu’elle
sera une quantité réelle positive croissant au dela de toute limite quand
x tendra vers l'infini le long de l'axe réel positif. En choisissant en outre
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cette fonction de telle sorte que %%? s'approche de zéro d'une manitre

uniforme tant que x appartient 2 un domaine fini situé en dehors de la
partie de l'axe réel positif compris entre = 1 et I'infini, on obtient une
expression

_E(V-H) (o)
( )wv+1

(122) LimE—&u—);(ko +hx+ ... + k) T

qui est uniformément convergente pour tout domaine intérieur a 1'étoile
principale 4 et qui représente la branche fonctionnelle FA(x) partout a
Vintérieur de cette étoile.

J’ai considéré ailleurs ' une telle fonction E(x) et j'y reviendrai dans
une note suivante.

Le résultat auquel nous sommes arrivés par 1'étude de la formule (118)
peut étre résumé dans le théoréme suivant:

Théoréme 11. »Désignons par 4 une étoile de centre «, par « une
quantité positive et par B® une étoile concentrique & A4 inscrite en 4 et
engendrée dans le cas 2 >a >0 par la figure génératrice

-

Sb ¢ T 7
=r{cosi) ; —a-<d<a-
a 2 T p— 2
et dans le cas «> 2 par la figure génératrice
()'/) @
o="r cos;) ; —r<¢<~w

ol p et ¢ sont des coordonnées polaires relatives au vecteur & —a = re”;
o0<Lg¢<z2z. I’étoile A4 étant I'étoile principale appartenant aux constantes
F(a), Fa), ..., F*Ya), ... assujetties & la condition de CAvcHy, on
a les deux égalités: '

* Un nouveaw théorime ginéral de lo théorie des foncitons analytiques. Comptes

Rendus ete. T. 138, 11 avril 1904.

Voir encore pour cette fonction:

E, PuracMEN. Sur une extension d'un théoréme classique de la théorie des fone-
tions. Ce journal, t. 28, p. 357—359.
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FB ) = Lim gress 3 (F(a) + - 0o — )+

p=0 —

4

CEEDE

e =),

FA(z)= Lim Lim T e )Z(F (a) + f——F“‘)( Yo —a) + .

a=0 w=w
I g gl — ay) T
el “))lf_ﬁfj_‘)
ot K,(x) désigne la fonction:

et oll @ est une variable positive.

La premitre de ces égalités a lieu partout & l'intérieur de B“ et la
seconde partout a lintérieur de 4. Le second membre de la premiére
égalité est uniformément convergent pour tout domaine intérieur a B,
le second membre de la deuxieéme égalité est uniformément convergent
pour tout domaine intérieur a 4.

Si on garréte dans le passage a 1'infini & un nombre ﬁm w on aura
I'égalité
1

Bafw) 2 (F< )+ P EE ) e e

w,u.-{» 1

A 0] _
FB®(x)— aGED)

8

= L [F(> ( :“Dd,o

27 2—x E (o)

[ %4

qui a lieu partout & Uintériear de B“ si on désigne par & un contour
fermé qui étant situé A lintériewr de B® embrasse la figure génératrice
q g f
par rapport a la droite (ax).
En désignant par E(x) une fonction telle que, pour chaque domaine
fini situé en dehors de la partie de l'axe réel compris entre x =1 et
p p

. BE{wx . N
I'infini sz)z s'approche uniformément de zéro lorsque w augmente au dela
¥

de toute limite on a
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FA(z) leE( )Z< F("( Qe —a)+ ...

n=0
I E0+0)
) S

ol le second membre est uniformément convergent pour tout domaine &
I'intérieur de 4.
Si on s'arrete dans le passage 4 linfini & un nombre fini @ on a:

FA(z)
__E%J) X <F(a) + - FOa)e — a) + ...+ .;. FO (a)( — a)f > E(v:i)(o)

!

~ / SF(z) < zjf;) (Z;:;

" 2m z-z E(w)
o

ot le contour S est un contour fermé qui étant situé a lintérieur de A
embrasse la droite (ax).»

Revenons maintenant a la formule (117) et faisons v comme aupara-
vant dans la formule (118)

E(z) = E,(z).

Supposons encore:
2>a>o0.

Faisons décrire & la variable y autour de la ligne (o1) une figure cunéi-
forme composée de deux ares de cercle symétriques par rapport a cette
ligne et se coupant aux deux points o et 1 sous l'angle az.

Désignons par V@ 1'étoile de centre zéro inscrite dans l'étoile princi-
pale A qui est engendrée par cette figure cunéiforme comme figure géné-
ratrice.’

! pour la définition de »figure génératrice» engendrant une étoile inscrite dans
une autre étoile, voir page 219 de ma troisiéme note.
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2
0

C'est, 16gérement modifiée la méme étoile que jai discutée autre fois
avec M. Viro VOLTERRA.'

Choisissons pour S une ligne qui embrasse la figure génératrice par
rapport a la ligne (o1) en étant en méme temps située a lintérieur de

I'étoile V@. Désignons par S une ligne décrite par z ___1_1, en méme temps

que y déerit la ligne S. A la figure cunéiforme dans le plan des y qui
a la ligne (o1) pour axe correspondent dans le plan des 2z deux demi-
droites symmétriques par rapport a l’axe réel passant par le point 2 =1
et se coupant sous l'angle ar.

La ligne S est donc une ligne fermée qui embrasse I'origine et reste
toujours du méme coté des deux demi-droites que 'origine. On voit done,
a cause de la propriété connue de la fonction F,(z), que

Lim E,(w(z — 1))

W= o

s'approche indéfiniment de zéro et d’'une manidre uniforme, pour tous les
points 2 qui appartiennent & S.
On a par conséquent:

8
(123) Limf»z(_x‘?- E,,(w(?—;w 1>>dy= o

1

voir page 229 de ma troisiéme note.
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et on obtient au moyen de la formule (117):

- v+,
FV©(z) = Lim Z(ko +he4 ... +k :r,“)~E" (~o) o'+t

v : b
W=® .. !V+l

e n w+1)
From) = Lim > k| [ 22 wde |e,
(124) = v

y=0 . 0 /

(v+1) V
FV(”) f<zk E ( “') )”)dw.

En faisant a = 1 on obtient pour 1'étoile V@ I'étoile de M. BoREL que j'ai
désignée par BY. TLa premitre et la troisitme formule deviennent alors
celles de M. BorerL, la seconde celle que j'ai indiquée dans ma quatridme
note (formule (37)).

Si on introduit au lieu de E,(x) une fonction E(x) de l'espéce que
j’ai considérée dans mes notes des Comptes Rendus aux dates du 11 et
du 18 avril 1904 c'est & dire une fonction telle que E(0)=1 et que,
quand la variable réelle et positive @ augmente au dessus de toute limite,
E(wx) s’approche d'une maniére uniforme de zéro pour un domaine fini

quelconque de x mne comprenant pas 'axe réel positif, on obtient les for-
mules:

FA(zx)= Lim > & f BOC @) L
(125) e y

P’A(m):f(z k,E(V—?%ti’)(wz))dw

[

ou les seconds membres sont uniformément convergents pour chaque do-
maine fini situé a l'intérieur de I'étoile principale.

Acta mathematica. 29. Imprimé le 5 novembre 1904. 23
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Les résultats que nous venons d’obtenir par la considération de la
formule (117) peuvent étre résumés dans le théoréme suivant:

Théoréme 11b. >Désignons par 4 une étoile de centre a, par a une
quantité positive plus petite que 2 et par V® une étoile concentrique a
4, inscrite en A4 et engendrée par une figure cunéiforme ayant I'angle ar
et tournant autour d'un de ses sommets qui doit étre situé au centre a.
Li’étoile A étant D'étoile principale appartenant aux constantes F(a),
F%a), ..., F®a), ... assujetties & la condition de Cavcny on a les
deux systémes d’égalités.

FV®(z) = Lim (F(a) + = Fa)z—a)+ ...

@=w

1 po -__ v Ea(twl)(“w} v1
+!>,{F (a) a))'—m“w )

w
®

j‘ E§V+‘)(~(u)w"dw
FV(a)(w) — Lim E b Ip(v)(a:)(x — a,‘)v,

w=o0 (!V)’

y=0

oo

il v+1) .
PV (g) = f <§: E(T()*w) F(”)(a)(wx}">dw,

0

FA(z) = Lim Lim (F(a) + L FOa) s —a) 4 ...

.
o=0 w=w

E(Ev-i-l) = .
4, FOlaNe — ar) P e

-]

fE(,(:“)(-w)w"dw
FA(z) = Lim Lim E 2 . FYa)(x — ay,

=0 w=wn ('y)“’

y=90
o

— i C E:E“-H)("a’) ) or)
FA(z) me(z&—.——aqz)? FO(a)( x)>dw

a=0 ve=0
v



Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogéne. 179

ou E,(x) désigne la fonction

et ol @ est une variable positive. Le premier systome d'égalités a lien
partout & Uintérieur de V@ et le second partout & lintérieur de 4. Les
seconds membres du premier systéme sont uniformément convergents pour
tout domaine & lintérieur de V@, les seconds membres du deuxiéme sy-
stéme sont uniformément convergents pour tout domaine a lintérieur de
A. Si on s’arréte dans le passage a l'infini & un nombre fini @ on aura
Végalité:

FVo@) —Y (F(a) + TIf O (a)w—a) + . ..

y=0 —

B¢ (-~ w) W'

3y Kl —a) S

= ,]f"V(’/-)( fc) — f ( z E(”ali();w) Al ( a )( (@ — a))v) dw

ye=0
0

s

— T Ii'(z) Ea(‘” & z)dz

2m } z—= Z—a

qui a lieu partout & lintérieur de V@ si S désigne un contour fermé
situé & l'intérieur de V@ et embrassant la figure génératrice par rapport
a la droite (ax). |

Si on introduit au lieu de E,(x) une fonction E(x) telle que FE(wx)
s'approche indéfiniment de zéro quand la variable reelle positive @ ang-
mente au dessus de toute limite tant que x appartient & un domaine fini
ne comprenant pas 'axe réel positif, on obtient les formules
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FA(z) = leZ(F 1«'0)( )& — a)+ . ..
=0 =0
EC (= 0) o

+ POl — o) =,

w

~ fE(”+])(-w)(o”dw
FA(x) = Lim E 2 F(”)(a)(a;———a)”,

= o (lv)
FA(x) = }: L'(L‘n()-ﬂ FY(a)w(@x— a)do

0

oli les seconds membres sont uniformément convergents pour tout domaine
a Vintérieur de 4.
Si on s'arréte dans le passage a l'infini & un nombre fini @ on aura:

f:( 1«'0)( @—a)+ ...

y=90

[0 v‘ E(W*‘l)(*w) vt1
+’ .F()( )( a))f—';:l':’l’———w'*'

= A/“:E(“’“)(v—w)w"dw
= FA(x) — E : (v F¥(a)x— ay

= FA(x) — i F—(iaj—();-@l?‘(')(a)(w(x— a)) dw

:2;ff(zm>E< za;)dz

ol § désigne un contour fermé embrassant la ligne (ax) et situé a 'intérieur

de l'étoile A.»
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I expression

S B vy de
2 ko
Z (J»)

y=0

dans le second membre de 1'égalité

[

fE'("+1)(—w)(u“dw
(126) FA(x) = Lim E 2 k%"

(lv)

v=0

_est une fonction entitre de la variable x.
L'égalité (126) nous permet par conséquent de compléter ainsi le
théoréme G a.

G b. >Soit FA(x) une branche fonctionnelle quelconque appartenant
aux constantes k,, %, ..., %, ... dont 4 est l'étoile principale. On peut
toujours & 1'aide des constantes % former une fonction entitre de x, G,(%)
qui en outre de z et des & dépende d'un paramétre réel et positif w et

qui soit telle que
Lim ¢, (z) = FA(x).»

Il y a, comme je l'ai déja remarqué & la fin du paragraphe précé-
dent, cette différence entre les formules obtenues alors et celles du présent
paragraphe qu’il n’est pas établi que les derniéres ont une étoile de con-
vergence.




