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SUR LA T H E O R I E  DES G R O U P E S  

PAIr 

M. D U P O R T  
D I J O N .  

Bien que la thdorie des groupes continus de transformation air fair 

l 'objet de nombreux travaux, il ne semble pas que l'on soit arrivd encore 

an rgsultat final que compo14e cette 6rude. I1 rdsulte en effet du earact~re 

fonctionnel des dquations qui ddfinissent un R'roupe que ce groupe dolt 
forcdment ~tre eherch6 parmi des expressions prdcises renfermant des fonc- 

tions arbitraires, le cas le plus ddfavorable dtant celui off ces expressions 

seraient les solutions d'un syst6me prdcis d'dquations aux ddrivdes partielles. 

L'analyse suivante off je me suis born6 au cas d 'un groupe d'une 

variable et un param~tre fera bien comprendre Ia partie gdndrale des con- 

siddrations prdcddentes. Elle met en plus en 6vidence un fait nouveau; 

c'est l'existence de groupes continus n 'admettant  pas la substitution unitd, 

malgrd un changement de variable quelconque effectu6 sur le paramdtre. 

I1 s'agit de trouver une fonction y ~- f ( x ,  a) telle que l'on bit 

f i t (x ,  a), b] = f(x,  6, 

(I) 

se r6duisent ~ deux. 

c 6tant une fonetion de a et de b. 
Or ee probl~me est un cas particulier du suivant: exprimer que les 

4quations 
y = f ( x ,  a), 

f,(y, b) ----- F(x ,  6, 
e = r  b) 
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On a 

on an tire 
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of dx + of da, 
dy = 

of, of, OF dx  o F .  
aY dy A- ~-~ d b =  oz "4- ~ dc, 

d c =  o~o da Jr ~b db 
Oa 

Oy k Oz ~-a da "4- ~ db ---- o~ A" ~c ~a da + db , 

d 'oh s6par6ment 

OF 0f, Of Of, Of 0F0~o Of, oF0~o 
(2) 0z - -  0y  0 z '  0y  0a 0c 0a ' 0b - -  0c 0b 

Ces dquations (2) doivent  encore rentrer  dans (I). 
On en tire 

0F of 
0x I O~ 

oF" o~o of 
0c 0a  Oa 

ou bien, en prenant  les logari thmes 

R ( x ,  c) + S(a,  b)~- T(x ,  a). 

Si on suppose dans carte dquation c remplac6 par sa valeur an a et  b, 

elle dolt  devenir  une identit6. On en tire done 

dR dT 
dx dx  

Cette dquation ne contenant  que x ,  a et c doit  ~tre une ident i t t .  On 

aura done 

R = A(x)  "4- B(c), 

T =  A(x)  -4" D(a) 



d'ofi 

On en tire 
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~F vf 
~z 0x 
5 F =  M(c)N(x) ,  --f = P(a )N(x ) .  
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d'ofi 
Fl(y , b) = - -  Q ( y ) -  D(b) 

et l '6qnation (4) devient 

- - D ( b )  + L ( c ) -  g (a )  = o, 

et doit ~tre 6quivalente 
c = ~(a ,  b). 

En rdsum6 le syst~me (I) est 6quivalent aux 6quations suivantes 

H(x)  + K ( a ) - -  Q(y) = o, 

(5) - -  Q ( y ) - -  D(b) + H(x)  + L(c) = o, 

- - D ( b )  + L ( c ) -  K(a) = o 

qui se rdduisent bien ~ deux. 

f ( x , a ) : ~ [ H ( x ) + K ( a ) ] ,  F ( x , c ) = r  

Les 6quations (I) peuvent Mors ~tre remplacdes par les suivantes 

H(x)  + K ( a ) - -  Q(y) = o, 

(3) H(x)  + L(c) + F~(y , b) = o, 

c = ~(a, b). 

En retmnchant la premiere de la seeonde, on a 

(4) Fl(y , b) + Q(y) + L ( c ) -  K(a) = o. 

Si on suppose dans cette dquation, c remplac6 par sa valeur en a et b, 
elle dolt ~tre une identitd; on a donc 

O ,  b) + Q'(y) = o 
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Supposons maintenant que de plus f ,  fl et F soient la m~me fonc- 
tion des deux variables dont elles ddpendent. 

Il sera ndcessaire et suffisant que l'on air 

~[H(y) --I- K(b)] = r  --I-- K(c)], 

d~ant, on se mppelle, la fonction inverse de Q. 
Cette 6quation peut s'~crire 

(6) ~[H(y) -b K(b)] ---- ~[Q(y) q- K ( c ) - -  K(a)]. 

D'apr~s cette 6quation, il faut d'abord que 

K ( c ) - - K ( a )  

soit une fonction de b. Donc l'6quation 

K(c)  ~. K(a)  -{- O(b). 

doit gtre identique 

On en tire 

a dfant une constante. 

On en tire 

puis 

ri,r,~ 

L(c )  = K(a)  --[- D(b) 

L ( c )  = K(c)  - -  a, 

O(b)  = D(b )  + 

L'dquation (6) devient 

•[H(y) q- K(b)J = r  q- D(b) --k a). 

H'(y) K'(b) 
Q'(y) ~ D'(b) ~-- ri 

H(y) = flQ(y) + r, 

K(b) = riD(b) + o ~ 

dtan~ de nouvelles constantes. Les dqua~ions (5) se reduisent h 

Q(y) -~ riQ(x) @ T ~ riD(a) + 6, 

r iD(c)  - -  ~ = r iD(~) + D ( b )  

et l'6quation (6) devient 

f'[riQ(y) "b r "4- riD(b) --k 3] --- r q- D(b) + a]. 



Si on pose 

cette 6quation devient 
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z---- Q(y) + D(b)  + a 

~@ + r + ~ - - ~ )  = ~(~); 

T + 3 peut ~tre remplacd par une seule constante a'; on peut faire tin 
changement de param~tre de faqon ~ poser 

D ( a )  = a', D(b )  -= b', D(c)  = c' 

et les dquations d'un groupe ~ un param~tre et une variable peuvent s'dcrire 

Q(y) =/~[Q(x)  + a'] + a', 

f lc '= V + ~a" + ~. 

Dans ces 6quations la fonction ~ inverse de Q satisfait ~ l'6quation 

~ ( ~  + a ' - - a f t )  = ~(~). 

Les eas les plus remarquables sont: 

solution connue jusqu'ici off la fonction Q esf compl~tement at- 

I ~ 

on a la 
bitraire. 

2 ~ 

la fonetion ~ inverse de O doit ~fre paire. 
Dans le cas g6n~ml la solution peut, ainsi clue me l'a fair remarquer 

M. E. PICARD, s'~crire 

Q ( y )  = QI(~I~) + ~ ,  

Q et Q1 dtant deux d6terminations d'une fonction z satisfaisant h l'dquation 

~(~) = ~(m~ + .) ,  

m e t  n 6rant deux eonstantes arbitraires, 2 ~tant le param~tre. 
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