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OBER DIE ASYMPTOTISCHE DARSTELLUN6 DER INTEGRALE 

LIIqEARER DIFFEREblTIA LGLEICHU lq GEN 

VON 

J. H O R N  
in C L A U S T H A L .  

Im ersten Theil meiner Arbeit Uber alas Verhalten der Integrale vo~ 

Differentialgleichungen beg der Ann(iherung der Veranderliche~ a~ ei~le Un- 

bestimmtheitsstelle ~ habe ich das Verhalten der Integrale einer Riccati 'schen 
Differentialgleichung und einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 

nung fiir den Fall untersucht, dass die unabh:,ingige Veriinderliehe auf 
einem bestimmten Wege nach einer Unbestimmtheitsstelle geht. FOr die 

lineare Differentialgleichung zweiter Ordnunff, ~ deren Coefficienten in der 
Umgebung der Unbestimmtheitsstelle den Charakter rationaler Functionen 
haben, habe ich die SStze des Herrn  PO~NCAIr ~ iiber die asymptotische 

])arstellung der Integrale ]inearer Differentialgleichungen mit rationalen 

Coefficienten durch die Thomd'schen Normalreihen ohne Benutzung der 

Laplace'schen Transformirten bewiesen und vervollst:~indigt, indem ich an 

die Untersuchung des Grenzwerthes der logarithmischen Ableitung am 
Anfang der Abhandlung des Herrn  POINCAI~ im American Journal an- 
kniipfte. Damals kam es mir vorzugsweise darauf an, Methodeu zu ge- 
winnen, welche sich, wie der zweite und dritte Theil * der angefiihrten 

' C r e l l e s  J o u r n a l  Bd. I18 .  

' Vgl. auch KNESER, U~,lersuchuny und asymptotische Darstelho~9 ,.let bde9rale ge- 
wisser Differentialgleichungen bei grossen reeUeu II~rthen des Arguments (C relies J ourn. 
Bd. I 1 6  u. I I7 ) .  

American Journ.  Bd. 7~ Acta math. Bd. 8. 
4 Crelles Journ.  Bd. I I 9. Vgl. die Arbeiten yon Herrn BENDIXSON. 
Acta mathem~iea. 24. haprim~ le 4 oc0obre 1900. 37 
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Arbeit zeigen, auf nicht lineare Differential~leichungen iibertragen lassen. 
Indem ich jetzt diese Riicksicht bei Seite lusse, beweise ich fiir eine li- 
neare Differentialgleichung n t~ Ordnung, deren Coefficienten in der Um- 
gebung der Unbestimmtsheitsstelle x ~ oo den Charakter rationaler Func- 
tionen haben, ~ die asymptotische ])arstellung der Integrale dureh die der 
Differentialgleichung formell gentigenden divergenten Reihen, wobei ich 
wie in der oben erw~ihnten Arbeit vorlSufig noch einzelne nach der Stelle 
z ~ r fiihrende Wege aussehliesse und die Wurzeln der eharakteristisehen 
Gleiehung als verschieden voraussetze, a u c h  jetzt mache ich yon der 
Laplace'schen Transformirten keinen Gebrauch, sondern nur yon Poincar6's 
Untersuchung des Grenzwerthes der logarithmischen Ableitung und yon der 
bekannten Erniedrigung der Ordnung einer linearen Differentialgleiehung 

unter Benutzung eines particul:,iren Integrals. 

Wi t  schicken einige Hilfsuntersuchungen voraus. 2 
In  dem Differentialgleiehungssystem 

(A) x -  ~ dwa 

sei k eine gauze positive Zahl (einschl. o), die Q~, Functionen von x mit  

der Eigenschaft 
lim Q~, ~- o 

und a l ,  . . . .  a , ,  constante Gr6ssen, deren reelle Theile eine absteigende 

Reihe bilden und sSmmtlich verschieden sein sollen. Wir  lassen x als 

1 Die Untersuehungen des Herrn POI~CARE~ welche sieh auf die Laplaee'sehe Trans- 

formation griinden~ setzen die Coeffieienten als rational iu der ganzen Ebene voraus~ 
wi~hreud hier nut d~s Verhalten in der Umgebung der Unbestimmtheitsstelle in Frage 

kommt. 
Vgl. PorschRr Am.  J o u r n .  Bd. 7. 

s Unter lira f(x) wird stets der Orenzwerth verstanden~ welchem die Function f ( x )  

zustrebt: wenn z sis reelle positive Grssse ins Unendliche geht. 
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reelle posi t ive Gr6sse ins Unend l i che  gehen  u n d  un te r suchen  das Verha l t en  

der Quo t i en ten  

Es  ist  

X - - k m  

und 

d log wx 
Wl 

dx 
- -  ( 2 ~ - -  

W i r  haben  

W~ 

W, 
(,1 = 2, ..., m) 

R(a~ - -  a,) < o.  ' 

IQ~,,,I < ~, 

w o 3 eine fiir z = c,o versehwindende  posit ive Gr6sse ist. 

(~t = 2, . . . ,m) 

W e n n  m a n  

2 • ( I  .31 m - - $  I ) =  R ( a l - - -  a 2 ) - - g  

setzt, wo g 

posit iv a n d  

eine kleine positive Gr6sse darstellt ,  so ist s fiir grosse x 

lira s = o .  

W e n n  fiir e inen gewissen W e r t h  von x 

ist, so ist der reelle Thei l  yon 

kleiner  als 

also 

$ 

d log w~ 
X--k W* 

dz 

I 

dz  
~ g .  

(~t = 1, ..., ~.-- I, ~.-b 1, ..., m) 

(/1=% ..., m) 

/~(a) ist der reelle Thei| von a .  
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W i t  verstehen un te r  M den jeweilig ~r6ssten der Quot ienten  

tw l (a ~. ,  2 ... .  ,~i. 
10 t 

und zeigen, dass, wenn 
l 

e < 3 1 < - -  
E 

ist, 
X-* d log M 

~ - - - 7 / -  < - -  g 

sein muss. Es sei 

Wegen  

M = w,i > <-  > . . . .  

I 
M < - 

ist 

ferner ist 

1.1U~. I I . ; , (  < : - '  

I " q l <  I 

( ~ = 2  . . . . .  mi  

wegen 

und  
I 

I W r l  = 

( e rda  , ...J 

w e g e l ]  

I ~ , 1 7 1 ~ . 1 >  ; 

es ist also 
w~ < - -  
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Unter  diesen Vorausse tzungen  ist aber 

]W~, ' I d log - -  
X- ~ w~[ __ X- h. el logM 

dz d ~  < - -  g" 

W e n n  fi'lr e inen gewissen W e r t h  yon x M zwischen e und  i l iegt  

und  bei wachsendem x g'r6sser als s bleibt,  so ist h ie rnaeh  

l im M = o ; 

das gleiehe ist der Fall, wenn  far beliebig grosse W e r t h e  von x M < s 

ist. Mi t  anderen  Wor t en ,  wenn  fSr e inen grossen W e r t h  yon x 

w A l <  I 
W l 

(;t = ~, ..., m) 

ist, so ist 

lira w~ ._ o 
W L 

( ~  = ~ ,  m I ", m )  

Filr das Fo lgende  geni ig t  es, zu wissen, dass i iberhaupt  ein In teg ra l sys t em 

w l , . . .  , w,, des Dif ferent ia lg le iehungssys tems (A) vorhanden  ist, welches 

die Eigenscha[ t  besitzL, dass sich s~mmtl iche  QuoLienten 

Wit ~-)m 

~.UI ~ �9 . . ) Wl 

der Grenze Nul l  n~hern,  wenn  x als reelle positive GrSsse ins Unend-  

l iche geht .  

Die F u n e t i o n e n  

WA Z~ ~ -  (~=2, . . . ,m)  
1/71 

geni igen den Dif ferent ia lg le ichungen 

_j, dz~ 
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wobei gesetzt ist: 

J .  H o r n .  

l l  ~ ~ 1 -  (XI~ 

RI , -~  Qlz, RI1 " =  Qal, 

Ein System von 
der Eigenschaft 

der Form (B) besitzt ein Iutegralsystem z ~ , . . . ,  z,, mit 

limz~ = o, r ..... .~) 

~ v e n n  

R(fl~) < o, 

lim R~, = o, lim R~l ~--- O, lira R~.~ ----= o 

(X =2,...,m) 

ist. Denn ein solches System (B) kann aus einem System von der Form 

(A) hergeleitet werden. 
Wir  nehmen jetzt an, die Funetionen R~, (~,/~ = I , . . . ,  m) seien 

von der Form 
h~ 

R ~ , ~ = ~ - + . . . + ~ + - ~ ,  

lira ~7~) = o ,  

w o n  eine feste ganze positive Zahl darstellt. Erzetzt man jede Function 
~ dureh Null, so wird das System (B) durch ein System von Potenzreihen 

C~l Oh2 
z~ = - + ~ + ~  . . .  Q.=2, ..., m) 

formell befriedigt. 
yon der Form 

besitzt. 

Wir  zeigen, dass das System (B) ein Integralsystem 

z~ = - -  + . . .  + ~ -  + - ;  = z~, -t-" ~-z, 
x 

lira ~.  ---- o 

Die Functionen 
(~.~, ...,m) 
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genfigen n~mlich den Differentialgleichungen 

x ~ + ~ E s , . , ~  = f l ,~  + Z s , . . ~ .  + & , ,  (, .... , ...... 
,u ,u 

wenn man setzt: 

$I, -~ z,--7 , 

7t 

we ~ eine Function von x mit 

lira ~ ,  = o 

ist. Ein  System yon dieser Form besitzt aber, wie vorhin gezeigt wurde, 

ein Integralsystem ~ , . . . ,  ~ mit der Eigonschaft 

lira ~ = o. ( ~  ....... ) 

Den eigentlichen Gegenstand unserer Untersuchung bildet die Diffe- 

rentiulgleichung 

d" y d ' '-1 y d ' ' -~ y 
" "  d-7 + x ' ~ ' P ' ~ Y  = o .  

Die Coefficienten 

P~ = a~ -)ff a:~__s _~_ - ~  ..[_ . . .  

I 
sind entweder Potenzreihen yon - welche in der Umgebung von x--~ oo 

convergent sind, oder Functionen, welche durch divergente Potenzreihen 
I v o n -  asymptotisch dargestellt werden, wenn x als reelle positive GrSsse 
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ins Unendliehe geM; in beiden Fiillen ist, welehe g'anze positive Zahl aueh 

fiir n gesetzt werden m6ge, 

a 2 n  t . ~ n  
P ~ = - a ~ + a ~ + . . .  + ~ +  z -q-'  

lira ~x, ----- o. 

Die eharakteristisehe Gleiehung yon (C) 

a n' -~- a l a  r a - I  -Jl- �9 �9 - -1 -  am-XOt  "71" am = 0 

habe n verschiedene Wurzeln 

deren reelle Theile verschieden und absteigend geordnet seien. 

Setzt man 
y = w l  + . . . + w , , ,  

d x  ~ 

co geniigen die Funetionen Wl, . . . .  , w,, einem Differentialgleiehungssystem 

yon tier Form (A), woraus dureh die Substitution 

aid I 
Z~ ~ -  ;~=~ . . . . .  m) 

W 1 

ein System yon der Form (B) hervorgeht. Es ist 

R(fl~) = R ( ~ -  ~,) < o ~>,:~ . . . . .  ,,,> 

und entweder 
~(.z) 

X 

eine eonvergente Potenzreihe oder 

~(1) b(~) a(n) PaY.~L 

lira g•i = o 

(~ ,#=  1, . . . ,m)  

Vgl. POmCAR~, Am. Journ.  Bd. 7. 
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fiir jedes ~'~. Setzt man fiir jede Funct ion  R~:, die conver~'ente oder asymp- 
totische unendl iche Reihe, so wird dqs System. (B) durch das l le ihensvstem 

c~1 ,!!.~ 

formell befriedigL N i m m t  man jetzt  fi'u" ~ eine feste Zahl, so besitz~ (B), 

wie in w I gezeigt wurde,  eine ]disung" 

(3),I _ _  .-. ), n Z), = - -  + . . . + ~ i n  

lira ~ = o. 

Ob diese L6sunff auch fiir jede Zahl n ' >  ~, auf die Form 

e;.,,, ~;.,,. lira " - -  o ~ +  + ,,,, + ,,,., ZX a~ 

gebraeht  werden kann, d. h. ob (lie l"unetion z;, dureh die l leihe 

~{~ q_ c2:-' + . . .  
a~ gg o. 

asymptotisch dargestellt  wird, l~leibt noch dahin gcstellt. 
Aus den formalen I le ihcnentwicklmw'en 

. __--- __c~'1 _~_ ca2 -Jr- �9 �9 �9 0,~'-' ....... 

era'ibt sich der Gleichunff 

CO-  ~ _ d  log_  :.q ~ a f l o ,  + . . . + a , , , w , , ,  

d,-~ *v~ -t- . . .  q'- W m  

I "4- z~ + . . .  + z,,, 

zufolge die formale Entwicke lung  

. . . . . . .  ga l l2  (]'13 m-t  d l~ % q- a,,q_.,: .:c' -Jr- .,:, q-  . - -  

oder, wenn lllgn 
~ l , l . + l  : - ~  //91 

Ol,k~2 al,k13 

. . . . . . . . .  C' t e x ~*~ ' = C ,  + c " + 7 +  

Aeta *nathematiea. 24. I m p r l m 6  I~ 5 oe tobre  1900. 
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setzt, die der Differentialgleichung (C) formal gentigende Normalre ihe  

=,='*' + e~s =,,., ( C, _.1_ C,, _.k .) 
y =  S 1 -----=e ~ x p' C, + 7 -  a~ ~ "" " 

Aus der Gleichung 

CAI C~,n+k+l ~,n+k+l 1 
~n-l-k..t-1 

folgt 
l i m  ~ , .+~ .+ ,  = o 

X -  k d log y~ 

da~ 

oder 

a, + a ,z ,  + . . .  + a , . z . ,  

I + z , + . . . + z , , ,  
6El,n+k+l 7]ln 

= al + 'II~IX + " '"  + ,..gn+l'+l + a~n+k+ t '  

l i ra  ~7,~ = o 

r -I a~ I..l.k 
+ ~ -I-...-t- / 

C , I  cl,, 
= x " '  6 '  1 + . . ) ,  

l i m  r , .  = o .  

D a n  eine zwar yon vornherein willkiirlich gewiihlte, aber dann festge- 

haltcne Zahl ist, so ist noch nicht  bewiesen, dass die Funct ion  y~ durch 

die Reihe  S 1 asymptotisch dargestellt  wird. 

Aus der Gleichung 

d r y  l 
X_~k da~ v 

Y, 

folgen noch Gleichungen yon der Form 

v v iJ 
a, + a , z ,  + . . .  + a,,,z,,, 

[ + z ,  + . . . + z =  

dvy] 

vl ----- a~ + -g  + . . . + z.+,+----- r- "-I- a,~+,+~, 

lira --#) 

1 Unter z ~ , . . .  , z ,~  wird das obea eingeflihrte Intogralsystem yon (B) verstanden; 

es ist nut  die Bezeichnung insofern geitndert, als die beliebig% aber feste Zahl n je tz t  

mi~ n q- k q- I bezeichnet ist. 
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und insbesondere 
d".q, 

lim x -~k dz" ~ (~=~ ........ 1) 
- -  ~ 1 "  

'!h 

w 3. 

2 beschriebene Differentialgleichung (C) wird Die an: Anfang  yon 

formell befriedigt  dureh m Normuh'e ihen 

a~ x k4-1 a~ 1 xk 

Cz~ ) S~ = e k+: +----~..,+~.kx ~-~ i, ~)'/'~' + 65.,~_ -4- :~- -k- . . . .  (~=1 ....... ) 

Wi r  bewiesen den fo]genden Satz: 1 

Die Dif ferent ialgleichung (C) besitzt ein Fundamen ta l s y s t em  

Y: , . . . ,  Y,~ 

v o n d e r  Eigenschaft ,  dass die Fanc t ion  y~. du tch  (lie Normalre ihe  S~, asymp- 

totisch dargestellt wird,  wean  x als reelle posit ive Grdsse ins Unendliche 

9eht; d. h. es 4st, wenn n b y e n d  eine 9anze positive Zahl  ist, 

a), x~+ l 

C . - t -  �9 �9 �9 -4-  C . ,  _[_ , y~. : e T M  + " x  p~ Ca n t- x z" x " /  

lira i'~, : o. 

Pfir eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung  

d.q d-~ + x 'D  = o, 

a,+,+: ,~,,+,+~ lira ~ ,+,+:  : o P =a+~- ' z  + ' " + x " + * + '  +~"+'+' '  

ist dieser Satz gifitig; denn die In tegra t ion  ergibt  

a xk+l  

X 

lim r, ,  = o. 

1 V g l .  P o i N c a a ~ ,  A e  ta  n, a t  h .  B d .  8 .  
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Wir  nehmen an, der ausgesprochene Satz sei fiir eine Differential- 
gleichung ( m -  1) ter 0 rdnung richtig, und zeigen, dass er dann auch fiir 
eine Differentialgleichung m t~r 0rdnung gilt. 

Wir  beginnen mit dem Beweis des Satzes, den wir fiir eine Differential- 
gleichung ( m -  I) t€ 0rdnung als giiltig voraussetzen: 

Ist in der Differentialgleichung (C) 

O',~,n+ k +  1 r + k +  1 
P~. ~ -  a~ 2f_ a~.135 + " " " + $, ,+k+l  + z n + k + l  :~ 

lim ~,~+k+: = o 

so besitzt dieselbe ein Fundamentalsystem 

y~ = e ,+1 _ _  +:),  

lim r~.~ = o. 

Wir  verstehen unter y~ das in w 2 naehgewiesene Integral yon (C) 

und setzen 

Y = Yl f Z ~ t X ,  

Dann geniigt z der linearen Differentialgleichung ( m -  I) ter Ordning 

d "-1  z x~ d m-2 z 
( ~ l ) d~m l '  ~- Q1 dx.,-~ + " ' "  + x (m- l )*Q. , - , z  = o ;  

dabei ist, wenn man 
y(x v) = d~Yt 

d z  ~ 

setzt, 

Or, = ( m  )t~ x - ~ ' y ~ )  
Yl 

_ (tL--1) 
+ ( m - -  l ) . _ : P 1  x - ~  - + . �9 + ( 1 ) l P . _ ~ x  -*y2 + P,. 

Yl Y~ 

_ b~ n + ~ + l  w , , . + , + l  

Z 

Insbesondere ist 
l i m  o)t~,n+k+l = O. 

b:, = (~'?,)#0[1 ~ + ( ~ n - - I ) / L _ l a l c t l  ~ -1  --~ . . . .3 t- ( I ) l a a _ 1 0 [ 1  "Ju a/t .  

1 Dabei  ist  n als fes te  Zah l  gedaeh t .  



U b e r  die asymptot ische Dars te l lung der  In tegra le  l inearer  Different ia lgle ichungen.  

Setzt man 

so ist 

301 

f (~ t )  = a 'n -J[- a l a  '~-1 Dr_ . . .  _{_ an, 

~ ( f l )  = /~lm--1 _[_ b l / ~ - I  "JI- �9 �9 �9 + b,a_l ,  

f ( : ,  + fl) = ~g(fl). 
Da die eharakteristische Gleiehung f ( a ) =  o von (C) die Wurzeln a , ,  . . . ,  am 

besitzt;, so sind 

die Wurzeln der charakteristisehen Gleichung g(fl)------o yon (D~). Es ist 

o > R(fl2) > . . .  > R(fl,,,). 

Die Differentialgleichung (DI) hat nach dem fiir die Ordnung i n -  I vor- 
ausgesetzten Satze die i n -  I Integrale 

z~ = e ~ - ~  + - T - + + n ~ t ~ f f  * D~. --i- D~i + . . .  +--~- ' - I -  , 
z 

lim 3~ :=- o. o=~ ...... ) 

Wir untersuchen die folgenden m -  I Integrale yon (C): 

a~ 

v,  = v, f z, dx .  (~-, ..... .) 
ao 

Der Index 2 wird voriibergehend weggelassen. 
Durch Integration der Gleichung 

k ~ §  
= f lTf l~+~ . . .  +flt~ + a--z,+~--V_~e-~g+...x,~_,dx/ 

zwischen den Grenzen oo lind x erhglt man, welm man 

f l z i +  i 

: ] e  + x ~-'~ d x  

on .  
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setzt, die Recursionsformel 
~xk4~ 

-~-... 

fl~,~ Ji '-  f l L ~ 4 - 1  J f -  �9 " " "-}- ~ k ~ f ] u i - k  J I -  ( 0 " - -  ]{ - -  ' ) ~ , + , { . ' + 1  = e'+'  x~-~-~. 

W e n n  man vermit tels t  dieser Formel  ~, ~7~,---, ~',, dureh  ~7,+~, . - ' ,  ~,,+k+~ 

ausdriickt, ha t  man 
X 

x t:* fix~+t 

f z~z = I),~ + D,,~, + . . .  + D,,,~, + ] e~+-w* z .... ~,,~x 
ov �9 

ar 

= e ~ + l  + x ~ - h  - E +  T " x / 

X 
[~ ~x~+~ +... 

+ ] e k+~ x ~ - " 3 , , d : c .  

~z 

Setzt man 

so ist l imr~ 

schreiben sich 

h k +  1 r , , = x 3 , , q -  lq + h~ + . . . -t- ~ , 
x 

x 

endlieh, und die letzten Glieder des Ausdrucks fiir f z d z  

X 

l e ~.~-I + "  X,~-,,  T,~d:l;. 
t -  
ar 

Unter  Einf i ih rung  der Beze ichmmg 

X 
2~ k• [~ ~r k4' + 

~n e -  t-+~- +"" ] - -  = X - - a + t +  n e t + I  ..- 

~c 

v . . . . .  'r , ,(v)dz 

hat  man 
x flxk+ ~ 

f J Z  ~ e ~+1 
ov 

E,~ an ) 
- - + - . .  E , .4  - -4- ~ -1- x~ ~ x ~ ~ E + ~  . . . .  

Um zu beweisen, dass 
l i m  z .  = o 

ist, setzt man 
V I+1 = X T M  --~ W 
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oder 
1 

( '~ 
v = x  ,+~/ , 

303 

so dass z. flbergeht in 

[( 
(} + , ) ~ j e  ~=' 

0 

v'--n--k--I 
W k + l  

Fiir t :> o ist 
/ ", v ( '-") 

v t 
(~=1,...,~) 

positiv und kleiner als M.; setzt man 

v 

wk+ 1 

X v 

so hat man far w > o ,  x > o  

y 

1 1  k + l  
tVI~ W . 

Ferner ist fiir w ~ o, x > x 

[a - -  k+'n  --1," - - ,  [log (I + ~ , )  < M log, (I -Jl- W), 

wo M eine positive Gr6sse ist. Wenn man x so gross nimmt, dass 
]r . (x) l  und demnach aueh [~.(v)] unterhalb der endlichen GrSsse g liegt, 
so ist 

R(a)w ~ i  g ~ + ~ M~w + M l n g ( l + w )  - 

0 

Dus letzte Integral ist endlich uud daher 

liIn ~'n ~ O. 
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W e n n  m a n  den  I n d e x  2 wiede r  einft ihr t ,  ha t  man  

also 

: ~:'*' Ez, _jr.. Jr- E~. --F ~ - ] ,  
z ~ d x  = e ~+1 + x = ~ - k  E ~ - 4 -  z "" x - ~  

l im sa. -= o, 

lZk4 "1 

YZ ~-- e k+l 
- -  ( c,, c,. + rl.~ +"x" C~ + - ~ - +  . . .  + - ; -  ~ . /  

pj..v~41 

+... ~ E ~ 4 . . . . + _ _ +  

oder  fiir 2--=- 2 , . . . ,  m 

a lk . t_ l , . . t _~  ' a'~l xtt ( --Cll Jl- - -  ~'ln~ 
Y~t e . . .  +O~"- . l -  . / ,  

F e r n e r  h a t  m a n  
l im/ 'a .  ~ o. 

X-  k d l o g y ~  __ X-  k d l o g y ,  ~-~- ~ + 
z k f  zx dz 

woraus  un t e r  E i n s e t z u n g  der  b e k a n n t e n  E n t w i c k l u n g e n  fiir die GrSssen 

auf  der  r ech t en  Sei te  h e r v o r g e h t :  

a).,n+t ~}~n X- k d log y~ azl -t- -4- z.+k -4- z.+k 
d z  - -  a~ - t -  ~ . . .  

lira 7]a. ~ o. 

w  

W i t  h a b e n  gesehen ,  dass die  D i f f e r en t i a lg l e i chung  (C) m I n t e g r a l e  

m i t  der  E i g e n s c h a f t  

] im x -k  d log y~ (1 * 1, . . . ,  m) 
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oder 

ys , =  e , l i m  (~. : o (~.=I ..... m) 

besitzt. Aus dieser Form geht hervor, dass eine Relation 

~_,c~y~ = 0 

mit constanten Coefficienten nicht bestehen kann, dass also y l ,  . . . ,  y~ ein 
Fundamentalsystem bilden. 

Ist 
~ , ,  = c l y  , + . . .  + c.,y.~ 

irgend ein Integral mit der Eigenschaft 

lim x -~ d log ym 
dx ~= am 

so muss c 1 = o ,  . . . ,  c~_1 = o sein; es gibt also nur ein einziges Inte- 

gral y~, fiir welches 

lira x -k d log ym 
d~t = am 

ist, wenn Integrale, welche sich bloss um einen constanten Factor unter- 

scheiden, als identisch angesehen werden. 
Das Integral y~ yon (C) ist folgendermassen entstanden. Nach Fest- 

legung der ganzen positiven Zahl n ist ~ = ~,,+,4~ ( 2 =  2 , . . . ,  m) irgend 
ein Integralsystem des in w x aufgestellten, aus (C) auf die in w 2 an- 
gegebene Weise hergeleiteten Differentialgleichungssystems mit  der Eigen- 
schaf~ 

lira ~ = o .  o=~ ..... ,,,) 

Die Gleichung 

f r +a-z__- dz 
e J  l + t 2 + . . . + : .  

Y1 

W O  

C~I Cl,n+t-F I 

Ae~,a mat/temati, ca, 24. Imprim6 le 4 d6eembt'e 1900. 

Zn+k+! 

39 
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ist, 

yon (D1) verstanden wird, far  welches 

ft. Horn.  

stellt ein In tegra l  von (C) dar. W e n n  unter  Zm alas einzige In tegra l  

lim x -* ,1 log z,,, fl,,, = a,,, - -  a 1 
d x  

ist, so ist 
x 

y , ,  ~ y ,  f z , , , d x .  

Setzt man an Stelle der urspriinglich angenommenen  Zahl n irgend eine 

ganze positive Zahl n ' >  n ,  wahrend im tibrigen das bei der Bi ldung yon 

y , ,  benutzte Verfahren beibehalten wird, so stSsst man auf die Funct ion  

am ~k+  1 

Cm., t5,,,' "~ 
, +... o (,j,,, + c,,,, + x  ' + ~ + . . ~ -  7' y , ,  -~  e ~+' x. '"( 

lira Tin,,' = o, 

welche, weil 
/ 

l im x -~ d log y,~ 
d x  

ist, mi t  y~ identisch sein muss. 

Es ist als ffir ] e d e n  W e r t h  yon n 

a~ x k 4  t 

= e ~ + ~  + x p" (C~ + C,., Y., \ X 

+ . . . + C , , , + ~ ,  ~ " / '  

lira rm. = o. 

w 5. 

Wi r  wissen jetzt, dass das In tegra l  Ym durch die Normalre ihe  

a m  x~4 -1 

asymptotiseh dargestellt  wird.  

Es ist noeh zu zeigen, dass fiir jeden W e r t h  2-----1,...,m das In tegra l  

y~ dureh die Normalre ihe  S~ asymptotiseh dargestellt  wird, d. h. dass fiir 
] e d e n  W e r t h  yon n 

a 2 xk  ~x ( c,.,, 
y~ = e *+' ~ .... xPa C~ + ~C~" + . . . + Jc" + z" / '  limT~,,, = o 
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ist, n ich t  nu r  fiir die in w 2 eingefi ihr te  feste Zahl  n.  Wi r  vers tehen 

un te r  n '  eine beliebige ganze posit ive Zahl, welche die urspr i ingl ieh  ein- 

gef i ihr te  Zahl  n iibertrifft. Wi r  bilden, yon dieser Zahl  n' ausgehend,  

ein In teg ra l  y~ ebenso, wie ya mi t  der Zahl  n gebi ldet  wurde.  D a n n  ist 

a), x~'4 t 

c~,,, r;.,, ' / t'i = e ~+~ ~ x a  6'~ + __c~.',~ + . . .  + __~,,. + ~ '  .,, 

l im Y~,,c ----- o. 

Die In tegra le  y'~, . . . ,  y',, bi lden ein F u n d a m e n t a l s y s t e m ;  es ist 

Y~. = Yl + c~+,yi+~ + . . .  + c.,y'.,. 

W e n n  m a n  y~ du rch  den  obigen Ausd ruck  ersetzt  und  

a# xk'r I 
-~- . . .  

! p P y~ = e k+l x~(C~ -4- i'~), l im r,,, = o ( p = ) . +  1 ,  . . . ,  m 

setzt, so ha t  man  
a j (  x it% ! 

ff), ~ (?. k + l  

/ 

- - -  + x  ~ CA + C~ + . . .  + - Z  + ~" / 

+ ~ ' * ~  ~ x , , , - , , . c~(C,  + r'~). 

Setzt  m a n  
,,, (%-a~)x~-~ +... 

' ~+, xp,L-~*'c (c + g) ~'z,,' T~,+' q- ]~ e ,,, ~, 
p.= ),-t- 1 

so ist, da der reelle Thei l  yon a , -  a~. negat iv  ist, 

und  m a n  ha t  
a). x~+ l 

+...  s "  

y ~ = e ' §  x ~  + 

fiir jede Zahl  n', w. z. b. w. 

I s t  
y = c i Y  1 .qt_ . . . . q _  c,ny,n 

i rgend  ein In t eg ra l  yon  (C) u n d  

C 1 ~ . . . ~ Ch_  1 ~ O~ C;~ ::1 = O~ 
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so hat man fiir einen beliebigen Werth  yon n 

,~a ~'+ ' ,,, (% + (,,)~+' 
y ~-  cae ,+---V +"" xpa "(Ca + __Ca' 4-  . .  �9 "4- Ca,__ + r~,] qt_ ~_, ct, e k + l  

\ 

WO 

ist. 

so ist 

lira ra. ---- o, lira 3~, ---- o 

Setzt man 

m ~ + 1  ~__1 ~ - . . .  
- ~ c~ e(=~-~ +~) 

a~xa4a 

y ==- c z e  ~+~ 

d. h. das Integral  
lim ~ .  -~ o ; 

y = c~y~ + . . .  + C,,ym 

wird, wenn c~ yon Null  verschieden ist, durch die Reihe c~S~ asymptotisch 

dargestellt. 
W i t  haben uns bisher auf die Betrachtung reeller positiver Werthe  

yon x beschr~nkt. Geht x mit dem Argument  to ins Unendliche, so wird 
die Differentialgleichung (C) dutch die Substitution x = pe + in eine Diffe- 

rentialgleichung mit der unabh~ingigen Ver~nderlichen p iibergefiihrt, deren 

charakteristische Gleichung die Wurzeln 

besitzt. Dutch  die bisherige Voraussetzung, dass die reellen Theile der 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung verschieden sind, sind diejenigen 

Argumente vorl~iufig ausgeschlossen, fiir welche zwei der GrSssen e~(k+~)a~ 

gleiche reelle Theile erhalfcn. 

l 


