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UBER DIE ASYMPTOTISCHE DARSTELLUNG DER INTEGRALE
LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
VON

J. HORN

in CLAUSTHAL.,

Im ersten Theil meiner Arbeit Uber das Verhalten der Integrale von
Differentialgleichungen bei der Anndherung der Verdnderlichen an eine Un-
bestimmtheitsstelle® habe ich das Verhalten der Integrale einer Riccati’schen
Differentialgleichung und einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung fiir den Fall untersucht, dass die unabhingige Veriinderliche aut
einem bestimmten Wege nach einer Unbestimmtheitsstelle geht. Fir die
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, * deren Coefficienten in der
Umgebung der Unbestimmtheitsstelle den Charakter rationaler Functionen
haben, habe ich die Sitze des Herrn Porxcarg? iiber die asymptotische
Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen mit rationalen
Coefficienten durch die Thoméschen Normalreihen ohne Benutzung der
Laplace’'schen Transformirten bewiesen und vervollstindigt, indem ich an
die Untersuchung des Grenzwerthes der logarithmischen Ableitung am
Anfang der Abhandlung des Herrn PoincarE im American Journal an-
kniipfte. Damals kam es mir vorzugsweise darauf an, Methoden zu ge-
winnen, welche sich, wie der zweite und dritte Theil * der angefithrten

' Crelles Journal Bd. 118.

* Vgl. auch KnEsEr, Unlersuchung und asymptotische Darstellung der Integrale ge-
wisser Differentialgleichungen bei grossen reellen Werthen des Arguments (Crelles Journ.
Bd. 116 u. 117).

® American Journ. Bd. 7, Acta math. Bd. 8.

* Crelles Journ. Bd. 119. Vgl. die Arbeiten von Herro BENDIXSON.

Acta mathematica. 24, Iwprimé le 4 octobre 1900. 37
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Arbeit zeigen, auf nicht lineare Differentialgleichungen iibertragen lassen.
Indem ich jetzt diese Riicksicht bei Seite lasse, beweise ich fiir eine li-
neare Differentialgleichung 7' Ordnung, deren Coefficienten in der Um-
gebung der Unbestimmtsheitsstelle z = co den Charakter rationaler Fune-
tionen haben,’ die asymptotische Darstellung der Integrale durch die der
Differentialgleichung formell geniigenden divergenten Reihen, wobel ich
wie in der oben erwiihnten Arbeit vorliufic noch einzelne nach der Stelle
@ = oo fithrende Wege ausschliesse und die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung als verschieden voraussetze. Auch jetzt mache ich von der
Laplace’schen Transformirten keinen Gebrauch, sondern nur von Poincaré’s
Untersuchung des Grenzwerthes der logarithmischen Ableitung und von der
bekannten FErniedrigung der Ordnung einer linearen Differentialgleichung
unter Benutzung eines particuliren Integrals.

§ 1.

Wir schicken einige Hilfsuntersuchungen voraus.?
In dem Differentialgleichungssystem

_adw,
(A) r k'@ = qw, + #lep.zU[A (2, p=1,...,m)
sei k eine ganze positive Zahl (einschl. o), die @,, Functionen von z mit

der Eigenschaft
lim @, =0°

und a, ..., a, constante Grossen, deren reelle Theile eine absteigende
Reihe bilden und simmtlich verschieden sein sollen. Wir lassen z als

! Die Untersuchungen des Herrn PoINCARE, welche sich auf die Laplace'sche Trans-
formation griinden, setzen die Cocfficienten als rational in der ganzen Ebene voraus,
wihrend hier pur das Verhalten in der Umgebung der Unbestimmtheitsstelle in Frage
kommt.

* Vgl. POINCARE, Am. Journ. Bd. 7.

S Unter lim /(%) wird stets der Grenzwerth verstanden, welchem die Function f(x)

zustrebt, wenn # als reelle positive Grosse ins Unendliche geht.
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reelle positive Grosse ins Unendliche gehen und untersuchen das Verhalten

der Quotienten
W)

17 . (A=2,...,,m)
1
BEs 1st
d log 2 . "
_ w : 1
x* dz = a, —a + Qu - Qn + ZQ};L;;E—Z Qm; (x=2,..,m)
e A p>1 !
und
R(a, —a,) <o0.! Q=2,..,m)
Wir haben
| QA;LI < ON’

wo ¢ eine filr # = oo verschwindende positive Grosse ist. ‘Wenn man

m — 1

3

20“(1 + ) = R(a, —a,) — g
setzt, wo ¢ eine kleine positive Grosse darstellt, so ist ¢ fiir grosse z

positiv und
lim ¢ = o.

Wenn fiir einen gewissen Werth von z

1

& < - (p=1,..,d—1LA+1, .., m)

m

wai

Ba

(]

<
€

w,

ist, so ist der reelle Theil von

w

d log d

x‘l‘ __~wl_
de

kleiner als

01

R(a, — a,) + 26 4 2(m — 1)d.
also
d log

5
1
T - 7

' R(a) ist der reelle Theil von a.

x—k
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Wir verstehen unter M den jeweilig grissten der Quotienten

ll/'}L L
w0, T
und zeigen, dass, wenn
1
e < J[ < -
&
1st,
dlog M
k 8 — <L — (l
dr

sein muss. Ks sel

1 1 =

Wegen
I

M<-
st

W), L,

Il [ g ®=2

w, e
ferner ist

w, 1

S < —

wy €
wegen

wh
M e ‘——— ‘ > &
wl
und
Yl <l (a=t
wy | == e

wegen

es 1st also
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Unter diesen Voraussetzungen ist aber

wy
d10g |
x“‘]‘__mgqij}‘l — x—’k M

dx dz <9

Wenn fiir einen gewissen Werth von 2 M zwischen ¢ und - liegt

und bei wachsendem « grosser als e bleibt, so ist hiernach
lim M = o;

das gleiche ist der Fall, wenn fiir beliebig grosse Werthe von z M < ¢
ist. Mit anderen Worten, wenn fiir einen grossen Werth von x

Wy I
— | <- A=2,...,m)
w, e
ist, so 1st
lim 22 = o. (A=2,..., m)

1

Fir das Folgende geniigt es, zu wissen, dass iiberhaupt ein Integralsystem
w, ..., w, des Differentialgleichungssystems (A) vorhanden ist, welches
die Eigenschaft besitzt, dass sich simmtliche Quotienten

w

g
3

3
y e ey
w, 1

|

g

der Grenze Null nihern, wenn z als reelle positive Grosse ins Unend-
liche geht.
Die Functionen

geniigen den Differentialgleichungen

—k dzl

(B) T

+ Z)?R];;Zﬂ = ﬂzzx -+ %Rmzﬂ + R,,, Au=2,...,m)
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wobel gesetzt ist:

Rl;:. == Q).,u) (A ='= p’)
Rn = Qu - Qu-

Ein System von der Form (B) besitzt ein Integralsystem z,, , 2, mit
der Eigenschaft
lim z, = o, (A=2,...,m)
wenn
R(p,) <o, (A=2, .., m)
lim Rll‘ - O, llm Rll _- o, llm R)_/l = 0
ist. Denn ein solches System (B) kann aus einem System von der Form
(A) hergeleitet werden.
Wir nehmen jetzt an, die Functionen R,, (A, p=1,...,m) seien

bal) bgn) '((n)
el el 2
RA,L: +~~~+—“+‘a:7’

x z"

von der Form

lim 4 = o,
Erzetzt man jede Function

wo n eine feste ganze positive Zahl darstellt.
B durch Null, so wird das System (B) durch ein System von Potenzreihen

(A=2,...,m)

formell befriedigt. Wir zeigen, dass das System (B) ein Integralsystem

von der Form
a1 Can Cln _ C)n
51=7+ +Q?+;'__ZA"+F’
lim§, = o0
besitzt. Die Functionen
A=?,...,m)

G = G
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geniigen nimlich den Differentialgleichungen

—k dCX

T

+ g%‘g)p.é; == ﬁlg + zﬂ:SluCu + qul) (A, x=2,..,m)

wenn man setzt:

s, = Zu,

i an

Si,u == R)‘,L I Rl,u.zl/.t ()‘ == #)’
Sy = By, — Rz, — (R;:‘-Zh + ...+ ‘Ri”‘z”"') + ;% ’
8§, = $n,

wWC g, eme Function von z mit

].im ¢A! = 0
ist. Ein System von dieser Form besitzt aber, wie vorhin gezeigt wurde,
ein Integralsystem ¢ , ..., {, mit der Eigenschaft
llm g = O. (R=2,...,m)
§ 2.

Den eigentlichen Gegenstand unserer Untersuchung bildet die Diffe-
rentialgleichung

™y rp ™y wp "%y (m—1)k dy mk _
(C) ‘W-i-xP‘W-,'x Pgdzm_2+...+x Pm_la—;:"*‘x Pmy——o.

Die Coefficienten
2781 @2

Px=ax+7+7+-~ Aetyym)

sind entweder Potenzreihen von i, welche in der Umgebung von 2z = 0
convergent sind, oder Functionen, welche durch divergente Potenzreihen

von i asymptotisch dargestellt werden, wenn z als reelle positive Grosse
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ins Unendliche geht; in beiden Fillen ist, welche ganze positive Zahl auch
fir n gesetzt werden moge,

an

Pi=a+ . 4+

(lA,, + (l;lnn ,
lim ,, = o.
Die charakteristische Gleichung von (C)
"+ a4+ ... +0, ,a+a, =0
habe n verschiedene Wurzeln
T T

deren reelle Theile verschieden und absteigend geordnet seien.
Setzt man '

y=w1+"'+wm7

.
x d;,{ = a:u]l + cee + a:nwm) =1 ..., m—1)
co geniigen die Functionen w,,....,w, einem Differentialgleichungssystem

von der Form (A), woraus durch die Substitution

Wi
& == — A=2,..,m)
A w, (

ein System von der Form (B) hervorgeht. Ks ist
R(ﬂl) = R(“A — an) <O k=2, .., m)

und entweder

b(l)
Rl# = ? + i e A,p=1,...,m)

X

eine convergente Potenzreihe oder

b(ll) gn) ﬂgn)

O bip  Plu

R, +o T
lim £ = o

! Vgl. PoIiNCARE, Am. Journ. Bd. 7
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tiiv jedes n. Setzt man fir jede Function R,, die convergente oder asvmp-
totische unendliche Reihe, so wird das System (B) durch das Reihensystem

a1 .2
Z« = e + Ty _L e (Ru‘),,“,ﬂl)
A @ ‘f02 1

formell befriedigt. Nimmt man jetzt fiiv # eine feste Zahl, so besitzt (B),

wie in § 1 gezeigt wurde, eine Lisung

Ci1 Cin shn
ZA=?+ ”'+m"+.x"’

lim &, = o.

Ob diese Lésung auch fiir jede Zahl »#' > n auf die Form

Cit Cin' :).n' :

x " ;

gebracht werden kann, d. h. ob die Function z, dureh die Reihe

asymptotiseh dargestellt wird, bleibt noch dahin gestellt.

Aus den formalen Reihenentwicklungen

€1 Cae
2, = — + T + (IR (A2, ...,m)
. @ @
ergibt sich der Gleichung
cdlogy  oaw + ...+ LW
da w, 4+ ...+ W

@, + 1,2, + o+ gz

T4z, + ...+ 2

zufolge die formale Entwickelung

iy dlogy 7 Ay , @
p S g e

7
dz B

oder, wenn man
Ay i1 = O
L OEp @ikis . ,
R 0, 0
= (/1 + T" +

X

€

Ly

£

Acta mathematica. 24. Ymprimé le 5 octobre 1900. 38
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setzt, die der Differentialgleichung (C) formal geniigende Normalreihe

ayridl a,,z"+ o+
51 i3
y=15 = (0 + %+ St ).
Aus der Gleichung
_Cu ca Chnditl Cl,n+k+1 1
Z;\:— —+ ..+ o ZrrETl + i)
lim § upi40 = O
folgt
_sdlogy, oyt ag ot + %y + .+ Q) gkt + Nin
dx L+2,+...4 2m 2 TEH] ZrTEEL?
lim »,, = 0
oder
azit! auz"+ +auz C
y, = e 1 & (C + “ + . +_ n L )’1;.)
lim y,, = o.

Da n eine zwar von vornherein willkiirlich gewihlte, aber dann festge-
haltene Zahl ist, so ist noch nicht bewiesen, dass die Function y, durch
die Reihe §, asymptotisch dargestellt wird.

Aus der Gleichung

y,
e 4% a + dyzs + ...+ dtm
Y, T+2z, 4+ ...+ 2,

folgen noch Gleichungen von der Form

*—dyy' ) ® )
de a); a
—vE 11 1,n4+k4+1 Nn
z 1 l+ + + n4k+1 + g+l !
Y, z
lim %{) =
! Unter z,, ..., %, wird das oben eingeftihrtc Integralsystem von (B) verstanden;

es ist nur dic Bezeichoung insofern geindert, als die beliebige, aber feste Zahl n jetat
wit n 4+ k 4+ 1 bezeichnet ist.



Uber die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen. 299

und insbesondere
ay,

v
lim x—*ykiw_ = a;- (v=1,..,m—1)
Y,

S 3
Die am Anfang von § 2 beschriebene Differentialgleichung (C) wird
tormell befriedigt durch m Normalrethen

ay et o,k
S, o #FT TR teteus
=

v (/').1 C 2 A
x (Cz + ry + .x;—i + .. ) A=1,..,m)
Wir bewiesen den folgenden Satz:'’

Die Differentialgleichung (C) besitzt ein Fundamentalsystem

Yo, s Yn

von der Eigenschaft, dass die Function y, durch die Normalreihe S, asymp-
totisch dargestellt wird, wenn z als reelle positive Grisse ins Unendliche
geht; d. h. es ist, wenn n irgend eine ganze positive Zahl ist,

k4l
aﬁx+

—+...
?/z —_ £4+1 rPr <(/7A +

C.l OYI N
By,

z z®
lim y,, = o.

Fiir eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung

g'—i+x"Py=o,

a Anyks] Wntks1 . —_
— i —
P—a+—w+...—|—wn+k+l+zn+k+l, lim @44, = O

ist dieser Satz giiltig; denn die Integration ergibt
azht! 1 N
y=e (04 S ST,

x x’l ‘vn

lim y, = o.

! Vgl. PoINCARE, Acta math. Bd. 8,
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Wir nehmen an, der ausgesprochene Satz sei fir eine Differential-
gleichung (m — 1)** Ordnung richtig, und zeigen, dass er dann auch fiir
eine Differentialgleichung m'" Ordnung gilt.

Wir beginnen mit dem Beweis des Satzes, den wir fir eine Differential-
gleichung (m — 1)* Ordnung als giiltig voraussetzen:

Ist in der Differentialgleichung (C)

ax Aantk+1 @Brntitr 1
Pl‘;d}‘-f-;—f— +;ﬁr+é—z"+‘+l 3
lim @; 54441 = O

so besitzt dieselbe ein Fundamentalsystem

ay attt

Ay y 07 Cin "
gy =€ x"‘<(ﬁ+f+--~+*;7+%>’

lim y,, = o.

Wir verstehen unter y, das in § 2 nachgewiesene Integral von (C)
und setzen

y =y, [z,
Dann geniigt z der linearen Differentialgleichung (m — 1)** Ordning
. dm—lz dm-?z — _ .
(Dl) E‘;m——f_l_‘fer]W-l_ +Z( l)ka—lz_o)
dabei ist, wenn man
0 - T
' =g

setzt,

(r—1)

(&) ’
Q= (m)e L (n— 1), P et () Baa 2+ B

1 1

by.l by,n+k+l Dpntk+1
=b+ 4. .+t

lim @, 4441 = O-
Insbesondere ist

b[L = (”l’),u.all‘ + (m - I)[t—lalall‘—l + R + (I>la,u—1a1 + a;u

' Dabei ist n als feste Zahl geducht,
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Setzt man

fla)y=0a" + aa™ '+ ... + a,,
9(B) = L b kL b,
so ist
fla, + B) = Ba(B).

Da die charakteristische Gleichung f(a)=o0 von (C) die Wurzeln a,, ..., a,,
besitzt, so sind

Bo=a, —a,. .. B = tp — a
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung g(g) = o von (D,). Es ist
o> R(B,)>...> R(B.).

Die Differentialgleichung (D)) hat nach dem fir die Ordnung m—1 vor-
ausgesetzten Satze die m — 1 Integrale

Byattl Byt

— +... /9 T Dn n
m et T W g (p, p Dy g Dy O,
X X T
lim ¢,, = o. (=2,..,m)
Wir untersuchen die folgenden m — 1 Integrale von (C):
Y=y led:v. A=2,...,m)

Der Index A wird voritbergehend weggelassen.
Durch Integration der Gleichung

Bt | piat
dl_e—_"“ ot the xa-t——v]

—k—uyy 22

B

zwischen den Grenzen 0o und z erhilt man, wenn man

x

Akt +
9, = [e"“ ' dx

o0
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setzt, die Recursionsformel

g k41

) , _ ix+1 +"'xa—k-w

ﬂm + ﬂl%+1 + ...+ ﬁkﬂuu + (0'_ v J)%+k+1 =€ .
Wenn man vermittelst dieser Formel 7,7, ..., %, durch 7,4, ..o, Douyers

ausdriickt, hat man

x
A gkl

[edz = Dy 4+ Dy + ...+ Dy + / e g, du

(2
x

ﬁxk—fl

+.. o/
— k41 xo—k(E +

A\

El
e SR

z k41
2
i’ A
+ | eftt xhg.dx.
ot

‘E"
;") + ]1177"“ + ...+ h‘k+177n+k+l

Setzt man
.h‘- 11

R h,
T?x:x071+]ll+;-+-"+—;’

&£
so ist limz, endlich, und die letzten Glieder des Ausdrucks fiir f 2dx

schreiben sich

z

Skl
Fr1 +e a—n
e’ " dy.

©

Unter Einfithrung der Bezeichnung

i.z’*f1+ » ﬁvk+|+
g, =€ k41 x—o+k+n/ek+l Ua—n—l T,,(’U)(Z(L‘
o«
hat man
z Gkl . )
te o n E Eu En
fz‘{'g=ek+l x’ "(L + 4+ +;6:+;v7,>.
Um zu beweisen, dass
limeg, =0

1st, setzt man
o — ZHH + w
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oder
L
w \ft+!
U=x<l+x—*—k+‘> y
so dass ¢, ibergeht in
"3 k v
pfw 19('+1+v w \——
I it Z T [(estpmi]
g, = ———— | € v= -
" k4 Dz
Q
o—n—k-—1
’ w \ k1
X (I +Fﬁ> ‘z',,(?))dw.
Fir ¢t > o ist
- / I X3 )
[ Be1—v | (I +t° ,)Hl—l
— - w=1,..., %)
y t

positiv und kleiner als M,; setzt man

so hat man fir w >0, x>0

v
| Bei— | w kD
| () —

Ferner ist fir w > o0, © > 1

v

< M, wt!

|a—n——k—

E+1

! l1og<1 + %) < Mlog (1 + w),

wo M eine positive Grosse ist. Wenn man z so gross nimmt, dass
| 7.(#)] und demnach auch |7,(v)| unterhalb der endlichen Grisse g liegt,
so 1st

o y=1 v
g %‘?‘l”+ S #,0H + Hlog (149)
— €
k + Da t

0

Das letzte Integral ist endlich und daher

[ea] < dw

lim ¢, = o.
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Wenn man den Index A wieder einfiithrt, hat man

By 2+

Jads = e gni(p g By By o),
lim ¢,, = O,
also
ayettl
m=e a0 4+ Sy 4 D g )
Bt
X et ga (B4 By gl
x x x
oder fiur A= 2,...,m
T
o= et T g (g 4 Ty G ),

@ x" x

lim rx,‘ = 0.
Ferner hat man

)

_. dlog ya _sdlogy 23
zt d:cy=xkda:1+ z

z‘fz,\dz

@

woraus unter Einsetzung der bekannten Entwicklungen fiir die Grdssen
auf der rechten Seite hervorgeht:

a1 n s
x*'ﬂ=a1+%“+_'_+&ﬁ+ n

dzx gtk n+k ’

lim ‘01“ = 0.

§ 4.
Wir haben gesehen, dass die Differentialgleichung (C) m Integrale

YVisooos Ym
mit der Eigenschaft
K _x dlog 1

mxr " = a A=1,...,
dz i ( m)
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oder

ZkH
(a)_+¢)l);—_rl- . .
Yy =e , limg, = o0 (A=1,..,m)

besitzt. Aus dieser Form geht hervor, dass eine Relation

;clyl =0
mit constanten Coefficienten nicht bestehen kann, dass alsoy,, ..., ¥, ein
Fundamentalsystem bilden.
Ist

Yn=6Y + .. F Ca¥n
irgend ein Integral wit der Eigenschaft

lim 2~* d log Ym

dw m)
S0 Muss ¢, = O, ..., C,_; = O sein; es gibt also nur ein einziges Inte-
gral y,, fir welches
. dlogy
limz*—"" =aqa
dx m

ist, wenn Integrale, welche sich bloss um einen constanten Factor unter-
scheiden, als identisch angesehen werden.

Das Integral y, von (C) ist folgendermassen entstanden. Nach Fest-
legung der ganzen positiven Zahl n ist & = {apiyy (A=2,..., M) irgend
ein Integralsystem des in § 1 aufgestellten, aus (C) auf die in § 2 an-
gegebene Weise hergeleiteten Differentialgleichungssystems mit der Eigen-
schaft

lim § = o. (A=2,...,m)

Die Gleichung

‘/‘a,+a,zg+...+a-t_-dz
1424...+2m

Yy, = € )

A AY

__ta . Cintkt1 CA,H.&-H
4 = z + ...+ ZntEE] + ZhHE+

Acla mathomatica. 24. Imprimé le 4 décembre 1900, 39
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ist, stellt ein Integral von (C) dar. Wenn unter 2, das einzige Integral
von (D,) verstanden wird, fiir welches

_ylloga,

hm »
da

- f?m = A, — %
ist, so ist
yf" == ?/] [zlll(]m'
Setzt man an Stelle der urspriinglich angenommenen Zahl # irgend eine

ganze positive Zahl »n' > n  withrend im iibrigen das bei der Bildung von
Y. benutzte Verfahren beibehalten wird, so stosst man auf die Function

am,l*+1+ C C, 7, N
' b+ T ow| m1 mn’ Lﬂ'
ym =€ X ((/Ill + r + LR + «"C"’ + ‘,cn')’
llm rnm' = O)
welche, weil
. d log yn
lim 4(;’;1/ = a,
i1st, mit y, identisch sein muss.
Es 1st als fur jeden Werth von »
am rk+! .
= +.. C’r Cmn rmn
Yo =€ x""‘(Cm"*‘ ;l+...+w—,.+?),

lim ,,, = o.

S s

Wir wissen jetzt, dass das Integral y, durch die Normalreihe

gmett Cri + Cs
S, = e *t! x”"‘((),,,+7+—w—,+...>
asymptotisch dargestellt wird.

Es ist noch zu zeigen, dass fir jeden Werth A=1,...,m das Integral
¥ durch die Normalreihe S, asymptotisch dargestellt wird, d. h. dass fiir
jeden Werth von n

ay 2k

Y, = e M +mx”a<(f;_ +

C). 1

€

Cln n .
+---+‘;‘,;+n>, lim ,, = 0

o



Uber die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen. 307

ist, nicht nur fiir die in § 2 eingefithrte feste Zahl n. Wir verstehen
unter 7’ eine beliebige ganze positive Zahl, welche die urspriinglich ein-
gefithrte Zahl n tbertrifft. Wir bilden, von dieser Zahl »’ ausgehend,
ein Integral y, ebenso, wie y, mit der Zahl n gebildet wurde. Dann ist

a) .‘E"+l

_/ —e k+1 +“'pr < + (/)l + + (Jln + Tln )
lim T = 0.
Die Integrale y;, ..., y, bilden ein Fundamentalsystem; es ist

h =0+ auliza+ ...+ Cal¥m.

Wenn man y; durch den obigen Ausdruck ersetzt und

a, rkt+l
3
, —_— ... , . ,
Y= ¢ B CIJP/‘(C'# 4+ 7#), lim 7. =0 (r=A41,.., m
setzt, so hat man
7 ias ¢ ,
—“‘_+... (/)\ )'n rln,
o=t a4 By S I
™ (a#-a;\)z““
4.
k41 P ’
#=§+1e s p'cﬂ(Cy + Tu)-
Setzt man
(a —a)‘):l'"’H "
Faw = I + Z\e e (G + ),
=it
so ist, da der reelle Theil von a, — @, negativ ist,
].im r)‘“' = O
und man hat
nr C %
yl=ek+l ’..'m"’( + )1+ + )"n Tln>

fir jede Zahl »’, w. z. b. w.
Ist
y:clyl +"'+cmym

irgend ein Integral von (C) und

C=...———CA,1=0, 01*07
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so hat man fiir einen beliebigen Werth von n

agzH (2 +8y )24+

Yy = e k+1‘+-‘-xpl<ol+ﬁi+...+%+7f).n>+ E Ce_—_ﬁ'l—’

z z" p=it1 P

wo
lim 7, = o, lim g, = o
ist. Setzt man
m o4 gy at
— Cp (Ba=R+) s~ T p 4
rln=r/1n+ Z ;;‘e + TP ,
p=Ai+1
so 1ist
[TCan _
—_— . C C; Tan
E+1 At An fan
y=ce* xp‘<01+7+---+;,7+z” J

lim 7_;‘" = O,

d. h. das Integral
y=ah+ . ..+ cul¥n

wird, wenn ¢, von Null verschieden ist, durch die Reihe ¢, S, asymptotisch
dargestellt.

Wir haben uns bisher auf die Betrachtung reeller positiver Werthe
von z beschrinkt. Geht x mit dem Argument @ ins Unendliche, so wird
die Differentialgleichung (C) durch die Substitution # = p¢ in eine Diffe-
rentialgleichung mit der unabhingigen Verinderlichen p iibergefiihrt, deren
charakteristische Gleichung die Wurzeln

ei(b-i—])w al e ei(k-}-l)w a,

besitzt. Durch die bisherige Voraussetzung, dass die reellen Theile der
Waurzeln der charakteristischen Gleichung verschieden sind, sind diejenigen
Argumente vorliufig ausgeschlossen, fiir welche zwei der Grossen ¢**Vq,
gleiche reelle Theile erhalten.




