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S U R  L E S  I ~ O U A T I O N S  I N D I ~ T E R M I N I ~ E S  D E  

x ~ + y~ = cz ~ 

P A R  

E D M O N D  M A I L L E T  
~, P A L A I S E A U .  

LA FORME 

N o u s  nous  p roposons  d 'd tabl i r  ici les rdsulta~s s u i v a n t s  

I .  Soi t  ,t un  n o m b r e  I ~ non  except ionnel .  ~ L ' d q u a t i o n  ind6te rminde  

x ~ + y~ --_ A ~ + , ~ z ~  

(ka + / ~  I, ~8 = o ou I) est  imposs ib le  en n o m b r e s  ent iers  r6els x ,  y ,  z 

I ~r' en t re  eux deux  h deux  et  h ,t, q u a n d  A est  rdel et  6gal h I ou 

r ~ ' . . ,  ri , r~ , . . . , ri 6rant  des h o m b r e s  p remie r s  diffdrents,  diffdrents  de 

2, e t  a p p a r t e n a n t  (mod 2) ~ des exposan ts  f~, . . . ,  f/ tels  que  

i 3, 

C'es t  en par t icu l ie r  le cas q u a n d  A = r~, ,  r I ~ I (mod 2). 

I I .  L ' d q u a t i o n  indg te rminde  

~ + y~" = r~,z ~ 

(a I e' non  exeept ionnel ,  r~ I ~', b~ < a) est  imposs ib le  en n o m b r e s  ent iers  r6els: 

Nous appelons d'apr~s KUMMER (Journ.  do LIOOVILLE, I85I,  t. 16 et Abh.  
der  Akad .  d. Wis sonseh . ,  Berlin, an. 1857 et suiv.) nombro Ier non exceptionnel 

2 - - 3  ~ premiers hombres tout nombro I er ~ > 5 qui ne divise le num6rateur d'aueun dos 2 

do BERNOUILLI. TOUt hombre I er ~ 5 et _____< IOO autre quo 37, 59 ou 67 est non ox- 
ooptionnol. 

,4aa  mathoma&ut. 2~. Imprim6 le 15 novembre 1900. 
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I ~ quand  r ~ ' ~ - - I  + c,,~ (mod),~), quel que soit ,t, c, grant un  au 

moins  des noInbres I ,  2 ,  . . . , 2 - -  I, qui  d @ e n d  de 2; 

2 ~ quand  , t =  5 ,  7, ou I7 et r ~ ' ~ 4  (rood)2), 

3 ~ , quand  , t =  I I  et r ~ ' ~ 5  ou 47 (modi~2) ;  

4 ~ , quand  2 =  13 et r ~ ' ~ 1 7  (modx3~).  
I I I .  L ' dqua t ion  inddterminde 

x7 + y7 = cz: 

est impossible en nombres  entiers rdels quand  c est I er et d 'une  des formes 

4 9 k •  + 4 ,  + 5 ,  + 6 ,  - - 8 ,  __+9, •  •  - - 2 2 ,  •  ou •  
IV .  L 'dqua t ion  inddterminde 

(,~ I er non  exceptionnel)  est impossible en hombres  entiers. 

Les mdthodes  qui  nous  ont  condui t  h c e s  rdsultats pe rmet t ra ien t  

d 'ai l leurs d 'obtenir  une foule de rdsultats analogues pour  les dquat ions de 

la forme x ~ +  y ~ =  cz ~, c ayan t  d 'autres  valeurs que celles indiqudes ci- 

dessus. I 

IO 

Zemme.  Soit ,~ un  nombre  I e~ non  exeeptionnel :  l 'dquat ion 

(I) u ' + v = - -  ' > o ,  f l  = o o u  , )  

est impossible en nombres  entiers complexes u ,  v ,  w (u et v n 'd tan t  pas 
iddaux), I era entre eux deux ~t deux et ~ ,t et formds avec une racine 2 ~''e a 

de l 'unit6,  E(a)  6tant  une uni td  complexe,  et A un  nombre  entier  complexe 

I er ~ 2 et dgal ?~ x ou de la forme q ~ ' . . . q ~ ' ,  off q , ,  . . . .  q~ sont  des 

facteurs i ~ diffdrents, iddaux ou non,  avec i < , t - - 3 . 2  

t Le  cas off • = 5 a 6t6 6tudi6 par DIRICHLET ( O e u v r e s  c o m p l 6 t e s )  et LE- 

BESGUE ( J o u r n .  de  LIOUVILLE, I843 ). 
' KUMMER a 6tabli cette propri6t6 dans le cas par t icul ier  off A-- - - - I ,  /~ = O 

( J o u r n .  de  LIOtlVlLLE, IOC. citat., p. 494). Nous abr6geons la d6monstration, qui est 

une extension de celle donn6e par  KUMMER pour ce cas part• 
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En effet, on a 

(~) ,,~ + v' = (u + v)(u + ~ v )  . . ( u  + 2 ' - 1 , 0 ;  

si l 'oa a pris 

( a ,  b entiers 
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v = b + (t - - ~ ) ~ t r  

non complexes, Q, I~. entiers eomplexes), ee qui est toujours 
possible, on a 

(3) ~, + v _= o moa (~ - -  ~ ) ~  

u + Cv eL u + ="v (r=l= n) out pour plus arand commun diviseur ( ~ -  ~); 
d5s lors parmi les faeteurs du 2 ~'~ membre de (2) on en a deux au moins 
u + a"v ,  u + ~"v, ( r >  o ,  s >  o ,  r + s) qui ne sont d ivis iblespnr  aucun 

des nombres q ~ , % , .  . ,q~  et tels que 

(4) 

e, .(a),  e.,(a) dtant des uni t& complexes, t~(a) ,  t ) ( ~ ) d e s  puissances 2' ..... 
exaetes non iddales; par suite t,.(a), t , (a)  son{ des hombres complexes 

vdritables (wirklieh); 1 ils soul premiers entre eux. On en eonelut 

(S) U -~- V = (I  - -  6~);""-"+I- '~]C'((2)AtH',(=) )', 

oh E ' ( a )  est une unitd eomplexe, A, w,(a)* est un noml,re eomplexe v(ri table:  

t,.,  t, et w~ son{ premiers entre eux deux h deux, et premiers h 2. 

D'abord,  d'apr~s (3) et (4), ( t)  est. impossible quand f,2 < ), + , ,  

e'est g dire, quand # = I:  supposons 

(6) 

(4) et (5) donnent  

/ 1 >  I .  

I a'" e,,l~ 

l ~t s e s l  ~ = O ,  

I t ( I - - ~ t )  '~ ~-'~E'AlW] 

t Nous disons que le hombre f (a )  est existant ou v&itable quand il existe un 

nombre eomplexe v6ritable ayant les mgmes faetenrs I er' id6aux que f (a )  avec ]e m6me 

degr6 de multiplieit6. 
Ac~a maO~matiea. 24. lmprim~ }e 6 octobre 1900. 32 
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OU 

(7) t,;: - -zt~ = E:  ( a) A ,  ( , - -  a)."~-~-'~ w~, 

en posan 
e,( i - -a '3  
e,.(.I - -  (z ~) 

- -  ~ , <  I - -  : z )  " 

z et E :  sont des unit6s complexes. D'apr6s (6) et (7) 

t;: - -  st~ --  o (rood 2), 

puisque ), = s , ( i -  a) ) - ' ,  s, dtant une unitd complexe; t,. et t, 6tant des 

entiers complexes vgritables, on a 

# - c,  _= ( rood 2), 

c et c' 6tant des entiers rdels, et 

c - - s c ' ~ o  (mod2):  

est donc la puissance 2 r .... d 'une unit6 complexe s'; posant 

t,, ---- U j ,  - -  ~ ' t~  - - -  Vl~ 

(7) devient  

(8) ~) '  W 1 Ul)...~ Vl), = E1 A1 ( !  _ _  , ,~-z-3 ), 

6quation qui est une consGquence de (i). Cette 5quation est de la m4me 

forme que (i), et l 'on peut  raisonner sur elle comme on l'a fair sur (I) :  
elle est impossible si / ~ - -  i = I; si / ~ - -  I > I, on est conduit  h une 

nouvelle 6quation de la forme (8), oh I - - a  a pour e x p o s a n t / 1 2 - - 2 2 - - f l ,  
et ainsi de suite. On sera donc toujours finalement conduit  h une impossi- 

bilit6, car, apr6s la ( / ~ -  I) ~'"~ opdration, on obtient  une 5quation oh l'ex- 

posant de I - - a  est 2 - - f l ,  5quation impossible d'apr6s ce qu 'on a vu. 
e. q. f. d. 

Th4or~me I. 

inddterminde 

Soit ), un nombre i er non exceptionnel. L '6quat ion 

(9) # +  Y~" = A2''+~z>, 
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(k2 + f l ~  i,  fl = o on l) est impossible en nombres entiers r~els x, y, z I ~ 
entre eux deux k deux et h ~, quand A est r~el et dEal.~ i'/ I ou r~'...~,'b' 

r l , . . .  , r i dr.ant des hombres premiers diff&ents, diffdrents de 2, et apparte- 
nant  (rood 2) h des exposants f , ,  . . . ,  f~ tels que 

i 

f , , , = ) , - -  I 

E n  effet, r,, posskde )' - - i  , , f,,, faetenrs premiers, idgaux on non.~ D apres 

n ( io),  les conditions s pposees dans l 'dnoned dn lemme pr5eddent sont rd- 

al isdes A a au plus 2 ~ 3  faeteurs premiers diff&ents, et, d'aprbs 

(~2 +/~)(2 - -  ~ ) --  - - / 9  (rood 2,), 

(9) est de la forme (,). Le thdorbme [ est alors une consequence du 
lemme pr6eSdent. 

Corollaire.  Tout  5tant posd eomme ei-dessus, l 'dquation (9) n 'est  
possible quand A = r~' (G l~" ~ )' et i ~~) que si q est _~I (rood2). 

E n  effet, faisant i = i,  ra appart ient  (rood 2) i't l 'exposant f~, e'est h 

d i re"  que .r{' est la plus petite puissance de r,, qui soit ~ I  (rood 2). 
Pour  que le th~or~me soit applicable, il suffit qu 'on air 

I < ) , - - 3  

(3) r, 

Quand {~ - -  I, G ~ I (rood 2), eette condition n 'a  pas lien; mais elle 
est satisfMte quand f~ ~ 2, puisque 2 ~  5, ear alors elle a lieu si 

2 - -  I < 2 ) , - -  6, ou 5 < 2 .  

I I .  
Le thdorbme prde~dent permet  de ddmontrer  compl~teme~t, ee qu 'on 

' " " ' " ' " " i " '" n avalt pu faire, croyons-nous, .lusqu lm, 1 nnposslbll te d 'une  f o u l e d  equa- 

KI:MMER, J o u r n .  de L1OUVILLE, t. 16, p. 431 et suiv. 
Voir par e x .  D I R I C H L E T ,  Vorlesungen iiber ZaMentheorie, 1879, p. 63, o u  S E R R E T ,  

Alg. Sup,, t. 2, 1885, p. 48 . 
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Lions inddtermin6es en nombres  entiers de la forme x ~" + y~' = cz )', pour  2 

non exceptionnel et < l o o ;  absolumeut  comme les mdthodes de KUMMEa 

seules ont  permis jusqu' ici  de d~montrer  compl~tement  l ' impossibilit6 de 

x ~ + y)' ----- z ~" pour  2 < IOO et > 7 .1 

�9 " .b, et soit l '6quat ion inddterminde en Conslderons ]e cas oh c = ~ , ,  

nombres  entiers 

( I  2)  X)" -t- Y)" ~ r~ 'z)' . 

Si l 'on a x ,  y ,  z I ers entre eux deux h deux, nous dist inguerons les 
trois cas suivants" 

I ~ , z - - o  (rood2);  2 ~ , x ou y, x par exemple ~ o  (rood2);  3 ~ , x , y , z  
I era ~t 2 .  

J e  dis que, quand on suppose x , y , z  non I ~ e n t r e e u x d e u x ~ d e u x  

on peu t  ramener  l 'dquat ion en quest ion ~ une dquation analogue comprise 

dans Fun des trois cas pr~cddents. 

En  effet, si x ,  y ,  z ont  un facteur  commun p ,  on pourra suppr imer  

dans (I2)  le facteur p~ commun aux deux membres.  Si non, si x e l y  ont  

un facteur I ~r commun p,  ou bien on aura p ~ r , ,  et p diviserait  z, ce 

qu 'on  ne suppose pas, ou bien p = r , ;  si la plus haute  puissance de r, 

"';', r~'z" est divisible par r~ )', et, puisque  qui divise h la fois x e t y  est ~, 

z est I ~ h r~,  N 2 ~ b , ;  l!6quation (I2)  se ram~ne 

oh x~ e t~Y n 'ont  plus le facteur  commun r,.  Supposons main tenant  que 
~*1 'rl 

x e t y  n 'a ient  pas de facteur commun:  s i x  ou y, x par exemple, a en 

commun avec z le facteur  l ~ p ,  ce facteur devrai t  diviser y.  

I l  en rdsulte que l'on peut  toujours  supposer dans (I 2) x ,  y ,  z I ~' entre 

eux deux ~ deux, sans quoi  (1 2) se rambne ~ une dquation de la m~me forme 

('3) x + = z ' ,  

avec d, = b , -  82, et  off x ,  y ,  z sont  I ers entre eux deux ~ deux. 

1 Toutefois nous rappellerons les r~sultats indiqu~s par LEBESQUE (Journ. de 
LIOUVlLLE, t. 5, I840, p. 184) et LIOUVlLLE (id., p. 360) pour les ~quations i n d ~ t e r m i -  

n ~ e s  ~ + y2n ._~ z ~, x ~ - y ~  = 2d' ,  
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Si b, < 2 ,  (~3) coincide avec ( ,2),  st, pour montrer  que ( ~ 2 ) e s t  
impossible, il suffit de l '6tablir quand z ,  y ,  z sont I ~'~ entre eux deux 
deux. Supposons b~ < 2. 

t ~ z _= o (rood ~). 
On appliquera le corollaire du lemme pr6c6ddnt: (I2) est impossible 

si ,r~ ~ x (mod 2), pourvu que 2 ne soit pas exceptionnel. 
2 ~ x = o (rood ,t). 
(I 2) aonne 

(I4) yZ~ r~,z ~ (mod 2'). 

y e t  z 6tant premiers ~ 2, on peut  trouver un nombre a~= o et < 2  tel 
que y =_ =z (rood A). (, 4) donnera 

~ ~ r~' (rood ,V), 

a ~ r~' (mod 2), 
d'oh 

(,s) =- (rood 

Pour v6rifier si cette congruence a lieu on pourra 6videmment  
remplacer darts le l ~ membre r[' par son plus petit  rdsidu (rood I), et l 'on 
se servira d 'une  table des rgsidus 1 (mod ,U). Donc: 

Le 2 ~ cas n'est possible que si la congruence (I5) a lieu. 
Le m4me raisonnement  s 'apphque ident iquement  s l '6quation indd- 

terminals 

(~ 6) , :c ~ + by ~ = cd ' ,  

oh z ,  y ,  z sont Iers entre eux deux h deux, x----o (rood 2), b ~ I  (mod22). 
Ells  n 'est  possible avec cos hypoth6ses que si 

(15') c z ___-- c (rood 2') 

a lieu. 
Exemples" si c ~ 2  ou 4 (rood,V), on devra avoir 2 ~ - 2 ~ o  ou 

4 ~ - -  4 ~ o (rood 2=), ce qui est impossible quand A < 31 ; de mgme quand 

Nous en avons donn6 une pour 2__<31 et 2 ~ I97 (Assoc. frang, pour l 'avane.  

des 8c., Congr6s de S t Etienne,  I897,  M6moires, p. I66 et suiv). 
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)~ = I I et  C -=: 5 OU --- 47 (rood ( I  ~) ;  de m&ne quand  ), = 1 3 et  c ~ 1 7 

(rood T3~); de m{3me entin quand  c ~ - -  I (rood).) avee c 4= k), ~ -  , ,  

), 6 tant  queleonque.  
3 ~ , 9g , y , Z ]ers h 2. 

N o u s  avons dtabli 1 le thdorbme st t ivant:  

T M o r ~ m e .  P o u r  que l ' dqua t ion  inddte rminde  

(l 7) a x  ~'' + by;" ~ c / "  

(), 1 . _ _ , OC , ff  , Z Iers entre  eux 2 il 2 ('t a 2,  a , b , c I ~'~ entre  eux - fi . 

at ~t 2) adme t t e  un  systbme de solut ions,  il est ndeessaire que llt congruence  

(I8)  g -1- b ~ ' ~  C@{ "t- /'~]o ))'' (lllOd)t+l), 

oh a ,  fl sont  les nombres  < ), qui  sa t i s font  aux congruences  

a ~ c a ,  b :-::- cfl (rood),), 

adme t t e  une  solut ion  ~70 > o, < ), et telle que a -1- fl~'0 ~ o (rood 2). 

P o u r  appl iquer  eeei ~ (x2), on p rendra  t =  i ,  a ~ b - - I  (mod),~), 

G{~/~ (IliOn),); (I8)  donlle 

, + + 
et par  suite 

(I9) 

qui  dol t  avoir  une  so lu t ion  ~ avec o < r l o  < ) ,  et rio ~ - -  x (rood),),  

ql_lalld C~,'bl ' (IllO(l),~)} si ( ' 7 )  est alors possible. 

On salt  que si c ~ c o - t - q ) ,  ( rood)?)  (c 0 < 2 ,  q < ),) il y a tou jours ,  

pour  ehaque  va leur  de c o au moins  deux valeurs  de c~ telles que (i 9) n ' a i t  pas 

de solut ion.  S i c  = r~ ' est te l  que c o et  c 1 soient  pa rmi  ees valeurs,  ( I9) ,  

a x e - 1  - by" ~ c z  ~', e t a  for t ior i  (I 2) seront  impossibles.  P r e n a n t  en par t ieu l ie r  

co ----- 2 - -  I il y a au moins  une  va leur  de c~ telle que c o + c ~ ) , 4 = k ) , " - - , ,  

et pour  laquelle (I 2) est impossible.2 On volt  de m~me dans le 3 ~"" e a s q u e  

Assoc. fran9., loc. citat., p. I59. 
I1 y e n  a m&ne deux au moins, car si Fen se reporte k la p. 162 de la note 

pr6cit6e de l'Assoc, fran9., on volt que c o = ) , - - I ,  {:o +c l ) .=k ) `  ~ -  I donnent s =  I, 
c'est g dire que la valeur de c~ correspondante est de celles pour lesquelles 

k 
c o - z ( c  o =  ., + c,).). (mod22 ) 

avee I ~ r  2. 
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(~9) et  ( t : )  sont  impossibles quand  c ~  4 (,nod),~) avee ),-----5, 7 ou [7, et  

quand  i t =  ~ avec c : ~ 5  o u 4 7  (mod ~ ) ,  o n ) , =  ~3 a v e c c ~ 7  ( m o d ~ ) .  

On le v4rifiera fac i Iement  avee une  table de rt;sidus (rood),~).  

E n  r app rochan t  los rdsul ta ts  ob tenus  nous  ob tenons  los thdor5mes 

su ivants :  

Thdor6me II. Soit  l '6quat ion  inddtermin6c  a x " q  - b y ; =  cz;" (), let): 
I ~ Si a - - b ~ - - i  (mod it2), eerie dqua t ion  est impossible  cn nombres  

ent iers  premiers  entre  eux 2 h 2 et h ), quand  c ~ - -  i q- c, it (modit~) 

c~ 6 tan t  un  au  moins  des nombres  I ,  -~, . . . ,  i t s 1 ,  qui  ddpend de )`, ou 

encore quand  c ~ 4  (modit~) avee 2 - ~  5 ,  7 ou i7 ,  q u a n d  ), ~ I I  avec 

c ~ 5  ou 47 (mod}-~2), ou it = I3 avee c ~  i7 (rood ~3~). 

2 ~ . Si b ~ I  (rood)`:), eerie dqua t ion  est impossible en nombres  

ent iers  premiers  ent re  eux 2 ~ 2 et  tels que : c ~ o  (rood),) q u a n d  

c ~ - -  I (modit) ,  avee c =I= kit ~ -  I, quel  que soit 2, ou encore quand  

c ~ 2  on 4 (modit2) avec i t <  3 I, ou encore q u a n d  it = l I avec c - - 5  ou 

47 (mod ~ 2 ) ,  ou it = I3 avee c ~ I 7 (11210(l I3~). 

A p p l i q u a n t  ceci ~ (I2), et t e n a n t  compte  du  corollaire du  lemme I 

et  des remarques  fai tes sur l ' 6qua t ion  (z2) pour  l e c a s  oh x ,  y ,  z ne 

seraient  pas premiers  entre  eux 2 '~ 2, nous  ob tenons  los rdsul ta ts  suivants"  

Th4or~me III. L ' 6 q u a t i o n  inddtermin6e  

x ~' + f '  = r~,z ~' 

(), I ~r non  exccpt ionnel ,  r 1 I er, b, < 2) est impossible en nombres  ent iers:  

I ~ q u a n d  r ~ ' - - - - -  I + c,), (modit~), I c, d tan t  un  au  moins  des 

hombres  ~ , 2 , . . . ,  2 - -  I,  qui  d @ e n d  de it. 

2 ~ , quand  , t =  5 ,  7, ou I7  et  r ~ ' ~ 4  (rood)2).  

,o, quand  it I I  et r~'_----5 ou 47 ( m o d ~ ) .  

4 ~ , quand  it = ,3  et  r~, ' -  ~7 (rood ,3~). 

" i  On pour ra i t  ev d e m m e n t  t rouver  une  foule d 'aut res  5quat ions  x " - t - f = c z  ~" 

impossibles  par  les m~mes  proe~d~s. A t i t re  d ' exemple  cherehons  encore 

t o u t  ee que eeux-ci p e u v e n t  donne r  quand  it ~ 7, et  c I ~r et  I ~r ~ 7. 

1 On sait on particulier quo si b, = I, on a u n e  infinit6 de valeurs de rt satis- 
faisant 5. l'6nonc6 pour chaque valour de J. D'apr6s une remarque unt6rieure, il y a 
m6me au moths deux valeurs de c I pour lesquelles le th6or~me est vrai. 
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Supposant  x ,  y ,  z I e~ entre eux deux h deux et examinant  les trois cas 

dist inguds prdcddemment  nous t rouvons:  

I ~ dans le 3 ~"  cas x 7 + f ----- c z  7 est impossible quand c n 'es t  - -  (rood 49) 

aucun des nombres  o ,  -+ I , -+ 2 ,  + I I ,  + I 2 ,  + I 3 ,  • I 7 ,  -4- 18, 

-+ I9,  ou + 2o. 

2 ~ dans le I ~r cas x 7 + f - ~ c z  7 est impossible quand c est ~ I (rood 7). 

3 ~ dans le 2 gme cas X 7 "1 I- y T =  CZ7 est impossible quand c n 'es t  pas 

rdsidu de puissance 7 ~mr (mod 49), c'est-~'dire quand c ~ i , - -  I 9 ,  - -  I8, 

I 8  , 1 9 0 U  - -  I .  

On 1 en conclura: 

Thdorgme IV. L 'dquat ion  inddterminde x 7 + y; = c z  7 est impossible 

en hombres  entiers quand c est I er, I ~r ~ 7, et  d 'une des formes 

4 9 k - + 3 , - - + 4 ,  +-5 ,  + 6 , - - 8 ,  - + 9 ,  "1-- l o ,  - -  I 5 ,  •  

+ 2 3  o u  + 2 4 .  

III. 

Th~or~me u L 'dquat ion  indd~erminde 

x ~ + y~ = jlz ~ 

(~ x er non exceptionnel) est impossible en nombres  entiers. 

�9 f , On voi~ comme antdrieurement  qu' i l  suffit de cons1 lerer Ie cas oh 

x ,  y ,  z sont I er~ entre eux deux ~ deux. Alors z seul peu t  ~tre divisible 

par  I - - a .  Si ( I - - a )  ~ ( k > o )  est la plus haute  puissance de I - - a q u i  

divise z, l 'dquation proposde se ram~ne 

oh x ,  y ,  z~ sont I ~r~ entre eux deux h deux et ~t ~. Elle est impossible 

d'apr~s un lemme prdcddent. 

Palaiseau, t 5 juil let  1899. 

: U n e  p a r t i e  de ces r6 su l t a t s  es t  d6j~ ind iqu6e  d a n s  no t r e  no te  pr6ci~6e des  M6- 

moi res  de l 'Assoc ,  f rang.  


