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SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES DETERMINANTS INFINIS

PAR

HELGE vo~yn KOCH

a STOCKHOLM.

Si 'on a deux déterminants normauzx’

4 = [Aik]:',x-=l,‘.',.4,+w1 B = [Bit]i,b=!,?,..,+:n
et quon désigne par (), l'une quelconque des quatre séries

(X >, 4,B,;, Z,4,;B, , X, 4,B,

yIR)

2,4;B;

on sait, d'aprés ce que j'ai démontré précédemment,® que le déterminant
C des C; est normal et que l'on a

AB = C.

Aprés avoir étendu, dans le mémoire cité, une partie des résultats
valables pour les déterminants normaux & une classe un peu plus générale
pour laquelle M. Vivaxti® a proposé ensuite le nom de déterminants nor-
maloides, 'ai dit sans démeonstration, qu'a ces déterminants s’applique aussi
le théoréme de multiplication. Mais je n’ai pas remarqué que cet énoncé
n'est exact qu'en adoptant pour C, la seconde ou la troisitme des va-
leurs (X).*

! Pour abréger, jappelle ainsi les déterminants infinis désignés par le nom de

déterminants de la forme mormale dans un mémoire précédent (Sur les délerminants in-
finiz et les équations différenticlles linéaires, Acta mathematica, t. 16}

* loc. ait. n° 12.

* Annali di matematica, Ser. II, t. 21, p. 27.

* Pour corriger cet erratum qui n'a d'ailleurs aucune influence sur les autres ré-
sultats du mémoire cité, il suffit de lire (page 236 ligne 7 en remontant) 8 et I3 an
lien de 8, 12 et 13.

Acts mathematica., 24, Imprimé le 6 mars 1900. 12
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Cette remarque a 6té faite par M. Cazzasica dans une note récente.'

La lecture de cette note m'a rappelé une difficulté plus grave que
j'ai rencontrée en cherchant a étendre le théortme en question au cas gé-
néral des déterminants absolument convergents.

Aprés avoir résumé, au § 1, quelques résultats obtenus dans mon
travail Sur la convergence des déterminants d’ordre infini® j'étudie au § 2
cette question de la multiplication des déterminants absolument convergents
en m’attachant surtout au cas des déterminants de genre fini.

Dans le paragraphe suivant, je passe a l'objet principal de ce travail,
savoir l'étude d'une classe nouvelle de déterminants infinis pour lesquels
je propose le nom de déterminants lypernormaur et qui jouent un role
important pour 1'étude de certains systémes d’ordre infini d'équations diffé-
rentielles lindaires.

Cette application se trouve bri¢vement indiquée au § 4.

! Annali di matematica, Ser. III, t. 2, p. 229. M. CazzaNiga cherche &
étendre 1'étude & une classe plus générale de déterminants (»normaloidi generalizzati»)
définis par les conditions suivantes: le produit /74; des éléments diagonaux converge
absolument et il existe deux suite de quantités (non nulles) z; (1 =1,2,..) et y; ({ = 1,2,..)

telles que la série
e &
converge absolument, et telles, en outre, que le produit
X
i

converge absolument. Il faut remarquer que cette classe n'est pas distincte des
déterminants normaloides. En effet, il résulte des conditions énoncées que la série

E = Ay (i #= k) [ainsi que la série ) ‘/—’Ag, (1 #= #)] converge absolument.
1,k £2 ik Uz

* Bihang till K. Sv. Vet.-Ak. Handl. Bd. 22. Stockholm 1896.
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§ 1. Généralités sur les déterminants absolumment convergents.

1. Soit donné un tableau & double entrée, illimité a droite et en bas:

All A"Z Al3
(I) A?] A?? Aﬂi
ASI AR? A'SS

Supposons que le produit des éléments diagonaux

(2) A, A4, 4

11 22 33

converge absolument et formons une suite de nouveaux produits en laissant
s et permutant successivement les
seconds indices de toutes les manitres possibles; attribuons a chaque pro-
duit le signe -- ou le signe — selon la parité ou l'imparité du nombre
des transpositions nécessaires pour passer du produit initial (2) au produit
considéré. Si la série qu'on peut former avec tous ces produits a une
valeur A finie et déterminée (c’est-a-dire indépendante de 1'ordre des termes),
nous dirons que le déterminant des A, converge absolument' et a pour
valear A; et nous le désignerons par 1'une ou l'autre des notations suivantes:

fixes les premiers indices des facteurs A

A =T[du)iicrn. s0 =2+ 4, A4, ...
| 4

| 11

=14

21

A1‘2
A‘)‘Z

2. Désignant par A, le déterminant formé avec les # premiéres lignes
et les n premieres colonnes du tableau (1), on démontre facilement (voir Sur
la convergence des déterminants d’ordre infini, p. 5) que, A étant supposé

absolument convergent, on a
lim A, = A (pour #n = 4 o).

' Jai donnée cette définition dans une note présentée a I’Académie des Sciences
de Paris. (Comptes rendus, 30 janvier 1893.)
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3. Définissons les sous-déterminants de A . Dans le tableau (1),
A, A4, par l'unité et les autres élé-
ments des lignes 4, , .., 4, par zéro. Si le déterminant du tableau ainsi

y ot

remplagons les éléments 4, |
obtenu converge absolument, nous l'appellerons sous-déterminant ou mineur
d’ordre r du déterminant A et nous le désignerons par

e

Il est clair que ce déterminant reste inaltéré si 'on y remplace tous
les éléments des colonnes k, ..k, (sauf ceux déja remplacés par l'unité)
par zéro.

Si tous les mineurs d’ordre fini qu'on peut ainsi former convergent
absolument, nous dirons que fous les déterminants du tableaw (1) convergent
absolument.

4. Ceci posé, j'ai démontré (loc. cit. n° 5) le théoréme suivant:

Pour que le déterminant des A, et tous ses mineurs convergent absolu-
ment, il faut et il suffit

(e} - +3 r i . ] .

1° que le produit des élémenis diagonaux converge absolument;

2° que la série formée avec tous les produits circulaires converge ab-
solument;

3° que la série formée avec tous les produits demi-circulaires appartenant
a un élément quelconque converge absolument.

Par produit circulaive jentends tout produit de la forme

(3) A Ay . A

ity
les indices ¢ étant supposés distincts: je le dis d'ordre & — 1 si le nombre

des facteurs A est k. Par produit demi-circulaire d’ordre k& jentends tout
produit de la forme

(4) 4;,. 4, . Ao

tous les ¢ étant distincts.
Désignant le produit (3) par (i, .. 4,), le produit (4) par (4 .. is; Gp)
les trois conditions énoncées peuvent se résumer ainsi:
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Le produit
(5) IT, 4,
converge absolument;

la série

+w

(6) Z 2 (.4
converge absolument;

la série

4w

(7) Z2(Bi i)

k=140

converge absolument quels que soient a et ;3.

Dans chaque terme de la série (6) les 4, .. i, sont distincts et, pour
que chaque produit circulaire ne figure qu'une seule fois, il faut supposer
que l'un des indices, par exemple le premier, soit inférieur aux autres.

Dans la série (7) les indices 7, .. i, ne sont assujettis qua cette con-
ditions que les indices i, .. ¢, définissant un terme quelconque doivent tre
différents de a et B et distincts entre eux.

5. Dans mon mémoire cité plus haut (Acta mathematica, t. 16)
Jai donné (n° 7) divers modes de développement d'un déterminant de forme
normale.  On peut démontrer sans difficulté que tous ces développements
restent valables pour un déterminant remplissant les conditions précédentes.
Par exemple, A étant un tel déterminant, si l'on pose

k)

4y =1+ ay, Ay = ay

on a le développement suivant

i Qi Ay
> S* Ay a‘i;'!
g ~ la, a;i |
g 1% Gy Tt
RO au-l
ou
<< k<.

et ce développement reste convergent si lon y remplace tous les a, par
leurs valeurs absolues et que, dans tous les déterminants qui y figurent,
on prend tous les termes avec le signe 4+ .
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6. Soit

xz,,x

1 2y

une suite de quantités (non nulles); j'appelle substitution multiplicatoire et
je désigne pas

x;
‘Aik ) ‘41};

k

, . . . N £
I'opération qui consiste & remplacer partout les 4, par Aik;k-

z . 27 , s s ) z
1l résulte immédiatement de la définition adoptée plus haut qu'un dé-
terminant absolument convergent reste inaltéré par une substitution multi-
plicatoire quelconque.
On vérifie aussi que, par cette substitution, un mineur quelconque
lel ]’j du nouveau déterminant est li¢ au mineur correspondant de l'ancien
Lk

D Y

par la relation

!

.

T X B X, ..

! . " ' .
Y T Y

7. Etant donné un déterminant infini, si l'on veut décider s'il con-
verge absolument ou non, la regle précédente est, dans des cas particuliers,
assez facile & appliquer; mais, en général, on la trouvera trop compliquée.
J’ai donc cherché des reégles de convergence plus simples remplissant les
deux conditions suivantes:

Chaque régle donne des conditions suffisantes pour la convergence
absolue;

la régle #*™ s’approche, pour n trées grand, autant que l'on veut de
la régle générale qui donne les conditions nécessaires et suffisantes.

Voici le théoréme que jai obtenu: '

Pour que le déterminant des A, converge absolument, il suffit

1° que le produit des éléments diagonaux converge absolument;

2° que la série formée avec tous les produits circulaires d'ordre 1,2, ..
2n— 2 converge absolument;

3° que la série formée avec tous les produils demi-circulaires dordre
n,n -+ 1,..,2n— 1 converge absolument.

! Mém. cité (Sur la convergence des déterminants dordre infint) § 3.
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Ces conditions remplies, pour que tous les mineurs de A convergent
aussi absolument, il suffit que la série formée par tous les produits demi-
circulaires appartenant & un élément quelconque A,; et dordre inférieur d
n converge absolument.’ '

Si ces conditions sont remplies, je dirai que le déterminant des A4,
est de genre m — 1.

Si ces conditions ne sont remplies pour aucune valeur de 7, je dirai
que le déterminant est de genre infini ou qu'il w'a pas de genre.

Si ces conditions ne sont remplies qu'aprés une substitution multiplica-
toire convenable, je dirai que le déterminant des A, est semblable a un
déterminant de genre n — 1.

8. Pour n = 0 les trois conditions se réduisent a une seule: la con-
vergence absolue de la série Za; (d; = 1 + a;, 4; = a;) " de sorte que
I'on retrouve la régle de M. PoINCARE et l'on tombe sur les déterminants
normaux. Si la série

§.|aij

diverge mais peut étre rendue convergente moyennant une substitution
multiplicatoire convenable, le déterminant des A4, est normaloide.
Done, selon notre terminologie, les déterminants de genre zéro se
partagent en deux classes: déterminants normaux et déterminants normaloides.
Pour n =1, la régle précédente coincide avec celle que j'ai donnée
dans la note citée plus haut (Comptes Rendus 1893) et peut se ré-
sumer ainsi:

Pour que le déterminant des A, et tous ses mineurs convergent absolu-
ment, il suffit que les trois séries

>.a;, Xa.a 2 a;a,a
[Aad ] Gak 75k by 173k Ykl

! Qette derniére condition est vérifite d’elle-méme s'il n'y a dans A aucune ligne
ni aucune colonne dont fous les éléments non-diagonaux s’annulent. Cette hypothése est
toujours légitime puisque, dans le cas contraire, on peut remplacer A par un de ses
mineurs (Cf. loc. cit. n°® i1). Dans tout ce qui suit nous ferons donc cette hypotheése
qui nous dispense de la condition supplementaire.

? Cette notation sera conservée dans ce qui va suivre.
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convergent absolument; ou bien, que ces séries pewvent étre rendues convergentes
moyennant une substitution multiplicatoire convenable.

9. La regle n™ ¢énoncée plut haut se simplifie beaucoup si l'une des
deux conditions suivantes est remplie:

2 la; < K (pour toute valeur de i),
2, a;) < K (pour toute valeur de ),

K désignant une constante. En effet, dans ce cas, la converge absolue de
la série 20 (i,..4,_,; ) pour k> n 4 1 est une conséquence nécessaire de
4.1k ’

la convergence absolue de la méme série pour k = n + 1.

10. Il est facile de démontrer que les ¢léments d'un déterminant
de genre n — 1 satisfont encore aux trois conditions suivantes:
1° La série
sV = 2 a,

fede

ai‘ in .. (’

fe-11k

converge absolument quel que soit k.
2° La série

(® = I,§k Qi Qpy, - - Uy
converge absolument quel que soit &.
3° La série
sy = 2« PRGN

Ty k-1

formée avec tous les produits demi-circulaires d'ordre quelconque & et ap-
partenant a un élément quelconque A,; converge absolument.

§ 2. Sur le théoréme de multiplication.

r1. Nous pouvons venir maintenant 2 la question de la multiplica-
tion de deux déterminants

RS [Aik]i,kal.?,..,+ny B = [Bik]i,kzl.‘.‘,..,+x

absolument convergents.
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Posons
() CR = 2;4,By,
() € = X,4,B,,
(IIT) D = 2,4, B,
(IV) Cy = ZjAﬁBjk.

Nous dirons que la loi de multiplication » est applicable aux déterminants
A et B si les trois conditions suivantes sont remplies:

Les séries

(]1(.;" (G k=1,2,.., +%)

convergent absolument;

le déterminant des O} converge absolument;

ce déterminant est égal au produit 4B.

Cette définition admise, nous commencerons par démontrer le lemme
suivante:

Pour que la loi de multiplication v soit applicable, il suffit que le dé-
terminant des C converge absolument, ¢ désignant ce que devient C3 quand
on y remplace tous les A et tous les B par leurs valeurs absolues.

En effet, posons d’abord
: 1 - =a
Cy = CP, Cu = Cf.

Le déterminant ¢ des (; étant supposé absolument convergent et
chaque terme du déterminant C des C, étant inférieur (ou égal) en valeur
absolue au terme correspondant de €, il est évident que C converge ab-
solument.

Par définition on a

(9) C = 2cA4,B,4,B, ..

la sommation s’étendant a toute permutation

(10) TR
des nombres 1, 2, .. et & toute valeur entitre et positive des
7’ ) t] y *

Acta mathematica. 24, Imprimé le 6 mars 1900. 13
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et ¢ désignant 4+ 1 ou — 1 selon que la permutation (10) peut se déduire
de la permutation 1,2 .. par un nombre pair ou impair de transpositions.

Le développement (9) "étant absolument convergent, nous pouvons
ranger les termes ainsi:
(11) z (2 ¢B.B, . .>A1,.A?j o

DY T TR A

Or, la série entre crochets étant nulle quand deux des indices i, , ..
sont égaux, il suffit d’étendre la sommation a toute permutation 7,7, ..
des nombres 1, 2

3 y o e

De plus, comme pour une permutation quelconque ¢, 7, .. des nombres
I,2,..o0n a
u§..EB"‘B"i' .=+ B ou —B
selon que cette permutation se déduit de 1, 2, .. & l'aide d’'un nombre

pair ou impair de transpositions, la somme (11) se réduit a la suivante
Bz EA”A?]- . = BA.
N

ce qui donne bien
AB = C.

La démonstration est la méme si, au lieu de la définition (I), on
adopte pour C, la définition II, III ou IV.

12. Passons a la multiplication de deux déterminants de genre n — 1.

Soient donec
4 = [Aik]i,l'=1,..,+m) B = [B'il:]i,k=],..,+:c

et supposons que les A, et les B, remplissent les conditions énoncées
plus haut.

Remarquons aussitét qu’il est facile de former des exemples ol toutes
les quatres lois de multiplication ne sont pas vraies simultanément Prenons
par exemple le déterminant suivant

1 a

B 1 e
B 1
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qui intervient dans la théorie des fractions continues® et qui converge ab-
solument toujours et seulement si la série

(12) B + af+ .

converge absolument.

Pour que ce déterminant soit de genre wnm il suffit évidemment de
supposer

1° que la série (12) converge absolument;

2° que la série

Y 8]+ lawlllal + 18]
converge;
3° que les a; et les B restent moindres, en valeur absolue, qu'un
nombre positif K.
Si nous prenons par exemple

1
Oy == —— (i=1,2, .., +w)

V2e

Rogs g =—
) 21-—1 21__1’

I
ﬂi = (§=1,9,.., +%)
1

ces trois conditions sont vérifiées. Or, si l'on prend le carré du détermi-
nant A et cherche a appliquer la premiére loi de multiplication on trouve
pour C; la valeur suivante:

Ch =1 + o, Ci=1+4+F.+« G>1n

ce qui, la série Jaj; étant divergente, montre que le produit /IC; diverge;
donc, le déterminant des C, n’étant pas absolument convergent, la pre-
mitre loi est en défaut. (Il en est de méme de la loi IV.)

Au contraire, on vérifie sans difficulté que les lois II et III sont
applicables dans le cas considéré.

Voici un théoréme qui, dans la plupart des cas, permet de décider si
le théoréme de multiplication est applicable & deux déterminants donnés de
genre n — 1.

' Voir ma note: Quelques théorémes concernant la théorie générale des fractions
continues. Ofversigt af K. V. A. Forhandl. Stockholm 1895.
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Pour que les lois II et 111 de multiplication soient applicables ¢ dewx
déterminants A et B de genre n — 1, il suffit que tout élément A, et que
tout élément B, soit infériewr en valewr absolue, & lélément correspondant
P, d'un déterminant de genre n — 1.

Pour que les lois I et IV soient applicables, il suffit que, quels que
soient i et k, Uélément A, soit infériewr a P, et Uélément B, inférieur a
P,; en valeur absolue.

En effet supposons d’abord
(13) iAik[<})'iM lI))iki<Pik
les P, étant des nombres positits formant un déterminant de genre n— 1.
Introduisons pour abréger la notation symbolique

A-(l.l .. [.‘) - ‘4,[]{‘:441“1'3 ..

Ay iy Gy, = A, 4,

Gyip €ty ¢

Aikil?
.4

Tk kil

pour désigner les produits circulaires et demicirculaires d'un déterminant
quelconque. Par hypothése, le produit //P; converge absolument, la série

(14) T Pl . .4
ik
converge absolument pour &k = 1,2, .., 2n — 2 et la série
7 . . . -
(14°) Z P(i, .. 4 Gy)
1) Tk
converge absolument pour k =n,n 4 1, .., 20— I.

De la résulte que la série (14) converge absolument quel que soit &
et que la série (14') converge absolument d¢s qu- £ > n.
Posons maintenant

(15) Co = 2, 4,B,,
ce qui donne, pour i =k,

Ci = AyB; + 2, 4; 1. e
En tenant compte des conditions (13) et de 'a convergence absolue de la
série %;P(ij)) on voit donc que le produit

IIc;

converge ahsolument.
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Pour ¢ == % la formule (15) nous donne
(15 Cu) < [((,I)ik + 2 P(ij; ]"))

THELE

Cliy .. i) < K*l‘P(zl W) D PG j,,)],

2106 .. i) < K"[ng(il )+ 22 Py, z‘.jl,)],

)0k 7.k ok

Les séries entre les crochets dans cette formule sont en nombre fini
et, dans chacune d’elles, ne figure que des produits circulaires d’ordre in-
férieur a 2%.

Donc la série formée par les produits circulaires d'ordre &
200, .. i)

converge absolument pour toute valeur de .

Il nous reste & examiner la convergence des séries formdes par les
produits demi-circulaires.

La formule (15) nous donne

;

Ol Ty < K"lAP(i1 cle i he) +j>:1_1’<z‘1/] ot iHl)'I,

d’ol

z iy ey ) < K[z P, i i) 4.+ Z}Zj PGy e zfm],
ce qui montre que la série du premier membre converge des que k> .
Donc le déterminant des C; est de genre n— 1.
On voit de la méme manitre que le déterminant des éléments ¢y
Cau = Zﬂf“’a‘j Bjﬂ

est de genre n— 1. Or, de la convergence absolue du déterminant des
(i on peut conclure, nous l'avons vu plus haut, que le déterminant des
C, est égal au produit du déterminant des A, par celui des B,.

Done, dans 'hypothése (13), la loi de multiplication II est applicable
et I'on voit de la méme maniere que la loi IIT l'est ¢galement.
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Si I'on suppose au contraire
|4, < Py, | Bi| < Py
les P, formant un déterminant de genre n— 1, on peut démontrer, d'une

maniére absolument analogue, que les lois I et IV sont valables, c'est a
dire que le déterminant des C),

thl- = sziinj ou O:k == ZJA]'LB]k

est de genre n — 1 et égal au produit AB.

§ 3. Sur une classe nouvelle de déterminants.

13. J’arrive maintenant & une classe de déterminants qui, en général,
sont de genre infini. Cette classe est définie par le théoréme suivant:

Pour que le déterminant des A et tous ses mineurs convergent absolu-
ment, il suffit

1° que le produit [1A; des éléments diagonaux converge absolument;

2° qu'il existe deux suites de mombres positifs

$,8,,..
el
T,,T,, ..
telles que la série
(16) ST + 8,T, + ..
converge et telles que
(17) | 4| < ST, i+H)

Remarquons d’abord qu’il est toujours permis de supposer la somme
(16) moindre que lunmité. En effet, dans le cas contraire, aprés avoir choisi
m de telle sorte que l'on ait

Sm+1Tm+1 + Sm+')Tm+2 +..<1
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on choisira un nombre K suffisamment grand pour que l'on ait

S,T, 4+ ..+ 8uTn

K + Sm+1Tm+1 + Sm+2Tm+2 4+ .. <1
et posera
Bik:% (pouri=1)2)")7n)1

B, = 4, (pour i> m);

on remplacera le déterminant A des A, par le déterminant B des B,,
on aura

I

et, pour B, la condition en question sera ¢videmment vérifide.
Supposons donc

(18) ST, + 8T, +..=85<1

et formons tous les produits circulaires A(i, ..¢). A cause de I'hypotheése
(17) on aura

4G, .. ) <8, T,..8,.T,
d’olt

ZAG, . i) < S

ce qui prouve que la série formée par tous les produits circulaires des A,
converge absolument.
Passons aux produits demi-circulaires. Nous avons

| A(Bi i )] < S, TS, T, S, T S, T,

d’oll résulte que la série formée avec les valeurs absolues de tous les pro-
duits demi-circulaires appartenant a 1'élément 4,, a pour somme une

quantité inférieure a
I
1—8

8,T,.

1e théoréme est donc démontré.
Tl est facile de voir que les lois de multiplication 11 et II1I sont
applicables aux déterminants de cette classe.
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Sotent en effet

4 = [Ail~]i,k=1,‘2.,.,+=c, B = [Bik]i,k,=1,‘.’,..,+m

deux tels déterminants et posons

Cy = ZiniBﬂ-y Cy = Zj‘ A | BJ’*"

i
Des conditions
A <8I, B < ST,

J

et de la convergence absolue des produits /14, et /1B, il s’ensuit que [1¢;
converge absolument et que, A désignant une constante,

Cal < KS.T,. )
Done le déterminant des Cj, appartient a la méme classe que A et B
et l'on a, en vertu du théoréme démontré plus haut (n° 11),
A8 = C.

La démonstration est la méme pour la loi IIIL
Considérons un déterminant

4 = [Aik]i,l'zl,?,..,+1 )
dans lequel les éléments dépendent d'un paramctre ¢ de la maniére suivante
Ay =1 4 tay, A, = ta, )
les a; désignant des constantes vérifiant les conditions
la, < ST, G k=12, .., +=)

ou les §; et 7, sont tels que la série

S=S81T 4+ 5,7, + ..
converge.
En appliquant & ce déterminant le développ ment (8) nous aurons

(19) A=1+ At + 4, + ..

ol
g a4y
4 =Zi“in A2=Z: IR
i< i A
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et d'une maniere générale,
- Qg

|
I
W= i

1y <<k a a

j ety iy |

Je dis que la fonction de ¢ ainsi définie est une fonction enticre de
f, cest a dire que le développement (19) est toujours convergent.

Soit en effet ¢ une quantité aussi petite qu'on le veut: déterminons
l'entier m de telle maniere que 1'on ait

Sm+1Tm+1 + Snx-{-?TmT‘Z + o<e
et un nombre K > 1 suffisamment grand pour que

ST, 4 o+ Sl

K + ‘Sm+111m+1 -+ Sm+‘_)1‘m+-_v + .. <=
Posons
by =% (pour i=1,2,..,m)

by = a; (pour i=m+ 1,m-42,.., +00)
(20)

(pour i=1,2,..,m)

S =8; (pour i=m41,m42,.., +00).

Nous aurons

et 3
S, T, +8,T,+..=8<c¢.

Or, tout terme du déterminant

(21) ‘
0,

TN

b

Ttk l

étant composé d'un certain nombre de facteurs b/, et d'un certain nombre

Acta mathematica. 2. Tmprimé le S mars 1900. 14
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de produits circulaires, on voit que tout terme est inférieur, en valeur

absolue, au produit
ST, S, T, .. S, T,

d’olt résulte que la somme des valeurs absolues des 'k termes du détermi-
nant (21) est inférieure a la quantité
k.S, T, S, T, ..S.T,.
On a donc
B, < S,

B, désignant la somme des valeurs absolues des termes de tous détermi-
nants tels que (21), 4, ..7, désignant successivement toute combinaison de
k nombres de la suite 1,2, ...
Désignant par 4, ce que devient B, quand on y remplace partout les
b, par les a;, il est clair, d’aprés les relations (20), que
p— I —
B, > T Ay

| 4,| < K*s* < K™e.
. .\ I :
Donc la série entidre (19) converge pour [¢] <_, ce qui montre que

cette série est toujours convergente.
Il est facile de former des exemples ou la fonction entiére (19) se
réduit soit a une constante, soit a une fonction entiére rationnelle de ¢.

Supposons par exemple
A = 0,7,

les o, et 7, étant tels que la série Zo;7; converge absolument.
La formule (19) montre immédiatement que l'on a, dans ce cas,

+
A =1 + tz,-a,-'r;.
1
En second lieu, prenons

A

=1, 4, = ¢, 4, = g,

A.

§ =0 (Pom'i>l;f>1,i*.7.)
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de sorte que le déterminant prenne la forme

1 7,0 7t

nous trouverons

-}
2
A: I "—t ?‘ia‘iti‘

14. En effectuant sur les éléments A, une substitution multiplicatoire
convenable, on peut donner au théoréme démontré au numéro précédent
une autre forme.

En effet, les 4, remplissant les conditions
4. < ST, A£b)

le déterminant des A4, se change, par la substitution

,
Ait 3 ‘4z'k 71—1;

en un déterminant
4 = [Bik]i,k=l,?,..,+ao

dont les éléments remplissent les conditions

T;
i < SiTi (i#k)
k

[Ba| = |4

d’ott ce théoréme: !

Pour que le déterminant des A, et tous ses mineurs convergent absolu-
ment, il suffit que le produit des éléments diagonaux converge absolument et
que les éléments non-diagonaur de chaque ligne soient moindres en valeur
absolue que les termes d'une série domnée absolument convergente.

' 11 est clair qu'on peut aussi arriver 4 ce théoréme en supposant, dans l'énonceé
précédent (n° 13), que tous les S; soient égaux & l'unité.
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Si ces conditions sont remplies je dirai que le déterminant des A,
est hypernormal® et j'appellerai la suite des nombres positifs

a a

1 g9 * -+

suite majorante de ce déterminant si la série formée par ces nombres con-
verge et que 'on ait (en posant A; = 1 + a;, 4y = ay)

ay < Ka,
K désignant une constante.
On voit immédiatement que les déterminants normaux entrent comme
cas particulier dans cette nouvelle classe.
Tl est facile d’étendre la plupart des propriétés des déterminants nor-
maux aux déterminants hypernormaux. Quant a la multiplication on peut

énoncer ce théoreéme:

Soient A et B deux déterminants hypernormaux, A ayant la suite ma-
jorante

(a) a, o, .

et B ayant la suite majorante

(/9) :31’:32"';

les lois de multiplication 1T et III sont applicables i ces déterminants de
telle sorte que le produit AB prend la forme d'un déterminant hypernormal
ayant la suite majorante (8) ou (a) selon qu'on applique la loi 11 ou la loi I11.

Je n’insisterai plus ici sur les propriétés des déterminants en question.
Je me bornerai a énoncer deux propriétés des mineurs d'un tel déterminant
qui nous seront utiles dans ce qui suit.
On voit que le mineur
(I 2 ..m
12 .. m>

! Un déterminant du type étudié plus haut (n° [3) pouvant étre ramené & ce
nouveau type par une substitution multiplicatoire, nous le dirons semblable 4 un détermi-

nant hypernormal.
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s'approche indéfiniment de l'unité quand m va en croissant. Il en résulte
que, parmi les mineurs de A, il y en a qui ne sont pas nuls.

Il résulte d'une formule démontrée dans mon travail cité plus haut
(Sur la convergence etc. p. 15) que V'on a

(22)

) < sy P,

ok, zk\)

(23) ka, a; .. a,. PK*

=

\y . by gy e

tous les indices étant supposés distincts et P et A ne dépendant ni de k
ni des A, 14, .

§ 4. Application aux systémes d’ordre infini d’équations
différentielles linéaires.

15. Considérons d’abord un systéme d’équations linéaires

4+«

(24) ?kAikxk =0

le déterminant A des A4, étant hypernormal et ayant la suite majorante
(a,, a,, ..).

En se servant d'un raisonnement parfaitement analogue & celui employé
dans mon mémoire (Acta mathematica, t. 16) pour le cas des détermi-
nants normaux, on arrive au théoréme suivant:

Pour quw'il existe une solution x,,x,,.. du systéme (24) autre que

r, =0, £, =0, .. et telle que la série

(25) zkakxb

converge absolument, il faut que A soit nul.
Si A Sannule avec tous scs mineurs dordre 1,2, ..,r — 1 mais,
parmi les minewrs d’ordre r il y en a un au moins, soit

A z',\)
P
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qui n'est pas nul, Uéquation ™ du systéme (24) (pour ¢ =i, , .., 1,) est
une conséquence des autres équations du systéme (24) et la solution générale
de ce systéme peut s'écrire sous la forme

’

TR T c‘,\ RN SR A
= T .. z,,
<k1 ) (k K, kST T (kl ke kS

-

Ty s T, , . ., T, désignant des comstantes arbitraires.

16. Passons & un systtme infini d’équations différentielles linéaires
de la forme

d-l',;
(26) at = ¢ilx1 + Sbi‘le + .. @=1,2,..,+x)

ol les ¢, sont des fonctions données de f. Supposons ces fonctions holo-
morphes dans une région R du plan des ¢ et telles en outre que, pour
tout domaine intérieur a R,

(27) | ie| < i,

les a; étant des nombres positifs formant une série convergente.

Soit ¢, un point & l'intérieur de R de sorte que les ¢y, soient holo-
morphes dans le voisinage de ¢ = ¢,.

Dans ces conditions, j'ai démontré le théoréme suivant (Sur les sy-
stémes d'ordre infini d'équations différentielles. Ofversigt af Kongl. Vet.
Ak. Forhandl. Stockholm 1899):

1l existe un systéme de fonctions (et un sewl)

satisfmsant au systéeme (26), holomorphes dans le wvoisinage de t = ¢, et
prenant ¢ ce point les valeurs initiales

(28) xl = x(l)) x? = xg )
les 1} étant supposés tels que la série

o+ 2+ ..

converge absolument.
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J’ai démontré ce théoréme en comparant le systéme (26) au suivant

as; a . . .
(29) rﬁ = I t(cl + Sq + . -)» (i=1,2,.., +x)
Lo

o étant pris inférieur au rayon de convergence du développement Taylorien

des a, dans le voisinage de ¢ = ¢,.

Désignant par

=) =2
;5)5 Cy)) v

la solution du systéme (29) qui vérifie les conditions initiales
& =0 (i=+y); &Y =1

pour ¢ = O on a, en posant a = 2.a,

s=(y dy I
& =1 +;<——T\a7—‘1>,
(=)
i) % v
ED = - TR Y
(=)
P

Il en résulte que si I'on désigne par
M, 2, ..
la solution du systéme (26) satisfaisant aux conditions initiales (pour ¢ =t,)
(30) 2 =0 (i =+ ), z? = 1

on a, pour [t —¢ | <p,

Y a, I \
‘xs)-_—lIé;((l_]t—tnl)ap—l)’
P
W[ < By ! —
llv ia(<!_“__fn|>up X).
P

Comme la solution générale

(31)

r ,x

1 2y
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définie par les conditions initiales (pour ¢ = ¢))
— . 0
T, = Zy, Ty = Ty ,
s’exprime sous la forme
x; = 2] 4+ 252 + .., (=1,2,.,+=)
on peut dire, par analogie avec les svstémes d’ordre fini, que les solutions

(32) xsl), xsﬂ), .. (»=1,2,.,+=)

constituent un systéme fondamental d'intégrales du systeme (26).
Les formules (31) font voir que le déterminant formé par ces fonctions

EUNE
(33) Aty = 20 20, ..,
est hypernormal et a pour suite majorante a,, a,, .. tant que ¢ reste dans
le domaine
|t —1¢t, <p.

De 1a et du théoréme énoncé au n° 15 il résulte que les constantes

sont les seules pour lesquelles on a identiquement
Cl.’l?(li) + 622}5‘:) 4+ ..=o0 (i=1,2,.., + )
et pour lesquelles en outre la série

c,a, + o, + ..
converge absolument.
Pour cette raison nous pourrons dire que les solutions du systeme
fondamental (32) sont linéairement indépendantes.
Plus généralement, si les solutions

AN Gt e

ont pour ¢=f un déterminant hypernormal D qui n'est pas nul, ces



Sur quelques points de la théorie des déterminants infinis. 113

solutions sont linéairement indépendantes et la solution définie par les con-
ditions initiales
T, = 27, T, =223 , .. (pour t=t,)

(les a7 formant une série absolument convergente) peut s’exprimer linéaire-
ment par rapport a ces solutions:

z; =y + ey + ...

En effet, il suffit pour cela de prendre

D, désignant ce que devient D quand on y remplace la colonne formée

par les y” (i = 1, 2,..) par celle formée par les «} (i =1, 2,..).
Soit L un chemin passant du point #, & un point ¢’ et situé tout

entier & lintérieur de la région R et faisons la continuation analytique

des fonctions z{(¢) en suivant ce chemin. Je dis que le déterminant (33)

ne cesse pas d'étre hypernormal et d'avoir la suile majorante (a,, a,, . .).
En effet, choisissons sur L des points

t,t

19 Y929 9 Yp—1

de telle maniére que (posant /, = t', o, = p)
J tu - tv—l-{ < lov~1) =12,.,p)

p,_, désignant le rayon de convergence du développement taylorien des.
fonctions ¢, (¢) dans le voisinage de ¢ = ¢, ;.
Soit
VL), o2, ..

la solution du systéme (26) qui est holomorphe dans le voisinage de ¢ = ¢,
et qui, pour ¢ = ¢,, satisfait aux conditions initiales

P =0 (i =+ k), P = 1.
Nous savons alors que le déterminant
Pt e) , (L), ..
Pt ), 2PE;L) , -
l

Acta mathematica. 24. Imprimé le 8 mars 1900. 15
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a la suite’ majorante (a, , a,,..) tant que

|t —t,

< p,.
Donc chacun des déterminants

[w(kf)(tu ) tv—l)]i,k-l,?,..,«}-a:
a cette méme propriété.
Or, convenant de désigner par

(@)

la valeur au point ¢ de la continuation analytique d'une fonction 7 (¢) en
suivant le chemin L de ¢, jusqu'a ¢ nous avons

a0t 6) = A0t 5 b,),

o
x}?(t; to) = ijgcﬁ(tl ) to)a’z('ﬂ(ta; tl)’

to

ty 0 ty—1 . ) .
“afi(t; t) = sz B0t 5 ). 2t 5 bs)-

Done, posant pour abréger
[ 20 t) = 225 4,)

nous aurons, en vertu du théoréme de multiplication

p
[xg)(t')]i,k=1,2,..,+w = E [a:}?(tv > tv—l)]i,k:l,..,+w )

ce qui prouve bien que le déterminant formé par les premiers membres
est hypernormal et a pour suite majorante (a,, a,, . .).

Supposons maintenant que le chemin L soit fermé (¢ ={)) et em-
brasse un certain nombre de points singuliers pour les coefficients ¢, (2).
Soit A,; la valeur qu'aquiert au point ¢, la fonction z{’(#) quand ¢ déerit
ce chemin. D’aprés ce que nous venons de voir, le déterminant

A, 4
A4, A

21 22

12
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admet la suite majorante (a,, a,, ..); autrement dit, en posant
Ay =1+ a;, Ay = ay, (k)
on a
] (li,c] < Ka,“

K désignant une constante.
Ceci établi, proposons-nous la question s’il existe une solution

Y5 Y, -

du systéme (26) qui se multiplie par une constante w quand on fait dé-
crire 3 ¢ le chemin fermé L; ce qui s'exprime en écrivant

(34) Y, = oy,

u désignant la valeur qu'acquiert une fonction % quand, partant dun
point ¢ voisin de ¢, on y retourne apreés avoir déerit le chemin L.

Posons
Y= ¢,xd + c,x + ..

de sorte que c¢; désigne la valeur initiale de y, (pour {=/¢,) et remarquons

que nous avons
x(') —_ E (@) .
]Z = jAkaJl,

nous aurons domc, pourvu que la série
(35) e, +c, + ..

converge absolument,
Y, = E cp Az

la série double du second membre étant absolument convergente tant que
I'on a
|t —t,| <p.

Pour que la condition (34) soit remplie il faut donc que l'on ait,

pour toute valeur de ¢,

(36) Z;ﬂ?ﬁ"’@ =0 (i=1,2,.., 4+ %)
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oll nous avons mis, pour abréger
b] = (l)Cj— sz/;Akj.

La série (35) devant étre absolument convergente, il en est de méme de
la série

b +b, + ...

Done, le déterminant du systéme linéaire (36) n’étant pas nul 1dentique-
ment, il résulte du théoréme enoncé plus haut (n° 15) qu’il faut avoir

b, = o, (G=1,2., +%)
c¢’est-a-dire que les ¢, doivent vérifier le systéme linéaire
(3 7) a)CJ — chk Ak] == O, (7=1,2,.., +»)

Supposant @ = 1 nous pouvons poser

I

o—1=—"
de sorte que ce systéme prenne la forme
(38) ¢+ ,uzkaﬁck = 0. (G=1,2,.., + =)
Le déterminant de ce systéme
14 pa, ,  pa, 5

Ap) = pa, , T+ pa,, ‘

est hypernormal et posséde, pour chaque valeur de 4, la suite majorante
(a,, ay, . .).

Done, pour que le systéme (38) admette une solution ¢, ¢,, .. telle
que la série (35) converge absolument, il faut et il suffit que p soit une
racine de A(p)=o0. Donc, pour que le systéme linéaire (26) admette
une solution

Yy Ygs - -
jouissant de la propriété

Y, = Wy,
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et telle, en outre, que la somme

Y,y + ..

converge absolument pour ¢ = ¢, il faut que o satisfasse a 'équation

(39) A( : >=0-

I —w

Cette condition est aussi suffisante. En effet, soit w, # 1 une racine
de l'équation (39). Supposons d’abord que ce soit une racine simple. On
sait alors' que, parmi les mineurs de A du premier ordre, il y a un au
moins qui ne s’annule pas pour w=w,. Désignant par a,(¢) les mineurs
du premier ordre de A{u) et supposant, par exemple,

1
all(l__w>=#=oy
1

on pourra éerire la solution générale du svstéme (38) sous la forme
C, = €.y, (k=1,2,3,.)

¢ désignant une constante arbitraire.

Or, supposant comme il est permis que la somme

2+ a, + ..

soit inférieure a l'unité et appliquant la formule (23) onvoit que les va-
leurs ainsi définies des ¢, satisfont aux inégalités

'Ck‘} < Kal::
K désignant une constante.
Donc, si I'on pose
(40) Yo = o) + eal + .
on est assuré d’avoir des séries absolument convergentes telles que la série
U2 o2
converge absolument d’ou, a fortiori, on voit que chacune des séries
Zk¢’ikyk

Ceci résulte, par exemple, de la formule (10) de mon travail cité plus haut:
Sur la convergence des délerminants d’ordre infini.

1
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converge absolument. Comme on a de plus

(lyi ~
at = Zl: ¢ikyk

la formule (40) définit bien une solution du systéme (26) jouissant de la
propriété
Y = 0,y

Dans le cas d’une racine multiple w, d’ordre % on trouvera % solutions
linéairement indépendantes qui pourront étre rangés en sous-groupes comme
dans le cas correspondant d’un systéme linéaire d’ordre .

Comme w = 1 est un point singulier du premier membre de 1'équa-
tion (39) (sauf dans le cas ou A se réduit a4 une constante) on voit que
la recherche des intégrales qui restent uniformes dans la partie considérée
du plan échappe & la méthode précédente et exige une étude spéciale.
Pour ‘@ = 1 le systéme (37) se réduit a un systeme

(41) Zka(](}k = QO (f.=)12»'-1+°°)

~

dont le déterminant n’est pas absolument convergent; on arrive donc a
cette conclusion, paradoxale au premier abord, que la recherche des inté-
grales uniformes du systéme (26) conduit a des difficultés plus graves que
la recherche des intégrales non-uniformes jouissant de la propriété (34).

17. Sans insister ici sur ces questions que je n’ai pu qu’aborder
dans ce travail, je considérerai l'exemple le plus simple pour éclaircir les
résultats obtenus.

Soit

da; /.
(42) ?l?t == - it(xl + x4+ . (i=1,2, ., +)

le systéme proposé, les ¢, étant des constantes formant une série absolu-

ment convergente

¢ = ¢'1 +d,+ ...
Supposons d’abord ¢ == o. En posant

/,
¢ — oy
nh=1 +¢[<n-tw )
(43) /
2 = ﬂ‘[__l___, , ()

¢ Lt — 1ty
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on a une solution
", z® ..
du systéme (42) satisfaisant aux conditions initiales
w) =1, ¥ = o (pour { = O)
d’ott 'on voit que la solution générale

T B,

1 93 - ¢

définie par les conditions initiales
x, = 2} (pour ¢ = 0)
peut s’exprimer ainsi
z; = 2}2P 4+ 232 + ..
ou bien

0 & 1 . 0
(44) *; = x; + & [(—1 " 1] 2,1

Soit L une circonférence décrite du point ¢ = 1 comme centre et
passant par le point ¢ = 0. On aura, en faisant décrire & ¢ le chemin L
dans le sens positif,

g
- LT
v o La—o7 ‘

donc nons avons dans ce cas

— P g —2miy
A, =1 +$(e — 1),

A

) g
w = %‘(e_YW‘_ y

et la valeur du déterminant A(T—i—g)) est la suivante

] — —

I 1 — e~ 27
A ———
1 —w

I —w
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I équation (39) n’a donc ici qu'une seule racine savoir

et, comme on voit facilement que les mineurs du déterminant A (y) appar-
tenant & une ligne quelconque sont proportionnels aux quantités

/)
ZERCRRE
la solution la plus générale du systéme

1

CJ + zk (IA.jCk —_ O)

I —w

5. .
(akj = %’l (8_')‘-‘“ — I))

,

telle que la série Xe; converge absolument, peut s'écrire sous la forme

¢ = cdy,

¢ désignant une constante arbitraire.
Done la seule solution du systéme différentiel (42) qui se multiplie
par une constante quand ¢ tourne autour du point £ = 1 est la suivante

C¢i

xX; =m (i=1,2,..,+x)

Pour trouver les solutions uniformes il faut résoudre le systéme (41)
qui dans le cas considéré se réduit a une seule ¢quation savoir

Ek Ck - O.
Les ¢, ‘tant assujettis & cette condition, si lon forme la solution
x,, %,, .. qui satisfait aux conditions initiales
x,=¢ pour t =0,

la formule (44) montre que l'on a, pour toute valeur de ¢,
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Done, en dehors de cette solution constante, il n'y pas de solution
uniforme du systéme (42).
Nous supposions plus haut ¢ #= 0. Prenons maintenant le cas

¢ = o.

Alors on trouve que la solution du svstéme (42) qui est définie par les
conditions initiales
) = 1, z = o (pour ¢t = 0)

peut s'éerire ainsi

0 =1 — ¢, log (1 —¢),

= — ¢, log(1 — ).
On a donc
A4, =1+ ¢, .27,
4, = ¢, .27,

Il en résulte que le déterminant A se réduit dans ce cas d une constante,
a savoir l'unité.

Done il n’y a pas de solution du systéme (42) qui se multiplie par
une constante @ (@ =+ 1) quand ¢ tourne autour du point ¢ = 1.

Quant aux solutions uniformes, on voit comme dans le cas ¢ =4 0 que

est la solution uniforme la plus générale.

Par analogie avec les équations linéaires d’ordre fini, on prévoit que
dans le cas considéré, la solution générale doit présenter une singularité
logarithmique dans le voisinage de ¢ = 1. Cest aussi ce ui a liew, la
solution générale pouvant s'écrire sous la forme

@, =c,— ¢;. 2,.c.. log (1 — 1),

les ¢, désignant des constantes arbitraires.

Par ce qui préctde on voit que la théorie classique des équations
différentielles linéaires fondée par M. Fuchs peut, dans certaines conditions,
tre généralisée au cas d’'un systéme d’ordre infini.

Acta mathematica. 24. Tmprimé le 12 juin 1900. 16



122 Helge von Koch.

Pour voir 1'utilité et méme la nécessité de cette généralisation, il suffit
de remarquer que la recherche des intégrales des équations linéaires aux
dérivées partielles conduit, dans des cas étendus, a des systémes diffé-
rentiels d’ordre infini appartenant au type considéré plus baut.’

' Voir, par exemple, l'équation (A) considérée dans mon travail cité plus haut
(Sur les systémes d’ordre infini d’équations différenticlles).



