UBER DIE REGELFLACHEN MIT EINER LEITGERADEN.
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Abbildung des speziellen linearen Komplexes.

1. In meiner Inauguraldissertation’, wo es sich um eine Einteilung der
Regelflichen 6. Grades nach der Beschaffenheit der Doppelkurve handelt, war
der zu Grunde liegende Gedanke, dass ich einen 'mégiichst einfachen die Regel-
fliche enthaltenden Komplex betrachtete. Ich versuchte dann eine Abbildung
herzustellen, wobei dem Komplex bez. Punktraum im ersten System der Punkt-
raum bez. ein Komplex von geraden Linien im zweiten System entsprach. Gelingt
niamlich eine golche Abbildung, so wird ja die Regelfliche bez. ihre Doppelkurve
in eine Kurve bez. die dem letzteren Komplexe zugehorige Bisekantenregelfliche
dieser Kurve transformiert. Ts erwies sich, dass in vielen Fillen die Behand-
lung durch diese Umformung des Problems wesentlich erleichtert wurde. Nun
gibt es natiirlich nicht fir jeden algebraischen Komplex von geraden Linien eine
Abbildung von der hier gewiinschten Art. Man darf also nicht erwarten, dass
die Methode fiur die allgemeinen Regelflichen jedes beliebigen Grades anwend-
bar ist. Ich halte es sogar fiir wahrscheinlich, dass es schon Regelfiichen 7.
Grades gibt, welche keinem Komplex von der in Rede stehenden Eigenschaft
angehdren.

U Klassifikation af regelytorna af sjette graden (Lund, 1892).
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Fiir die Regelflichen 6. Grades (=R;) gilt es immer, dass dieselben entweder
einem Tetraedralkomplexe oder einem der zugehorigen Unterarten angehdren
miissen. Dieser Komplex ist ja von 13 Parametern abhiingig, und eine E; muss
zu jedem quadratischen Komplexe gehoren, der 13 gerade Linien mit ihr gemein
hat. Nun wird ja durch die Pol- und Polarentheorie der Biischel von Flichen
2. Ordnung eine birationale involutorische Verwandtschaft zwischen einem Tetrae-
dralkomplexe und dem Punktraum vermittelt. Jedenfalls ldsst sich also unsere
Methode auf solche Klassen von Regelflichen anwenden, welche in Tetraedral-
komplexen enthalten sind.

Der einfachste Komplex ist der spezielle lineare, welcher eine Leitgerade
besitzt. Tritt nun im obigen Biischel ein Ebenenpaar auf, so degeneriert offen-
bar der Tetraedralkomplex in einen speziellen linearen, der die Axe des Ebenen-
biischels als Leitgerade hat. Gilt es nun eigentliche Flichen 2. Ordnung, so hat
man 4 verschiedene Unterarten von Biischeln, zu denen ein Ebenenpaar gehort?!,
und man bekommt diesen entsprechend g4 verschiedene Typen von Abbildungen des
speziellen linearen Komplexes auf den Punktraum. Da nach den Umstinden jede
von diesen Abbildungen Vorteile gewdhren kann, so habe ich mich auch in
meiner Dissertation mit allen 4 beschiftigt. Die Hauptrolle spielt aber dort
eine 5. Abbildung, ber welcher der Fldachenbiischel aus lauter Kegeln besteht, und wir
werden uns hier ausschliesslich auf diese beschridnken.

2. Als Gleichung des Kegelbiischels k6nnen wir wihlen
(1) 2xy + A2zyw + 28 =o.

Eine fundamentale Rolle bei der Transformation haben die geraden Linien
x =y =0 oder die Axe des Ebenenpaares und y = 2 == 0 oder der Ort der Kegel-
spitzen. Wir bezeichnen dieselben mit L und L. Ebenso bezeichnen wir den
Schnittpunkt =y =2z =0 mit 0 und die gemeinschaftliche Ebene y = o mit F.
Fiir einen Punkt$ z,, y,, 2z, w, erzeugen die Polarebenen den Biischel

(2) yix + 2y + Awy + 2,2 + yw) = o.
Die entsprechende Gerade wird also durch die beiden Gleichungen

(3) Y + Yy =w Y + &2+ yw=0

bestimmt.

! Es gibt 14 verschiedene Typen von F,-Biischeln. Eine Zusammenstellung findet man bei
CLEBSCH-LINDEMANN, Die Fldchen erster und zweiter Qrdnung oder Klasse und der lineare Kom-
plex, p. 215—236 (Leipzig, 1891).
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Wie es sein muss, bedeutet (3) eine gerade Linie, welche dem speziellen linearen
Komplexe mit L als Achse angehort. Wir sehen auch, wie der dem Komplexe
angehorigen Geradenbiischel durch den Punkt x,, yy, 2, w, auf die Punktreihe
der entsprechenden Linie abgebildet wird.

Es ist jetzt die Frage, wie die (Gteradenbiischel des Komplexes abgebildet
werden, welche in einer beliebigen die Achse L nicht enthaltenden Ebene

(4) Lz +tmy+ Lzt ww=o0
liegen. Identifiziert man (2) und (4), so gelangt man zu den Bedingungen

(5) Gipp— oz =o0=ny —§x — 0 w.

Die Bedingungen fiir den entsprechenden Punkt x, y,, z;, w, sind also ganz #hn-
lich gebaut wie diejenigen in (3) fiir «, y, z, w. Nur hat hier L die Rolle als
Achse iibernommen. Also haben wir eine tnvolutorische eindeutige Transformation
erhalten, bei welcher sowohl der Punktraum als der Ebenenraum je auf einen spe-
giellen linearen Komplex abgebildet wird, wober die Achsen dieser beiden Komplexe
etnander schneiden wmiissen. Hiermit haben wir auch ein doppeltes Ziel erreicht.
Man kann in solcher Weise eine einem speziellen linearen Komplexe mit der Achse
L zugehirige Regelfliche auf eine Kurve abbilden, dass sowohl die Doppelkurve als
die Doppeldevelopable auf Bisekantenregelfidichen iibergefiihrt. werden, welche je zu
den Komplexen mil den Achsen L und L gehiren.
Denken wir uns die Gleichungen (3) in der Gestalt

(3" U X+ UsY = VoY + Vg2 + v, w =0,

so erhalten wir in gewohnlicher Weise als Koordinaten fiir die definierte gerade
Linie

(6) P12 =0y Pou = Y1 Wy, Psy = L1 Y1, Poa= — Y121, P1a = 121, Pos = Y1

Man findet fiir y, = o0, dass simtliche Koordinaten mit Ausnahme von p,, ver-

schwinden. Dies bedeutet, dass den Punkten der Ebene E die einzige Gerade L
entspricht. In gleicher Weise erhalten wir, dass den Ebenen durch O die Ge-
rade L entspricht. Hierbei hat man doch Ausnahmen, indem fir die Geraden

L und L auch p,, verschwindet. Man hat also fiir die Punkte dieser Linien

die Verhdltnisse der Koordinaten zu betrachten. Fir L bekommt man dann
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Pag = Py (= P1a) = O, Pay: Py == 10, . Dies bedeutet, dass einem Punkte von L
der durch ihn gehende Geradenbiischel in der Ebene F entspricht. In gleicher
Weise hat man fiir L py; = pos (= p1a) = 0, pyy: Py = w0, : — 2,.  Den Punkten der
Geraden L entsprechen somit die Geradenbiischel durch O in den durch I ge-
henden Ebenen. Nehmen wir endlich O oder den Punkt z;, =y, =2, =0, 80
finden wir, indem wir das Verhiiltnis in Bezug auf p,, betrachten, p,; = p.y =
Pos (= p1o) = 0. Hierdurch ist aber der Geradenbiischel durch O in der Ebene F
definiert. Dies Resultat war ja auch nach den vorhergehenden Ergebnissen zu
erwarten. Da man p,,:p,, = w, y, 'z, 2, hat, so sieht man, dass den Richtungen
durch O, weleche nicht in der Ebene F liegen, immer die Gerade L entspricht.
Diese Resultate hiitten wir natiirlich auch geometrisch ohne Benutzung von
Linienkoordinaten ermitteln konnen.

3. Wir suchen das Bild einer linearen Kongruenz. Kombinieren wir p,,=0

mit einem Komplexe

(7) Uya Pgy + €y Pay + Gy Poy + Gy Pry T €y Pag = O,
so erhalten wir nach (6)
(8) QYU + e LY — Yz + ayyxz + oyt =0,

also eine F, welche die beiden Fundamentalgeraden L und L enthilt. Diese
Iy, kann auch als Bild der zweiten Leitgeraden L, der Kongruenz betrachtet
werden. Aus den Entwicklungen der vorigen Nummer ersehen wir, wie den
beiden Erzeugendensystemen der F, die beiden Scharen von Strahlenbiischeln
der Kongruenz entsprechen.

Betrachten wir jetzt eine Kurve von der Ordnung # mit g Punkten auf
L und » Punkten auf L(x + » = n), wobei zu beriicksichtigen ist, dass, falls einer
dieser Punkte mit O zusammenfillt, derselbe nur einfach geziihlt werden soll,
falls die Tangente nicht zur Ebene E gehért, so konnen wir nach dem Grade
der entsprechenden Regelfliche fragen. Diese Gradzahl ist offenbar mit der An-
zahl der beweglichen Schnittpunkte mit den Flichen der Schar (8) identisch, also
2n—yu—w». Die iiberschiessende Zahl » — g —» ist die Anzahl der Schnitt-
punkte der Kurve mit der Ebene E, welche ausserhalb der Geraden L und L
liegen. Diese » — u — v Punkte miissen aber nach der vorigen Nummer aus mit

L zusammenfallenden Erzeugenden der Regelfliiche herrithren. Als Umkehrung
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dieses Resultates erhalten wir fiir eine Regelfliche vom Grade »n mit L als
vfacher Erzeugenden (2v =< n) die Abbildung auf eine Kurve von der Ordnung
n—v.  Will man nun eine zu einem speziellen linearen Komplexe gehirende Regel-
fdche mit Benutzung von dieser Abbildungsmethode studieren, so ist es mithin vor-
teslhaft als zweite Fundamentalgerade L eine miglichst vielfache Erzeugende zu
wdhlen.

Hat man in (7) ¢y =0, so bedeutet dies, dass L eine Linie der Kongruenz
darstellt. Nun wissen wir aus der vorigen Nummer, dass den Punkten von E

die Gerade L entspricht. Hiermit stimmt iiberein, dass in diesem Falle aus
dem linken Glied von (8) der Faktor y sich ausscheiden ldsst, so dass, wenn .die

zweite Fundamentalgerade L zu einer linearen Komgruenz gehirt, letztere auf eine
Ebene abgebildet wird.

Fiir ;3 = o erhiilt man eine lineare Kongruenz, fiir welche die zweite Leit-
gerade sich unbegrenzt der ersten Leitgeraden L nihert. Als Bildfliche (8) hat
man jetzt einen Kegel, fiir welchen O die Spitze darstellt. Hat man iiberdies
(g 1y, + oy, =0, so besteht der durch ps = O und (7) bestimmte Biischel aus
lauter speziellen Komplexen. Die Kongruenz besteht dann aus einem Strahlen-
biindel und einem Strahlenfeld. Als zugehdrige Triger haben wir einen Punkt
auf L bez. eine Ebene durch L. Wie man aus den Entwicklungen der vorigen

Nummer erwarten muss, wird der Strahlenbiindel auf eine Ebene durch L und
das Strahlenfeld auf eine Ebene durch L abgebildet.

4. Die Moglichkeiten betreffend die Eigenschaften einer Regelfiiche lassen
sich nun oft einfacher bei der Bildkurve iiberblicken. Dies steht damit im Zu-
sammenhange, dass, wenn man dieselbe Bildkurve verschiedene Lagen in Bezug
auf die Fundamentalelemente annehmen lisst, so. kann man verschiedene Typen
von Regelflichen erhalten. Besonders wollen wir hier die Torsalen betrachten.
Bekanntlich gibt es zweierlei Arten von Torsalen, indem entweder die Torsal-
ebene die Leitgerade enthiilt, oder der Torsalpunkt auf der Leitgeraden liegt.
Nach der vorletzten Nummer erschliesst man, dass erstere auf solche Punkte der
Bildkurve C abgebildet werden, deren Tangenten die Gerade L treffen, letztere
dagegen auf Punkte, welche dieselbe Eigenschaft in Bezug auf die zweite Funda-
mentalgerade L besitzen. Man kann insbesondere nach den Eigenschaften des
Bildpunktes fragen, falls man fiir L eine Torsalgerade gewihlt hat. Bs ist leicht
ersichtlich, dass dann die Tangente in der Ebene FE enthalten sein muss, und
der Bildpunkt selbst im ersten Falle auf L, im zweiten auf L liegen muss.

44—31104. Acta mathematica. 37. Imprimé le 19 aott 1931,
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Bine gewéhnliche Riickkehrerzeugende enthilt je eine Torsale von jeder der
beiden Arten. Der Bildpunkt ist entweder ein Riickkehrpunkt oder, falls L mit
der Riickkehrerzeugenden zusammenfillt, ein gewohnlicher Punkt ausserhalb
der Geraden L und l—), in welcher F die Bildkurve C beriihrt. Wie mehrere
Torsalen sich in eine Erzeugende hiufen konnen, lisst sich wohl kaum ein-
facher als durch das Studiom iiber die Moglichkeiten fiir die Bildkurve tiber-
schauen. Man kann ja in einem Kurvpunkte eine Singularitit haben, welche
mit mehreren Riickkehrpunkten iquivalent ist. Uberdies kann die Tangente ent-
weder L oder L schneiden; dabei kann die Tangente noch stationir sein oder
die oskulierende Ebene, welche auch stationir sein kann, eine von diesen Gera-
den enthalten.

Hier interessieren uns besonders solche Singularititen, welche schon bei
den Regelflichen 6. Grades auftreten und dabei Bedeutung fiir die Zusammen-
setzung der Doppelkurve oder der Doppeldevelopable erhalten konnen. Wir
fragen nach der Bedeutung eines Doppelpunktes auf der Bildkurve - dessen
beide Tangenten entweder L oder L schneiden. In beiden Fillen bekommt man
zwei zusammenfallende Torsalen, und zwar im ersten mit zusammenfallendeu
Torsalebenen durch die Leitgerade, im zweiten mit zusammenfallenden Torsal-
punkten auf der Leitgeraden. Nimmt man diese Doppeltorsale als Fundamental-
linie E, so hat man als Abbildung zwei Punkte auf L bez. L, deren Tangenten
in der Ebene F liegen. Wir konnen dieselben als Doppeltorsale mit zusammen-
Jallenden FEbenen bez. Doppeltorsale mit cusammenfallenden Punkten charakterisieren.
Diese beiden besonderen Arten von Doppeltorsalen sind offenbar zu einander
reziprok. Nun ist es von Bedeutung, dass erstere Art von Doppeltorsale offenbar
die Ordnung der Restdoppelkurve mat 2 und dee Klasse. der Restdoppeldevelopable
mit nur 1 herabsetzt. Das wumgekehrte Verhdltnis tritt natiivlich ber der letzteren
Art ein. Wir finden aus diesem Beispiel, dass be: den Regelfidchen sehr wohl
mehifache Frzeugende auftreten kinnen, welche einen verschiedenen FEinfluss auf die
Ordnung der Restdoppelbwrve und auf die Klasse der Restdoppeldevelopable haben.

Nun kommt der Fall, dass eine Tangente der Bildkurve durch O geht.
Aus den vorhergehenden Entwicklungen wissen wir, dass einer Bisekante durch
O ein Punkt der Restdoppelkurve auf der Leitgeraden entspricht. Wenn die
Bisekante in eine Tangente iibergeht, erhalten wir demnach eine Torsale mit
dem Torsalpunkte auf der Leitgeraden. Diese Torsale wird offenbar sowohl fiir
die Leitgerade als die Restdoppelkurve, also doppelt, gezihlt. Nehmen wir nun
an, es gebe einen Kegel mit der Spitze in O, der durch Bisekanten oder mehr-
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fache Sekanten der Bildkurve C erzeugt wird. Ein solcher Kegel muss das Bild
einer doppelten oder mehrfachen Kurve der Regelfliche bedeuten. Andererseits
entsprechen den Erzeugenden des Kegels Punkte auf der Leitgeraden. Man
muss sich also die Sache so vorstellen, dass die fragliche doppelte oder mehrfache
Kurve sich unmittelbar an die Lettgerade anschliesst, und dabes handelt es sich nicht,
wie man leicht einsieht, um eine Regelfiiiche, welche einer linearen Kongruens an-
gehort. Der Fall soll also nicht mit demjenigen mit zwei zusammenfallenden Leit-
geraden verwechselt werden. Vielleicht lidsst sich eine solche singulire Leitge-
rade kurz als mehrfache Leitgerade mit Berithrung charakterisieren. Den Punk-
ten der Bildkurve auf einer Erzeugenden des Kegels entsprechen Erzeugende der
Regelfiiche, welche sowohl derselben Ebene durch die Leitgerade als demselben
Punkte auf der Leitgeraden angehdren. Dabei wird den Erzeugenden des Kegels,
welche in einer Ebene durch L enthalten sind, derselbe Punkt auf der Leitge-
raden zugeordnet; ebenso verhilt es sich mit den Ebenen durch die Leitgerade
und den FErzeugenden des Kegels, welche in einer und derselben Ebene durch
die Fundamentalgerade L liegen.

Zuletzt kann es bekanntlich auch Torsalen geben, welche mit der Leitge-
raden koinzidieren.- Eine solche .wird im Punkte O abgebildet und ist im ein-
fachsten Falle mit zwei einfachen Torsalen Hquivalent.

5. Mit ganz anderen Hilfsmitteln arbeitet W. L. Epceg, der soeben eine
grosse Arbeit iiber die Regelflichen von den Gradzahlen 4, 5, 6 verdffentlicht
hat.! Rinerseits betrachtet dieser Verfasser eine Regelfliche als eine Kurve auf
der quadratischen Hyperfliche

() P1aPss T Ps1Poy T PuuPes =0

im finfdimensionalen Raume. Andererseits denkt er sich die Regelflichen als
Projektionen von Normalregelflichen in hoheren Ridumen. Diese interessante
und hochst sorgfiltie ausgefithrte Arbeit wird gewiss einen hohen Wert beibe-
halten, auch wenn dem Verfasser seine Absicht eine vollstindige Aufzihlung der
verschiedenen Typen von Regelflichen 6. Grades zu geben nicht véllig gelungen
sein mag. Offenbar hat Epce bei der Verfassung seiner Abhandlung keine Ge-
legenheit gehabt Kenntnis von meiner Dissertation zu nehmen; dieselbe wird
auch nirgends zitiert.

Bei der Aufzihlung der verschiedenen Typen von Rj in meiner Dissertation

' The theory of ruled surfaces (Cambridge University Press, 1931).
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habe ich als einziges Unterscheidungsmerkmal die Beschaffenheit der Doppelkurve
benutzt. Dagegen hat Epee in gleichem Masse Riicksicht sowohl auf die Dop-
pelkurve als auf die Doppeldevelopable genommen. Ohne Zweifel ist letzterer
Standpunkt als der richtigere zu bezeichnen. Ubrigens habe auch ich im Texte,
wo ich es nétig fand, auf die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Doppeldeve-
loppable aufmerksam gemacht. So habe ich z. B. die Fille, wo eine Erzeugende
sich mit einer Leitgeraden vereinigt, nur im Texte besonders angefiithrt. Bei
dem anderen Einteilungsgrund, wo auch auf die Doppeldevelopable Riicksicht
genommen wird, treten solche Fille von selbst hervor. Am Ende des folgenden
Abschnitts werde ich ganz kurz angeben, wie viele verschiedene Arten von B
man nach den Resultaten meiner Dissertation bekommt, wenn man den Prin-
zipien von Eper folgt.

Dass die Aufzihlung der R, bei Eper unvollstindig ist, hat in erster In-
stanz seinen Grund darin, dass bei ibm alle solche Typen fehlen, wo singulire
mehrfache Erzeugenden oder Leitgeraden von der in der vorigen Nummer be-
handelten Art auftreten. Dazu kommen noch Fille ohne Leitgerade mit dhn-
lichen Singularititen bei der Doppelkurve.! Die Schwierigkeit ist hier, dass die
Aufmerksamkeit darauf gerichtet wird, dass solche Fille existieren konnen, und
nicht die eigentliche Aufsuchung der Fille. In dieser Hinsicht verdient viel-
leicht erwihnt zu werden, wie ich bei der Ausarbeitung meiner Dissertation auf
die besprochenen singuliren Fille aufmerksam wurde. Dies gelang mir ganz
einfach durch die Notwendigkeit durchzudenken, welche Bedeutung gewissen
Lagen der Bildkurve in Bezug auf die beiden Fundamentalgeraden zukommt.

Im niichsten Abschnitt behandle ich in einem allgemeineren Zusammen-
hange die R, mit sowohl zweifacher Leitgerade als mindestens einer zweifachen
Erzeugenden. Wir werden also nicht das ganze Gebiet der I; mit einer Leit-
geraden wieder aufnehmen. Dije Abteilung, auf welche wir uns beschrinken
werden, ist wohl diejenige, bei welcher die Vorziige unserer Methode am vor-
teilhaftesten hervortreten. Auch bekommt man dabei eine iiberraschend grosse
Anzahl von Fillen, welche noch durch Betrachtung der reziproken E; verdoppelt
wird. Gewisse andere Iille von R; werde ich im 4. Abschnitt nach anderen
Methoden beleuchten.

! Dies gilt sogar schon fir die Regelflichen 5. Grades. Ich habe nimlich (Diss., p. 86)
nachgewiesen, dass bei dem von SCHWARZ gegebenen Falle mit 3 doppelten Kegelschnitten 2
oder sogar alle 3 Kegelschnitte unmittelbar auf einander folgen konnen.
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II.

R, mit sowohl einer (»—4)-fachen Leitgeraden als einer
(n—4)-fachen Erzeugenden.

6. Wenn wir die (»—4)-fache Erzeugende als zweite Fundamentalgerade
L wihlen, wird in allen Fillen die Regelfliche auf eine C, abgebildet, welche
keinen Punkt mit der Fundamentalgeraden L gemein hat. Man hat nur die 4
Moglichkeiten n=75, 6, 7, 8, und diese lassen sich dadurch unterscheiden, dass
die Bildkurve €, mit L bez. 3, 2, 1, 0 Punkte gemein hat. Da wir die Fille,
wo die Regelfliche zu einer linearen Kongruenz gehort, ausser Acht lassen, kann
keine ebene Kurve als Bildkurve auftreten. Es gibt daher nur die 3 Moglich-

keiten:

A. Die C, vst von der 2. Art;
B. Die C, hat einen Doppelpunkt,
C. Die C, ist vom Geschlechte p = 1.

Betreffend die Doppelkurve, welche auf die Regelfiiche der Bisekanten der
C, von der Linie L aus abgebildet wird, so finden wir ihr Geschlecht P nach
der bekannten Formel von ZrurHEN, indem wir die Anzahl 7 der Torsalen be-
rechnen, deren Torsalpunkte auf L liegen. Diese Anzahl T ist offenbar im all-
gemeinen gleich der Anzahl der Schnittpunkte von L mit der Doppeldevelopa-
beln der Bildkurve. TIst nun L eine o-fache Leitgerade der genannten Bisekan-
tenregelfliche, so erhilt man

(10) P=1+§—a.

Diese Zahl wird doch jedesmal um eins reduziert, wenn L die fragliche Doppel-
developable berithrt. In einem solchen Falle erhidlt man nimlich fir die Bi-
sekantenregelfliiche eine Doppeltorsale mit Vereinigung der Ebenen. Da die
Torsalebene jetzt L enthiilt, so liegen die beiden zugehorigen Torsalpunkte auf
der Restdoppelkurve. Wenn nun L diese Doppeldevelopable hinreichend oft
berithrt, so muss die Doppelkurve der urspriinglichen Regelfliche zerfallen.

Fiir =35 hat man eigentlich blos mit dem Fall A zu tun. Eine besondere
Moglichkeit filr #=6 ist hervorzuheben, indem L fiir die Bisekantenregelfliiche
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der U, eine Doppeltorsale von der eben besprochenen Art sein kann. Die dop-
pelte Gerade der R, ist dann eine eben solche Doppeltorsale, durch welche die
Ordnung der Restdoppelkurve mit 2 und die Klasse der Restdoppeldevelopabeln
nur mit 1 herabgesetzt wird. Im Falle B gibt es auch die Méglichkeit, dass die
beiden Tangenten im Doppelpunkte die Gerade L schneiden. Auch hiervon ist
die Bedeutung eine Doppeltorsale mit zusammenfallenden Ebenen. Man sieht
auch, dass fiir die It; diese beiden Moglichkeiten fiir Doppeltorsalen gleichzeitig
eintreten konnen. In den Fillen B und C kann die Bildkurve auf einem Kegel
2. Grades mit der Spitze in O liegen. Doch muss offenbar dann » entweder
=6 oder = 8 sein.

In entsprechender Weise lisst sich die Untersuchung der Doppeldevelopabeln
auf diejenige der Bisekantenregelfiiche der Bildkurve von L aus zuriickfiihren.
Nur sind hier die Verhiiltnisse viel einfacher, wenn man »=8 ausnimmt. Ver-
tauscht man die Rollen der Fundamentalgeraden L und L, so erhiilt man die
reziproken Flichen. Fiir #=8 gibt doch dies nichts neues.

Wir fithren zuniichst die Untersuchungen fiir »=6 aus. Daran werden
sodann die entsprechenden Resultate fiir die anderen Gradzahlen angekniipft.

A. Die Bildkurve ist eine C, von der 2. Art.

7. In diesem Falle ist die Bisekantenregelfliiche, auf welche die Doppel-
kurve abgebildet wird, eine R,; die Gerade L ist ja eine dreifache Leitgerade,
und in jeder Ebene durch L liegen 6 Bisekanten. Da die Doppeldevelopable
der C, vom Range 6 ist, so hat man nach (10) im allgemeinen P=1. Die Tri-
sekantenregelfliche der (), ist bekanntlich eine Regelschar. Von diesen Tri-
sekanten schneidet also L zwei, und diese werden auch Trisekanten fiir die R,.
Hieraus erhilt man fir »=6, 7, 8 zwei dreifache Punkte der Doppelkurve, durch
welche je drei Erzeugende gehen. Fir n=j5 hat aber die Doppelkurve nur einen
einzigen dreifachen Punkt, weil eine Trisekante mit L zusammenfillt, und diese
bedeutet die Abbildung von den Schnittpunkten der drei anderen Erzeugenden
der Rj;, welche in der Ebene FE liegen. Besondere Fille lassen sich hier erhal-
ten, indem L die F,, welche die Trisekantenregelséhar enthilt, beriihren kann,
oder fiir n==6, 7, 8 eine Trisekante in E liegen kann, oder diese beiden Mog-
lichkeiten kombiniert werden. Fir »=6 wird die doppelte Erzeugende der Re-
gelfliche von 2 einfachen Erzeugenden geschnitten, und hieraus erhiilt man noch
2 dreifache Punkte der R; welche doch nur gewdhnliche Doppelpunkte fiir die
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Restdoppelkurve bedeuten. In gleicher Weise hat man fiir n=7 einen vierfachen
Punkt auf der dreifachen KErzeugenden und bekommt hieraus einen dreifachen
Punkt fiir die Restdoppelkurve. Da fiir =17, 8 L nicht zur R, gehort, so hat
in diesen Fillen die Doppelkurve die Ordnung 9. Fiir n=5 ist L eine drei-
fache Frzeugende der R, was mit der Ordnung 6 der Doppelkurve iiberein-
stimmt. In dieser Nummer nehmen wir 'an, dass der Ausnahmefall fir n=6
nicht eintritt, wo L eine mehr als einfache BErzeugende der R, bedeutet. Die
Doppelkurve hat dann die Ordnung $.

Ist die Bildkurve C, gegeben, so erhilt man je nach der Lage von L ver-
schiedene Eigenschaften fir die Doppelkurve. Ist nimlich L mit o, 1, 2, 3
Ebenen der Doppeldevelopabeln von (), inzident, so ergibt sich bez. P=1, 0,
—1I, —2. In den Dbeiden letzteren Fillen muss mithin die Doppelkurve zerfal-
len. In dieser Hinsicht gibt es fiir die R, nur die Moglichkeiten in R;+ R,
und 3 R, Eine hier auftretende Ry muss L als einfache Leitgerade haben, und
ihre beiden Torsalebenén miissen aus zwei Ebenen der genannten Doppeldevelopa-
beln herrithren. Ausserdem muss die R, die beiden die Gerade L schneiden-
den Trisekanten der C, einfach enthalten. Wie die dreifachen Punkte bei Zer-
legung der Doppelkurve verteilt werden, ist wohl unmittelbar klar. Die Doppel-
torsalen mit gemeinsamer Ebene durch L bedeuten aber neu entstandene Doppel-
punkte der Doppelkurve. Auf einer solchen hat die U, zwei Punkte, deren Tan-
genten L treffen. Die Bedeutung hiervon fiir die Regelfliche ist zwei Torsalen
mit gemeinsamer Ebene durch die Leitgerade. Der Punkt, wo dieselben einan-
der schneiden, liefert einen Doppelpunkt fiir die Doppelkurve.

Dass man L sogar in 3 oskulierenden Ebenen der C, wilhlen kann, ersieht
man folgendermassen. Die Schnittkurve einer oskulierenden Ebene mit der zu-
gehorigen developabeln Fliche ist eine C; mit einem Riickkehrpunkte und zwei
Doppelpunkten. Fiir diese €, findet man 2 Doppeltangenten. Man hat nur L
als eine solche Doppeltangente zu wihlen. Im Falle »=8 kann man noch fiir
L die andere Doppeltangente nehmen.

Die Zerlegungsméglichkeiten der R, liefern fiir #=6 vier Fille:

a) R,
8) Ry+R, L ist eine Erzeugende der R,

v) R+ R, L ist eine Erzeugende der R,
8) 3 R,.

Ubertragen wir auf die Doppelkurve, so bekommen wir:
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Die (;, welche gewohnlich vom Geschlechte P=1 ist, hat zwei dreifache
Punkte und iiberdies zwei Doppelpunkte auf der doppelten Erzeugenden. Alle
diese 4 Punkte sind Doppelpunkte fiir die C;,. Die C; hat aber die beiden letz-
teren nur als einfache Punkte. Fiir eine C, sind alle 4 Punkte einfach. Die
C, geht nur durch die beiden ersteren und trifft die doppelte Erzeugende in
einem Punkte, wo die beiden Schalen der RegelHiche einander berithren. Letz-
terer Punkt gehort auch zur (4 und zur C;. Man beachte hierbei, dass diese
Fille sich aus entsprechenden ohne doppelte Erzeugende herleiten lassen, indem
bez. aus einer doppelten C,, C, oder C, eine doppelte Erzeugende ausgeschieden
wird. In den Fillen $3) und y) haben die Kurven noch zwei Schnittpunkte und
im Falle 3) jedes Paar von Kurven noch je einen Schnittpunkt gemein.

Fiin »=s, 7, 8 lassen sich die Fiille B) und ) nicht unterscheiden, so dass
man nur drei Moglichkeiten bekommt. Fiir n=7, 8 sind diese Cj; C;+ Cg;
3 C;. Die Doppelkurve hat fiir diese Gradzahlen 6 Punkte auf der mehrfachen
Erzeugenden. Fir n=7 erhilt man diese aus dem oben besprochenen dreifachen
Punkte und drei einfachen Punkten, bei denen je zwei von den drei Schalen
der R, einander beriihren. Fiir »=8 hat man 4 Schalen, und indem je zwei
von diesen einander beriihren, bekommt man die 6 Punkte. Fir den Fall, dass
2. B. 3 C; in der Doppelkurve auftreten, folgt hieraus der Unterschied, dass fiir
n=y, 8 jedes Paar auf der (n—4)fachen Erzeugenden einen bez. keinen Punkt
gemein hat.

Wir wissen aus dem vorigen Abschnitt, dass die Doppeldevelopable auf
die Bisekantenregelfliche der (, von L aus abgebildet wird. Diese wird fiir
n=6, 7, 8 bez. vom Grade 3, 6, 9. Da die Gerade L keine Erzeugende dieser
Regelfliche sein kann, so wird die Klasse der Doppeldevelopabeln eben von
diesen Zahlen 3, 6, 9 angegeben.

Fir n=7 gibt es die besondere Moglichkeit, dass L zur Leitschar der aus
den Trisekanten der (), gebildeten Regelschar gehoren kann. In diesem Falle
bekommt man als Doppeldevelopabeln einen dreifachen Kegel 2. Grades. In
solcher Weise wird die Anzahl der Typen fiir =7 verdoppelt, so dass man
deren 6 erhilt.
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Wir haben oben hervorgehoben, dass man fir »=8 L und L unabhiingig
von einander alle mbéglichen Lagen in Bezug auf die Doppeldevelopable der
C, geben kann. Die Doppelkurve und die Doppeldevelopable kénnen also un-
abhingig von einander zerfallen. Die Anzahl der Typen wird demnach hier g.

8. Fir n=6 ist noch der Fall iibrig, dass die Tangenten der beiden C,-
Punkte auf L in der Ebene E enthalten sind. Die Gerade L ist dann sowohl
fir die R, als fir die Bisekantenregelfliche ihrer Bildkurve eine Doppeltorsale
mit £ als gemeinsamer Ebene. Die beiden besprochenen C,-Punkte miissen ja
nach dem vorigen Abschnitt mit I zusammenfallenden Torsalen entsprechen,
deren gemeinsame Ebene die Gerade L enthilt. Umgekehrt entsprechen der
doppelten Torsale, welche die Bisekantenregelfiiche der €, in L besitzt, zwei
Punkte der Doppelkurve von der gleichen Art.

Dieser Fall unterscheidet sich von der vorigen nur dadurch dass die £,
von vornherein in L eine singulire Doppeltorsale haben soll. Wenn die R, in
eine R, und eine R, zerlegt wird, so muss L fiir jede von-diesen Regelflichen ein-
fach sein, und wir bekommen mithin nur einen Fall. Fiir die Restdoppelkurve
haben wir also die Fille:

a) C;.
B) G+ Cs.
1) 2 Cy+ C,.

Die C; ist vom Geschlechte P=o0 und besitzt zwei dreifache Punkte. Auf
der Doppeltorsale hat dieselbe die beiden Torsalpunkte und noch zwei Punkte,
deren Tangenten die Torsalebene enthilt. Tm Falle ) gehoren zur C; die beiden
Torsalpunkte und zu den C, je einer von den beiden anderen Punkten; die €,
entspricht ja derjenigen R, welche in der Ebene E die beiden C,Tangenten
enthilt. Alle drei Kurven gehen durch die beiden dreifachen Punkte; iiberdies
hat jede C, mit der C, einen Punkt gemein. Im Falle B) trifft die C, die C;
noch in einem Punkte ausser den beiden dreifachen Punkten.

Die Doppeldevelopable wird auch in diesem Falle auf eine R, abgebildet.
Die singuldre Eigenschaft der doppelten -  Erzeugenden findet ihren Ausdruck
darin, dass diese R, zum Cayleyschen Spezialfalle gehért, so dass L sowohl Leit-
gerade als Erzeugende ist. Die Klasse der Doppeldevelopablen wird aber da-
durch nicht geidndert und ist also auch hier 3.

45 — 31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 19 aolt 1931.
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B. Die Bildkurve ist eine C, mit einem Doppelpunkte.

9. Fir n=s5 kann dieser Fall nur dann in Betracht kommen, wenn der
Doppelpunkt auf L liegt. Der Doppelpunkt hat hier die Bedeutung, dass die
Erzeugende, welche wir als zweite Fundamentalgerade L gewihlt haben, in einem
und demselben Punkte, und zwar in dem dreifachen Punkte der Regelfliiche, von
zwei anderen Erzeugenden getroffen wird. Ob wir den Fall A oder den Fall B
bekommen, ist mithin von der Wahl der zweiten Fundamentalgeraden abhingig,
und wir brauchen uns nicht weiter mit dem Falle n—=35 zu beschiftigen. Auch
fir »=6 kann die C, einen Doppelpunkt auf der Geraden: L besitzen. Dies
bedeutet, dass die 4 dreifachen Punkte der R, sich in einem vierfachen Punkte
vereinigen. Die hierunter sich subsumierenden Fille werden wir erst in Num-
mer 12 behandeln. Bei anderen Lagen hat der Doppelpunkt der C, immer die
Bedeutung einer doppelten Erzeugenden der R,. Liegt der Doppelpunkt in der
Ebene E aber nicht auf der Geraden f, so bedeutet dies mur, dass diese dop-
pelte Erzeugende sich unmittelbar an die (rn—4)-fache Erzeugende anschliesst.

In dieser Nummer nehmen wir an, dass die Ebene, welche durch die Tan-
genten des Doppelpunktes bestimmt wird, die Gerade L nicht enthiilt, und dass
die C, nicht auf einem Kegel 2. Grades mit der Spitze in O liegt. Uberdies
soll fiir n=6 die Gerade L sich wie in der niichstvorhergehenden Nummer ver-
halten. Die Bisekantenregelfliche wird dann eine R, fiir welche C; eine drei-
fache Kurve, L eine doppelte Leitgerade und L eine einfache Erzeugende dar-
stellen. Die Doppeldevelopable der C, besteht hier bekanntlich aus zwei Kegeln
2. Grades. Nach (10) hat man auch hier im allgemeinen P=1. Man ersieht
nun, dass die Ry zerfallen muss, falls L die beiden K, beriihrt oder durch die
Spitze des einen Kegels geht, in welchem letzteren Falle L noch den anderen
Kegel berithren kann. Die R, lisst sich mithin in den folgenden Weisen zer-
legen, wobei wir zuerst den Fall »=6 beriicksichtigen:

a) Ry

B1) Ks+ R -

B,) R+ R;. L ist eine Erzeugende der R,.
¥) Ry+R,. L ist eine Erzeugende der R,
3) Ky+2 R,

Wenn wir diese Resultate auf die Doppelkurve iiberfithren, so finden wir,
dass B,) und B,) denselben Fall darstellen. Dies hat seinen Grund darin, dass
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man fir die Wahl von L in einer von den beiden doppelten Erzeugenden zwei
Moglichkeiten hat. Fiir die Doppelkurve gibt es somit die folgenden 4 Falle:

a) C,.

8) Cy+ Gy
Y) Cy+ Oy
3) 2 G+ (.

Jede von den beiden doppelten Erzeugenden trifft zwei einfache Erzeugende.
So erhalten wir 4 dreifache Punkte der R, welche fir die C, Doppelpunkte
sind. Die (; hat auf jeder doppelten Erzeugenden noch einen 5. Punkt, wo
die beiden Schalen der R, einander beriihren. Bei der Zerlegung der C, ver-
teilen sich diese Punkte so, dass sowohl die C, als die C, einfach durch die 4
dreifachen Punkte der R, gehen; die beiden noch iibrigen Punkte gehdren zur
C,. Die (; hat auf einer doppelten Erzeugenden 2 Doppelpunkte und auf der
anderen 3 einfache Punkte. Hine C, geht nur durch die beiden dreifachen
Punkte der R; auf der einen doppelten Erzeugenden und hat auf der anderen
nur den Punkt, wo die beiden Schalen einander beriihren. Betreffend die Schnitt-
punkte der Kurven, welche nicht mit den dreifachen Punkten der B, zusammen-
fallen, verhilt es sich ganz wie in" Nummer 7.

Fir =y, 8 erhalten wir auch 4 Fille fiir die Doppelkurve, und zwar Cj;
O+ Cy; O3+ C;; Oy+20C,. Die Klasse der Doppeldevelopablen lidsst sich wie
in den vorhergehenden Fillen bestimmen. Es ergibt sich fiir =6, 7, 8 bez.
2, 5, 8. In einem Falle ist doch die Klasse fiir #=8 nur 7, ndmlich wenn die
Ebene durch die Tangenten der C, im Doppelpunkte die Gerade L enthilt; die
eutsprechende doppelte Erzeugende der R; muss dann eine Doppeltorsale mit
zusammenfallenden Torsalpunkten auf der Leitgeraden sein.

10. Wir nehmen jetzt an, dass die Ebene durch die Tangenten der Bild-
kurve im Doppelpunkte die Gerade L enthalten soll. Die entsprechende doppelte
Erzeugende ist eine Doppeltorsale, deren Ebenen zusammenfallen und die Leit-
gerade enthalten. Fiir »=6 hat man dann eine andere Abbildungsmébglichkeit,
indem man fir L eben diese Doppeltorsale wihlt; die beiden moglichen Me-
thoden geben aber selbstverstindlich dieselben Resultate.

Von der Bisekantenregelfliche scheidet sich in diesem Falle der Geraden-
biischel vom Doppelpunkte aus. Hs bleibt eine R, iibrig, fiir welche die Leit-
gerade L einfach ist. Diese R, zerfillt nur, falls L durch die Spitze eines zur
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Doppeldevelopabeln der €, gehorenden Kegels hindurchgeht. Wir bekommen
mithin die Fille:

a) R,.
B) K;+ R,.
1) 2 K,+ R,

Es wird hier angenommen, dass keine K,-Spitze mit O zusammenfillt. Im
Falle n=6 erhalten wir dann fir die Doppelkurve die Moglichkeiten:

a) C.

3) Cy+ C,.

1) 3 Cs

Wie die Doppelkurve sich in Bezug auf sowohl die gewohnliche als die
singulidre doppelte Erzeugende verhiilt, findet man aus den vorhergehenden Num-
mern. Im Falle ¥) gehen zwei Kegelschnitte durch die beiden dreifachen Punkte
der R, auf der gewohnlichen doppelten Erzeugenden; dieselben besitzen auf der
singuldren je einen Punkt mit der Tangente in der Torsalebene. Der dritte
Kegelschnitt geht durch die beiden Torsalpunkte der letzteren doppelten Erzeu-
genden und trifft den ersteren im Punkte, wo die beiden Schalen der R, ein-
ander beriihren. Uberdies hat letzterer Kegelschnitt mit den beiden ersteren je
einen Punkt gemein. Der im Falle 3) anftretende Kegelschnitt verhilt sich in
Bezug auf die R; wie einer von den beiden ersteren Kegelschnitten.

Fir n=7 8 bekommt man ebenfalls 3 Fille fiir die Doppelkurve: C;
C,+ C5; 2 0+ Cy. Die Klasse der Doppeldevelopabeln lisst sich ganz wie in
der vorigen Nummer bestimmen.

Wiinsecht man hier besonders fir »=8 die Gesamtzahl von Typen anzuge-
ben, so hat man zu beachten, dass sowohl die Doppelkurve als die Doppeldeve-
lopable sich auf Regelflichen nach einer von den in dieser und der vorherge-
henden Nummer gegebenen 7 Moglichkeiten abbilden lassen. Die Frage ist also,
auf welche Weisen sich diese Moglichkeiten kombinieren lassen. Da die Durch-
filhrung dieser Untersuchung wohl kaum besonderes Interesse darbietet, so be-
gniigen wir uns damit als Resultat mitzuteilen, dass man hier nicht weniger als
33 verschiedene Typen von R; bekommt.

11. Den Punkten der Doppelkurve, welche in die Leitgerade hineinriicken,
entsprechen Bisekanten der Bildkurve durch den Punkt O. Dabei spielt doch
die Gerade L eine besondere Rolle, da dieser Geraden die Punkte der Ebene E

entsprechen. Nun setzen wir voraus, dass die Bildkurve auf einem K, mit der
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Spitze in O liegen soll. Die Bedeutung hiervon fiir die Regelfiiche ist leicht
einzusehen, n#mlich dass ein Teil der Doppelkurve sich unmittelbar an die Leit-
gerade angeschlossen hat. In jedem Querschnitt beriithren sich dann Zweige der
Schnittkurve auf der Leitgeraden.

Dieser Fall ist nur moglich fiir #=6 und %»==8. Fiir =6 muss dann die
Gerade L zum K, gehoren. Nach Nummer 4 wissen wir, dass den Punkten der
C,, welche auf derselben Erzeugenden des K, liegen, Erzeugende der Regelfliche
entsprechen, fiir welche in Bezug af die Leitgerade sowohl die Punkte als die
Ebenen koinzidieren. Eine Ebene durch L enthilt fiir n—3 zwel, fir n=6 nur
eine bewegliche Erzeugende des K, Fiir die Regelfiiche bedeutet dies, dass fiir
n=8 von jedem Punkte der Leitgeraden zwei Paare von Erzeugenden ausgehen,
welche je in derselben Ebene durch die Leitgerade liegen, fiir n=6 aber nur
ein solches Paar. Dass dagegen in jeder Ebene durch die Leitgerade fiir sowohl
n=6 als n=8 zwei solche Paare von Xrzeugenden enthalten sind, ist damit
dquivalent, dass in beiden Eillen eine Ebene durch L zwei bewegliche Erzeu-
gende des K, ausschneidet.

Wenn wir allgemeiner einen Kegel vom Grade # in Betracht nehmen, fir
welchen O die Spitze, L eine ufache und L eine »fache Erzeugende bedeuten,
so ersehen wir leicht, dass dieser Kegel als die Abbildung einer Kongruenz von
der Ordnung n—y und Klasse n—pu aufzufassen ist. Gehort ein Strahl zu einer
solchen Kongruenz, der mit der Leitgeraden den Punkt ¢ und die Ebene I be-
stimmt, so gehort auch zur Kongruenz der ganze Biischel (@, ). Als eine
charakteristische Higenschaft der in Rede stehenden Kongruenzen kann man
hervorheben, dass auch eine zweite Brennkurve sich mit der Leitgeraden vereinigl
hat. Die Abbildung auf das obige Kegelsystem scheint uns einen bequemen
Uberblick iiber diese Kongruenzen zu gewiihren.

Nach der Beschaffenheit der beiden doppelten Geraden haben wir fiir n=6
drei Hauptfille.

1) Beide sind fiir die R, gewohnliche doppelte Erzeugende. Die Restdoppel-
kurve wird in diesem Falle, wie in Nummer 9: §8,), auf eine R, abgebildet, welche,
wie in Nummer ¢: &) in zwei R, zerfallen kann. Da die R, hier die Gerade L
nicht enthilt, so bekommen wir fir die Doppelkurve die beiden Fille:

a,) C.
B) 2 G

Die C, hat 4 Doppelpunkte, nimlich 2 auf jeder der doppelten Erzeugenden in



3568 A. Wiman.

den dreifachen Punkten der R;. Die beiden C, haben ausser diesen 4 Punkten
noch einen 5. Punkt gemein.

2) Eine doppelte Erzeugende ist, wie in der vorigen Nummer, singulir.
Wenn wir die Abbildung, wie in der vorigen Nummer, ausfiihren, so entspricht
der Restdoppelkurve eine R;, die in K,+ R, zerfallen kann. Wir erhalten mithin
die beiden Fille:

ay) C;.
Bs) Co+ Gy

Die C; hat 2 Doppelpunkte auf der gewéhnlichen doppelten Erzeugenden und
auf der singuliren 3 Punkte, niimlich ausser den beiden Torsalpunkten noch
einen Punkt; fiir diesen letzteren Punkt liegt die Tangente in der Torsalebene.
Bei der Zerlegung schneiden die C; und die (; einander in den beiden obener-
wihnten Doppelpunkten, wozu noch ein dritter Schnittpunkt hinzukommt. Die
drei Punkte auf der singliren Erzeugenden verteilen sich so, dass die C; durch
die beiden Torsalpunkte geht.

3) Auch die zweite doppelte Erzeugende ist singulir. Fir die Bildkurve
gilt hier, dass nicht nur die Tangenten im Doppelpunkte, sondern auch die Tan-
genten in den auf L liegenden Punkten die Fundamentalgerade L treffen. Bei
der Abbildung der Restdoppelkurve tritt hier der Unterschied vom vorigen Falle
ein, dass L nicht nur zum ausgeschiedenen K,, sondern auch zur E; oder, bei
Zerlegung der R, zur R, gehdrt. Wir bekommen demnach die beiden neuen
Fille*:

a;) C,.

Bs) 2 C,.

Jede C, geht durch die Torsalpunkte einer Doppeltorsale und trifft die andere
im dritten Punkt der Doppelkurve. Die C, schneiden einander in einem ausser-
halb der doppelten Erzeugenden belegenen Punkte.

Fiir n=6 wird hier auch die Doppeldevelopable auf den K, mit der Spitze
in O abgebildet. Dies ist der Ausdruck davon, dass in diesem Falle die Doppel-
developable aus dem zur Axe L gehorigen doppelten Ebenenbiischel besteht.

Fiir n=38 gibt es zum dritten Hauptfall nichts Entsprechendes. Es bleiben

! Diese beiden Fillle waren mir hei der Ausarbeitung meiner Dissertation anfinglich ent-
gangen und wurden deshalb erst bei der Beschiftigung mit den R, ohne Leitgerade (Diss., p. 95)
entdeckt. Im Verzeichnis der R; mit einer Leitgeraden (Diss., p. 60} konnte ich also dieselben
nicht einfithren.
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4 Moglichkeiten iibrig und eben so viele fiir die Doppeldevelopable. Die Frage
entsteht dann, in welchen Weisen die Moglichkeiten fiir die Doppelkurve und
die Doppeldevelopable sich kombinieren lassen. Da die Doppeldevelopable der
Bildkurve nur 2 K, enthilt, so ersieht man, dass ein Fall §,) nicht mit einem
Falle B,) kombiniert werden kann. Es bleiben 15 verschiedene Typen von Rj
iibrig.

12. Zuletzt wollen wir den Fall untersuchen, wo die Bildkurve den Dop-
pelpunkt auf der Linie L hat. Es ist bereits hervorgehoben, dass dann die dop-
pelte Erzeugende der R, in einem und demselben Punkte von zwei anderen Er-
zeugenden getroffen wird. Dieser Punkt, der fur die R, vierfach ist, ersetzt die
im gewdhnlichen Falle auftretenden vier dreifachen Punkte. In einem derartigen
vierfachen Punkte soll die Doppelkurve einen sechsfachen Punkt besitzen; doch
wird hier ein Zweig von der doppelten Erzeugenden absorbiert. Die Typen,
welche wir bei einem vierfachen Punkte der R, erhalten, kdnnen wir wohl als
Nebentyper bezeichnen, indem wir die entsprechenden -bei vier dreifachen Punk-
ten als Haupttypen gelten lassen. HEs sind hier mehrere Hauptfille zu unter-
scheiden.

1) Die Ebene durch die beiden Tangenten im Doppelpunkte enthiilt nicht
die Gerade L.

In diesem Falle ist L auch keine Krzeugende der Bisekantenregelfliche,
welche, wie in Nummer 9, eine Rg ist. Die Restdoppelkurve ist also von der
Ordnung 8, woraus man schon ersieht, dass hier dem Doppelpunkte der C, keine
neue doppelte Erzeugende der Ry entspricht. Fiir die Ry gibt es dieselben Mog-
lichkeiten der Zerlegung wie in Nummer 9, also: Ry; K, + R Ry+ Ry; K,+2 R,
Hieraus entspringen fiir die Doppelkurve die folgenden 4 Fille:

a,) C.

B) Co+ Gy
1) Ci+ Cs.
3) Cy+2 C;.

Die Haupttypen, in Bezug auf welche diese als Nebentypen zu betrachten
sind, haben wir in den Fillen ), 8), v), 3) der Nummer 7. Man findet leicht,
dass der vierfache Punkt der R, fiir die Oy einen fiinffachen, fiir die C; einen
vierfachen, fiir die Oy einen dreifachen, fiir die C; einen doppelten und fiir die
C, einen einfachen Punkt bedeutet. Kine Doppelkurve C, muss demnach hier
eine Ebene Kurve bezeichnen, was auch daraus hervorgeht, dass die doppelte
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Leitgerade der entsprechenden R, offenbar durch den Doppelpunkt der Bildkurve
C, gehen und also die Gerade L treffen muss. Die C, hat mit der doppelten
Erzeugenden noch den Punkt gemeinsam, wo die beiden Schalen der R, einander
beriihren. Betreffend die Schnittpunkte der Kurven, welche als eine Bedingung
des Zerfallens der Doppelkurve zukommen miissen, verhilt es sich bei den Neben-
typen ganz wie bei den Haupttypen.

In meiner Dissertation, p. 38 habe ich drei Typen von R, mit vierfachem
Punkt ohne doppelte Erzeugende hergeleitet, welche, abgesehen von der doppel-
ten Leitgeraden, bez. durch die Doppelkurve C,; C,+ C,; 3 C, charakterisiert
sind. Es ist leicht zu verstehen, wie hieraus die 4 Typen «,), B,), vi), 2,) sich
erhalten lassen, indem aus einer von den Doppelkurven sich eine doppelte Ge-
rade ausscheidet. Es ist eben diese Doppelkurve, welche (wie oben die () die
doppelte Gerade in einem ausserhalb des vierfachen Punktes der R, belegenen
Punkte trifft.

2) Die Ebene durch die Tangenten im Doppelpunkte enthilt die Gerade L.
Doch soll diese Ebene nicht mit F zusammenfallen. Auch soll O keine Spitze
fiir einen K, bedeuten, der die C, enthilt.

In diesem Falle gehort L zur Bisekantenregelfliche R,, was damit dquiva-
lent ist, dass dem Doppelpunkte der C, eine doppelte Erzeugende entspricht.
Die R; besitzt demnach zwei doppelte Erzeugende, welche einander im vierfachen
Punkte treffen. Aus den Annahmen folgt, dass bei einer etwaigen Zerlegung
der R; kein K, als Glied auftreten kann; die Spitze fiir einen K, der die C,
enthiilt, muss ja in der durch die Tangenten im Doppelpunkte bestimmten Ebene
liegen. Es sind also nur die Fille R, und R,+ R, moglich. Die Gerade L
muss im letzteren Falle Erzeugende der R; sein; denn wenn die beiden Zweige
im Doppelpunkte einander entsprechen, so erhiilt man als Bisekantenregelfliiche
der O, keine R, sondern eine Regelschar. Fiir die Doppelkurve bekommen wir
also die Fille:

a;) C;.
B) Gyt C,

Die entsprechenden Haupttypen haben wir in «) und y) der Nummer o.
Der Schnittpunkt der beiden doppelten Erzeugenden der R, ist fiir die C; ein
vierfacher und fiir die ¢, und die C, ein Doppelpunkt. Die O, hat mit den
doppelten Erzeugenden noch je einen gemeinsamen Punkt.

3) Dieser Fall soll nur darin von dem vorhergehenden abweichen, dass O
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als die Spitze eines die C, enthaltenden K, angenommen wird. Man hat also
eine doppelte Leitgerade mit Berithrung. Die Restdoppelkurve lisst sich auf
eine R, abbilden, welche sich auch in 2z R, zerlegen lisst. Man erhilt fir die
Doppelkurve die beiden Fille:

ag) Cy.
Bs) 2 Cs

Als entsprechende Haupttypen hat man «,) und B,) der vorhergehenden
Nummer. Hier hat aber die C; einen vierfachen und die beiden C’3 Doppel-
punkte im vierfachen Punkte der R,.

4) In den noch iibrigen Fillen soll E die Ebene sein, welche durch die
Tangenten der Bildkurve im Doppelpunkte bestimmt wird. Diese Lage bedeutet,
dass die beiden doppelten FErzeugenden unmittelbar nach einander folgen und
eine Doppeltorsale mit sowohl zusammenfallenden Torsalpunkten als Torsalebenen
bilden. Im allgemeinen wird eine solche sowohl die Ordnung der Restdoppel-
kurve als die Klasse der Restdoppeldevelopable mit 2z erniedrigen, was ja eine
Aquivalenz mit 2 gewohnlichen doppelten Geraden bezeichnet.

Die Bisekantenregelfliche der C, ist hier eine R., fiir welche L eine ein-
fache Leitgerade bedeutet. Diese R, soll 6 Erzeugende in der Ebene FE besitzen.
Die Tangenten im Doppelpunkte liefern zwei von diesen und entsprechen den
Torsalpunkten. Die iibrigen treffen L in den Punkten, wo L die beiden K, be-
riihrﬁ, welche C, enthalten. Von diesen Punkten wird ja der Doppelpunkt als
ein Oskulationsknoten (und nicht nur Berithrungsknoten) projiziert. Man erhilt
hiéraus zwei Torsalen der R,, fiir welche F die Torsalebene und die Spitzen der
K, die Torsalpunkte bezeichnen. Hierzu entsprechend hat die Doppelkurve der
Ry 2 Zweige im vierfachen Punkt (welcher eben der doppelte Torsalpunkt ist),
deren Tangenten mit der singuliren Geraden zusammenfallen.

Zunichst nehmen wir an, dass keine K,-Spitze auf der Geraden L liegt.
Diese Gerade ist dann keine Erzeugende der R, und die Doppeltorsale ernie-
drigt folglich die Ofdnung der Restdoppelkurve nur mit 2. Fiir die Zerlegung
der R; hat man die Méglichkeiten: R,; K,+ R;; 2 K,+ R,. Fiir die Doppelkurve
erhiilt man somit die Fille:

a,) Ci.

ﬁél) 02 + 05'

¥) 2 G+ G,

Als entsprechende Haupttypen hat man die Fille «), §8), 8) der Nummer ¢ anzu-

46 — 31104.  Acta mathematica. 57. Tmprimé le 19 aott 1931.
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sehen. Im vierfachen Punkte gehdren zur C; die Torsalpunkte und zu den bei-
den C, die einander beriihrenden Zweige.

5) Jetzt soll eine K,-Spitze auf der Geraden L liegen; doch soll dabei der
Punkt O ausgeschlossen sein. Die Gerade L wird dann Erzeugende der R..
Hierin liegt die Bedeutung, dass die Ordnung der Restdoppelkurve durch die sin-
guldre Gerade jetet wm 3 herabgesetzt wird. Wie leicht zu sehen ist, wird dage-
gen die Klasse der Restdoppeldevelopablen nur um 2 reduziert. Die beiden
doppelten Erzeugenden, durch deren Verschmelzung die singulire Gerade ent-
standen - sein soll, denkt man sich darum wohl von der Art wie die in Num-
mer 10 auftretenden. Fiir die K. gibt es nur die Zerlegungen R, und K,+ R,
Es ergibt sich hieraus die Fiille:

a;) C,.
Bs) Co+ Cy.

Die entsprechenden Haupttypen findet man in «) und $) der Nummer 10.
Im vierfachen Punkt der R; hat die C; einen dreifachen Punkt. Der Geraden
L als einer Erzeugenden der R, entspricht ein Punkt der Doppelkurve, der auf
der singuliren Geraden anderswo als im vierfachen Punkte liegt; im folgenden
Hauptfalle 6) nihert sich dieser Punkt unbegrenzt der Leitgeraden. Die C, hat
einen Doppelpunkt im vierfachen Punkte der R; der aus den beiden Torsal-
punkten herriihrt, und die C, einen einfachen Punkt mit der Tangente wie im
vorigen Hauptfalle.

6) Zuletzt betrachten wir den Fall, wo eine K,-Spitze eben im Punkte O
liegt, und es sich also um eine doppelte. Leitgerade mit Berithrung handelt. Fir
die R;, welche nach Abtrennung des K, von der R, iibrig bleibt, haben wir die
Zerlegungsmoglichkeiten R; und K,+ R;. Man bekommt mithin fiir die Doppel-

kurve zwel Fille:

“6) Cs.
36) Co+ C,.

Als entsprechende Haupttypen sind die Fille a;) und j3,) der vorigen Num-
mer aufzufassen. Im vierfachen Punkte der R; verhalten sich die C; C; und
C, bez. wie die C;, C, und C, im Hauptfalle 3).
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C. Die Bildkurve ist eine C, vom Geschlechte p = 1.

13. Die Bisekantenregelfliche wird in diesem Falle immer eine R, fir
welche L eine doppelte Leitgerade und die O, eine dreifache Kurve bezeichnen.
Lost sich diese Ry in 2 oder 3 verschiedene Flichen auf, so muss jedenfalls
eine von diesen die (), einfach enthalten. Die zugehorigen Erzeugenden ver-
mitteln dann eine Involution zwischen den Punkten der C,. Ist diese Involution
rational, so handelt es sich um eine Regelschar, welche zu einer die C, enthal-
tenden F, gehort. Dieser Fall kann hier offenbar nur dann eintreten, wenn
einer von den 4 dem F,-Biischel zugehorigen K, seine Spitze auf L hat. Es
gibt aber noch auf der €, 3 besondere Involutionen, fiir welche die Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte eine Regelfliche vom Geschlechte p=1 erzeugen.
Diese 3 Regelfliichen sind vom Grade 4; zerlegt man die 4 K,-Spitzen in 2 Paare,
was ja auf 3 Weisen moglich ist, so erhilt man aus den Verbindungslinien die
zugehorigen doppelten Leitgeraden. Fir die Zerlegung der Ry hat man dem-
nach die 3 Moglichkeiten: Rg; Ky+ B,; 2 K, + R,.

Die Doppeldevelopable der C, besteht bekanntlich in diesem Falle aus 4 K,.
Die .R; hdt also im allgemeinen 8 Torsalpunkte auf der Leitgeraden, so dass
man nach (10) P=3 erhiilt. Wenn aber L einen oder 2 von den 4 K, beriihrt,
so reduziert sich das Geschlecht P auf 2 oder 1. Zerfillt die R, in einen K,
und eine Ry so hat die R; im Allgemeinen 6 Torsalpunkte auf der Leitgeraden
und also P==2. Wenn aber L durch eine K,-Spitze geht und einen anderen
K, Veriihrt, so erhilt man P=1.

Wir nehmen zuniichst an, dass keine der 4 K,-Spitzen die Lage O haben
soll. Uberdies soll, falls fiir n=6 einer von den K, L als Erzeugende hat, die
zugehirige Beriihrungsebene nicht mit E zusammenfallen. Im Falle =6 hat
man nun fiir die Doppelkurve die 3 Moglichkeiten:

a) C,.
B) Gyt G
Y) 2Cy+ C,.

Die doppelte Erzeugende der R; wird von 2 einfachen in Punkten getrof-
fen, welche fiir die C; Doppelpunkte sind. Durch diese Punkte gehen im Falle ¥)
die beiden C,, so dass die C,-Ebenen die doppelte Erzeugende enthalten. Die
C, hat auf der doppelten Erzeugenden den Punkt, wo die beiden Schalen der
R, einander beriihren, und trifft jede €, in 2 Punkten. Da L eine Erzeugende
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der I, ist, so muss die andere Leitgerade der R, L treffen. Dies bedeutet, dass
die C; eine ebene Kurve sein muss, was auch daraus hervorgeht, dass ihr Ge-
schlecht P=1 ist.

In unserer Dissertation (p. 51) haben wir die 3 entsprechenden Fille von
Ry ohne doppelte Erzeugende hergeleitet. Dabei ergab sich fiir die Doppelkurve
Cs; Co+ Cy; 2 C+ C,. Die obigen Typen 2), §), y) lassen sich aus diesen erhal-
ten, indem sich die doppelte Erzeugende bez. von der C;, C;, C, abtrennt.

Fiir »=y, 8 hat man ebenfalls als Moglichkeiten fiir die Doppelkurve: Cg;
Cy+ Cy; 2 C,+ C,) Die Ebene der (, enthilt stets die (n—4)-fache Erzeugende.
Doch besteht ein Unterschied, der sich im Falle y) so ausdriickt, dass fiir n=7
die beiden C, nur einen und fiir n=8 keinen Punkt gemeinsam haben.

Fiir =8 hat man eine eben solche Abbildung der Doppeldevelopablen aunf
eine R,, wobei L als Leitgerade auftritt. Nun ist die Frage, wie die Zerlegungs-
moglichkeiten fiir die beiden R, sich kombinieren lassen. Man ersieht leicht,
dass dabei nur die Kombination 2 K,+ R, mit 2 K, + R, ausgeschlossen ist. Man
erhilt demnach hier 8 verschiedene Typen von Eq.

14. In dieser Nummer denken wir uns fir n=6 L als Erzeugende von
einem der 4 K, mit E als zugehorige Berithrungsebene. Dagegen soll die K,-
Spitze nicht mit O zusammenfallen. Da L hier von vornherein diesen K,
beriihrt, so kann das Geschlecht P der Doppelkurve hochstens 2 sein. Offenbar
kann L in diesem Falle hochstens durch eine K,-Spitze gehen, so dass wir fiir
die Zerlegung der R, nur die beiden Mbglichkeiten By und K, -+ R, erhalten.
Fir die R, und die R, ist L eine Doppeltorsale mit Vereinigung der Torsal-
ebenen. Man erhiilt also fiir die Doppelkurve die folgenden zwei Fille:

a) C,.
B) G+ C,.

Die R, welche dem Falle §3) entspricht, ist offenbar von demselben Typus
wie die R, welche als Teil der Bisekantenregelfiiiche Ry bei ihrer Zerlegung in
K, + BE; eingeht. Die (, geht durch die beiden Torsalpunkte der doppelten Tor-
sale, so dass ihre Ebene diese Linien enthiilt. Die C, hat auf der Doppeltor-
sale zwei Punkte, deren Tangenten in der Torsalebene liegen; Ausserhalb der
Doppeltorsale haben die C, und die C, zwei gemeinsame Punkte. Fiir die Klasse
der Restdoppeldevelopablen erhiilt man 2, ebenso wie in der vorigen Nummer.

15. In den noch iibrigen Fillen ist O eine von den 4 K,-Spitzen. Nur
die Gradzahlen n—6 und #=8 kommen hier in Betracht. Die Bisekantenregel-
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fliche besteht hier aus dem K, und einer Ry welche letztere sich noch ‘in einen
K, und eine R, zerlegen kann. Fir n=6 haben wir zwei Hauptfiille:

1) Die Ebene E ist keine doppelt berithrende Ebene der C,.
2) Die Ebene F ist eine doppelt beriihrende Ebene der C,.

Mit Leichtigkeit erhalten wir hieraus fiir die Doppelkurve die folgenden 4
Méglichkeiten:

In den Fiillen «;) und B,) hat die Doppelkurve auf der doppelten Erzeu-
genden zwei Doppelpunkte. In diesen Punkten sowie in zwei anderen Punkten
schneiden sich im Falle §,) die C, und die C,, Im Falle 8,) haben die C, und
die O, nur zwei Punkte ausserhalb der doppelten Torsale gemeinsam. Die C,
ist eine ebene Kurve vom Geschlechte 1, und die C; geht durch die beiden Tor-
salpunkte der singuliren Geraden. Die Restdoppeldevelopable ist in allen 4 Fil-
len von der Klasse 2.

Ist »=38, so hat man nur fiir «,) und 3,) entsprechende Fille. Da diese
Moglichkeiten auch fiir die Doppeldevelopable existieren, so erhilt man 4 Typen.

16. Wollen wir nun unsere Resultate fiir =6 zusammenfiihren, so finden
wir, dass wir fiir p==0 20 Typen und fiir p=1 g Typen erhalten haben. Dabei
sind die in Nummer 12 behandelten Nebentypen nicht mitgenommen. Nehmen
wir hierzu die reziproken Fille, so erhalten wir sogleich eine Verdoppelung der
Typenzahl, also 40 fiir p=0 und 18 fiir p=1. In den Nummern 8, 10, 11, 14, 1§
haben wir die Fille gegeben, wo entweder eine doppelte Torsale mit gemein-
samer Hbene ohne gemeinsamen Punkt oder eine Leitgerade mit Beriithrung vor-
kommt. KEs ergab sich insgesamt 12 Typen fiir p==0 und 6 fiir p=1. Wenn
wir die reziproken Fille hinzunehmen, erhalten wir bez. 24 und 12. Dazu kommt,
dass es fiur p=2 vier Typen mit einer singuliren mehrfachen Leitgeraden
gibt, welche wir im 4. Abschnitt niher charakterisieren wollen. Hier ist auch
an die Fille zu erinnern, wo mehrere Krzeugende mit der Leitgeraden zusam-
menfallen. Hier handelt es sich ja immer um Torsalen, und singuldre Fille
werden in verschiedenen Weisen durch Zusammenfallen von Torsalebenen oder
Torsalpunkten erméglicht. Wir werden sogleich unten skizzieren, wie man von
solchen Typen 11 fiir p=0 und 2 fiir p=1 erhilt.
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Wenn wir die Fille, welche einer linearen Kongruenz angehoren, ausser
Acht lassen, so erhalten wir nach meiner Berechnung die folgenden Anzahlen
von Ry Typen mit einer Leitgeraden:

p=o0; 87 Typen.

p=1; 37 Typen.

p=2; 11 Typen.

Wenn wir von solchen Arten wegsehen, welche durch Eigentiimlichkeiten bei
mehrfachen Erzeugenden oder Leitgeraden bedingt sind, so fehlen von diesen
Typen bei Epee 2 fir p=o und 2 fiir p=1. Die letzteren beiden Typen hat
man in Nummer 13: y) und dem dazu reziproken Falle. Fiir p=o0 fehlt auch
ein Paar zu einander reziproker Flidchen. Fiir eine von diesen besteht die Dop-
pelkurve aus einer dreifachen Leitgeraden, einem dreifachen Kegelschnitte und
einer doppelten Erzeugenden. Die anderen Fille, bei denen ein dreifacher Kegel-
schnitt in der Doppelkurve auftritt, sind doch mitgenommen.

Nach denselben Prinzipien findet man, wenn meine Berechnungen richtig
sind, fir die R; ohne Leitgerade die folgenden Resultate:

p=0; 55 Typen.

p=1; 13 Typen.

»=2; 2 Typen.
Hierbei liegen zwar die Ergebnisse meiner Dissertation zu Grunde; doch sind
hier fiir p—o0 zwei Fille gar nicht erwihnt, und fiir einige andere Typen ist der
Beweis fiir die Existenz nicht gegeben. Auch hier gibt es eine betrichtliche
Anzahl von Typen, welche dadurch charakterisiert sind, dass entweder verschie-
dene Doppelkurven in unmittelbare Nihe an einander riicken oder eine doppelte
Brzeugende existiert, durch welche die Ordnung der Restdoppelkurve um 2 begz.
1 und die Klasse der Restdoppeldevelopable um 1 bez. 2 reduziert werden. In
dieser Hinsicht finden wir fir p—o 24 Typen und fir p=1 3 Typen. Im
4. Abschnitt werden wir 2 Typen behandeln, welche bei Epce nicht vorkommen
und in meiner Dissertation ohne Beweis gegeben sind. Es sind diese die B,
vom (eschlechte p=o0 oder 1 mit sowohl einer dreifachen Kurve von der Ord-
nung 3 als einer dreifachen Developablen von der Klasse 3; fiir p=0 muss na-
tiirlich noch eine doppelte Erzeugende hinzutreten.

In seiner Arbeit hat Epce die abwickelbaren R, eingehend untersucht und
insgesamt 10 Typen aufgestellt. Fine entsprechende Zusammenstellung fiir die
abwickelbaren Flichen findet sich in meiner Dissertation nicht, und es wird dort
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auch kein systematischer Bezug auf dieselben genommen. Doch habe ich gele
gentlich (p. 102) auf einen 11. Typus hingewiesen, bei welchem die Kuspidal-
kurve die Ordnung 5 hat und 2 Spitzen besitzt, und die Doppelkurve in eine
C; und eine C; zerspaltet wird. Die Existenz von diesem zu sich selbst rezi-
proken Falle folgt ganz ‘einfach daraus, dass, wie leicht zu sehen ist, auf einem
K, Kurven (5 mit 2 Spitzen existieren. Als einen Nebentypus zu dem allge-
meinen Falle einer (; mit 2 Spitzen darf man wohl den Fall betrachten, wo die
Kuspidalkurve durch die Relationen

definiert werden kann. Der Punkt e¢=o0 bedeutet dann fiir die Cj einen drei-
fachen Punkt, der mit zwei Spitzen und eineém Doppelpunkte dquivalent ist.

17. Wir wollen jetzt nachweisen, wie neue Typen beim Zusammenfallen
zweier oder dreier Erzeugenden mit der Leitgeraden zu erhalten sind.

1) Vereinigung einer einfachen Leitgeraden d, mit zwei Erzeugenden
7,7:(dy, 7, 7). Nimmt man fir L eine Erzeugende der Regelfiiche, so wird die
Ry auf eine (; abgebildet, welche einen Doppelpunkt in O hat und noch zwei
Punkte auf L besitzt. Eine Tangente im Doppelpunkte darf nicht in der Ebene
I enthalten sein, es sei denn, dass einer von den anderen Punkten auf L sich
mit dem Doppelpunkte verenigt hat, so dass L Tangente wird. Im allgemeinen
wird die Doppelkurve auf eine By abgebildet, fiir welche L eine fiinffache Leit-
gerade bezeichnet. Fir diese R ist L eine einfache Erzeugende, so dass, wie
zu erwarten war, man 7 als Ordnung der Doppelkurve erhilt. Sind nun die
beiden Tangenten im - Doppelpunkte in derselben Ebene durch L enthalten, so
bekommt man eine R, statt einer R, weil L jetzt nicht mehr als vierfache Leit-
gerade sein kann. Die Ordnung der Doppelkurve wird mithin nur 7. Diese
Erniedrigung wird dadurch erklirt, dass in diesem Falle 7 und 7 dieselbe Tor-
salebene erhalten. Im reziproken Falle (d,, 7, ) haben 7 und 7 denselben Tor-
salpunkt. 2 Typen.

2) Vereinigung einer doppelten Leitgeraden mit zwei Erzeugenden nebst
einer gewdhnlichen doppelten Erzeugenden: (d,, z, 7)+g,. Fiir L wihlt man hier
g, und erhilt als Bildkurve eine C, mit einem Doppelpunkte in 0. Die C, trifft
sonst nicht weder L mnoch L. Im allgemeinen wird sowohl die Doppelkurve
als die Doppeldevelopable auf eine R, abgebildet, fiir welche L bez. L eine dop-
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pelte Leitgerade bedeutet. Die Ordnung bez. Klasse ist mithin 3. Nun kann
es Fille geben, wo die Ebene durch die Tangenten im Doppelpunkte entweder
L oder L enthilt. Die entsprechende R, wird dann durch eine R, ersetzt. Die
Bedeutung hiervon ist, dass zwei zu einander reziproke Typen existieren, wo =
und 7 dieselbe Torsalebene bez. denselben Torsalpunkt besitzen. 2 Typen.

3) Wie im verhergehenden Falle, aber ohne g,: (d,, 7, 7). Als Bildkurve
kann man eine C; erhalten, die einen Doppelpunkt in O und ausserdem noch
einen Punkt auf sowohl L als L besitzt. Es gibt mehrere Unterfille.

2) p=1. Im allgemeinen wird sowohl die Doppelkurve als die Doppel-
developable auf eine R, abgebildet, welche L bez. L als doppelte Leitgerade hat.
Die C; liegt in diesem Falle auf einer F,, und die R; wird durch eine zu dieser
F, gehorenden Regelschar ersetzt, falls die Ebene durch die Tangenten im Dop-
pelpunkte die Gerade L bez. L enthilt. Man bekommt in solcher Weise zwei
zu einander reziproken Fille, bei denen 7 und 7 dieselbe Torsalebene bez. den-
selben Torsalpunkt besitzen. 2 Typen.

B) Fir p=o erhiilt man zwei entsprechende Fille. Nur sind hier im all-
gemeinen L und L dreifache Leitlinien fiir die bez. Bisekantenregelflichen, so
dass letztere vom Grade 4 sind usw. 2 Typen.

v) Hier kann aber der Doppelpunkt in einen Beriihrungsknoten iibergehen.
Beide Bisekantenregelflichen werden dann R, so dass 3 sowohl die Ordnung der
Restdoppelkurve als die Klasse der Restdoppeldevelopablen ist. Es fallen hier
fir = und 7 sowohl die Torsalebenen als die Torsalpunkte zusammen. Der Fall
ist zu sich selbst reziprok. Nur r Typus.

5) Im Falle eines Beriihrungsknotens liegt die C; auf einer Fj,, und man
hat zwei Spezialfille, indem L bez. L Erzeugende dieser F, sein kann. Als ent-
sprechende Bisekantenregelfliche tritt dann die andere Regelschar dieser I, auf.
Man erhilt zwei zu einander reziproken Fille, je nachdem es die Ordnung der
Restdoppelkurve oder die Klasse der Restdoppeldevelopablen ist, welche auf 2
reduziert wird. Im ersteren Falle entspringt fiir einen Querschnitt durch z und
7 ein Oskulationsknoten. 2 Typen.

4) Mit einer einfachen Leitgeraden haben sich drei Erzeugende vereinigt:
(d, 7, 7, 7). Als Bildkurve kann man eine C, erhalten, welche einen dreifachen
Punkt in O und ausserdem noch einen Punkt auf L besitzt. Im allgemeinen
wird die Doppelkurve auf eine R, abgebildet, fiir welche L eine dreifache Leit-
gerade ist. Diese R, reduziert sich aber auf eine R,;, wenn L in einer Ebene

durch 2 Tangenten im dreifachen Punkte enthalten wird; es wird ja dann L
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nur eine doppelte Leitgerade fir die fragliche Bisekantenregelfliche. Man erhilt
demnach einen Fall, wo zwei Torsalebenen, etwa fiir v und 7, zusammenfallen.
Im reziproken Falle (ds, 7, 7, %) vereinigen sich zwei Torsalpunkte. 2 Typen.

Auf die in dieser Nummer behandelte Klasse von Typen habe ich in meiner
Dissertation (p. 47, 49) aufmerksam gemacht. Doch findet sich dort keine voll-
stindige Angabe iiber die Anzahl der moglichen Fille. In der Aufzihlung der
Typen (Diss., p. 60) nach der Beschaffenheit der Doppelkurve ist auf diese Fille
kein Bezug genommen, was als eine Inkonsequenz betrachtet werden muss.

iREN

Bestimmung von Regelfliichen durch Leitkurven.

18. Bs gilt bekanntlich der Satz, dass drei sich nirgends schneidende Kur-
ven von den Ordnungen ny, n,, 7, als Leitkurven eine Regelfliche von der Ord-
nung 2n; wyn, bestimmen. Haben die drei Leitkurven bez. eine Anzahl von
a;, o3 o3 Punkten paarweise gemein, so sondern sich von der eigentlichen Regel-
fliche die Kegel ab, die aus diesen Punkten iiber die jedesmalige dritte Kurve
beschrieben werden, und wir erhalten die Ordnung 2 n, %, n;— o, n,— 0y By —ay ng.
Im Falle n,=1, wo wir also eine Leitgerade haben, miissen wir doch zwischen
zwei verschiedenen Arten von Schnittpunkten der Kurven C, und C,, unter-
scheiden. Wenn die Ebene durch die Tangenten der Kurven im Schnittpunkte
die Leitgerade enthilt, wird ja offenbar die Ordnung der Regelfliche um 2 redu-
ziert. Hat man also f Schnittpunkte der letzteren Art, und ist ¢ die Anzahl
der ibrigen Schnittpunkte, so bekommt man fiir den Grad der Regelfliche

(11) 2 My Mg Oy Ny — Qg Ng—1—2 [

In einer Ebene durch die Leitgerade liegen #,—«a, bez. n,—a; bewegliche
Punkte der Kurven C,, und C,. Wir haben hieraus eine (n,—«,, 7,—a,)-Korre-
spondenz zwischen den beiden Kurven, und die Regelfliche entsteht aus den
Verbindungsgeraden entsprechender Punkte. Wenn die beiden Leitkurven ratio-
nal sind, so erhalten wir leicht die allgemeine Gestalt der Korrespondenzgleichung.
Bedeuten fi, ¢y, /i, @, ganze rationale Funktionen, und ist 4 ein Parameter, der
dem Ebenenbiischel durch die Leitgerade zugeordnet wird, so lassen sich die
entsprechenden Punkte der C,, und C,, durch Relationen:

47--31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 20 aott 1931.
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fild)+2g (e)=0; fi(B)+Ap,(8)=0

bestimmen. Als Korrespondenzgleichung ergibt sich demnach

(12) Sile) Wz((g)‘(l’l(“)fz(ﬂ) = 0.

Liasst sich nun die Korrespondenz auflosen, so entspricht offenbar jedem
Teiler eine besondere Regelfliche. Einen extremen Fall erhalten wir in der fol-
genden Weise. HEs sel n,—a,=n,—a;=n, und es bestehe eine birationale Be-
ziehung zwischen den Leitkurven, so dass Punkte in derselben Ebene durch die
Leitgerade einander entsprechen; daneben soll eine von den Kurven (und also beide)
eine Gruppe von #» birationalen Transformationen zulassen, bei welcher der Para-
meter 4 ungeiindert wird. Man ersieht unmittelbar, dass bei solchen Bedingun-
gen die Regelfliche in » Teile zerlegt wird, fiir welche die beiden Leitkurven
einfach sind. Wenn die Leitkurven rational sind, bekommt man leicht zu jeder

endlichen linearen Substitutionsgruppe einen entsprechenden Fall, indem man

Sile) _ filo) = Z(x) wiihlt, wobei Z(x) eine Grundfunktion der fraglichen Gruppe
() @ulx)

bedeuten soll. Die Relation (12) nimmt dann die Gestalt

Z(f) = Za)

und wird offenbar befriedigt, wenn man fiir 8 eine beliebige Substitution der
Gruppe in « einfilhrt. Aber auch, wenn die Leitkurven nicht rational sind,
lassen sich iihnliche Beispiele in mannigfacher Art konstruieren.

Die Korrespondenz zwischen den beiden Leitkurven wird natiirlich nicht
geiindert, wenn wir auf dieselben birationale Transformationen ausfithren, bei
denen die zu dem Parameter i gehorigen Punktgruppen ungeiindert werden. Das
Auftreten von Schnittpunkten zwischen den Leitkurven erniedrigt also zwar die
Ordnung der Regelfliiche, aber ist sonst nicht von wesentlicher Bedeutung.

Fiir gewisse A-Werte fallen zwei oder mehrere Punkte der Kurve C,, zu-
sammen; bei anderen gilt dasselbe fiir die Kurve C,,. Die Eigenschaften der
Korrespondenz hingen nun besonders davon ab, wie oft solche Koinzidenzen bei
demselben A-Werte fiir beide Kurven eintreffen.

19. Im vorigen Abschnitte haben wir verschiedene Beispiele gefunden, wo
die Regelfliche ausser der Leitgeraden noch zwei andere Leitkurven besitzt,
welche je von den Erzeugenden nur in einem Punkte getroffen werden. Es muss

natiirlich moglich sein diese Regelflichen direkt zu bestimmen, ohne den Umweg
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der Abbildung zu benutzen. Es handelte sich um Fille, wo »n,—e,=n,—a,=2,
so dass die Leitkurven. (2, 2)-deutig auf einander bezogen sind. Wenn die Poly-
nome fi, ¢y, f3 @, vom Grade 2 sind, so definiert (12) im allgemeinen eine
elliptisck;e Kurve. Da die Regelfliche dieser Kurve birational entspricht, so
kann hier das Geschlecht bei rationalen Leitkurven hochstens 1 sein. Bei einem
hinzukommenden Doppelpunkte in (12) wird aber die Regelfliiche rational. Wenn
in (e, 8,) ein solcher Doppelpunkt vorliegt, so entsprechen dem Werte a=e,
zwel koinzidierende B=§, und umgekehrt. Dies verlangt eine Ebene durch die
Leitgerade, welche beide Leitkurven berithrt. Wir nennen eine solche Ebene
eine e-Ebene. Ein spézieller Fall hiervon ist die in einem jfPunkte beriithrende
Ebene. Existieren sogar zwei e-Ebenen, so muss die Regelfliche zerfallen. Wir
haben hier Vorkommnisse, denen im vorigen Abschnitte eine Hauptrolle zukam.
In einem fPunkte krenzen sich -zwei Torsalen, deren gemeinsame Ebéne die
Leitgerade enthiilt. Gehort dagegen die e-Ebene zu keinem f-Punkte, so koinzi-
dieren auch die Torsallinien, aber nicht die Torsalpunkte.

Die Regelfliche hat ganz verschiedene Eigenschaften in einem ¢-Punkte und
einem f-Punkte. Durch einen f-Punkt gehen niimlich drei Erzeugende, so dass
derselbe ein dreifacher Punkt der Fliche wird. Eine von diesen Krzeugenden
liegt in der Ebene, welche durch die Tangenten der Leitkurven im #-Punkte be-
stimmt wird; die Ebene durch die Leitgerade und den #Punkt enthilt von jeder
Leitkurve noch einen Punkt, und die beiden anderen Erzeugenden sind die Ver-
bindungslinien dieser Punkte mit dem #Punkte.

Auch die Restdoppelkurve trifft im Falle »,— a,=n,—«,=2 jede Erzeugende
in nur einem Punkte. Dieselbe geht durch die #Punkte und die Torsalpunkte
in einer e-Ebene. Trifft die Verbindungslinie zweier {-Punkte die Leitgerade, so
wird dieselbe eine doppelte Erzeugende der Regelfliche und scheidet von der
Restdoppelkurve aus. Jede von den drei Doppelkurven ist offenbar eine hyper-
elliptische Kurve, da eine Ebene durch die Leitgerade nur zwei bewegliche Punkte
ausschneidet. Sind die beiden Leitkurven rational, so kann die dritte Doppel-
kurve nur vom Geschlechte P=1 oder P=o0 sein. Nun konnen die Torsalpunkte
dieser Doppelkurve blos aus e-Ebenen herrithren. Hat die Regelfliche das Ge-
schlecht p=1, so gibt es keine e¢-Ebene. Zur dritten Doppelkurve gehdrt dann
kein Torsalpunkt, und dieselbe ist vom Geschlechte P—1. Im anderen Falle,
wenn die Regelfiiche rational ist, existiert eine einzige e-Ebene. Die dritte Dop-
pelkurve besitzt zwei Torsalpunkte und ist rational, was auch von vornherein
selbstverstindlich ist.
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Ubrigens gilt ganz allgemein, wenn die Geschlechter der drei Doppelkurven
mit P, P* und P bezeichnet werden,

(13) p=P+ P + P

Nach der Formel von Liororm hat man als Anzahl simtlicher Torsalen einer
R, vom Geschlechte p

2(n—2)+ 4p.

Die Verteilung der Torsalpunkte zwischen der Leitgeraden und den drei Doppel-
kurven erfolgt nach dem Korrespondenzsatze von Zrurneny in der folgenden
Weise:

2(p—1) + 2(n—4);
2(p—1)—4(L=1);
2(p—1)—4(P" —1);
2(p — 1) — 4 (P —1).

Identifizieren wir die beiden erhaltenen Ausdriicke fiir die Anzahl der Torsalen,
so ergibt sich (13). Fiir p >1 kann hochstens eine von den Doppelkurven
rational sein, und zwar im hyperelliptischen Falle. Ein besonderer Fall ist hier
n=6 und p=2. Die Regelfliche kann dann keine von der Leitgeraden verschie-
dene rationale Doppelkurve besitzen. Doch gibt es eine Moglichkeit die Rela-
tion (13) zu befriedigen, indem eine Doppelkurve sich mit der Leitgeraden ver-
einigt, so dass wir eine Leitgerade mit Beriihrung erhalten, und die anderen
beiden vom Geschlechte 1 sind. Eine leichte Uberlegung zeigt, dass letztere
Kurven dann ebene C; sein miissen.

20. Setzen wir in (11) n,—ay,=n,—e;=2, so ergibt sich als Grad der
Regelfliche

(14) 2(ny + 0y — f) - t.

Hier wollen wir uns besonders mit den Fillen beschiftigen, wo der Ausdruck
(14) =6 wird.

Sind die Leitkurven rationale nicht ebene C;, so erhalten wir hierfiir die
Bedingung t+2 f=6. Die hochste Anzahl von Schnittpunkten ist aber 5, ohne
dass die C, zusammenfallen miissen. Man hat demnach, wenn die Eg sich nicht
zerlegen lassen soll, t=4, f=1. Nun kann die Leitgerade von der Verbindungs-

linie zweier {-Punkte oder sogar von zwei solchen Linien getroffen werden. Ge-
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schieht dies, so erhalten wir die Fille 7: & und 11: B, mit einer oder zwei dop-
pelten Erzeugenden.

Hat man als Leitkurven ebene C; mit einem Doppelpunkte, so werden die
4 t-Punkte durch den gemeinsamen Doppelpunkt ersetzt. Durch diesen Punkt
gehen 4 IEbenen, welche je eine Tangente von jeder C; enthalten. Falls die
Schnittgerade zweier solcher Ebenen die Leitlinie trifft, wird dieselbe eine dop-
peite Erzeugende. Hierdurch erkliren sich die Fille 12: &; und 12: §; mit einer
oder zwei doppelten Erzeugenden.

Nehmen wir nun an, die Leitkurven seien eine C, und eine C,, so erhal-
ten wir als Bedingung fiir eine B; ¢+2f=4. Da hochstens 3 Schnittpunkte
vorkommen konnen, so hat man nur die Moglichkeiten f=1 oder f=2. Ist die
C, rational, so muss f=1 sein, wenn die R, nicht zerlegt werden soll. Fiir die
verschiedenen Moglichkeiten von rationalen R, welche man hier bekommt, begnii-
gen wir uns mit einem Hinweis auf den vorigen Abschnitt. Ist dagegen die C;
eine ebene Kurve vom Geschlechte 1, so miissen die Treffpunkte der Leitkurven
in der Schnittlinie ihrer Ebenen liegen und also hochstens 2 sein. Es muss also
hier f=2 sein. Man findet leicht, dass von dem Schnittpunkte der C,-Ebene
mit der Leitgeraden eine doppelte Erzeugende nach dem in dieser Ebene liegen-
den O,-Punkte ausgeht, der nicht zu den beiden fPunkten gehort. Als einen
besonderen Fall ist es anzusehen, wenn die C,Tangente in diesem Punkte die
Leitgerade trifft. In dieser Weise lassen sich die Typen 13: v und 15: 3, kon-
struieren.

Zuletzt betrachten wir den Fall, wo beide Leitkurven C; sind. Wenn die
Regelfliche eine R, sein soll, erhiilt man dann die Bedingung t+2 f=2. Man

erhilt hierzu zwei Losungen:

1) t=2, f=0;
2) t=o, f=1.

Fiir ¢=2 hat man im allgemeinen 1 als Geschlecht der Regelfliche; doch
wird das Geschlecht o, falls eine e Ebene existiert. Werden die #Punkte und
die Leitlinie in derselben Ebene eunthalten, so wird die Verbindungsgerade der
t-Punkte eine doppelte Erzeugende. Man bekommt in dieser Weise zwei ellip-
tische und zwei rationale Typen. Den elliptischen Typus mit einer doppelten
Erzeugenden findet man in 13: y. Die beiden rationalen Typen hat man in
8: v und 10: 7.

Fir f=1 ist die R, immer rational. In einer C,Ebene liegt ausser dem
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f-Punkte noch ein Punkt P der anderen (,. Die Gerade, welche von P nach
dem Schnittpunkte der C,-Ebene mit der Leitlinie geht, ist offenbar eine dop-
delte Erzeugende der R, Da es zwei C,-Ebenen gibt, so erhalten wir fir die
Regelfliiche zwei doppelte Erzeugende. Den allgemeinen Fall haben wir in g: 2.
Einen speziellen Fall, und zwar noch einmal 1o: vy, erhalten wir, wenn die Tan- ‘
gente im Punkte P die Leitgerade trifft. Gilt letztere Eigenschaft fiir beide
Cy-Ebenen, so bekommen wir den Fall 11: 3;. Zuletzt sei bemerkt, dass wir den
Nebentypus 12: v, erhalten, falls die C, einander beriihren, und die gemeinsame
Tangente die Leitgerade trifft.

In idhnlicher Weise lassen sich die Fallunterscheidungen behandeln, wenn
der Grad nicht 6 ist oder die Regelfliiche sich zerlegen lasst.

21. Wir wollen jetzt in einem etwas komplizierteren Falle die Bedingun-
gen fiir die Zerlegbarkeit der Regelfliche aufsuchen. Die Leitkurven seien eine
C, und eine (), erster Spezies vom Geschlechte 1, welche die Leitgerade nicht
treffen. Haben die C, und die €, « Schnittpunkte, von denen keiner ein f-Punkt
ist, so ist die Fliche vom Grade 16—¢, und dieselbe geht doppelt durch die C,,
viermal durch die C, und (8 —c)-mal durch die Leitgerade. Im allgemeinen fin-
det man 8 als die Anzahl der Torsalpunkte auf der C,. Dieselben lassen sich
ja als Schnittpunkte der C, mit den beiden durch die Leitgerade gehenden Be-
rithrungsebenen an die C(, erhalten. Ist p das Geschlecht der Regelffiiche, so
soll diese Anzahl auch 2(p—1) sein. Man findet mithin p—s.

Soll nun die Regelfliche zerlegbar sein, so darf auf der C, kein Torsal-
punkt auftreten. Die besprochenen zwei Tangentialebenen an die C, miissen
also beide die O, doppelt beriihren. Die Ebenen von letzterer Eigenschaft sind
bekanntlich die Tangentialebenen an die 4 K,, welche die C, enthalten. Man
hat hier zwei Moglichkeiten:

1) Die Ebenen gehoren zu zwei verschiedenen K, Die Leitgerade ist eine
gemeinschaftliche Tangente dieser K.

2) Die Ebenen gehoren zu demselben K, Die Leitgerade geht durch die
K,-Spitze.

Es ist hier die Frage, ob die Regelfiiiche unzerlegbar vom Geschlechte 1
ist, oder ob sie sich in zwei Regelflichen, welche beide vom Geschlechte 1 sind,
zerlegen lisst. Im letzteren Falle muss auch die (2, 4)-Korrespondenz, welche
die Ebenen durch die Leitgerade zwischen der (), und der C, vermitteln, zer-
legbar sein. Dies verlangt aber, dass die 4 von einer solchen Ebene ausgeschnit-
tenen Punkte der C, zwei Paare einer rationalen Involution bilden miissen. Be-
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kanntlich erzeugen die Verbindungslinien solcher Paare eine Regelschar. Da in
einer Ebene durch die Leitgerade zwei Linien dieser Schar liegen sollen, so muss
die Schar aus den Erzeugenden eines K, bestehen. Im Falle 1 ist also die Re-
gelfliche nicht zerlegbar. Dagegen kann man im Falle 2 ohne Schwierigkeit
eine birationale Korrespondenz zwischen den Punkten der C; und den Erzeugen-
den des K, herstellen, so dass entsprechende Elemente in einer und derselben
Ebene durch die Leitgerade liegen, und zwar gelingt dies auf zwei Weisen.

Die Bedingungen, damit die Regelfliche zerfalle, sind somit die folgenden:

a) Die Leitgerade soll durch die Spitze von einem der 4 K, gehen, welche
die C, enthalten.

b) Die beiden Tangentialebenen an den K,, welche die Leitgerade enthal-
ten, sollen auch von dem Kegelschnitte berithrt werden.

IV.

Regelflichen mit einer Leitkurve, die zweimal von den
Frzeugenden getroffen wird.

22. . Die Untersuchung von solchen Regelflichen mit einer Leitgeraden war
das wesentliche Hilfsmittel im 2. Abschnitt. Dabei handelte es sich fast aus-
schliesslich um den Fall, wo die Leitkurve eine C, ist, welche die Leitgerade
nicht trifft. Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall und nehmen als Leit-
kurve eine Oy vom Geschlechte P, welche & Punkte auf der Leitgeraden hat.
Fir den Rang‘ der zugehorigen abwickelbaren Fliche finden wir, wenn keine
Riickkehrpunkte vorkommen, 2 (m+k+ P—1). Die Leitgerade trifft also diese
Fliche in 2 (m+ P—1) Punkten, wobei von den % Schnittpunkten mit der Kuspi-
dalkurve abgesehen wird. Die Regelfiiiche enthilt mithin 2 (m + P—1) Erzeugende,
welche Tangenten der Leitkurve darstellen. Die Ebene durch eine solche Tan-
gente und die Leitgerade enthiilt noch m—2 Punkte der Leitkurve, welche aus-
serhalb der Leitgeraden belegen sind. Verbindet man diese Punkte mit dem
Berithrungspunkte der Tangente, so bekommt man m—2 Torsallinien der Regel-
fliche, deren Ebenen die Leitlinie enthalten. Die Gesamtzahl von derarti-
gen Torsalerzeugenden ist mithin 2 (m—2)(m + P—1). Zwischen dem KEbenen-
biischel durch die Leitgerade und den Linien der Regelfiiche besteht nun eine

(17 m(m—1

~~~~~~~~ T))-Korrespondenz, fiir welche eben diese 2(m—2)(m+ P—1) Koinzi-
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denzen von 2 Linien auftreten. Man erhilt hiernach fiir das Geschlecht der
Regelfliiche

(15) pzfi—(m—z) (m+2 P—3).

Man findet, dass diese Zahl jedesmal um 1 reduziert wird, wo die Ebenen durch
die Leitlinie fiir zwei Tangenten der Leitkurve zusammenfallen, wie wir ja hier-
auf zahlreiche Beispiele im 2. Abschnitte haben.

Eine allgemeinere Klasse von Bisekantenregelflichen erhilt man, wenn man
die Leitkurve in irgend einer Weise birational transformiert und nachher in ent-
sprechender Weise Punktpaare durch gerade Linien verbindet. Die wesentliche
Eigenschaft wird beibehalten, dass die Punkte der Leitkurve in Gruppen zu je
m zerlegt werden, welche paarweise Erzeugende der Regelfliche bestimmen. Die
Leitkurve wird immer noch eine (m—1)-fache Kurve der Regelfiiche. Zwei Er-
zeugende, welche von einem Punkte der Leitkurve nach zwei anderen ausgehen,
werden stets - von einer dritten, und zwar der Verbindungsgeraden dieser letzte-
ren Punkte, begleitet. Hieraus folgt fiir m = 3, dass die Regelfldche eine drei-
Jfache Developable besitzt. Ist insbesondere m=4, so hat die Regelfliche sowohl
eine dreifache Kurve als eine dreifache Developable.

Nehmen wir die Leitkurve rational, so lisst sich dieselbe birational in eine
nicht ebene C, transformieren. Die neue Bisekantenregelfliche kann, von etwai-
gen mehrfachen Erzeugenden abgesehen, keine andere mehrfache Kurve als die
(m—1)-fache C; besitzen. Dieselbe muss also vom Grade 2(m—1) sein. Auch
ersieht man unmittelbar, dass die Klasse der zugehorigen dreifachen Developablen

;(m——l)(m—z) sein muss. TFiir m=4, wo es sich um eine R, handelt, erhalt man

methin sowohl die dreifache C, als auch eine dreifache Developable von der Klasse 3.
Dabei kann das Geschlecht der R; sowohl 1 als o sein, wie aus den Betrach-
tungen iiber die urspriingliche Regelfliiche in Nummer 7 ersichtlich ist. Es folgt
auch aus den dortigen Entwicklungen, dass unter Umstinden die Ry in eine R,
und eine R, oder sogar in 3 R, zerfallen kann. Im letzteren Falle geht durch
jeden C;-Punkt eine Frzeugende zu jeder R, und in der gleichen Weise ver-
teilen sich die drei Erzeugenden, welche in einer beliebigen Ebene der dreifachen
Developablen liegen.

Ein anderes Beispiel erhilt man, wenn man als Leitkurve eine C; vom

Greschlechte 1 wihlt, und dieselbe so birational in eine andere C, transformiert,



Uber die Regelflichen mit einer Leitgeraden. 377

dass vier Punkte in einer Ebene nicht linger diese Bigenschaft beibehalten. Die
R, von welcher in Nummer 13 die Rede war, wird dann in eine neue By iiber-
gehen, welche sowohl eine dreifache Kurve von der Ordnung 4 als auch eine
dreifache Developable von der Klasse 4 besitzt. Diese R, welche gewdhnlich
vom Geschlechte 3 ist, kann in speziellen Fillen in eine R, und eine R, oder
in 2 By und eine R, zerlegt werden. Im letzteren Falle gelten ihnliche Verhilt-
nisse wie die oben fiir die 3 B, beschriebenen.

Die im Falle einer Leitgeraden auftretenden doppelten Torsalen mit zu-
sammenfallenden Torsalebenen, welche, wie die Beispiele im 2. Abschnitt zeigen,
bei Erniedrigung des Geschlechtes eine entscheidende Rolle spielen, werden fiir
die transformierten Regelflichen im allgemeinen gewohnliche doppelte Erzeugende.

Der Inbegriff der Bisekanten einer rationalen Leitkurve Lisst sich leicht bira-
tional in das Strahlenfeld einer Ebene iiberfithren. Man braucht ja nur die Kurve
in einen Kegelschnitt zu transformieren. Einer Regelfiiche, welche die Leit-
kurve (m%l)~fach enthilt, entspricht dann eine ebene Kurve von der Klasse
m—1I. Insbesondere ist der Kegelschnitt, als Liniengebilde betrachtet, das Bild
der zur Leitkurve gehorigen abwickelbaren Fliche. Die Theorie. der ebenen
Kurven ldsst sich somit auf ein solches System von Bisekantenregelﬂéchen iiber-
tragen. Besonders einfach ldsst sich dies fiir den Fall ausfithren, wo die Leit-
kurve eine Cj ist.

23. Wir haben schon viele Beispiele gefunden, wo die in der vorigen
Nummer betrachtete Bisekantenregelfliche sich zerlegen ldsst. Insbesondere ist
dies der Fall, wenn die Leitkurve eine involutorische Transformation in sich zu-
lisst, bei welcher die Verbindungsgerade entsprechender Punkte die Leitlinie L
trifft. Wir wollen den Fall betrachten, wo diese Transformation sich durch eine
axiale Kollineation vermitteln lidsst. Dabei ist L die eine Axe; die andere kon-
nen wir mit L, bezeichnen. Die Kollineation muss offenbar jede Ebene durch
L in sich selbst iiberfiihren. Eine Gerade der Ebene wird dann in eine andere
Gerade der Ebene, welche denselben Treffpunkt mit L hat, transformiert. Nur
die Geraden, welche beide Axen treffen, werden invariant. Suchen wir jetzt die
Bisekantenregelfliche der Leitkurve, fiir welche L eine Leitlinie ist, so besteht
diese aus zwei Teilen. Erstens hat man aus den Verbindungsgeraden entsprechen-
der Punkte bei der Kollineation eine Regelfliche, deren Erzeugende beide Axen
treffen. Es bleibt iibrig eine Regelfliiche, deren Erzeugende bei der Kollineation
paarweise vertauscht werden, wobei einem Paare sowohl derselbe Punkt als die-

selbe Ebene in Bezug auf L zugeordnet wird. Fiur einen Querschnitt der Regel-
48 — 81104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 20 aoGt 1931.
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fliiche entstehen Beriihrungsknoten aus den Paaren, welche L in demselben Punkt
wie der Querschnitt schneiden. Fiir letztere Regelfliiche ist also I eine Beriih-
rungsleitgerade.

Diese Auseinandersetzungen wollen wir durch ein Beispiel beleuchten, das
ich schon vor vielen Jahren gegeben habe', und wobei es sich um eine E; vom
Geschlechte p=2 handelt. Die Leitkurve sei eine nicht hyperelliptische C; vom
Geschlechte 4, welche in einer (2, 1)-Korrespondenz mit einem Gebilde vom Ge-
schlechte 2 steht. Zwei Koinzidenzen sollen dabei stattfinden. Eine solche C;
muss den Schnitt zwischen einer F, und einer Iy darstellen. Den Gleiéhungen

dieser Flichen konnen wir die Gestalt

xz + yw=o0
(16)
fs(?/, ?l)) + Y Ps (l‘, Z) + wZ (.’13, Z) =0

geben. Fiir die axiale Kollineation haben wir
’ ! - ’
(17) r=—z; y =y, F=—z w=u.

Die beiden Punkte y=z=ww=0 und z=y=w=0 sind die Koinzidenzpunkte. Als
Axe L nehmen wir y==w=0 mit den beiden Koinzidenzpunkten. Die Axe L,
ist somit z=z=o0.

Es ergibt sich unmittelbar, dass die Verbindungsgeraden der Punkte, welche
einander bei der Kollineation entsprechen, eine R; erzeugen, fiir welche L eine
dreifache und L, eine doppelte Leitgerade bedeuten. Es lidsst sich weiter er-
schliessen, dass die ibrig bleibende Bisekantenregelfliche von L aus eine I; vom
Geschlechte” p=2 sein muss, fiir welche die (g eine Doppelkurve und L eine
doppelte Beriihrungsleitgerade darstellen.

. Es gibt doch einen speziellen Fall, wo die B; in 2 K; vom Geschlechte 1
degeneriert. Man bemerkt, dass in (16) die Gleichung 3. Grades vermoge der
Gleichung 2. Grades verschiedene Gestalten annehmen kann. Hat man dann

Pz, 2) = alz- a2)’; Yy(z, 2) = blz—a2)’,

so kann man auch eine Form finden, wo

L Uber die algebraischen Kurven von den Geschlechtern p=y4, 5 und 6, welche eindeutige Trans-
JSormationen in sich besitzen. Bihang till Kungl. Sv. Vet.-Akad. Handl., Bd. 21 (1895), p. 9. Dort-
selbst (p. 26) ist noch ein anderer Fall gegeben, wo die Rolle der F, von einem K, ithernom-
men wird.
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s, &) = ale+a2)’; Pylz, &) = bla+as).

Hierin liegt die einzige Bedingung, dass die Koeffizienten fiir z* und 2* in
@ (@, 2) und Y, (z, 2) dasselbe Verhiltniss haben sollen. In zwei Weisen bekommt
man dann die C; als Schnitt der F, mit einem K,. Die Spitzen der K; liegen
auf L und sind durch x—eaz=0 bez. x4+ az=0 bestimmt. Fir die beiden K,
ist L eine Wendeerzeugende, lings welcher dieselben einander oskulieren. In
diesem Falle geht die C; durch zwei Perspektivititen in sich iiber, bei denen das
Zentrum in einer von den K -Spitzen liegt, und die Ebene durch die andere
Spitze und die Axe L; bestimmt wird.

Im obigen Beispiel hiitte man auch die C; als die Abbildung einer Regel-
fliiche vom Geschlechte p=4 nach den im 1. Abschnitte auseinandergesetzten Prin-
zipien auffassen konnen. Fiir den Grad = erhilt man 10, 9 oder 8, je nachdem
die zweite Fundamentalgerade L mit der C; o, 1 oder 2 Punkte gemeinsam
hat. Fir die R, ist L eine (n—6)-fache Erzeugende und L eine (n—4)-fache
Leitgerade. Es liegt nahe hier an eine allgemeine Aufgabe von analoger Art
wie die im 2. Abschnitte behandelte zu denken. In dem zuletzt betrachteten
Falle, wo drei doppelte Kurven der Regelfliche auf eine R; vom Geschlechte 2
und zwei K, vom Geschlechte 1 abgebildet werden, erhilt man eine Bestiitigung
der Relation (13).

24. Die erste Herleitung des obigen R, Typus gab ich in meiner Disserta-
tion (p. 58) mit Benutzung der Abbildungsmethode. Einen anderen dort gege-
benen Ry Typus mit p=2 werden wir in dieser Nummer nach einer etwas ab-
weichenden Methode wiederfinden. Nimmt man bei der Abbildung einer R, mit
doppelter Leitlinie als Fundamentalgerade L eine gewohnliche Erzeugende, so
bekommt man eine Cj welche L in 3 Punkten und L in einem Punkte trifft.
Da hier p=2 sein soll, so liegt die C; auf einer F,, und L muss eine Erzeu-
gende dieser F, darstellen. Bei dem in der vorigen Nummer behandelten Fall
ist die F; ein K, der seine Spitze im Punkte O hat. Die (; geht einfach durch
die Spitze und trifft iberdies jede Erzeugende des K, in 2 Punkten. Damit der
Grad der Regelfliiche nur 6 sei, muss die Tangente der C; in der K,-Spitze der
Fundamentalebene F angehdren.

Wie leicht zu finden ist, wird die Restdoppelkurve auf eine R, abgebildet,
fiir welche L eine vierfache Leitgerade und L eine doppelte Erzeugende bedeu-
ten. Dieselbe ist also eine €, und man kann auch bestitigen, dass ihr Ge-

schlecht, wie es in der vorigen Nummer der Fall war, im allgemeinen 4 ist.
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Die Frage ist nun, ob diese Doppelkurve, d. h. die Ry, zerfallen kann. Letzteres
ist nur moglich in zwei Regelflichen, welche jede die Cj einfach enthalten. Nun
hat eine Kurve vom Geschlechte 2 blos eine Schar g,, und diese wird hier durch
die Erzeugenden des K, ausgeschnitten. Sollen also andere die C; einfach ent-
haltenden Bisekantenregelfliichen existieren, so konnen dieselben nicht rational
sein. Die einzige Moglichkeit fir die Zerlegung der R, ist dann in zwei R,
vom Geschlechte 1. Trifft ein solches Zerfallen der R, ein, so muss die C; eine
Vierergruppe von eindeutigen Transformationen in sich zulassen, wobei die 4
Punkte in einer Ebene durch die Leitgerade unter sich vertauscht werden. Den.
drei von der Identitit verschiedenen Operationen der Vierergruppe entsprechen
der K, und die beiden R,.

Dass eine solche Vierergruppe existieren kann, ist leicht nachzuweisen. Der
Ebenenbiischel durch L schneidet aus dem K, je zwei Erzeugende, d. h. Punkt-
paare der g,, aus, welche bei der Vierergruppe in einander iibergehen. Die bei-
den berithrenden Ebenen schneiden aber nur je ein solches Paar aus, das also
invariant bleibt. Betrachten wir die Normalgleichung

y =)

einer Kurve des Geschlechtes p=2. Die invarianten Paare seien den Werten
=0 und z==% zugeordnet. Man erkennt dann, dass die Gleichung die spe-
zielle Gestalt

(18 yi=ax® + brt + cx® + d
Yy

haben muss. Sehen wir von der Transformation y'——y, '=x ab, die jedes
Paar der ¢! in sich iberfithrt, so enthilt die Vierergruppe die Operationen

(19) y=y, «=—z
und
(20) y¥=—y 2=—um

Zu jeder von diesen gehiren zwei Koinzidenzen, indem fiir (19) die Punkte mit
=0 und fiir (20) diejenigen mit z=oc invariant bleiben. Dies stimmt damit
itherein, dass die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte ein Gebilde vom
Geschlechte 1 erzeugen sollen. Eine Kurve vom Geschlechte 2 fithrt man leicht
birational in eine auf einem K, belegene C; iiber, und sogar so, dass ein belie-

biger Xurvpunkt in die K,-Spitze transformiert wird. Dies gilt also auch, wenn
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die Kurve einer Gleichung (18) geniigt. Der Relation z'==—zx in (19) und (20)
entspricht eine Involution zwischen den Erzeugenden des K,. Diese lisst sich
durch die Doppelelemente, welche den Werten x=0 und xz=o entsprechen,
festlegen. Nimmt man also L als Schnittgerade der Berithrungsebenen in diesen
Elementen, so bestimmt der Ebenenbiischel durch L die Involution. Es ist also
L eine Leitgerade fiir die beiden R,, deren Erzeugende die einander in (19)'und
(20) entsprechenden Punktpaare vereinigen. Man findet leicht, dass die andere
Leitgerade einer R, durch einen der auf L belegenen CyPunkte gehen muss;
den anderen C;-Punkt vereinigt dann eine Erzeugende mit der K, Spitze. Aus
diesen Resultaten ist ersichtlich, dass den beiden R, zwei ebene C; vom Ge-
schlechte 1 als Doppelkurven der R, entsprechen.

Mit den beiden in dieser und der vorigen Nummer beschriebenen und den
dazu reziproken haben wir die 4 RgTypen fiir p=2 mit singuldrer Leitgerade,
deren Ixistenz wir in Nummer 16 behaupteten. Hierin liegt eine Erginzung
zu den Resultaten, welche wir im 2. Abschnitte fiir p=o0 und p=1 hergeleitet
haben.

25. In dieser Arbeit haben wir schon eine Menge von Beispielen iiber das
Zerfallen der Bisekantenregelfliche hergeleitet, wenn in den Ebenen durch die
Leitgerade 4 bewegliche Punkte der Leitkurve liegen. Wir wollen versuchen,
diese Resultate unter einem allgemeineren Gesichtspunkte aufzufassen. Dabei
nehmen wir der Einfachheit halber an, die Leitkurve sei rational. Wie in Num-
mer 18 erhilt man zwischen den Punkten, welche in derselben Ebene durch die
Leitgerade belegen sind, eine Korrespondenz, welche durch eine Gleichung von
der Gestalt

(21) [l (B — 9la) f(8)

ausgedriickt wird, wobei f und ¢ ganze rationale Funktionen bezeichnen. Das
linke Glied vom (21) zerlegen wir in ein Produkt von irreduzibeln Faktoren

(22) %l(a’ ﬂ) ' Xz(% ﬂ) e Xl(ay ﬁ)

Gewisse Faktoren y(¢, §) kénnen symmetrisch sein, so dass (e, 8)=y(8, ). Jedem
von diesen entspricht eine besondere Bisekantenregelfliche. Ist dagegen der
Faktor #(«, ) nicht symmetrisch, so muss auch %(3, ¢) dem Produkt (22) ange-
héren. Erst dem Produkte yx(a, B): x(8, ¢), das ja symmetrisch wird, entspricht
hier eine Bisekantenregelfiiche. Fiir diese Flidche ist die Leitkurve eine mehr-
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fache Kurve. Betrachten wir nun eine birationale Abbildung dieser mehrfachen
Kurve auf eine einfache Kurve, so ldsst sich letztere Kurve, den Faktoren y(«, §)
und %(83, @) entsprechend, in zwei irreduzible Kurven auflosen.
Es gibt Fille von beliebig hober Ordnung, wo die Faktoren in (22} alle
Se)

ersten Grades in ¢ und B sind. Wie in Nummer 18 ist es ja moglich, 2(0) als

eine Grundfunktion Z(a) einer beliebigen endlichen linearen Substitutionsgruppe
zu wihlen. Die Relation (21) bekommt dann die Gestalt

(23) ZJ"Z:;@ —o

Zu jeder von der Identitidt verschiedenen Operation s der Gruppe bekommt man
eine Losung von (23), wobei « linear durch § ausgedriickt wird. Ist hier s in-
volutorisch, so gehort zu s eine Regelfliche, welche die Leitkurve einfach ent-
hialt. Die nicht involutorischen Operationen treten in zu einander inversen
Paaren, s und s!, auf. Zu jedem solchen Paare gehiort eine Regelfliche, fiir
welche die Leitkurve eine gewohnliche Doppelkurve darstellt. Nun gibt es zyk-
lische Gruppen und Diedergruppen von. beliebig hoher Ordnung. Es Eann also
keine obere Grenze fiir die Anzahl der Bestandteile existieren, in welche eine DBi-
sekantenregelfliche mat einer Leitgeraden sich zerlegen ldsst.

Entsprechende Verhiltnisse gelten, wenn das Geschlecht p der Leitkurve
> o ist. Wir betrachten insbesondere den Fall, dass eine Kurve eine Gruppe
von eindeutigen Transformationen in sich besitzt, so dass, falls v die Ordnung
der Gruppe bezeichnet, die » bei der Gruppe zusammengehérigen Punkte eine
(v, 1)-Korrespondenz mit einer rationalen Kurve vermitteln. Es ist dann auch
eine (v, 1)-Korrespondenz mit einem Ebenenbiischel méglich. Wir kénnen mithin
eine birational entsprechende Leitkurve erhalten, so dass die Ebenen durch die
Leitgerﬁde die " Systeme von » bei der Gruppe in einander iibergehenden Punk-
ten ausschneiden. Es ist klar, dass die obigen Auseinandersetzungen fiir p=o0
im Wesentlichen auch fiir diesen Fall giiltig bleiben.

26. Die Entwicklungen der vorigen Nummer erhalten eine neue Bedeutung,
wenn wir die Leitkurve als Bild einer Regelfliiche nach dem Abbildungsverfahren
unseres 1. Abschnittes auffassen. Die Doppelkurve lisst sich dann in solcher
Weise zerlegen, dass die Bestandteile den symmetrischen Faktoren y(e, ) in (22)
bez. den Paaren x(e, 8)- %(3, @) von nicht symmetrischen Faktoren entsprechen.
Sei n der Grad einer Regelfliche mit einer i-fachen Leitgeraden, Eine Erzeu-
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gende trifft dann die Doppelkurve in n—k-—1 Punkten, wenn von der Leitge-
raden abgesehen wird. Hat man p=o0, so gibt es fiir belicbig grosse (n—k)- Werte
Fille, wo die Doppelkurve so zerlegt wird, dass jeder Teil von einer Erzeugenden
entweder in esmem oder in zwei Punkten getroffen wird. Dasselbe gilt offenbar fiir
p=1, da es auch in diesem Falle eindeutige Transformationsgruppen einer Kurve
in sich von beliebig hoher Ordnung gibt. Fiur hohere Geschlechter hat man
nach A. Hurwirz fiir die Ordnung einer solchen Gruppe die obere Grenze
84(p—1). Eine entsprechende Moglichkeit wie die obige fiir p=o, 1 diirfte dann
nicht stattfinden; doch erfordert der Beweis hierfiir auch einen Uberblick iiber
die (2, 2)-Korrespondenzen, welche auf der Kurve vorkommen konnen.

Nach den vorhergehenden Entwicklungen konnten wir wohl die Eigen-
schaften der Doppelkurve, wenn von der Leitlinie weggesehen wird, in wesent-
liche und minder wesentliche einteilen. Als wesentliche sind dann solche zu be-
zeichnen, welche von der (n—%k—1, n—k—1)-Korrespondenz zwischen den Erzeu-
genden in derselben Ebene durch die Leitlinie abhingen. Fir p=o0 haben wir
bereits einen Ausdruck fiir diese Korrespondenz in der Relation (21). Zur nihe-
ren Beleuchtung der Frage wollen wir einige Bemerkungen fiir den rationalen
Fall hinzufiigen. Als Fundamentallinien L und L wiihlen wir bez. z=y=o0 und
y=z=0. Wir konnen dann die Koordinaten der Bildkurve durch einen Para-

meter in der folgenden Weise

x Y z w

(24) 0 7@ 9@ 9l gila) pla) wl)

darstellen, wobei g¢(a), ... ganze rationale Funktionen bedeuten. In (21) kom-
men nur die Funktionen f und ¢ vor; nur diesen kommt also eine wesentliche
Bedeutung zu. Betreffend die iibrigen Funktionen bestimmt g(¢)=o0 die Argu-
mente fiir diejenigen Erzeugenden der Regelfliche, welche von L im Schnitt-
punkte O mit L getroffen werden. Es soll ¢,(«)=0 die Punkte der Bildkurve
auf L bezeichnen, so dass ¢,(«) ein Faktor von g(a) - @(e) sein muss. Man sieht,
wie man durch Wahl der Funktionen in mannigfaltiger Weise die Erzeugenden
bestimmen kann, welche mit L zusammenfallen oder von L in anderen Punkten
als O. getroffen werden. Auch lassen.sich durch Verinderung der Funktionen
singuliire Erzeugende erhalten. Es ist mithin leicht verstindlich, dass man, wenn
man die weniger wesentlichen Eigenschaften fiir die Doppelkurve hinzuzieht, eine
sehr betriichtliche Anzahl von Typen erhalten kann.
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Durch Analogieschliisse versteht man, dass die Verhiltnisse fiir hohere
Geschlechter idhnlich sein miissen, dass also die Moglichkeiten fiir die Zerlegung
der Doppelkurve im Wesentlichen nur von dem Geschlechte der Regelfliche und der
Anzahl von Erzeugenden, welche tn einer Ebene durch die Leitgerade liegen, ab-
hingen. Erst in zweiter Instanz ist der Grad der Regelfliche oder, was auf das-
selbe hinauskommt, die Vielfachheit der Leitgeraden von Bedeutung. Ebenso
ist es mit dem Auftreten von singuliren Erzeugenden. Dies hindert nicht, dass
man dadurch, wie aus dem 2. Abschnitte hervorgeht, eine grosse Menge von
Typen erhalten kann. Es ist aber die Parallelitiit, mit welcher diese Typen in
den einzelnen Unterabteilungen auftreten, die wir hier als das Wesentliche her-
vorheben wollen. Die Bedingung fiir diese Parallelitit ist die Existenz der
(n—4)fachen Leitgeraden. Dass wir daneben eine (n—4)-fache Erzeugende an-
nahmen, ist dagegen von weniger wesentlichen Bedeutung. Wir sehen also, wie
das Hauptproblem fiir die Doppelkurve einer Regelfliche mit einer Leitlinie sich in
Spezialprobleme nach den beiden Zahlen n—k und p auflost.

Wie man entsprechende Uberlegungen fiir die Doppeldevelopable ausfiih-
ren kann, indem man in (24) die Rollen fiir die Geraden x=y=0 und y=z=0
vertauscht, dirfte ohne weitere Erklirungen verstindlich sein. Als bedeutungs-
volle Zahl tritt hier %, d. h. die Vielfachheit der Leitlinie, statt »—#% auf.

27. Wenn von mehrfachen Erzeugenden abgeseben wird, ist offenbar
n—k—1 die hochste Anzahl der Bestandteile, in welche die Doppelkurve auf-
gelost werden kann. Im 2. Abschnitt haben wir gesehen, wie fiir n—%k=4 diese
Anzahl sich in mehrfacher Weise erreichen lisst. Nun ist es aus den vorange-
henden Entwicklungen ersichtlich, dass fiir diese hiochste Anzahl von besonderen
Doppelkurven es eine Gruppe von der Ordnung n—£k mit lauter zu sich selbst
inversen Operationen existieren muss, welche die n—#% in derselben Ebene durch
die Leitline belegenen FErzeugenden in einander tiberfithrt. FEs muss demnach
n—k ewne Potenz wvon 2 setn. Tm rationalen Fall ist aber die Vierergruppe die
umfassendste Gruppe, welche die oben hervorgehobene Bedingung befriedigt.
Weiter gehende Beispiele muss man mithin bei nicht rationalen Regelflichen
suchen. Dagegen erhilt man Beispiele von rationalen Regelflichen mit einer
Auflsung der Doppelkurve in n—ki—2 verschindene Kurven bei den R, und I,
mit einer einfachen Leitgeraden. Es gibt also hier Fille, wo esne Doppelkurve
die Erzeugenden zweimal und drez bez. fiinf Doppelkurven dieselben nur einmal
treffen. Diese Beispiele sind den Diedergruppen von der Ordnung 6 und 8 zu-
geordnet.
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Unter den eindeutigen Transformationsgruppen einer elliptischen Kurve in
sich befinden sich auch Abelsche G4 vom Typus {2, 2, 2). Wenn u in gewdhn-
licher Weise den Parameter, w, und w, die Fundamentalperioden bedeuten, so
kann man die Operationen einer solchen Gruppe in der Gestalt

w w w t+ow
(25) uEiu,iu—l-?l, +u+72, g+ 2T

erhalten. Fiir die drei von der Identitit verschiedenen Substitutionen mit dem
Zeichen + existieren keine Koinzidenzen. Ihnen miissen darum Doppelkurven
vom Geschlechte 1 entsprechen. In gleicher Weise entsprechen den 4 iibrigen
mit dem Zeichen —, bei denen je 4 Koinzidenzen vorkommen, rationale Doppel-
kurven. Es existieren wmithen fiir n—k=8 Regelflichen wvom Geschlechte 1, fiir
welche dze Doppelkurve in 4 rationale und 3 elliptische Kurven zerfillt. Dies ist
sogar fir k=2 wmoglich, so dass die fragliche FEigenschaft schon bei eimer R,, mit
etner doppelten Leitlinie eintreffen kann.

Wir wollen die Bedingungen fiir die Bildkurve einer solchen R, aufsuchen.
Dieselbe wird, wenn fiir L eine Erzeugende genommen wird, eine C,, welche einen
Punkt auf L und 7 Punkte auf L besitzt. BEs gilt die allgemeine Bedingung, dass die
Argumente fiir die 9 Punkte in einer Ebene eine konstante Summe haben miissen.
Die Ebenen x=o0 und y==0 enthalten je 8 nicht gemeinsame Punkte. Diese sollen
in einander durch die Substitutionen (25) iibergehen. Dann gilt dasselbe fiir jede
Ebene des Biischels mit der Axe L. Die Ebene z=o0 ‘hat 7 gemeinsame Punkte
mit der Ebene y=o0, und die Argumentensummen fiir die beiden iibrigen Punkt-
paare miissen ilbereinstimmen. Fiir die Ebene w=0 miissen die Argumente so
genommen werden, dass dieselben nicht zn einer Ebene des durch x=o, y=o0,
z=0 bestimmten Biindels gehdren.

Hat die Regelfliiche keine doppelte Erzeugende, so lisst sich beweisen, dass
die 4 rationalen Doppelkurven von der Ordnung 4 und die 3 elliptischen von
der Ordnung 6 sind. Man findet auch, dass doppelte Erzeugende nicht in gros-
serer Anzahl als 3 auftreten konnen; dabei sind Doppeltorsalen mit gemeinsamer
Ebene nicht ausgeschlossen. Eine Doppelkurve kann nicht von niedrigerer Ord-
nung als 4 sein, weil ja in einer Ebene durch die Leitgerade die Schnittpunkte
von 4 Erzeugendenpaaren ihr angehdren miissen. Die doppeltén Erzeugenden
miissen sich demnach von den elliptischen Doppelkurven ausscheiden, und zwar
in solcher Weise, dass die Ordnung keiner Doppelkurve < 4 wird. Doch gibt

es auch eine andere Moglichkeit, indem eine von den rationalen Doppelkurven
49—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé lo 2 septembre 1931.
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unter. Ausstossung von drei doppelten Erzeugenden sich mit der Leitgeraden zu
einer doppelten Beriihrungsleitlinie vereinigen kann.

28. Diesen letzteren am meisten spezialisierten Fall wollen wir niher un-
tersuchen. Dabei muss offenbar die g;, welche der Ebenenbiischel mit der Axe
L erzeugt, vermittelst einer von den vier Operationen in (25) mit dem Zeichen
—, etwa «'=—u, sich definieren lassen. Die zu dieser g; gehorigen Punktpaare
liegen dann in geraden Linien von dem Schnittpunkte O der Axen L und L
aus. Diese Geraden erzeugen einen K,, fiir welchen L eine dreifache Erzeugende
darstellt. Die Bildkurve Cy muss durch die Spitze O dieses K, gehen, wobei dieTan-
gente der Fundamentalebene E angehoren muss. Projiziert man die C, von
einem Punkte der Geraden L auf eine ebene Kurve, so miissen offenbar, wenn
von der Spur der Geraden L weggesehen wird, die Doppelpunkte dieser Kurve
von wirklichen Doppelpunkten der (), herriihren. Die Spur von L liefert einen
siebenfachen Punkt, in welchem drei Paare von Zweigen, den drei durch L ge-
henden Schalen des K, entsprechend, einander beriihren. Dieser Punkt ist dem-
nach mit 21+ 3=24 gewdhnlichen Doppelpunkten dquivalent. Damit aber die
Cy vom Geschlechte 1 sei, miissen noch drei Doppelpunkte hinzukommen. Fiir
die R,, bedeutet dies, dass dieselbe drei doppelte Erzeugende besitzen muss, was
wir bereits oben hervorgehoben haben.

Wir konnen weiter zeigen, dass sogar alle drei von diesen Doppellinien in
Doppeltorsalen mit gemeinsamer Ebene iibergehen konnen. Erstens kann man
fir die Lage der drei Doppelpunkte der C, drei beliebige Erzeugende des K,
wihlen. Der Einfachheit halber mag die BEbene w=0 alle drei Doppelpunkte
enthalten. Dann tritt die Bedingung auf, dass unter den Argumenten fiir die
Punkte der- 0, (Man denke etwa an die Darstellung durch Produkte von ¢-Funk-
tionen), welche in der Ebene w=o0 liegen, drei Paare t+ u;, * wu,, T u, auftreten.
Da noch drei Argumente zu unserer Verfiigung stehen, konnen wir offenbar
uy, 4y, Uy beleibig nehmen, und insbesondere in solcher Weise, dass dieselben
zu Erzeugenden des K, gehoren, fiir welche die Berithrungsebenen die Gerade L
enthalten. Im letzteren Falle entsprechen aber den Doppelpunkten Doppeltor-
salen mit gemeinsamer Ebene.

Fiir die fraglichen Erzeugenden des K, sollen, da weniger als acht ver-
schiedene Punkte in der zugehorigen Ebene durch L liegen, Koinzidenzen bei

den Substitutionen (25) auftreten. Gehoren diese etwa zu ' = —u + %1, so fin-

det man die Losungen
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w w w W, W w w w w w w
(26) w=r, Q101 Oy O O O, 0 By O O
4 4 2 4 4 274 2 2 4 2
gy s . w . w w w w .
Man findet mithin zwei Paare —*, ——% und —* + '—23, —~Il —-72, welche zu zwei

Brzeugenden des K, gehoren. Fiir beide Paare haben wir die Differenz = %

y

es gilt demnach fiir die Argumente ' =u + %l Folglich ist die Verbindungs-

gerade das Bild von einem Punkte einer elliptischen Doppelkurve. Gehen nun
die Punkte in einen Doppelpunkt zusammen, so muss die Ordnung dieser Dop-
pelkurve um eins erniedrigt werden.

Offenbar kommen wir zu entsprechenden Resultaten fiir die Substitutionen

w w, | @ . - . .
w=—u-+ -2% und %' = —u + ?‘ + —22 - Die Koinzidenzpunkte verteilen sich

N e w w w .
in Paare, fiir welche man « =u + ?2 bez. ' =u + — + -23 hat. Wenn die

Punkte eines Paares zusammenriicken, - ist es also hier eine andere elliptische
Doppelkurve, deren Ordnung erniedrigt wird. Wir haben auch hier die Eigen-
schaft gefunden, dass an den K, von L aus drei doppelt beriihrende Ebenen
ausgehen, welche den drei Substitutionen ' = — u + 921, —u + —af, —u + Qiziw—g
beigeordnet sind. Fiir den Fall dreier Doppeltorsalen erhilt man hiernach zwei
Moglichkeiten. Krstens kann in jeder der drei letzteren Ebenen ein Doppel-
punkt der Bildkurve belegen sein. Die drei elliptischen Doppelkurven sind dann
alle von der Ordnung 5. Hs ist aber auch mdoglich, dass in einer Kbene zwei
Doppelpunkte und in einer anderen ein Doppelpunkt liegen. Die elliptischen
Doppelkurven sind dann bez. von den Ordnungen 4, 5, 6.
Upsala 30. April 1931.



