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Der franzosische Mathematiker Emire Picarp hat in seiner Abhandlung
»Sur une classe de transcendantes' nouvelles» (Acta mathematica 18 (1804), p.
133—154; 23 (1899), p. 333—337; s. auch das Referat N. BE. Norlunds in der
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»Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften» II, 3,2, S. 705) einen Satz
bewiesen, den wir etwa folgendermassen aussprechen kénnen.

Es seien Qi(fi,fe .- /o) (=1, 2,..., n) Funktionen der » Variabeln
Ji Sas -+ Jn, welche in einer gewissen Umgebung der Stelle fi=o0, fi=o0,...,
Ja=o0 regulir sind, an dieser Stelle selbst verschwinden und so beschaffen sind,

einen von Null ver-

dass fir fi=o0,f;=o0,..., fi=o0 die Determinante

Qr
'07'
schiedenen Wert hat. Diese Funktionen werden sich also in einer gewissen
Umgebung der Stelle fi=o0, fo=o0, ..., fu=0 durch Entwickelungen von der
Form

Qlfi, for - S quzﬁﬁ-ZG%a g SIS (k=1,2,...,n) (n

g, ,...,8,=0
agt - tay 22

darstellen lassen, in welchen die Determinante |gi;| von Null verschieden ist.
Ist dann f®(x) (k=1, 2,...,n) eine partikulire Losung des Systems homo-
gener linearer Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten

file+h) = Zmzﬁ (k=1,2,...,n), (1T)

(b irgendeine von Null verschiedene komplexe Zahl) von der Beschaffenheit, dass

simtliche Funktionen f{%(x) (k=1, 2, ..., n) in der ganzen Ebene meromorph sind
2ntih
und eine gemeinsame Periode w besitzen, welche der Ungleichung |> I
geniigt’ und so beschaffen ist, dass bei REinfiihrung der Bezeichnungswelse
2nih

A=e “ die Determinante |gi;— 0y A°| fiir ganzzahliges @ von Null verschieden
ist, und sind weiter ¢, und g, positive reelle Zahlen von der Beschaffenheit,
dass die Funktionen f°(x) (k=1,2, ..., n) in dem durch die Ungleichung

2aix

o= I
keine Pole besitzen, dann kann man dadurch, dass man nétigenfalls die Funk-

= 0, definierten Streifen in der Ebene der komplexen Variabeln z

tionen fi¥{x) (k=1, 2,..., %) mit einer absolut genommen hinreichend kleinen,

2nih
w

! Der Fall, dass | e
man bedenkt, dass —@ ebenso gut wie @ eine Periode der Funktionen f,&o) (@) k=1,2,..., n) ist.
274h

w

<1 ist, kann aunf diesen Fall leicht zuriickgefiihrt werden, wenn

Ausgeschlossen ist nur der Fall

=1
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von Null verschiedenen gemeinsamen Konstanten multipliziert (dadurch héren
diese Funktionen ja mnicht auf, eine Losung des Systems homogener linearer
Differenzengleichungen (II) zu bilden) erreichen, dass durch die Gleichungen

n

S o+ h)= é e S @) + Bel S0 ), f ), . S )] (1)

{k=1,2,...,m v=1,2,3,...),
wo (siche Gleichung (I))
Belfos for o )= D Gty fi8 5 S (k=1,2,..,m)  (IV)

aytapt .oty =2
ist, und durch die Forderung, dass fiir einen bestimmten Wert von » die Diffe-
renzen [ (z)— 0 (x) (k=1,2,...,n) fir

iz
e w

§92|“

reguliir sein und die Periode w besitzen sollen, » Funktionenfolgen f{(x), fi!(x),

JP(x), ... (k=1,2,...,n) definiert werden und dass diese Funktionenfolgen fiir

0=

2nix
e w

alle Werte von x, welche der Ungleichung o, = = g,| 4| geniigen, gleich-

missig gegen Grenzfunktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n) konvergieren. Diese Grenz-
2nix

e’ Iégzlu de-
finierten Streifen meromorph, besitzen daselbst dieselben Pole mit denselben
Hauptteilen wie die Funktionen f{%(x) (k=1, 2, ..., n), sind ferner ebenso wie die

funktionen sind dann in dem durch die Ungleichung o, =

Funktionen f{”(x) periodisch mit der Periode w und geniigen dem Differenzen-
gleichungensystem

fk(x'i‘h):Qk[f](fU),fg(x),,f'n(x)] (k"—=l,2,. 1”) (V)

Picard hat somit gezeigt, dass man ein Differenzengleichungensystem von
der Form

Sile + 1) = Qlfi(2), o(@), .., fole))  (b=1,2,..,2) (V)

unter gewissen Bedingungen durch Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n) befriedigen
kann, welche eine gemeinsame Periode w besitzen. Xs liegt nun nahe, zu ver-
suchen, dieses Verfahren auch auf den Fall anzuwenden, dass die Funktionen
Qc (k=1, 2,...,n) nicht nur von den unbekannten Funktionen, sondern auch
von der unabhiingigen Variabeln x abhiingen, aber in Bezug auf diese eine ge-
meinsame Periode w besitzen.
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Man hitte also Differenzengleichungensysteme von der Form

Sfile + B =@z, fil2), Alw), ... ful)]  (k=1,2,...2) (VD)

zu betrachten, in welchen die Funktionen Qy(z,fi, fer -- - fa) (k=1,2,...,7) in
Bezug auf die Variable z die gemeinsame Periode o besitzen, und sich fiir ge-

wisse z und hinreichend kleine f; (=1, 2, ..., #) in der Form
( .fla 2y - - ". 2 qkl .fl+ Z Ga,wz fa,j;‘a«, j‘an
wr e (VII)

(k=1,2,...,n)

darstellen lassen. In Analogie mit dem Picardschen Verfahren hitte man zu-
niichst ein System von Funktionen f{®(x) (k=1, 2,..., %) zu suchen, welche den
Differenzengleichungen

SO+ k)= Zq“ (k=1,2,...,n) (VIII)

geniigen und die Periode w besitzen; sodann hiitte man zu versuchen, durch
die Gleichungen

@+ h) = 2 0u1 (2) (&) + Bila, £V (a), £V (a), . S0 (3]

(k=1,2,...,n; v=1,2,3,...)

[Bk(xuflu.fm "w./;l):Z’Gt(xl:)m..‘an( _fla‘_fga‘- /an (]C:I, 2, ... /ﬂ) (X)]

atopt - tay=2

ein System von Funktionenfolgen fI”(z), /M (), /i (x), P (x),... (k=1,2,...,7)
zu definieren. Schliesslich wiire die Frage aufzuwerfen, unter welchen Umstinden
diese Funktionenfolgen gegen Grenzfunktionen fi{z) (k=1, 2, ..., ) konvergieren
und zu untersuchen, ob gegebenenfalls diese Funktionen fi(z) (k=1, 2, ..., n) dem
Differenzengleichungensystem (VI) geniigen.

Eine Verallgemeinerung des oben ausgesprochenen Picardschen Satzes in
dem hier angefiihrten Sinne war Thema der Dissertation, welche der Verfasser
im Jahre 1927 an der deutschen Universitit in Prag einreichte und welche
daselbst im Dezember 1927 approbiert wurde. Ein kurzer Auszug aus dieser

Dissertation, welche in Manuskriptform vorgelegt wurde, ist in Nr. 78 (1930) der
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naturwissenschaftlichen Zeitschrift »Lotos» in Prag erschienen. Die vorliegende
Arbeit stellt zusammen mit einer zweiten, gleichfalls der Redaktion dieser Zeit-
schrift vorgelegten Abhandlung, welehe den Titel »Lineare Differenzengleichungen
mit Koeffizienten von gemeinsamer Periode» trigt, eine Umarbeitung und Ver-
vollstindigung jener Dissertation dar.

§ 1. Formulierung des zu beweisenden Satzes iiber Differenzengleichungen-
systeme von der Form fi(x +h)==Qilz, fi(z), fi(@), ..., fulx)] (k=1, 2, ..., #).
Wir haben Differenzengleichungensysteme von der Form

Sele+ h)=Qulz, fi(x), filx), ..., fulz) k=1, 2, ..., n) (1)

zu betrachten, welche durch fi(x)=o0 (k=1, 2, ..., n) befriedigt werden und in
welchen die vorkommenden Funktionen Qi(z, fy, fer - Jo) (B=1, 2, ..., 7n) in
Bezug auf die Variable x eine gemeinsame Periode w besitzen. Es sei also w
irgendeine von Null verschiedene Zahl und hierauf seien Q:(x, fi,fe - - Jfa)
(k=1,2,...,n) Funktionen der n+1 Variabeln «,f;, fo, - .., fu, Welche in dem

2nix,
e w

durch die Ungleichungen ¢, < =0y |fi|EF (k=1,2,...,n; 0, 05, F po-
sitive reelle Zahlen; ¢, < g,) definierten Bereiche in diesen Variabeln regulir sind
und daselbst den Gleichungen Qi(x, 0,0, ..., 0)=0 und Q(x+ w, fi, fo - - -» o) =

=Qc(z, f1, for - - » Ju) (k=1,2, ..., n) identisch geniigen. Es muss daher eine fiir

2 ix
0, =|e® Ié 02, |fil=F (E=1,2,...,n) konvergente Entwickelung von der
Gestalt
® + @ 2aian
(k
Qk(‘xﬁ fla.f?) .. 7f'ﬂ) = Z Z, Fal)‘:l?‘ . -‘xna-flalf;ag' . -f::n e
y, O, ..., =0 o=—x
oq+1a2:—- . .+1(;n;1 (2)
(k=1,2,...,n)
bestehen. Definiert man durch die Gleichungen
" + o 2nica
k
G-a,g,a__,%(a;):21“&1)‘,2,,,%“ e @ (o, tag+ - +an=1, k=1,2,..., 1) (3)

o=-—o

— die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen stehenden Reihen sind ja fiir
2nix
e ©

0= = o0, konvergent — Funktionen Gf,ﬁi’%“,an () (@, + g+ - +an=1,

38 — 31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 24 juillet 1931.
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2xiz

e Ig 0, regulir sind und die Periode

k=1,2,... n) von xz, welche fiir g, =
@ besitzen, dann kann man auch schreiben

(L)l( ./.1»./‘27 . ')f;l Z (f a" ‘f‘la,f‘)a fa (k: I,2,... ’)2) (4)

ay, Qoy o, @ =0
m4ﬂ@+-~4+a"21

oder mit einer Anderung der Bezeichnungsweise

Qk(x,f;, 2, jn qul ﬁ+2(’70‘1 .. )‘f‘la,ﬂ fa

ottt - tayE2 (5)
k=1, 2, ..., n).
Setzt man in (3) @/=1, ap=0 fiir m=+1[, dann erkennt man, dass die in den
Gleichungen (g) auftreteriden Funktionen g (x) (k,1=1, 2, ..., ») fir

2%{;
e w

0= =0

2

regulir sind und sich durch Reihenentwickelungen von der Form

niax

q;l = Z Qrla € "T (lc, = I,2,..., ’IZ) (6)

a=—u®

darstellen lassen. Wir wollen jedoch iiber die Funktionen ¢ (x), d. h. iiber die
Koeffizienten. der Ilinearen Glieder der Entwickelungen (4), weiter gehende Vor-
aussetzungen machen. Wir wollen annehmen, dass eine der Ungleichung R = ¢,
geniigende positive reelle Zahl R existiert, so dass die Funktionen g ()

2xix
e w

=< R definierten

Halbebene regulir sind und daselbst durch Reihenentwickelungen von der Gestalt

(k,l=1,2,...,n) sogar in der durch die Ungleichung

2niax

qr1(z ZQUa w (kyl=1,2,...,n) ()

dargestellt werden konnen. Die Koeffizienten dieser Entwickelung sollen ausser-
dem so beschaffen sein, dass die Determinante |qi:0| von Null verschieden ist.

Wir wollen nun einen Satz aussprechen, der die Existenz von o® Systemen
von Funktionen f(x) (k=1, 2, . . ., n) behauptet, welche dem Differenzengleichungen-
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system (1), in welchem - die Funktionen @ (x, fi, fs - -+ fn) (=1, 2, ..., n) der
n+1 Variabeln z, fi, fs, ..., fa die eben angefithrten Voraussetzungen erfiillen,
gentigen und die Periode w besitzen. Den Beweis dieses Satzes werden wir dann
in den §8 3, 4 und 5 liefern. Unter w und A wollen wir in dieser Abhandlung
stets zwei feste, von Null verschiedene Zahlen verstehen, deren Quotient nicht
reell ist, und wollen die Abkiirzung

2aih

e @ =] (8)

einfiilhren. Hs ist dann das Bestehen der Gleichung |i|=1 ausgeschlossen und
man wird die Fille |A] > 1 und |A] < 1 zu unterscheiden haben.

Satz 1. FEs sei R eine positive reelle Zahl und hierauf seien qui(x) (k1=
2aLX
=1, 2, ..., n) Funktionen von x, welche in der durch die Ungleichung |e ©

=R
definierten Halbebene reguldr sind und sich daselbst durch Reihenentwickelungen von
der Form

@ Aniax
ka(x):z Qrla € @ (krl:I>21-'-7 W) (7)

a=0

darstellen lassen. Hiebei sed die Determinante |qiio| von Null verschieden und es

set r etne der Ungleichung v = R genidigende positive reelle Zahl von der Beschaffen-

2ic
heit, dass fiir fe © | =r auch die Determinante |qii(x)| von Null verschieden <st.
Hierauf seien fis(x) (k, s=1, 2, ..., n) Funktionen von x, welche im Falle |A] > 1
2mwix 2mix
Sfiirle @ |=R|A| und em Falle |1| <1 fiir e © | =1 meromorph sind, die Periode

w besitzen und ein Fundamentalsystem von Lisungen des Systems homogener linearer
Differenzengleichungen

Al =@ i@ G-nz...n o

bilden. Weiter seien o, und 9, positive reelle Zahlen, welche im Falle |A]|> 1 den
Ungleichungen o, =7, 0,=R, 0,<<0y und im Falle |A|<1 der Ungleichung ¢, <<g,=r

geniigen und so beschaffen sind, dass die Funktionen fis(x) (k,s=1, 2, ..., n) fiir
i
o = |e © | =9, kerne Pole besitzen, und F eine beliebige positive reelle Zahl.

LEndlich seien By(x, fi, for - Ju) k=1, 2, ..., n) Funktionen der n+1 Variabeln

ew

z, fuJor o Jn, die tn dem durch die Ungleichungen o, = =0, |l =F
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(k=1,2,...,n) definierten Bereiche in diesen Variabeln reguldr sind und daselbst
durch Entwickelungen von der Form

® + % 2nia®
k
Bk(xYﬁV-f:Z""’-/;')ZZ ZFt(zl)ag,..a1lftﬂalj:2a2“'f:"e w
s gy o vy ==0 =
oot e e by - (10)

(k=1,2,...,%)

dargestellt werden konnen, und es ser
Qk(x,f‘l,/:gy---,f;z):Zle(i'U)f[”!”Bk(Z',.fpfg,~~-,,ﬁl) (k:172a"" 72) (II)'
=1

Dann kann man stets in mannigfach verschiedener Weise ein System von
Funktionen fi(x, ¢, ¢s, ... c) (k=1, 2, ..., n) der unabhingigen Verdnderlichen x
und von n Parametern c,, ¢, ..., co angeben, welche so beschaffen sind, dass ein Paar
positiver reeller Zahlen g,, ¢,, welche den Ungleichungen ¢y = 0, < 0, = 05, 0 =7

geniigen, eine Funktion @ (x) von x allein, welche in der ganzen Ebene meromorph
) 2xix

6’* o

ist und in dem durch die Ungleichung ¢, = = 9, definierten Streifen weder
Nullstellen noch Pole besitzt, und eine positive reelle Zahl C existieren, so dass tm

2t
e w

Falle |A] > 1 in dem durch die Ungleichungen o, = =elil leal=C
(s=1,2,...,n) wund sm Falle |1| <1 in dem durch die Ungleichungen o,|%| =

S0, |es| = C (s=1, 2, ..., n) definierten Bereiche in den n+ 1 Variabeln
Z, €y Cyy o+ vy Cn

1.) die Funktionen dieser Variabeln

ﬁ(x’ C1y Cay 0 oy C’")'— ZCS.ﬁ:S(x)

W = k=1, 2,...,n)

reguldr sind;

2.) die Funktionen fi(x, ¢y, s, ..., &) (k=1, 2, ..., n) die Gleichungen

Jilz,0,0,...,0)=0 (k=1,2,..., n), (%Jci)c 70 = frs(x) (k,s=1,2,...,n)
=0
en=0

und
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Jelx + @, ¢, Cy - . .y ) =f1(2, €, Coy - . .y Cn) (k=1,2,..., )
befriedigen und
3.) dem Differenzengleichungensystem

Silz+h ey e ..., )=

= Q2 fi(®@, o, o oo o 0n), Salm, 01y 05 o )y oo Sl 0 Gy o )] (12)
(k=1,2,...,n)
genigen;

4.) keine Relation von der Gestalt

Glz, filx, ey, o . .y Cn)y fol®, €y Cop vy Cn)y ooy Jul, €1, Coy - o, Ga)] =0 (13)
vdentisch in x, ¢, Cqy . . ., Cn besteht.

Wenn insbesondere die Determinante |qiio— 0k 4%| fiir keinen ganzzahligen
Wert von a verschwindet, dann gibt es ein und nur ein System von Funktionen
Silx, ¢, e ... e) (k=1,2,...,n) der n+1 Verdnderlichen z, ¢, cs, . . ., ¢n, welche
so beschaffen sind, dass eine positive reelle Zahl C so angenommen werden kann,

27X

dass im Falle |A| > 1 in dem durch die Ungleichungen o, éleg“’r =olil,
les|=C (s=1,2,...,n) und ¢m Falle |A]<1 in dem durch die Ungleichungen

2t
oAl =le @ =0, le:|=C (s=1,2,...,n) definierten Bereiche in den Vare-
abeln x, ¢y, Cgy - . ., Cn

1.) die Funktionen dieser Variabeln

fk(x7 Cpy Cgy v v vy cn)—ZCsfks(x) (]C:I,Z, ,’I’l)

§=1
reguldr sind und

2.) die Funktionen fi (x, ¢, ¢y ..., 00 (E=1,2, ..., n) die Gleichungen
fel@,0,0,...,0) =0 und frlx+w, ¢, ey . .., n)=rfi(x, €1, €3 - - -, Cu) (k=T1, 2, ..., W)
befreedigen und

3.) dem Differenzengleichungensystem (12) geniigen.

Diese Funktionen

Jelz, e, 9 . . ., Cn) (k=1,2,...,n)

befiedigen dann auch die Gleichungen

wnd es besteht daher zwischen thnen keine Relation von der Gestalt (13).
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Setzt man namlich wn diesem Falle

n

chfks(év) = Oz, ¢, €a .. ., Cn) (k=1,2,...,n)

§==1

und wversteht unter C eine hinreichend kleine positive reelle Zahl, dann sind durch
die Glerchungen

n
SO x+hep, e, ... )= un(x) S, ey, 09 o) +
I=1

+ Bk [I, j}vw])(x: Cl) 627 <oty cﬂ)y .o w.f;(:—'l) ('7]7 cl: 62' RS ] Cﬂ)] (14)

(k=1,2,...,m v=1,2,3,...)

und durch die Forderung, dass die Differenzen ") (v, ¢y, ¢, . . ., ) —f (2, ¢y, €5, . . ., )

(k=1,2,..,0; v=1,2,3,...) im Falle |A|>1 in dem durch die Ungleichungen

QLT

e v |=olil, |e|=C (s=1, 2, ..., 0) und im Falle || <1 in dem durch

o =
271

die Ungleichungen o, |1 < IeT

=0, |e|=C (s=1, 2, ..., n) definierten Bereiche
in den Variabeln z, ¢, ¢,, . . ., e requldr sein und die Funktionen f7 (x, ¢, ¢, . . ., c)
k=1,2,...,0n; v=1, 2,3, ...) die Gleichungen [ (x + w, ¢, ¢, ..., to)=
=f(x, ¢y €y .y 0n) k=1, 2, ..., 1 v=—1, 2, 3,...) befriedigen sollen, die Funk-
tionen [ (x, ¢y, €5y ..., ) (k=1, 2, ..., n; v=1, 2, 3,...) derr Reihe nach eindeutig
bestimmt und die so erhaltenen Funktionenfolgen f¥ (x, ¢y, ¢s, . . ., ), iV (@, 01,0, - . ., Cn),

SO, ey 05 0yl (k=1,2,..., 0) Fonvergieren fiir alle , ¢y, ¢y, . . ., Cn, welche
27ix
den Ungleichungen o, =<|e © | = o.|L], |&|=C (s=1, 2, ..., n) bew.
2iz ;
oA =]e @ |§92,|Cs|§0 (s=1,2,..., 7

geniigen, gleichmdissig gegen Grenzfunktionen fi(x, ¢y, €5, ..., €a) (k=1,2,..., n),
welche die Bedingungen 1.), 2.) und 3.} erfiillen.

§ 2. Die zu beniitzenden Sitze itber lineare Differenzengleichungen mit
Koeffizienten von gemeinsamer Periode. In diesem Paragraphen werden wir
einige Sitze iiber lineare Differenzengleichungen mit Koeffizienten von gemein-
samer Periode anfithren, deren Kenntnis bei dem Beweise des eben ausgesprochenen
Satzes tiber Differenzengleichungensysteme von der Form

fk(-’l?"‘l“h): Ql\' [l‘,f;(x),f;;(l‘), .- ).ﬁl(x)] (k: L2 .., 72) (I)
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notwendig sein wird. Beziiglich des Beweises dieser Sitze muss der Leser auf
die Abhandlung des Verfassers »Lineare Differenzengleichungen mit Koeffizienten
von gemeinsamer Periode» verwiesen werden, welche gleichzeitig mit dieser
Arbeit der Redaktion dieser Zeitschrift vorgelegt wurde. Unter R und r sollen
in diesem Paragraphen ebenso wie in Satz 1 positive reelle Zahlen verstanden
werden, welche der Ungleichung R = r geniigen; hierauf sollen ebenso wie in

Satz 1 qu{x) (k,1=1, 2, ..., ) Funktionen von x sein, welche in der durch die
2nic
Ungleichung [e ¢ | =R definierten Halbebene regulir sind und daselbst durch

Reihenentwicklungen von der Form

27!1(!2)

gr1 2, qria € (B, l=1,2,...,7) (7)

dargestellt werden koOnnen; endlich soll auch wie in Satz 1 die Determinante

ew

= von Null verschie-

lgxi0] und ebenso di€é Determinante |gx:(x)| fiir

den sein.

Satz 2. Wenn t eine beliebig vorgegebene, von Null verschiedene  komplexe
Zahl ist, dann kann man stets in mannigfach verschiedener Weise eine in der
ganzen Ebene wmeromorphe, nicht identisch verschwindende Funktion f(x) angeben,
welche der Differenzengleichung

Sl +h)=1f(x) (15)

geniigt und die Periode w besitzt.

Satz 3. Die Determinante | qii0 — 01 2| mége fiir keinen ganzzahligen Wert
von « den Wert Null annehmen. Gibt es dann in dem Falle, dass |A|>1 ist, ein
System von Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n), welche in der durch die Ungleichung

2n1®

|< R|2], und in dem FEalle, dass |L|<<1 ist, ein System von Funktionen

2niT

Jilx) (k=1, 2, ..., n), welche in der durch die Ungleichung | = r definierten
Halbebene regulir sind, w zur Periode haben und dem System homogener linearer
Drfferenzengleichungen

x—i—h ZQLZ (kzl, 2, ..., n) (9)

geniigen, dann muss tdentisch fir k=1, 2,... n fi{x)=0 sein.
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Satz 4. Fs seien ¢, und g, positive reelle Zahlen, welche im Falle || >1
den Ungleichungen ¢, < o0y, < R, ¢, <7 wund im Falle |L]| < 1 der Ungleichung
0, <0y =71 geniigen. Hierauf seien By(x) (k=1, 2, ..., n) Funktionen von x, welche

2nix
Siir o, <| I = 9, reguldr sind und die Periode o besttzen, so dass fiir
2117
o= |e |< 0, konvergente Reithenentwickelungen von der Gestalt
+ o 27aiax
B};(SC)ZZ,B)“, e @ (k:I,Z,...,n) (16)

bestehen. Dann kann man stets in mannigfach verschiedener Weise ein System von
Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n) angeben, welche in dem Falle, dass |L]|> 1 ist,

2:xix
e w

in dem durch die Ungleichung o, = =< 0 | 1], und in dem Falle, dass | A|<1

2111

e v IS 0, definierten Streifen in der
Ebene der komplexen Variabeln x meromorph sind, die Periode w besitzen wund dem

ist, in dem durch die Ungleichung o || =

System linearer Differenzenglezchungen
$+h 2q11 +BL( ) (k:I,Z,...,n) (17)

geniigen.  Wenn insbesondere die Determinante | grio— 0r1A%| fiir keinen ganzzahligen
Wert von ¢ den Wert Null annimmt, dann gibt es ein und nur ein System wvon
Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n), welche in dem genannten Streifen holomorph sind,
die Periode w besitzen und dem System Linearer Differenzengleichungen (17) geniigen.
Durch die Gleichungen

bimay A% = Z 2 bimgy Qrie—p + Ok m Oay (k,m=1,2,...,n; ezy) (18)
p=y1=1

ist ndmlich in diesem Falle ein System von Zahlen bymay (b, m=1, 2, ..., 1, a=7y)
eindeutiqg bestimmt. Die Gleichungen

+ o n @ 2aiaz
file) =3 D e © bimey Buy  (k=1,2,..,7) (19)
a=—o m=1 y=—x

definveren dann jene Losung des Systems (17): die rechts stehenden Summen sind
2nizx
e w

ndmlich, wenn |A|>1 ist, fiir ¢y < <0, |A|, und wenn |A| <1 st fiir
2ix

eTl = 0, absolut und gleichmdssig konvergent.

Q1“‘l§
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Dze Gleichungen (19) liefern in dem durch die Ungleichung

2rix
e w

i
e @

<o 1l bew. elr|=

0= =0

definierten Streifen auch die Laurentsche Entwickelung der Funktionen fi(x)

2
(k=1, 2, ..., n) nach Potenzen von e © :
nian
Z pog € © k=1, 2, ..., n), (20)
wo
n 1
ara= D\ D bimay Bny (k=r1, 2, ..., n; a beliebig ganzzahlig) (21)
m=1 y=—»

ist. Sie lehren auch, dass man in diesem Streifen die Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n)

wmattels der Glerchungen
~+ n

i@ =D Buyfim(®)  (k=1,2,..,%)  (22)

y=—00 m=1

aus denjenigen Funktionen fimy (@) (k, m=1, 2, ..., n; y bel. ganzz.) zusammensetzen

27
ew

2nzx

= R|4i| bew. fiir I |<7 reguldr sind, die Periode w

besttzen und den Differenzengleichungen

kann, welche fiir

n 2riye
jimy x'kh' 22 J}my )'+ 6km e
=1 (23)

(k,m=1, 2, ..., n; y beliebig ganzzahlig)
geniigen.

Satz 5. Es sei die Determinante |qrio— 01 A%| fiir jedes ganzzahlige o von
Null verschieden. Wenn dann ¢, wnd ¢y zwei feste, den Ungleichungen o, <0, = R,
o, =7 im Falle [|A|>1 und o,<g, =r tm Falle | A|<1 gewiigende positive reelle
Zahlen sind, dann ist es mdglich, eine positive reelle Zahl % von der Beschaffenhert

anzugeben, dass ber jedem System von Funktionen By(x) (k=1, 2, ..., n), welche fir
2nix
o, = e @ | =, reguldr sind wnd die Periode v besitzen, die zugehorigen Funk-

tionen fi(x) (k=1, 2, ..., n), welche (5. Satz 4) in dem Falle, dass |A|> 1 st, da-

2w

w

durch definiert sind, dass sie fiir o, =|e <0, |4, wnd in dem Falle, dass
39—31104.- Acta mathematica. 57. Imprimé le 25 juillet 1931.
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2L

e l§92 regquldr sind, die Periode o

|2|< 1 4st, dadurch, dass sie fiir o,|2] =
besitzen und dem System linearer Differenzengleichungen

file )= S quld) @)+ Ble) (=120 ()

2xix
geniigen, fiir ¢, = |e @

=0, | 2] bzw. fiir o |2] = IeT Ié 0, die Ungleichungen

| /i (x)] = » M (B ()] (b=1,2,...,7)  (24)
erfiillen, wo M [Bi(x)] den grissten absoluten Wert bedeutet, den die Funktionen
Bix) (I=1,2,...,n) fir o,<|e @ |=o, annchmen.

Satz 8. Es gibt in dem Falle, dass |1|> 1 ist, stets ein Fundamentalsystem

von Lésungen des Systems homogener lnearer Differenzengleichungen 1. Ordnung

St =S gl il G=r2. .0, )

2aiw
ew

= R|4|, und in

dem Falle, dass |A| <1 ist, stets ein Fundamentalsystem von Lisungen des Systems

2aiT
e w

dessen siamtliche Funktionen in der dwrch die Ungleichung

(9), dessen simtliche Funktionen in der durch die Ungleichung = definierten

Halbebene meromorph sind und die Periode w besitzen.

§ 3. Beweis der gleichmissigen Beschrinktheit aller Funktionen
SO @, 0 05 o) — fO(x, 0y o) (B=1,2,..,n; v==1,2,3,..) Wir
haben nun der Reihe nach die in Satz 1 aufgestellten Behauptungen zu beweisen.
Die Kenntnis der im vorigen Paragraphen angefiihrten Sitze iiber lineare Diffe-
renzengleichungen mit Koeffizienten von gemeinsamer Periode wird im folgenden,
wie schon hervorgehoben wurde, vorausgesetzt.

Zuniichst ist die Annahme, dass ein System von Funktionen von z fi, (x)

2xix
(k,s=1,2,...,n) gegeben sei, welche im Falle jA]>1 fiir |e © | < R|i| und
im Falle |1| < 1 fiir |[e © | =+ meromorph sind, die Periode w besitzen und ein

Fundamentalsystem von Losungen des Systems homogener linearer Differenzen-

gleichungen
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n

Jileth) = Dgul@) file)  (k=1,2,...,2) ()
=1

bilden, keine besondere Annahme iiber die Funktionen ¢ {z) (£, =1, 2, ..., n),
weil unter den Voraussetzungen, welche in Satz 1 iiber die letzteren Funktionen
gemacht werden, die Existenz eines solchen Systems von. Funktionen fi; (z)
(k, s=1, 2,...,n) nach Satz 6 feststeht.

Wir wollen hierauf in diesem und im niichsten Paragraphen annehmen,
dass die Determinante quzo-—ﬁkzlﬂ filr keinen ganzzahligen Wert von e ver-
schwindet. In diesem Paragraphen wollen wir sodann beweisen, dass unter der

eben gemachten Voraussetzung folgende Behauptung richtig ist. »Setzt man
s fuslw) =[O (@, 1 ¢y - Cn) k=1,2,...,n)
s=1

und versteht unter C eine hinreichend kleine positive reelie Zahl, dann sind durch
die Gleichungen

n
f]ﬁﬂ (x+h, C1; Cgy + - c”) - 2 (ILI(-%') f;(m) ($9 Cpy Cgy + v oy C‘") +
=1

+Bi [z, 70 (2, ¢, oy - -, )y oy SUTV (R, €, Gy, -y 6] (14)
(k=1,2,..,m;, v=1,2,3,...)
und durch die Forderung, dass die Differenzen
S, 0y cay oy 0n) — SO, 4, 05, - - ., Cn) (k=1,2,..,%m;, v=1,2,3,...)
im Falle [1]|>1 in dem durch die Ungleichungen

2nix

ew

0= =Zo|il, jel=C (s=1,2,...,m)

und im Falle |A]< 1 in dem durch die Ungleichungen

o =le @ | =y las|=C (s=1,2,...,m)
definjerten Bereiche in den Variabeln =, ¢, c,, ..., ¢, regulir sein und die Funk-
tionen I (x, ¢}, €y, .., ) (k=1,2,...,m; v=1, 2, 3,...) die Gleichungen

S et o, e, 04 ) =fM (2, 0 0. a) (k=1,2,...,7m; v=1,2,3,...)



308 Heinrich Lowig.

befriedigen sollen, die Funktionen /") (x, ¢;, s, . . ., €2) (k=1,2,. .., 2#;v=1,2,3,...)
der Reihe nach eindeutig bestimmt und es existiert eine positive reelle Zahl U
von der Beschaffenheit, dass fir

Qrix
a=le® |Zal|i,lsl=C =1,2,..,7), k=1,2,..,0, v»=1,2,3,...
bzw. fir

anz
91|1.|<| légg, le:|=C  (s=1,2,...,7%), k=1,2,..,n, »=1,2,3,...

die Ungleichung
lfIgW) (QU, Gy, Cgy - v oy Cﬁ)_f]‘go} (x) €1y By + o Cy;)l é U (25)

erfullt ist.» Der Beweis der in Satz 1 ausgesprochenen weiter gehenden Be-
hauptung, dass bei hinreichender Verkleinerung der positiven reellen Zahl C die
Funktionenfolgen f(z, ¢;, €5 ..., ), SV (@ 0,65 .. ), ... (k=T,2,..., 1)
gleichmiissig gegen Grenzfunktionen fi(x, ¢, ¢ ..., ) (k=1, 2, ..., n) konver-
gieren, ist dem n#chsten Paragraphen vorbehalten.

Aus den beim Ausspruche von Satz 1 gemachten Voraussetzungen folgt,
dass die auf den rechten Seiten der Gleichungen

4+ 2aiazx
(%) (k)
Galaz...an (x):ZFalag.“ana e v (26)
a=—o
(@, tgy ..., @n=0,1,2,..; ay+e+- - F+en=2; k=1,2,..., %)
2aiz

stehenden Laurentschen Reihen in ¢ © in dem durch die Ungleichung

definierten Streifen konvergieren und Funktionen

GU{) o, (.’L‘) (al’ Cyy oo, Bn=0, 1, 2,4 al+a2+~-'+an22; kzl’ 2, %)

@y oy .. .ay

darstellen, welche in diesem Streifen regulir sind und die Periode w besitzen.
Ebenso folgt weiter, dass die Potenzreihen in den n Variabeln f, f;, ..., fa

2 Galaz (@) fin foo= . S (k=1,2,..., 7n)

aytapt - - - ta, =2
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2nix

é<zr~

0= =Zo, |il=F (I=1,2,...,n)

absolut und gleichmiissig konvergieren; endlich folgt das Bestehen der Gleichungen

Bi(z, fi, for o ) = D) Gg?aﬁman(x)ﬂ“l‘ﬁ%. Y k=1,2,...,n) (27)

aytagt e Fay=2

fir

2nix

Qléle“’ =0, |filEF (I=1, 2,...,n).
Wir behaupten nun weiter: ist fir ein bestimmtes System von Zahlen

0y, Oy ooy @0 Goya. .. o, der grosste absolute Wert, den die Funktionen

ij?azman{x) (k=1,2,... %)
fir

2nix
a=le? [=e

annehmen, dann ist die auf der rechten Seite der Gleichung

Blfofor o )= Gunerroan i i S (28)

@yt gt tayz2
stehende Potenzreihe in f}, f,, ..., /= wieder in dem durch die Ungleichungen
|fi|=F (I=1,2,...,n) definierten Bereiche in den Variabeln f, f;, ..., fa kon-
vergent und stellt eine Funktion B(f,, fs ..., fu) dar, welche in diesem Bereiche
regulir ist. Ist niAmlich F* eine der Ungleichung F*>F geniigende positive
reelle Zahl von der Beschaffenheit, dass die Funktionen By (x, fi, fa - - - Jn)

2min
e w

g 929 Iﬁl é 17*
(I=1, 2,...,n) definierten Bereiche immer noch regulidr sind, und ist hierauf G
der grosste absolute Wert, den die Funktionen By(x, fi, for - - -, fo) k=1, 2, .. ., 0)

2mix
e w

(k=1,2,...,n) in dem durch die Ungleichungen ¢, =

in diesem Bereiche annehmen; dann ist fir ¢, =

G

(@] = Fratot - tay

=0

k
|G o,

(04 @oy ooy On=0,1,2,...; ey teag+ +an=2 k=1,2,...,n0);
daher ist auch

e G

'“ngF—*a;—a2+~~-+an (g, @y . .0y @ =10,1,2,..; ¢;+ay+ - +an=2)

Aus dieser letzteren Ungleichung erkennt man ohne weiteres die Richtigkeit der

ausgesprochenen Behauptung.
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Es sei nun eine Funktion B(f) einer Verinderlichen f durch die Gleichung

B(f)=B(f. [, ... 1) (29)

definiert. Dann ist B(f) in dem durch die Ungleichung |f| =< I" definierten
Bereiche in der Verinderlichen f regulir und lidsst sich daselbst durch eine
Potenzreihe it f von der Gestalt

B(f)= 2 G f* (30)

darstellen, in welcher die Konstanten G, (¢==2, 3,...) nicht negative reelle
Zahlen sind. Weiter sei x eine positive reelle Zahl von der Beschaffenheit,
dass bei jedem System von Funktionen B (x) (k=1, 2, ... n), welche fir

“11:

91§| |<g2 regulir sind und die Periode w besitzen, die zugehérigen Funk-

tionen fi(x) (k=1, 2, ..., n), welche (s. Satz 4) in dem Falle, dass |A]| >1 ist,

2nzr

dadurch definiert sind, dass sie fiir ¢, = l\g2 |A], und in dem Falle, dass

Inix

e v

|A] <1 ist, dadurch, dass sie fiir ¢, || =
besitzen und dem System linearer Differenzengleichungen

= ¢, regulir sind, die Periode o

Jelx+h) = Zq“ x)+ By (x) k=1,2,...,n) (17)

2xix 2n1x

e w

geniigen, fir ¢, = = 0, |A| bzw. fir ¢, |A] = |<gz die Ungleichungen

| /i (x)| < « M (B, (x)] (k=1,2,...,7n) (24)

erfilllen, wo M [B;(x)] den grossten absoluten Wert bedeutet, den die Funktionen

2nix

Bi(x) I=1,2,...,n tiir gl<| =9, annehmen. Dass es eine positive reelle
Zahl x» von dieser Beschaffenheit wirklich gibt, folgt aus Satz 5. Dann be-
trachten wir die Gleichung

u=xB({v+u). (31)

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn #=v=o0 ist. Weil aber

{%[u——xB(v—%—u)]} 0=1—xB'(0)=

U=
=
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also von Null verschieden ist, kann man durch stetige Fortsetzung aus dem
Wertepaare u=o0, v=o0 vermoge (31) u in einer gewissen Umgebung der Stelle
v=o0, etwa fiir [v| =M, wo M eine hinreichend kleine positive reelle Zahl ist,
als Funktion von v- erklidren:

w=U ). (32)

Die Funktion U (v) ist also in dem durch die Ungleichung |v| = M definierten
Bereiche ihres Argumentes regulir. Weiter ist offenbar U (v) fiir reelle, der
Ungleichung |v|< M geniigende Werte von v ebenfalls reell. Wir behaupten
nun weiter: die Funktion U (v) wird fir hinreichend kleine positive reelle Werte
der Veriinderlichen © nicht negativ. Die Richtigkeit dieser Bebauptung ist
evident, wenn B(f) identisch verschwindet (das kann nur eintreten, wenn das
Differenzengleichungensystem (1) linear ist), weil dann ebenso identisch U (v) =o0
ist. Andernfalls sei G, (u=2) der erste nicht verschwindende Koeffizient in der
Entwickelung (30) der Funktion B(f) nach Potenzen von f. Dann folgt aus
Gleichung (31), dass sich U{v) in der Umgebung der Stelle v==0 durch eine
Entwickelung von der Form

Uw)=xGuve + - (33)

darstellt, wo die Punkte Glieder mit hoheren Potenzen von v bedeuten, deren
Koeffizienten simtliche reell sind. Nachdem das festgestellt ist; ergibt sich ohne
weiteres die Richtigkeit der Behauptung.

Also ist es moglich, die positive reelle Zahl M so klein zu machen, dass
fiir positive reelle, der Ungleichung v =< M geniigende Werte der Verinderlichen
v U(@)=o ist. Da U(o)=o ist, ist es ausserdem moglich, der positiven reellen
Zahl M die Bedingung aufzuerlegen, dass fiir positive reelle, der Ungleichung
v=M geniigende Werte der Verdinderlichen v die Ungleichung

v+ UW=F (34)

erfilllt ist. Wir wollen daher im folgenden unter M eine positive reelle Zahl
verstehen, welche so beschaffen ist, dass 1.) fiir |[v|=M U (v) regulir ist und
2.) fiir positives reelles v=M U(v)=o0 und 3.) v+ U@®)=F (34) ist. Die nicht
negative reelle Zahl U (M) wollen wir kurz mit U bezeichnen.

Unter diesen Voraussetzungen ist durch die Gleichungen

M,—xB(M), M,—=x»B(M+ M,_,) (r=2,3,...) (35)
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eine konvergente Folge von Zahlen M,, M, M,, ... definiert und es ist

lim M,=U. (36)

Beweis: Da wegen Ungleichung (34) M + U< I ist, so ist erst recht M < F,

weil aber die Funktion B(f) fiir |f|=F regulir ist, kann man den Wert f=M
in diese Funktion einsetzen. Also ist durch die erste der Gleichungen (35) wirk-
lich eine Zahl M, definiert. Diese Zahl ist ferner eine nicht negative reelle
Zahl; das folgt daraus, dass die Koeffizienten G, (¢==2, 3,...) der Entwicklung
(30) der Funktion B(f) ebenfalls nicht negative reelle Zahlen sind. Aus dem-
selben Grunde nimmt weiter die Funktion B (/) niemals ab, wenn f von kleineren

zu grosseren positiven reellen Werten iibergeht. Daraus folgt
M,=xBM)=xB(M+U)=U und M+Mi=M+U

und daher M+ M, < F. Also kann man auch den Wert f= M + M, in die
Funktion B(f) einsetzen und es ist durch die Gleichung M, =x B (M + M,) eine
nicht negative reelle Zahl M, definiert. Diese Zahl M, geniigt weiter der Un-
gleichung M,=xB(M+ M) <«B(M+ U) oder M,=U und ebenso der Un-
gleichung M+ M, = F, weil M+ U= F ist. Hat man nun bereits bewiesen, dass
durch die Gleichungen

M,—xB(M), M,=xB(M+DM), ..., M, =—xB(M+ M, )

nicht negative reelle Zahlen M,, M, ..., M,—, definiert sind, welche den Un-
gleichungen M, <U, M,=U, ..., M,w=U und M+M,=F, M+M,=F, ...,
M+ M,y = F geniigen, dann folgt, dass man den Wert f=2M+ M, wieder in
die Funktion B(f) einsetzen kann, und dass durch die Gleichung

M,=xB(M+ M,,)
wieder eine nicht negative reelle Zahl M, definiert ist. Weiter ist
M, =xBM+M,)=xBM+U)=U wnd M+ M,=M+UZPF.

Durch diese vollstindige Induktion ist bewiesen, dass durch die Gleichungen (35)
eine Folge nicht negativer reeller Zahlen M, (v=r1, 2, 3, ...) definiert ist, welche

den Ungleichungen
M= U r=1,2,3,...) (37)

und
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M+M=F v=1,2,3,..) (38)

geniigen. Die Folge der Zahlen M, (v=r1, 2, 3, ...) ist also beschriinkt.
Anderseits ist kein Glied dieser Folge kleiner als das vorhergehende. Es
ist mémlich

M,=xB(M)=o
M,=xB(M+M)=xB(M)=M,
M,=xB(M+M,) = xB(M+M)=M,

Also ist M\=M,=M,=< ..., wie behauptet wurde. Aus diesen beiden Eigen-
schaften der Folge muss man aber mit Notwendigkeit auf ihre Konvergenz
schliessen.
Nennen wir den hiemit als vorhanden nachgewiesenen Grenzwert der Folge
M, (v==1, 2, 3,...) vorkiufic U, dann folgt aus den Ungleichungen (37) und (38)
das Bestehen der Ungleichungen B
U=0U (39)

und

M+U<F. (40)

Nun nimmt die fiir reelle, der Ungleichung |v|< M geniigende Werte ihres
Argumentes ebenfalls reelle Funktion v+ U (v) von v fiir v=0 den Wert o und
fir v=M den Wert M+ U an; also muss es auch mindestens eine der Un-
gleichung o <% = M geniigende reelle Zahl ¢ geben, so dass die Funktion
v+ U(v) fir v=4 den der Ungleichung o< M+ U= M+ U geniigenden Wert
M + U annimmt, also die Gleichung

s+ U@=M+TU (41)

besteht. Nun folgt aus den Gleichungen (35), wenn man zur Grenze y =
iibergeht,

U=xB(M+ U)
oder wegen (41)
o+ U@®)—M=xB[s+ U(®)

oder nach der Definition der Funktion U(v) #+ U(®)—M = U (¢) oder endlich
=M und daher U= U (M)=U. Also ist wirklich
lim M,=T, (36)
wie behauptet wurde. -
40—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 25 juillet 1931.
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Nach diesen Vorbereitungen konnen .wir an den angekiindigten Beweis der
zu Beginn dieses Paragraphen ausgesprochenen Behauptung gehen. Es sei wieder
M eine positive reelle Zahl von der Beschaffenheit, dass 1.) fiir 0| =M U(v)
reguliir ist und 2.) fiir positives reelles v < M U@)=o und 3.) v+ U(W) = F (34)
ist. Es sei hierauf C eine positive reelle Zahl von der Beschaffenheit, dass fiir

27iz
91§l3 w |§92: les] = C (s=1,2,..., 1)

n

2 es frs ()

s=1

LA (@, €1 - )| =

=M (k=1,2,...,n)

ist. Hine solche positive reelle Zahl C kann man angeben, weil die Funktionen
2nix

Jrs (@) (k,s=1,2,...,n) fir o =|e © |=p, keine Pole besitzen. Nun ist
aber (es wird wieder U (M)= U gesetzt) M = M + U = F; daher folgen aus den
Ungleichungen |19 (x, ¢, €5, ..., )| =M (k=1, 2, ..., n) auch die Ungleichungen

|9, e ey -y e)|SEF (k=1,2,...,n). Also ist es, wenn die Ungleichungen
2niz
o.=le® |=Z0, |e]=C (s=1,2,...,n)
erfilllt sind, moglich, die Funktionen f{ (, ¢;, ¢s, ..., &) (k=1,2,..., n) in die
Funktionen Bilz, fi, f5 - - ., fo) k=1, 2, ..., n) einzusetzen, und es sind
Bilz, i%(x, ¢, €, - .., €n), 5O (@, e, 05 . tn)y o SO, 0, 0, .., Ca))
. (k=1,2,...,n)
wieder fur
iz
giéle‘" Iégz, le| = C (s=1,2,...,7n)
regulire Funktionen von z, ¢, ¢, ..., ¢, welche in Bezug auf die Variable z die

Periode w besitzen. Diese Funktionen werden sich daher als fiir

2rix
o=le ®

=0, |e|=C (s=1,2,...,n)

27ix
konvergente Potenzreihen in e © | ¢, ¢y, ..., ¢, von der Gestalt

B[z, fi% (2, ¢y, €3 . . ., ea)y 39 (2, 01, €00 - -0y 6)y - - SO (2, e, Car - - o o) =

o + gﬂiaz

— k1 y “n L

= Z 2 sz;az)_._ana mei.. . ome @ (k=1, 2, ..., %) (42)
a,.ug,_...,an:() aq=—x

atayt- - tay =2
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darstellen lassen. Setzt man

p B® 1 e ... et =BW (¢, 04 ..., )

2 2

Bt e, 22 (43)

(k=1, 2, ..., n; a beliebig ganzzahlig),
dann wird

Bk [x) fl(O) (x: €y Cgy -+ oy 611)7 .f2(0) (x> Ciy Cgy + -+ Cn), ety f7(10) (x7 Cpy Cgy - - Cn)} =
+ oo 2ntax
D Bl(en ey e @ (k=1, 2, ..., n). (44)
a=—un
Hilt man nun ein bestimmtes Wertesystem ¢, ¢,, .. ., ¢ fest, dann kann man

mit Hilfe von Satz 4 und mit Hilfe der Gleichungen

fks x+h qul ﬁs (k)S:I7 2"") "’l) (45)

einsehen, dass durch die Gleichungen

f]&l)(x—{bha C1y Coy + v oy ZQLZ 3" CiyCgy v oy Cn) +

+B/C [;Z', fl(O) (ilf, Cpy Cgy -+ Cn)) cy f7(10) (x) (IS TR Cn)] (/C: L 2,.., n) (46)
eindeutig ein System von Funktionen von z f(x, ¢, €5 ..., ) (k=1,2,...,7n)
bestimmt ist, welche die Periode w besitzen und so beschaffen sind, dass die
Funktionen von x f{V(x, ¢y, s, ..., ) =S (2, ¢y, 65 .., 0a) (k=1,2,..., %) im

amin i

Falle |1|>1 fiir o, =|e © | = 9,|4] und im Falle |1]| <1 fiir g, |A|=]e © |=Z o,
reguldr sind. Geht man jetzt von dem gewiihlten Wertesystem ¢, ¢, . . ., € 2ZU

andern solchen Wertesystemen {iiber, dann erhilt man auch andere Funktionen
von . fV(x, 0, 0, ..., ) (k=1,2,...,n). Es ist mit anderen Worten aunf
diese Weise fiir

ariz
e=le” |=o 1] |al=C (s=1,2,...,n)
bzw. fir
iz
o |4 = =0, |e|=0C (s=1,2,..., 1)
ein System von Funktionen fiV'(z, ¢y, ¢5 ..., ) (k=1,2,..., %) der n+1 Ver-

dnderlichen z, ¢, ¢y, .. ., ¢o definiert. Man kann nun zeigen, dass die Differenzen
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f )(x cl) 627 sy 071)_fL§0) (xa 617 C:b RIS | c’") (k: Iy 2) sty n)

nicht nur bei festgehaltenen Zahlen ¢, ¢, .. ., ¢, fiir

2mix

’112
S P ) P

0=

regulire Funktionen von z, sondern sogar fiir

’1zr
. o= |e l<99|l| les] =C (s=1,2,..., n)
bzw. fur
' 2111}
oAl = =0, lea|l=C (s=1,2,..., %)
regulire Funktionen der -+ 1 Verinderlichen z, ¢, ¢, ..., ¢, sind. Es ist nim-

lich nach Satz 4

“nzax

SO, e, g oy )=S0 (x, 04y 05 - ., +2 Z Z e v bemay BY), (1, €3, - - ., n)

a=——x m=—=1 y=—x
(k=1,2,...,n). (47)
Nun horen die Reihen
+x 211(:1
Z B}:lzl(ch 021--~7()n)e @ (k=1,2,..,m)
Q=
°nzx

nicht auf, fir ¢, = l = 0, zu konvergieren und Funktionen von x darzustellen,

welche daselbst regular sind und die Periode w besifzen, wenn man an Stelle der

Funktionen B{ (¢, ¢y, ..., ca) (k=1, 2,..., n, @ beliebig ganzzahlig) den gréssten
absoluten Wert B{!) einsetzt, den diese Funktionen fir |¢|=C (s=1,2,..., n)

annehmen. Wir haben einen #hnlichen Schluss bereits einmal gezogen und
brauchen daher auf den Beweis dieser Behauptung nicht eingehen. Also sind
nach Satz 4 die Summen

a 2ria

Z Zl: Zc © bimay BY), (k=1,2,..., %)

a=—® m=1y p=—®

’1zx

9111
eléi ,<92W bzw. fiir 91“‘]<| Iéez

absolut und gleichmissig konvergent. Weiter sind daher die Glieder der auf
den rechten Seiten der Gleichungen (47) stehenden Summen fiir

| 2rix

gl-_<= I<02I2| ICS|<C ('92172$-~'Jn)
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absolut genommen kleiner als die Glieder der konvergenten Summen

n

—1 ] @ n a
Z 2’ Z Q?Ibkmayl Br(nlz)y—i_z Z Z (g2|ll)a|bkma7|B,(;)7 (k: I) 27 LEREES } n)

q==—® M=1 p=—x a=0m=17y
bzw. fur
QIIJ'Ié e v §92, Icsl§0 (S:I,Z,...,’n)

absolut genommen kleiner als die Glieder der konvergenten Summen
—1 n a

33 S el bemerd BEA+ XSS o[ bimar| BY,  (k=1,2, ..., )

e=—n m=1y=—x a=0m=1 y=—o»

Daraus folgt, dass die Summen

+ @ n a 2iax
Z D Dle” binay BY) (e, €3, - - -, €n) (k=1,2,...,n)
a=—uo m=1 y=-—n
fir
2z
o =lev” Iégﬂll, les| = C (s=1,2,..,n)
bzw. fir
ei|=le e =0, le|l=C (s=1,2,...,n)

absolut und gleichmiissig konvergieren. Nun ist aber jedes Glied einer dieser
Summen eine in dem durch diese Ungleichungen definierten Bereiche analytische
Funktion der Variabeln z, ¢, ¢, ..., ¢s. Dasselbe gilt daher auch von den Funk-

tionen
Sz, ¢, 0oy - - ., ) — S0 (@, ¢y, 05, .. ., Cn) (k==1,2,...,7),

welche durch den Wert dieser Summen definiert sind, wie behauptet wurde.
Bezeichnet » die in diesem Paragraphen bereits eingefithrte positive reelle
Zahl, dann ist fiir

271—1,'3:
Qlélew solil, lal=C (s=1,2,...,m)
bzw. fir
?n_i_x
alil=le ® =0, lal=C (s=1,2,...,n)

nach Satz § und nach (46)

| (2, 04 €y - .oy €n) =S, 04, oy o oy Cn)| = 2 B(M) (=1, 2,...,n),
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oder wenn man wieder die durch die Gleichungen (35) gegebene Bezeichnungs-
weise einfiihrt,

Ifk(l)(x) cl; 627 RS c“)—fk(O) (z’ 01’ c27 ey Cn)l § Ml (k: I: 27 LIRS} n) (48)

Aus (48) folgt weiter fiir

2nix
e w

0= =0, |lal=C (s=1,2,..., 1)

lfk(l)(xy cl; c25--~7c")|§ﬂ[+MI (k=l,2; ,n) (49)

Nun ist aber M+ M, =M + U =F. Also kann man die Funktionen
S8, ey 5 .. ) k=1, 2, ..., n) wieder in die Ausdriicke B (x, f}, fs, - - ., Ja)
(k=1,2,...,n) einsetzen. Man erkennt so, dass man den eben ausgefiihrten
Schluss beliebig oft wiederholen kann. Also sind durch die Gleichungen

S (@R, o ., )= i Qi) [ (, eqy €a0 .y €n) +
=1
+ Bilz, iV (x, ¢y ..y a)y - ST, o, - )] (14)
(k=1,2,..,0;,v=1,2,3,...)
und durch die Forderung, dass die Differenzen
SN, ey 00 -, ) —fO0(, 4, sy - Cn) (k=1,2,...,n;, v=1,2,3,...)

im Falle |2|>1 in dem durch die Ungleichungen

2xix
e oy

o= =elll, lal=C (s=1,2,...,7)
und im Falle [A]| <1 in dem durch die Ungleichungen

e |=Z0 le|l=C  (s=1,2,...,2)

91|/1|§

definierten Bereiche in den Variabeln z, ¢, ¢, .. ., €z regulir sein und die Funk-
tionen f{V)(x, ¢;, s, ..., €a) (k=1,2,...,m; =1, 2, 3,...) die Gleichungen

fk(’v)(x_*'w, 01 Cas « v Cn) :sf;;(W)(x; Cyy Coy - - Cn) (k: L2,..,n v=1,23,.. ’)
befriedigen sollen, die Funktionen

S (@, ey 5, - .y Cn) (k=1,2,..,n;, v=1,2,3,...)
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der Reihe nach eindeutig bestimmt und es bestehen die Ungleichungen

[ fx, ey, q, ..oy ) — O, 0, 05 .., )| = M, (s0)
(k=1,2,...,m v=1,2,3,...)
fir
2wia
Qléle @ é@ﬁ‘,lll’ IC,gléC (3:172a"'7n)
bzw. fur
2nia
Qllllé e ég“b ICS|§C (8:I,2,...,’ﬂ)
und
|/ (x, e, 0 ..., e)|l= M+ M, (k=1,2,...,m;, v=1,2,3,...) (51)
fir
2ris
Qlé e é@g, I63|§0 (SZI, 2,...,”).

Aus (37) und (50) folgt aber

Ifk(V) (x7 cl) 027 LR cﬂ)_fk(o) (92', (31, 021 v ey c”)l é [J (25)
" (k=1,2,...,m;, v=1,2,3,...)
ur
2nic

méhw =eli], lel=C (s=1,2,...,m)

bzw. fir
2mis
olrl=le © |=0s |es|l=C (s=1,2,..., n),

womit die zu Beginn dieses Paragraphen ausgesprochene Behauptung bewiesen
ist. Ebenso folgt aus (51) fir

2nix

a=lee |=0, lal=C (=1,2,...n), k=1,2,...n »=1,23,...
Ifk(V) (x) cla C21 cr oty c”)l é M-{- U (52)
und
| (@, ey, oy .oy er)| = T (53)
Zum Schlusse dieses Paragraphen wollen wir noch eine bemerkenswerte
Eigenschaft der Funktionen f (x, ¢, 65 ..., ) (k=1,2,..., % v=1,2,3,...)
feststellen. Ist
By lax, iV (x, ¢y, 3y .., )y L@, €1, Cay oy Cn)y oo SOV (2 0, 0y L Rl =
+ oo 2aiax
= 2 BE:,;)‘ (C1s Co - - s Cn) e v (54)

(k=1,2,...,m;, v=1,2,3,...),
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dann ist ja entsprechend Gl. (47)

a 2miczx

S, 0, 05 . . 0n) =110 (2, 04504, . . +Z Z e bimay BY) (), € - - -, €n)

=~ m=1 y=—x

(k=1,2,...,n;, v=1,2,3,...). (55)

Aus den Gleichungen (55) und aus der Tatsache, dass die durch die Gleichungen
(27) gegebenen Entwicklungen der Funktionen Bi(z, fi, fs - - fa) k=1, 2,..., %)
nach Potenzen von f), fs, ... fu keine von fi,fs ..., fn freien und keine in
S Sar -+ o Ju linearen Glieder enthalten, kann man nun unschwer die Richtigkeit
der im nachfolgenden Absatze ausgesprochenen Behauptung einsehen.

Schreibt man

SN, ¢y, €4 ..., ) =aV (@ +Zc al o)+ D alby) (@) epeg .. ent (56)

ay, @, ..., =0
atat- - ta,=2
k=1,2,...,m v=0,1,2,3,...),
dann ist zunichst identisch
%) (x) =0 (k=1,2,...,1; v=0,1,2,3,...)

und

Schreibt man daher

fk(w, (3}', Cl: (’727 LR} Cﬂ) Z’ GSﬂS Z aal m) n a, G‘b - Cg” (57)
8=1 a,+a.g+ +an22
(k=1,2,...,n;, v=0,1,2,...),

dann gelten weiter die Gleichungen

(k, ¥) BN | I
ales) o (@)=alburar

(k=1,2,..,n; ¢,+ay+ - +an=2; v=2a;t g+ +ap—1).

Fen ) (58)

D. h. die Glieder der auf den rechten Seiten der Gleichungen (57) stehenden
Entwicklungen der Funktionen f{*(x,¢j, ¢ ..., ¢0) (k=1,2,..., n; v=0,1,2,...),
welche in den Variabeln ¢, ¢y, ..., ¢» vom p-ten Grade sind, sind fiir einen be-
stimmten Wert des Index % und fiir alle Werte des Index », welche der Un-
gleichung » = u— 1 geniigen, die gleichen.
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§ 4. Beweis der Konvergenz der Funktionenfolgen £ (x, ¢, ¢,, . . ., ca),
SO, ey, .o, o), [P (@, 0 €y .y ), .. {k=1,2,...,n). Aus den Gleichungen

fk(v) (9‘7+h7 €, Cgy « qul (, Cyy Cgy + - 1y Cn) +

+ By, i, ¢y oy n)y . S0, 04 - )] (14)

k=1,2,..,0;, v=1,2,3,...)
folgt

A G A A B e (N O N S

Fiihrt man die Bezeichnungsweise

Tkl[x,,f](v—l), . '1‘/‘751)—1)’ f v—-2 f(v 2] (60)

CBulw, i ST, S = Bl Y, fE S 1)
J‘; (v—1) fl (r—2)
(ky I= L,2,.., ’ﬂ)

ein, dann kann man statt (59) auch schreiben
S R O o By e O A I A

n
Z (@, ep, €ay vy ) —f {2, 0, 05, . ., o))+

n
+ D Tralee, 070, f09) [ — )] (61)
=1
(k=1,2,..,m; v=2,3,...).
Nun sind, wie aus (60) hervorgeht

Tile, fi=, ..., fo0, fil=a . flo-)] k, 1=1,2, ..., %)

41 — 31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 25 juillet 1931.
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Funktionen der 2% + 1 Verinderlichen z, f,0=1, ... fU=1 02 fo=2),
welche in dem durch die Ungleichungen

2xix

eTléee, |fE D <=F, |fF2|=sF  (k=1,2,...,7)

6=

definierten Bereiche in diesen Verinderlichen regulir sind und daselbst den
Gleichungen

Ter[n+w, fit=0, . f0, £, fi=2] =
= Tkl[x) .fl(v~1)7 R} fn(v—l)’ j‘l(y_2)1 ] fn[v—-Q)] (l‘:) I= I2,:.., ’i‘l)

und
Tkl(x,o,o,..., 0,0,...0)=0 (k,1=1, 2, ..., %)

genligen. Also kann man in.diesem Bereiche die Funktionen
T, %70, L, f07, £073, 0L f2) (k,l=1,2,..., n)

folgendermassen nach Potenzen von f,*~Y, ..., f—* entwickeln:

Tiofe, A7, ., S0, [0 2] =

= Trtar.coag o, @ A0 LA L2 [ f02)P (62)

at e tag it -4 Bzl

WO Thia,. ..anp,.. (%) ky1=1,2,...,m; e;+ - +ar+pB+ - +=1) Funktionen
2nix

von z sind, welche in dem durch die Ungleichung ¢, = |e @ | = g, definierten

Streifen regulir sind und die Periode w besitzen.

Wir wollen nun in den auf den rechten Seiten der Gleichungen (62) ste-
henden Reihenentwicklungen jede der Funktionen Tiia,...a,s,...s, (#) durch den
grossten absoluten Wert ersetzen, den die Funktionen

Thie,...anpr... g, (@ (ky1=1,2,..,0; a,...,an, By ..., B fest)

dniz
fir o, = |e ® |= ¢, annchmen und wollen sodann f,*~9 = f,0t=1 =... = fiv—1) —

=fi"#=...= f=2 — f getgen. Wir erhalten dann eine Potenzreihe in f von

der Form

T(f) = 3| T fe (63
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Wie man mit Hilfe einer Uberlegung, welche dem frither bei der Bildung der
Funktion B(f) angewandten Schlusse analog ist, zeigen kann, ist diese Potenz-
reihe fiir |f]=< F konvergent und stellt eine Funktion 7'(f) von f dar, welche
in dem durch diese Ungleichung definierten Bereiche der Variabeln f regulir
ist. Ferner nimmt T (f) fiir positives reelles f reelle, nicht negative Werte an.
Wenn wir daher, wie wir es tun wollen, die Bezeichnungsweise

nTM+U)=1 (64)

einfithren, dann ist z eine nicht negative reelle Zahl.
Da die Funktionen

S, e, 0 - .y ) — O, ¢4, 0y -, €n) (k=1,2,...,m;, v=0,1,2,...)

von z, ¢y, Cs, - .., ¢n im Falle [A]>1 in dem durch die Ungleichungen

2l
e(L)

0=

= §92|}~|, les] = C (s=1,2,...,n)
und im Falle [2|<1 in dem durch die Ungleichungen

e [=g, |les|=C (s=1, 2, ..., n)

el | =
definierten Bereiche regulir sind, so gilt dasselbe auch von den Differenzen

{fk(v) (Q’/‘, Cyy Cgy - - - C")—.f}c(o) (xy €1, Csy - - -’.Gn)]~[f;c(v—l) (xi C1y Cgy « -+ c")_ ];(0) (.Z', C1y Gy + -+ Cn)]
(k=1,2,...,n; v=1,2,3,...),

d. h. von den Funktionen
SN, e, e ooy en)— T, 04, 63, ., cn) (k=1,2,...,m;, v=1,2,3,...).

Wenn » eine bestimmte positive ganze Zahl ist, dann wollen wir den grossten
absoluten Wert, den die Funktionen

fk('V)(xa Cyy Cgy -+ oy Cn) _ﬂnf;év—l)(xv €y Coy - - o c") (k=1’2’ Y n)
fur
27tz
o=le® |=Ze ], |le|=C (s=1,2,...,n)
bzw. fir
2nix
Qllllé e §Q2’ Icﬂf"lé(/Y (8517 2, ..y ’ﬂ)
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annehmen, mit N, bezeichnen. Dann folgt aus der Ungleichung (52) und aus
den Gleichungen (61) und (64) mit Hilfe von Satz 5 fiir

iz
o,=le® |=ol|i], |le|=C (s=1,2,..., 1)
bzw. fir
2nix
Ql‘llé e égzv |(’\|§C (32172""772’)
das Bestehen der Ungleichungen
|fk(m) (.Z', 01, 62: sty C‘")'—j;h-(v_—l) (xy 011 027 c vty Gll)l é %’[ZV"_l (65)

(k=1,2,..,n;v=2,3,...)
und daher auch der Ungleichungen
N, =xtN, r=2,3,..). (66)

Wir wollen nun die positive reelle Zahl M ausser den bisherigen Bedingungen

auch noch der Einschrinkung unterwerfen, dass fiir positives reelles v =M
xnT v+ UR) <1
ist. Das ist moglich, weil 7'(0) = o0 ist. Es wird dann auch
xt=xnT{M+ UB)<1.
Versteht man hierauf wie bisher unter C eine positive reelle Zahl von der

e |§92, les] =C (s=1,2,..., n)

Beschaffenheit, dass fiir o, =

n

Z(’S.ﬁw(x)

s=1

=M (k=1,2,...,m)

ist, dann haben somit die Reihen

fk(O) ([I,’, 817 82, AR C7L)+[f;;(l) (xf CI; 02, sty cﬂ) —/;;(0) (le, ¢y, 92; MRS 077-)] +
+ (/2 (z, ¢, cay - ..y ) — @, 04y €0y ooy )] + o (k=1,2,...,n)
fir
glgle‘” <o li], le|=C (s=1,2,..., n)
bzw. fiir

2xix

QlllléleT

= 0y leléc (S:I,Z,...,n)
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von den zweiten Gliedern angefangen die konvergente Majorante
N, +xz N+ (xe)? N, +---.

Also sind diese Reihen in dem durch die obigen Ungleichungen definierten
Bereiche absolut und gleichmissig konvergent. Daraus folgt zuniichst, dass fiir

k=1,2,..,n lmf"(x, ¢, ¢ ..., ) existiert, wenn die Ungleichungen
y=0m :
2ais
o.=le© [=Zeli], |la|l=C (s=1,2,..., 1)
bzw.
27z
elil=le” |20 les|=C (s=1,2,...,n)

erfilllt sind und x nicht gerade mit einem Pole einer der Funktionen fi(z)
(k,s=1, 2, ..., n) zusammenfillt. Setzt man daher

lim i) (x, ¢, Csr - - ., ) = S (@, €4, Co - . ., Cn) k=1, 2, ..., n), (67)

dann kann man aus dem Umstande, dass die Glieder der Reihen

[fk(l) (‘T;v 017 627 (] C?l) —~f]¢(0) (x) Cl) Coy + - 077/)] +

+ [.f;;(Q) (xa Cyy Cgy + - oy C'n) —_f;c(l) (90, Cyy Cyy + v oy Cn,)] + - (/C: 1,2,... n)
fiir
o=le” |=Z=gli], |le|=C (s=1,2,...,m)
bzw. fir
01|“§|6 ® |§92, les} = C (s=1,2,...,m)

regulir sind, schliessen, dass dasselbe auch von den Summen dieser Reihen,

nimlich von den Funktionen

Ji(, 0 oy - oy ) — [0z, €4y Coy -, ) (k=1,2,...,7) gilt.

Geht man mit den Gleichungen

o @) e e (57)

n
SO, e )= Do fesle) + X albd)
s=1

atat a2

(k=1,2,..,m; v=0,1,2,...)
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zur Grenze ¥ =oo iiber, dann kann man wegen der gleichmiissigen Konvergenz
des auf der linken Seite vorgenommenen Grenzprozesses fir

glég ,e @ ,§§ g?lll) Icslgg () (S:: Lz ... n)

bzw. fur
2Tz

e_';_l§(’e, el = C (s=1,2,...,m)

Qllllé

auf der rechten Seite die vorgenommene Summation mit diesem Grenziibergang
vertauschen und es wird wegen (58)

n
felw, o, 6 o) = e frola) + D, (@) e on (68)
=1 atagt - tay=2
k=1, 2, ..., n),
wo
B0 = e o)
(k=1,2,...,n; eyt e, + - +a,=2) ist.

Geht man nun auch mit den Gleichungen

n

f;:(W) (x"l" h, C1y Cgy - - oy Cn):Z le(x) f;(r) (x7 C15Ca - - s c") +

=1

+ Bk [xv .fl(v.—” (x) 617 LS cﬂ)y Ty fvgv-_l) (x’ 61} LS | c")] (14)
(k=1,2,...,n; v==1,2,3,...)
zur Grenze y=c0 iiber, dann erkennt man, Vdass'die Funktionen f;(x, ¢, ¢s, . . ., €a)

(k=1,2,...,n) in der Tat den drei in Satz 1 gestellten Anforderungen geniigen,
dass ndmlich im Falle |2] > 1 in dem durch die Ungleichungen

2aix
ew

ng g(’zlll, leléo (S=172a'~':n)

und im Falle |A] < 1 in dem durch die Ungleichungen

2t

é’xl“élg_“’T Z0, J|al=C (s=1,2,...,n)

definierten Bereiche in den Variabeln z, ¢, ¢, . . ., Ca
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1.) die Funktionen dieser Variabeln

.

fk(x> C1s Ogy - v o Cﬁ)__zcsﬁs(x) (!C-:I, 2, ... ’)2)

s=1
regulir sind und
2.) die Funktionen fi(x, ¢, ¢, ..., ) (k=1,2,...,n) die Gleichungen
Jelz,0,0,...,0)=0 und fi(x+o, ¢, Cy, ..., ca)=filz, ¢, Csy ..., ) (k=1,2,...,7)

befriedigen und
3.) dem Differénzengleichungensystem
Jelx+h, ey e ..., ) =
= Q’C [xh/‘l(x) Cpy o5 - - Cn): .f;(xa ¢y, 627 c c")) Tty f" (xy cl) Coy -« 1y cﬂ)] (12)

(k=1,2,...,n)
gentigen.
Aus den Gleichungen (68) folgt endlich, dass die Funktionen

Jelz, ¢, co, . .., Cn) (k=1,2,...,n)

in dem oben definierten Bereiche auch den Gleichungen

{0[ﬁ(x, cl(;;?:, e cnﬂ}&:[]:f“(x) (k, s=1,2,..., n)

€ =0

ep=0

geniigen, wie es Satz 1 verlangt. Nun verschwindet die Determinante | fis ()|
nicht identisch, weil die Funktionen fi;(x) (% s=1, 2,..., n} ein Fundamental-
system von Losungssystemen des Systems homogener linearer Differenzen-
gleichungen

Selo + by =D qu1 (2) fi () (k=1,2,...,n) (0)
=1
bilden. Also besteht zwischen den Funktionen f;(x, ¢y, ¢o, - . ., ) (=1, 2,..., n)

in diesem Bereiche keine Relation von der Gestalt

Glx, fi(x, e, e, yen)y, fol@, e Coooytn), .o fulz, € Co ..., Er)] =0 (13)

identisch in z, ¢, ¢y, . . ., Ca.
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Ist umgekehrt ein System von Funktionen fi(z, ¢, ¢, . . ., &) (k=1, 2, .. ., 1)
gegeben, welche so beschaffen sind, dass eine positive reelle Zahl C existiert, so
dass in dem durch die Ungleichungen

2xix
e w

0=

=olil, leal=0 (s=1,2,...,m)

bzw. in dem durch die Ungleichungen

2ty
erldl=fe léeg, lel=C  (s=1,2,...,7)
definierten Bereiche in den Variabeln z, ¢, ¢,, .. ., ¢x die Funktionen
ﬁ(x’ €1y Coy - - oy Cn) (k:I,Z,..., n)

den unter 1.), 2.) und 3.) ausgesprochenen Bedingungen geniigen, dann muss eine fiir

Qi
ST w §92|1‘|7 |CQI§O (82192""yn)
bzw. fir
2t
91|}L|’:\’Ie @ légg, [es] =C (s=1,2,...,7)

konvergente Entwicklung von der Gestalt

n X

fk(xy Cl; (321 c ey C") :Zcﬂf’v*(x) + Z “gi)az_,,an(x) 0‘111 szhz‘ . 07&1" (70)

&=1 Q, @y o . Lty =0
gttt - toy=l

(k=1,2,...,n)
bestehen, wo die Funktionen

k L . s )
at(zl)a?__.an(x) (k=1,2, .. ,%; @, €y ..., 0n=0,1,2,..; a,+a+  +a,=1)

2t
Z 0| 4] bzw. fir 91|l|§|e“’

die Periode w besitzen. Nun kann es aber hochstens ein solches System von

2aix

e” w

= ¢, regulidr sind und

von x fur o, =

Funktionen

aﬁjjaz_”an () (k=1,2,.., 0, qytay+ - +ay=1)

von der Beschaffenheit geben, dass die auf den rechten Seiten der Gleichungen

(70) stehenden Potenzreihen in ¢, ¢, ..., ¢, fiir
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2nzm
e=led |salil lal=¢ (=120

bzw. fur
2”11

91|2'|: l—gb |08|<0 (-S‘:I,Z,...,’IZ)

konvergieren und die sodann durch diese Gleichungen definierten Funktionen
Sl e, €5y ..oy ) (=1, 2, ..., n) dem Differenzengleichungensystem (12) geniigen.
Ist niimlich ein solches System von Funktionen agi) @ () (k=1, 2,..., n;
e, ta;+ - +e,=1) gegeben, welche den eben ausgesprochenen Bedingungen
geniigen, dann miissen diese Funktionen, wie man mit Hilfe der Gleichungen

Bz, fi, fo - - Z Galaz x) [y (k=1,2,...,7n) (27)
a,+062+ tapz?

und

Qr(x, [ for - - o [ quz x) fi+ Brlx, f1, for - -0 S0) (k=1,2,...,n) (11)

erkennt, zunichst den Gleichungen

n

agl(c])o. x+h ZQH 100 o(x)’ “gi)(n,.o(x"_h):z‘q“(x) agl)oi..o(x)""

I==1 =1

(71)
coal x4 k)= Zq“ ad o (@) (k=1,2,..., 7

geniigen. Aus dem Bestehen der Gleichungen (71) folgt aber, dass die Funktionen

ab @), el (@), ... &l (@) (k=1,2,..., 1)
nicht nur fir
e=le v |=eli] baw. fir o |A[=]e © |= e,

sondern sogar fir
27X
e w

2xix

ew

= R|i] Dzw. fiir =r

regulir sind und die Periode w besitzen. Weil wir aber voraussetzen, dass die
Determinante |qiio — dx; A¢] fiir keinen ganzzahligen Wert von « verschwindet,
folgt -mit Hilfe von Satz 3, dass die Funktionen

. o(@) affy @ agy o (@) k=1,2,...,n)

identisch verschwinden.
42—31104. Acta mathematica. 67. Imprimé le 25 juillet 1931,
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Wir konnen daher statt der Gleichungen (70) auch schreiben:

Sela, e, ea, oy 0a) =D\ s fiee (@) + Z a ) ¢B . .. e (68).

§=1 o tast - +an22

k=1, 2,...,n).

Man kann nun mit Hilfe der Gleichungen (27), (11) und (12) weiter schliessen,
1

dass die Funktionen von z a® ) (k=1,2,... 0, ¢+ ay+ -+ an=2)
... 2

n
Gleichungen von folgender Gestalt geniigen miissen:

ab, (e h) = Zq“ yall,, . () +

+HY, 1GY 5 @), fisla), &), (@) (72)
(k=1,2,..., n a1+a2+-'~+a7122).
Hier bedeuten
H((:)wzu-an[G(I,)(}o,. ( ) ﬁ“( ) ;U"""i'n(x)] (k:I,Z,.. o 1 a1+a2+ “'+¢Zn§2)

ganze rationale Funktionen derjenigen Koeffizienten G}Q G 8y (z), deren untere
Indices der Ungleichung 2 =g +8,+ -+ B =¢a, +a+  +a, geniigen, der
Funktionen fi,(x) (I,s=1,2,..., n) und derjenigen Funktionen a (=),
deren untere Indices der Ungleichung 2=yt + t+tm<eta+ - t+a

geniigen. Nach dieser Definition der Ausdriicke

H® {Ggle‘)“ ()f,g(-), ()]  (k=1,2,..,%; ¢, ta,+ - +an=2)

Al/" cin

folgt aber vermége Satz 4, dass Funktionen

ag?az...an(x) (k: L,2,...,n; a,+a2+---+a,,,§2),
welche fiir
2zix 2aix
o=le® | =g || bzw. fir o |i|=|e“ |=o

regulir sind und die Periode w besitzen, durch die Gleichungen (72) der Reihe
nach eindeutig bestimmt sind.

Also kann es nicht zwei verschiedene Systeme von Funktionen

‘ﬁ;(x, Cyy Coy - - Cn) (]L: 1,2,..., 12)
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geben, welche den Bedingungen 1.), 2.) und 3.) geniigen. Ist daher ein System
von Funktionen fi (z, ¢, €5, ..., ) (k=1,2,...,n) gegeben, welche den Bedin-
gungen 1.), 2.) und 3.) geniigen, dann miissen diese Funktionen mit denjenigen
Funktionen f;(x, ¢;, €s, ..., &) (=1, 2, ..., n) zusammenfallen, welche durch den

durch die Gleichungen (14} definierten Grenziibergang erklirt sind.

§ 5. Betrachtung des Falles, dass die Determinante |gr;o— 0:4%| fur
ganzzahlige Werte von « verschwindet. Um auch die Richtigkeit derjenigen
in Satz 1 ausgesprochenen Behauptungen einzusehen, denen nicht die Voraus-
setzung zu Grunde liegt, dass fiir ganzzahliges & | qri0o— 0r1 4%| von Null ver-
schieden sei, werden wir folgendermassen verfahren. Es sei ¢ eine von Null
verschiedene Zahl von der Beschaffenheit, dass fiir ganzzahliges a |qrio— 0r164%|
von Null verschieden ist; eine solche Zahl ¢ anzugeben, ist stets in mannigfach
verschiedener Weise moglich. Hierauf sei ¢(z) eine nicht identisch verschwindende,
meromorphe Funktion, welche der Differenzengleichung

px+h)=cpx (73)

geniigt und die Periode w besitzt. Die Existenz einer solchen Funktion ¢ (x)
folgt aus Satz 2. Nun wollen wir durch die Transformation

flao)= () fi () (k=1,2,..., ) (74)
an Stelle der unbekannten Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n) neue unbekannte
Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n) einfiihren. Durch die Transformation (74)

geht das Differenzengleichungensystem

Sele+h) = Qlx, fi (@), filz), ..., ful2)] (k=1,2,...,n) (1)

in das Differenzengleichungensystem

efel@+h)=Qelz, i), fl), .. @]  (k=1,2,..,0) (75)

itber. Dabei ist

Q(, fiy for - o S un z) fit Be(@, fosfor - - Jo) (k=1,2,...,%),  (76)

Bi(x, fis for ooy o) = Bylz, g (@) q;)(fa)c)fg o @) ] (k=1,2,...
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Nun migen wieder die Funktionen fi:(x) (k,s=1,2,..., n) im Falle [A]>1 in

2xix

der durch die Ungleichung | = R|A] und im Falle |A] <1 in der durch

2xix
e w

die Ungleichung = r definierten Halbebene meromorph sein; die Periode
w besitzen und ein Fundamentalsystem von Losungssystemen des Systems homo-

gener linearer Differenzengleichungen

Selx+h) = Zq“ (k=1,2,... 0 (9)

2xix
bilden. In dem durch die Ungleichung ¢, <|e @ | =< g, definierten Streifen
mogen die Funktionen fis(x) (k, s=1,2,..., %) keine Pole besitzen. Hierauf

seien ¢, und g, positive reelle Zahlen, welche den Ungleichungen »; < 7,
0; = ¢, < 0, = g, geniigen und so beschaffen sind, dass die Funktion ¢ (z) in dem

2aix

durch die Ungleichung ¢, = |< g, definierten Streifen weder Nullstellen

noch Pole besitzt.! Dann stellen die Ausdriicke j;s((;—)) (k,s=1, 2, ..., n) Funk-

tionen von x dar, welche im Falle |4A]> 1 in der durch die Ungleichung

2xix
=< R|A| und im Falle |A] < 1 in der durch die Ungleichung |e I =r
definierten Halbebene meromorph sind, die Periode w besitzen und ein Funda-

mentalsystem von Losungssystemen des Systems homogener linearer Differenzen-
gleichungen

é‘fk x+h qul (k:I,Z,...,’n) (78)

2xiw
e |§ definierten Streifen ins-

bilden; in dem durch die Ungleichung ¢, =

fld)
pla) BT

der Matrix {qi;0—dx; A} in dem Differenzengleichungensystem (75) entsprechende

besondere sind die Funktionen .., n) regulir. Nun hat die

Matrix die Form {q’:-g — 0; zl“}; die Determinante dieser Matrix

' Wenn ¢,=r ist, was wir im Falle || >1 ja zulassen, dann folgt aus den Ungleichungen
0150, <0505, 0,=r die Gleichung ¢, =r. Man muss daher in diesem Falle an die Funktion
¢ (@) noch die leicht zu erfiillenste Anforderung stellen, dass sie auf der durch die Gleichung

2xix
w
€

= r definierten Geraden weder Nullstellen noch Pole besitzen soll.
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I
%ﬂ — O A® :’e_nléhlo_’dklelal

verschwindet aber fiir keinen ganzzahligen Wert von «. Versteht man anderseits

2ty
w

=0

unter @ den grossten absoluten Wert, den die Funktion ¢ (x) fiir o, = 2

annimmt, dann sind, wie aus (77) folgt, die Funktionen B; (z, f;, jz, U
(=1, 2,...,n) in dem durch die Ungleichungen

2xix

e v F

ég é% Ijil ;g Zb

0=

(k=1,2,...,n)

definierten Bereiche ihrer Argumente regulir und besitzen in Bezug auf x die
Periode w.

Daher folgt aus denjenigen in Satz 1 ausgesprochenen Behauptungen,
welche bereits in den §§ 3 und 4 bewiesen wurden, dass es genau ein System
von Funktionen fi(x, ¢, ¢s ..., ¢0) (k=1, 2, ..., %) der n+ 1 Veriinderlichen
x, €, Cy, ..., Cn gibt, welche so beschaffen sind, dass eine positive reelle Zahl C
so angenommen werden kann, dass im Falle |A[>1 in dem durch die Un-

gleichungen
2L

ew

6= =elil, leal=C (s=1,2,...,7)

und im Falle |1]< 1 in dem durch die Ungleichungen

2111

alilzle ™ za talzc  G=12..0n

definierten Bereiche in den Variabeln x, ¢, ¢, . . ., ¢

1.) die Funktionen dieser Variabeln

Silw, ey, . . 2 ‘fkf/ k=1, 2,..., n)
regulir sind und
2.) die Funktionen fi(z, ¢, ¢, ..., ) (k=1,z2, ..., %) die Gleichungen
Jfelz,0,0,...,0)=0 (k=1, 2, ..., %) und fi(x + o, ¢, €, . . ., ) =fi (2, €1, Cay - - -, Cn)
(k=1, 2, ..., n) befriedigen und

3.) dem Differenzengleichungensystem

efil@+h, o e ... )=

= Qk [x,ﬁ(x, 617 627 AR | Cn), ..sz (w7 617 027 MRS | Cn)7 A fn (x’ 017 62? MRS Cn)] (79)
k=1,2,...,n)
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geniigen; weiter folgt, dass diese Funktionen fi(x, ¢;, sy ..., ¢a) (k=1, 2, ..., n)
die Gleichungen

(‘lﬁ) _fis @) (B, s=1, 2 )
(708 =0 97(56) ) 3 Ly ey

=0

=0

befriedigen und dass daher zwischen diesen Funktionen keine Relation von der
Gestalt

Gla, film, ey ear. ey folw, e o oota), oo ful@t, ey es .. en)] =0 (80)

besteht. Setzt man nun

q)(:c)ﬁ (@, ¢y, Cay ..., ) =Jfrlz, €, Cay . .., Cp) k=1, 2,..., n), (81)

daun sind im Falle [A|>1 in dem durch die Ungleichungen

=olil, lal=C (s=1,2,...,n)

und im Falle |A] < 1 in dem durch die Ungleichungen

2iz
e Iéég, lef=C (s=1,2,...,n)

elil=

definierten Bereiche in den %+ 1 Variabeln x, ¢, ¢, . . ., ¢

1.) die Funktionen dieser Variabeln

n
ﬁ(%’, Cpy Cyy o - C")'_Z cS.ﬁ“—“(x)

=1 — (k=1,2,...,%)

@ ()

reguliir;
2.) befriedigen die Funktionen fi(x, ¢, ¢ ..., ) (k=1,2,..., n) die
Gleichungen fi(x,0,0,...,0)=0 (k=1,2,...,n),

und fi(z+w, e e .., en)=frlx, ¢, €5 ..., 00) (k=1, 2, ..., n) und geniigen
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3.) dem Differenzengleichungensystem

file+h, e ..., )=
= Q’C ['x’fl (x7 01) Cay o s Cn), f;!(x: 017 027 AR Cn): AR f’ﬂ(xy c17 027 ERRS} Cn)] (12)
(=1, 2,...,n);

4.) besteht zwischen: diesen Funktionen keine Relation von der Gestalt

G{xnfl ('xa 61) 025 RS c”)a .f2(x7 017 623 ] c'ﬂ)y L] f" (x’ 617 027 e Cn)]:O. (13)

Dass auch diese letztere Behauptung zutrifft, lisst sich leicht indirekt
beweisen. Das Bestehen einer Relation von der Form (13) hiitte ndmlich das
Bestehen der Relation

é[x:.fl (xv Cqy gy - - 1y Cn): j? (.’L‘, Ciy Cay -+ - CW) LR f;l (x) Cyy Coy - v oy Cn)] =0 (80)

zur Folge, wo

G @, fo for S = Glo, @) [, 9 @) foy -, 9 (@) 1) (82)

ist. — Hiemit sind alle in Satz 1 aufgestellten Behauptungen bewiesen.
§ 6. Ubertragung der bisherigen Ergebnisse auf den Fall einer einzigen
Differenzengleichung #-ter Ordnung mit einer unbekannten Funktion. Die

Auflésung einer Differenzengleichung #n-ter Ordnung mit einer unbekannten
Funktion von der Form

fle+nh)=P{x, flx), flx+h),... fle+®m—1)hK]} (83)

kann man darauf zuriickfithren, dass man das System von Differenzengleichungen
erster Ordnung in den » unbekannten Funktionen f, (z), /3 (%), . .., /o (@)

auflost und dann f; (z) = f(z) setzt. BEs kann daher aus jedem Satze iiber
Differenzengleichungensysteme erster Ordnung von der Form

Selw+h) = Qelr, @), fi(@), .., @] (k=1,2,...7) (1)

ein Satz tber Differenzengleichungen mit einer unbekannten Funktion von der
Form (83) abgeleitet werden. In diesem Sinne wollen wir nachstehend unseren
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Satz 1 in der Form eines Satzes iiber Differenzengleichungen n-ter Ordnung mit

einer unbekannten Funktion aussprechen.

Satz 7. Es sei R eine positive reelle Zahl und hierauf seien p;(x) (I=0,1, 2, .. .,
2xix

n—1) Funktionen von x, welche in der durch die Ungleichung I e “ | = R definierten

Halbebene reguldr sind wnd sich daselbst durch Rethenentwicklungen von der Form

2xiax

ple) = pae ® (I=o0,1,2,...,n—1)

a=0

darstellen lassen; unter p,(x) werde die Konstante Eins verstanden; ferner ser
Pro=1, Pra=0 (e=1,2,3,...), so dass man zusammenfassend schreiben kann

2riax

mx)= D pae ® (l=o0,1,2,...,%). (85)
«=0

Hiebe: ser die Konstante py, von Null verschieden und es set r eine der Ungleichung
2nix

ew

=r

r =R geniigende positive reelle Zahl von der Beschaffenheit, dass fiir
Po(x) von Null verschieden ist. Hierauf seien fi(x) (s=1, 2, ..., n) (verinderte
Bedeutung des Index!) Funktionen von x, welche im Falle |A|> 1 fiir

2xix
ew

2nizx

e @ | = R|A|" wund em Falle |A]| < 1 fiir

=r

meromorph sind, dre Periode w besitzen und ein Fundamentalsystem von Lisungen

der homogenen linearen Differenzengleichung
Diml@) fle+lh)=o (86)
1=0

bilden. Weiter seien o, und o, positive reelle Zahlen, welche im Falle |A] > 1
den Ungleichungen ¢, <@, =R, ¢, =r und im Falle |L| <1 der Ungleichung

0, < 0s = 7 geniigen und so beschaffen sind, dass die Funktionen f; (z) (s=1, 2, ..., n)
2ai
Siir o, =le © | <o, keine Pole besitzen, und F eine beliebige positive reelle Zahl.

Endlich set A{z, f(x), flx+h), ... fle+n—1)h]} eine Funktion der n+1 Ver-
dnderlichen x, f(x), flx+h), ..., flx+ (n—1)h)], die in dem durch die Ungleschungen

27y

eléle ¢ l§921 | f@I=F, |fletB)]|=F, ... |flz+B—0)k]=F




Zur Theorie der nicht linearen Differenzengleichungen. 337

definrerten  Bereiche in diesen Varcabeln reguldr ¢st und daselbst durch eine Ent-
wecklung von der Form

Az, flx), flet+h), ..., fled+n—1)h]}=

2aiax

=SS Tue el St e et )i o (87)

Ay &y, ey =0  a=—o
atoapt e tay =2

dargestellt werden kann, und es sei

Pz, flx), flx+h),... flat@m—1)h]}=

n—1

= — N milx) fle+ 1h) + Alw, f(@), fle+h), ..., fle+m—1)h]}. (88)

Dann kann man stets tn mannigfach verschiedener Weise eine Funktion
Slx, ey oy oo .y €n) der unabhingigen Verdnderlichen x uwnd vonm wm Parametern
Gy, Cay - - -, Cn von der Beschaffenheit angeben, dass ein Paar positiver reeller Zahlen
0y, 05, welche den Ungleichungen o, = o, < 0, = 0,, 0, = r geniigen, eine Funktion

@ (x) von = allein, welche in der ganzen Ebene meromorph tst und <n dem durch
2nix

= 0, definierten Streifen weder Nullstellen noch Pole
besitzt, und eine positive reelle Zahl C existieren, so dass im Falle |1]> 1 in dem
durch die Ungleichungen

die Ungleichung o, = |e ©

0=

2ris
e @

= olil lel=C (s=1,2,...,n)

und tm Falle | 1| < 1 in dem durch die Ungleichungen

e w

2nix|

olil = =90, |al=C (s=1,2,..., n)

definverten Bereiche tn den n+ 1 Variabeln z, ¢y, ¢y, . . ., Ca

1.) die Funktion dieser Variabeln

n

Fla, e, e vy Cn) — Z cs fi ()

§=1

reguldr vst;
%) g '

43—31104. Acta mathematica. 57. Tmprimé le 19 aout 1931.
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2.) die Funktion f(z, ¢, s, ..., n) die Gleichungen f (x, 0,0, ..., 0 =o0,
of _ -
(0—68)“:0_12(@ =1,2 ...
Co=10
tp=0

und flx+ o, ¢, Cs, . .., ) =fl2, €, Cs, . . ., Ca) 2dentisch befriedigt und
3.) der Differenzengleichung
Sletnh, e,e, ..., =Pz, flx, e, e, ..., ca),
Sethoey ey e flatln—1)h ey . al} (89)
geniigt;
4.) keine Relation von der Gestalt
G{x, flx, e C..yCn)y, flXt+h e, nen) ..
f[x+ (’)2— I)h, €y, L TR c”]}zo (90)

tdentisch in z, ¢, ¢y, . . ., Cn besteht.

Wenn insbesondere der Ausdruck Z Dro A% fiir keinen ganzzahligen Wert von

1=0
a verschwindet, dann gibt es eine und nwr eine Funktion f(x, ¢, ¢y, . . ., ca) der
n+ 1 Verdnderlichen x, ¢, ¢y, . .., ¢u von der Beschaffenheit, dass eine positive reelle

Zahl C existiert, so dass tm Falle |A| > 1 in dem dwrch die Ungleichungen

' 2miz

Y eT égﬁlxln’ Icf"léc (’9::1)2:‘--)77’)

=
S =

und tm Falle |1| < 1 in dem durch die Ungleichungen

2niz
g,lll"éle © =0, Je|=C (s=1,2,...,m)
definierten Bereiche in den Variabeln z, ¢, ¢, . . ., €

1.) die Funktion dieser Variabeln

n

flx, e 05 ..., n)— 2 ¢s fx ()

§=1
reguldr ist und

2.) die Funktion f(z, ¢, ¢y, - . ., &) die Gleichungen f(x, 0,0, ..., 0)=0 und
fletw, et ..., =flz, ¢, c ..., cn) befrvedigt und
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3.) der Differenzengleichung (89) gewiigt.
Diese Funktion f(z, ¢y, Cs, . . ., ¢) befriedigt dann auch die Gleichungen

il
und liefert daher keine Relation von der Gestalt

G{x, flx, ¢, Cg ..y ), . flXx+h, e ooy Cn)ye. sy
flz+m—1)h ¢, ..., )}y =0. (90)

Setzt man namlich in diesem Falle D\ s fs(x) = (@, ¢;, €3, - . ., cn) und ver-
s=1
steht wunter C eine hinreichend Flevne positive reelle Zahl, dann sind durch die
Differenzengleschungen

2ip(@) [+ Uh oy ey -, 0n) = AL, [V (2, 04, 03, - -, ),
=0

f(v—l) ((L‘ + h7 Cl) c21 sty 0n)7 ety f(v—l) [Z' +(%— I)h7 cl) 621 feyy Cn]} (91)

("’: I’ 2’ 37 i ')
und durch die Forderung, dass die Differenzen
f('u) (‘/l;) CI; 623 RIS | Cﬂ) —f(O) (xx Ch 627 sy c") (’V:I7.27 31 . )

em Falle |A|>1 in dem durch die Ungleichungen

2nix
o=lev |=Zolil lel=C (s=1,2,...,7)
definierten Bereiche in den Variabeln x, ¢, ¢y, . . ., ¢n und tm Falle |A| <1 on dem
durch die Ungleichungen
2w i®
elilr=sle @ =0 lal=C (s=1,2,..., 1)

definerten Bereiche in denselben Variabeln reguldr sein und die Funktionen
S, ey 05 o) =1, 2, 3,...) die Gleichungen

f(a/) (‘x‘i— @, Gy, 02) ey c") =f(v) (xy C1y 027 sy c") (’V: I, 2, 31 . )
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befriedigen sollen, die Funktionen fW(x, ey, ¢, ..., ) (v=1,2,3,...) emndeutig
bestimmt und die so erhaltene Funktionenfolge f*) (x, ¢, ¢s, .. ., &) v=0,1, 2, 3,...)

konvergiert fir alle x, ¢y, ¢, . . ., €, welche den Ungleichungen

2alx
o,=le © |=Zalil, |el=C, (s=1,2,...,m)
bew. den Ungleichungen
i
alif=le [2en lal=C =12,

geniigen, gleichmdssig gegen eine Grenzfunktion f(x, ¢y, ¢y . . ., Cn), welche die DBe-
dingungen 1.), 2.) und 3.) erfillt.



