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ZUR THEORIE DER ORTHOGONALEN DETERMINANTEN

VON

E. NETTO

in GIESSEN.

Nachdem im sechsten Bande der Acta mathematica S. 319—320
Herr T. J. Stierties vermutungsweise den Satz ausgesprochen hatte: Be-
deuten a,, und b, (x,A=1,2,...,n) orthogonale Systeme von der Determi-
nante + 1, und verschwindet die Determinante |a, + b, |, so verschwinden
mit ihr gleichzeitig auch alle ihre Subdeterminanten (n — 1)* Ordnung, habe
ich die Richtigkeit desselben im neunten Bande S. 295—300 dargelegt.
Ich komme hier auf denselben Satz zuriick, weil der eben angefiihrte
Beweis des Vorzuges entbehrt, das Theorem in der Form einer Identitat
wiederzugeben; weil ausserdem die Determinante |a, 4 &,,| noch in in-
teressanter Weise gedeutet werden kann; und weil ich endlich eine Er-
weiterung des S11ELTJIES'schen Satzes mit Hulfe einer Determinanten-Formel
geben werde, die mir noch nicht bekannt zu sein scheint.

Diese Formel kniipft an den Lapracr’schen Determinanten-Zerlegungs-
satz an, Es sei |¢;|=C (i,k=1,2,...,4) eine Determinante des Grades
p=m, 4 m,; der Coefficient von ¢, in der Entwickelung von C werde
mit C,,, der Coefficient von ¢,.c, mit C,;, u. s. w. bezeichnet. Dann
konnen wir das Laprace’'sche Theorem so schreiben:

(1) %Clil,...,m,im‘ = (.
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Bedeutet nun, unter Beibehaltung der Bezeichnungen, C eine Determinante
des Grades v, wobei » > u sein soll, dann ist

2 —
( ) %Clil,...,m,iml N Cm,+1,iml+l,...,pﬁ“ - C' 011,22,...,;1;4.?

falls die Summationen in der Formel (2) genau so weit wie in (1) aus-
gefihrt werden, so dass also bis auf die Folge stets

Tiylayeses by byprseeey?, Mt I,2, ..,

identisch ist.

Der Beweis fur diese Verallgemeinerung des Zerlegungssatzes ist
einfach zu fuhren. Der Ubersichtlichkeit halber gebe ich ihn nur far
den Fall m =m, =2; p=4; v =6 wobei der Satz dann

011,22 033,44 + 012,23 31,44 + 013,21 032,44 + 013,24 031,42 + 011,24 032,43 + Cm,u 033,41

— v
=C. (’11,22,33,44

(3)

lautet. Entwickelt man die Determinante 8*" Ordnung

Cs1 Cyg Co3 Cyy G5 G5 O O
Cap €y Gy Cyy €y € O O
Csp Gz G5 Csy G5 G O O
Co1 Cs3 Ces Cou G5 Cos O o
¢ Gy G5 6y O O €5 O
Cov Caa Gy Gy O O Gy Cy
Cp Gy Gz Gy O O Gy Gy
Co1 Coa Gz Gy © O Cgs  Cos

nach dem Lapracr’schen Satze in die Summe von Producten aus Deter-
minanten der vier ersten und der vier letzten Zeilen, dann entsteht die
linke Seite der obigen Formel (3). Eine leichte Umformung fihrt die
aufgestellte Determinante in die Gestalt
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itber, welche die rechte Seite der Formel (3) liefert. Genau in derselben
Weise wie in diesem Special-Falle wird die Richtigkeit des verallgemeinerien

Laplace'schen Determinantensatzes dargetan.

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Gegenstand, bei dem wir
die abgeleitete Formel benutzen werden.
Es mogen a, und b, (x,A=1,2,...,n) zwei beliebige orthogonale
Systeme, und U, ,u, (p=1,2,...,m;v=1,2,...,k) zwei Systeme
von unbestimmten Parametern sein. Dann wird bei Benutzung der Ortho-
gonalitits-Bedingungen

(4)

'u/u g ey

e s+ s e s 4 e e

Uiy s seey

Zvd?x bl x

= e o« s+ o

Eulxblz

uln

ul'n

y O 4.

.y O

y, O ... O

Z"alzblz + 1 ) Ealxbh

ay + by ey @y F 0, Uy, Uy

anl +bn1’ M arm +bnn1 Unl’ A | Unk

y 200y, + 1, .

’ Zulz b?x

biys ey byy,0,0,0,...

binsy vvey by, 0,0,0,...

o

o

3 s

b

,O,I,

« o & &t o 4 e s e & o+ e s o

0,0,..

., 0,0,1,0,...

« ¢ & o o
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und ebenso erhilt man umgekehrt durch Multiplication die Determinanten-

beziehung
Zalxblz+l72’alxbn 3 v Ull)"'!U;k
Za,b,, y 2y by 1, .0, Uy, e s Uy,

.........................

...............

---------------

.........................

anl+bnl7""ann+bnn""?I]nl)"')Unk
Suypby 5oy ZUpby 5.0 O yoov, O

Suuby 5oy Dupyby ..., O ,..., O

Da die Determinante der b, den Werth + 1 besitzt, so folgt aus den
beiden Gleichungen (4), (5), dass das System der k" Subdeterminanten
von |a, + b.| ganz, linear und homogen durch dasjenige der k*® Sub-

determinanten von lZaubﬂ, + &,,| darstellbar ist, und umgekehrt jenes

durch dieses. Hier bedeutet ¢,, wie gewdhnlich o oder 1, je nachdem
p von 2 verschieden oder gleich A ist. Der Satz gilt natiirlich auch fur
k= o.

Mit den a,, und &, bildet bekanntlich auch gahbﬂx gleichzeitig ein

orthogonales System, und wenn |a,| = |b,|= 1 ist, so ist auch die De-
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terminante von Za“bp, gleich 1. Bezeichnen wir dieses neue, compo-
x

nirte System durch ¢,,, so sagt der Srtierries’'sche Satz, dass mit der
Determinante #' Ordnung |c,, + ¢;,| auch alle ihre Subdeterminanten
(n — 1) Ordnung verschwinden.

Bedeutet also c,, ein beliebiges orthogonales System mit der De-
terminante - 1, so ist der SrtievtsEs’sche Satz zugleich eine Verall-
gemeinerung und ein Specialfall des folgenden: Mit der Determinante
{€a + ea| verschwinden zugleich alle ihre Subdeterminanten (n — 1)** Ord-
nung, wenn c, ein orthogonales System mit der Determinante D = 4 1
bedeutet.

Um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wir, ohne zunichst iiber das
Vorzeichen von D = |c,,| etwas festzusetzen, |¢, + ¢, | nebst ihren Sub-
determinanten durch A, A, A,;.;,.... Dann folgen ans den Gleichungen

Cut 1,650y €y ¢y Cg .- Cnt 1,Ch,--0y Ciy
e = e s & » 8 e + s s e -621 622--.=.
Cin 902n7""cnn+l e e e Cn1 7c2n9"°’c1m+1
bezw.
!
r, o s O g e Ci15Cr2y Cigy v -
CiasCor+ 1, Cp ... Ca1y Cpz5 Cogy »»

Cizs Cy 5C+1,... C319 C309 C335 + 4

o Cyy yCat+ 1, Gy
Cs sy G 3 Cut+ 1,
Gyt 1, €y Gy, CogF+ 1,  Coy
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die Relationen
(6) AD = A,

bezw.
An(l + D)= A

oder statt der letzteren allgemeiner

N A1+ D) =a.

Ebenso liefert

Cut 1,6, € , Cq

Cis3 5CupyCoyt+ 1, €5 ...

€y 9 Cuy €y 5 Cu+ T,..

-------------------

i+ 1 ;655 €3 5.

ehwt+1—1,¢5, €3 ,...

== Cn 9Cs2,Coa+ 1, ...
Cn yCi2y  Ci3 oy .-
die Relation
AITD - Aﬂ
oder ebenso allgemeiner
(8) AaD = —A,,.

I , O, O y O PR Ci13 Cias + -

(A=kx)

Dic angegebene Methode fithrt in derselben Weise auf weitere Gleichungen,
deren Bildungsgesetz durch die folgenden Resultate leicht erkannt wird.

Es ist
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DA = A,
DA, = A—A,,
DA, =— Ay,
Dsz,M = A— (Axx + Ay + Ao
DA,.,, =—~A,+ A,
(9) DAy = A
DAy = A—(Bu+ An+ AL+ (Bup+ B + D)
— D
DAy =— By (B + Air) — Brsirps
DA e = D= B>
D Ax}.,,uv,pa' = sz,v,‘,,,,, ’

Hier bedeuten x, A, #,v, p, ¢ von einander verschiedene Zahlen.

Aus den erhaltenen Gleichungen wollen wir nun die auf unser
Theorem beziiglichen Schltisse ziehen. Wir hatten D =1 und A =o
vorausgesetzt. Dann zeigt (7) sofort, dass alle A,, verschwinden, und
zwar liegt dieses Resultat in der Form einer identischen Gleichung vor.
Multiplicirt man ferner die bekannte Relation, die tbrigens auch aus (2)
entnommen werden kann,

A, Au - sz Alx = A. Axx,n

mit (1 4 D)* und tragt in das Product die Resultate (6) und (7) ein,
so folgt

(10) ALD(1 + D) = A{(x + D)’A,.n— A}
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oder auch

(10') AL(1 + DY = Al2(1 + D)A,, ) — A}
oder endlich mit Hiulfe von (9)

(10") L1 4 D)= AlA — 28, — 248, + 448,

Durch jede der Gleichungen (10) ist der noch ubrige Teil des STELTIES'-
schen Satzes in unserer Form mit Hulfe identischer Gleichungen aus-
gedriickt; denn es wird klargelegt, dass bei A =0, D= + 1 alle A,
verschwinden mussen. Will man auch die Voraussetzung der Orthogona-
litat in die Formel selbst aufnehmen, so reicht es aus, nach KrRONECKER'-
scher Art zu schreiben:

A1 4+ D) =A,
AL+ D= A{2(1 + D)A,0— A},
(modd. ¢, ¢51 + . -« F CouCin — &45)- (@A=1,2,..., )

Wir konnen aus den aufgestellten Formeln noch weitere Schlisse
ziechen. Wir wollen voraussetzen, dass ) = — 1 sei. Dann muss wegen
(6) die Determinante A = o werden; wir wollen weiter annehmen, dass
auch noch die Subdeterminanten (n — 1)*** Ordnung von A verschwinden.
Dann liefert (9) die 3 Gleichungen

- Axx,).) = + Au,)«l’
- A:o(,).‘u. = + Axx,!Ll’
- Ax).,;w = + A).x,vy.’

deren erster wir das Resultat A, ,, = o entnehmen. Die zweite liefert
wegen der schon einmal benutzten Beziehung

Axx,l). Axx,,up. - Axx,l;z Axx,,u.l = éxl Azx.)},/;p.

in gleicher Weise A,,,, = o. Es erscheint wahrscheinlich, dass auch alle
A, verschwinden. Um diese Vermutung belegen zu konnen, greifen



o

Zur Theorie der orthogonalen Determinanten. 113

wir auf die in der Einleitung gegebenen Formeln zuriick und benutzen
hier (3) in der Gestalt

(I I) Azx,n A,u/l.,w + Az).,l;z A,ux,w + Axp.,/\x A;ul,w + Axﬂ,}\v A[zz,vl
+ Axx,).v A,u.).,u/; + Azl,).v A;Lp,vx = AAxx,).l

R

Da man in jedem A, die ersten Indices a,y oder die zweiten g, ¢
unter einander vertauschen kann, so bleibt links nach den bereits er-
haltenen Resultaten wegen A, ,, = o und A,,,, == o nur Ein nicht ver-
schwindendes Glied, namlich

2
Ax;;,lv A,ux,v). = - Axﬂ,lv

zuriick; und weil die rechte Seite wegen A = o verschwindet, so muss
auch A,,, zu Null werden. Es zeigt sich also: Ist D = — 1, dann muss
A = qQ sein; wenn auch alle Subdeterminanten (n — 1)** Ordnung von A
verschwinden, so verschwinden gleichzeitig auch alle Subdeterminanten (n— 2)*
Ordnunyg.

Die Richtung, in welcher die weiteren Resultate zu suchen sind, ist
jetzt ersichtlich: Wir rehmen zunichst D = 4 1, A = o0 und alle A,
bei gleichen oder ungleichen Indices = o. Dann giebt (g)

Azz,u,;tp. = - Ax:,u,p.,u.’

Azx,M,pw = - Axx,ll,v;.t )
Axx,).;z,vp = Axx,;x).,pv’
Ax).,;tv,pzr = A).x,v,u,b‘p .

Hier folgt das Verschwinden der drei ersten Arten von Subdeterminanten
durch die bereits zweimal besprochene Schlussfihrung. Fir die letzte Art
reicht es aus, auf (2) zuriickzugreifen, darin m, =m, = 3 zu setzen, und
die erweiterte Larrace’sche Formel mit dem Anfangsgliede A,, ., ., A, .
aufzustellen; auf deren linker Seite bleibt alsdann nur A, .. A,,,.
Null verschieden. Daraus folgt das erwarterte Ergebnis.

Das allgemeine Resultat unserer Untersuchungen ist also das fol-
gende: Je nachdem D= -+ 1 oder = —1 ist, sind die ersten nicht samtlich
verschwindenden Subdeterminanten von A wvon der Ordnung (n— 2m) bezw.

(n— 2m — 1), wobei m eine positive Zahl oder die Null bedeutet.
Acta mathematica. 19. Imprimé le 16 février 1895, 15
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Endlich mdge noch erwahnt werden, dass, wenn man in (4) und (5)
fur die a, das Einheitssystem einfuhrt, eine Reihe von Beziehungen
zwischen den Subdeterminanten von A sich ergiebt. So findet man
z. B, fur k=1

0y | Dgs = ;Aa,cw.

2
I

Giessen d. 19. Mai 1894.




