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ZUR THEORIE DER 0RTHOGONALEN DETERMINANTEN 

V O N  

E. NETTO 
in G I E S S E N .  

Naehdem im sechsten Bande der Ac ta  m a t h e m a t i c a  S. 319- -32o  
Herr T. J. STIELTJES vermutungsweise den Satz ausgesprochen hat te :  Be- 
deute~ a~x und bxa (z , 2 = i , 2,  . . . ,  n) orthogonale Systeme yon der Deter mi- 
nante q - I ,  und verschwindet die Determinante [ ax~ -[- b~a [, so verschwinden 
mit ihr gleichzeitig auch alle {hre Subdeterminanten ( n - -  I) t~ Ordnung, habe 
ich die Richtigkeit desselben im neunten Bande S. 295--3o0 dargelegt. 
Ich komme bier auf denselben Satz zuriack, well der eben angefahrte 
Beweis des Vorzuges entbehrt, das Theorem in der Form einer Identitat 
wiederzugeben; weil ausserdem die Determinante ]a,a-I-b~l noch in in- 
teressanter Weise gedeutet werden kann; und weil ich endlich eine Er- 
vceiterung des STIELTJES'schen Satzes ,nit Htilfe einer Determinanten-Formel 
geben werde, die mir noch nicht bekannt zu sein scheint. 

Diese Formel kn~pft an den LAFr, AcE'schen Determinanten-Zerlegungs- 
satz an, Es sei I c;k]= C (i, k ~- I, 2,...,/~) eine Determinante des Grades 
/J = nh "b m~; der Coefficient yon c~z in der Entwickelung yon C werde 
mit C~, der Coefficient yon c~a. cr~ mit C~z,r ~ u. s. w. bezeichnet. Dann 
k0nnen wir das LAeLxc~'sche Theorem so schreiben: 

(') m,,  �9 - -  C .  

O) ' " "  ml "'" 

Acte~ mathematics, 19. Impr im~ le  9 mars  1895. 14 
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Bedeutet nun, unter Beibehaltung der Bezeichnungen, C eine Determinante 
des Grades ~, wobei ~ > p sein soll, dann ist 

(2) X c , , , . ,  .c.,+1,,.,+,,...,~,~ = c .  c,1,. ~,  (~) .... , ~ ra~ ,'", 

falls die Summationen in der Formel (2) genau so welt wie in (x) aus- 
gefahrt werden, so dass also bis auf die Folge stets 

i l , i~,. . . , i , , , , , im,+l, . . . , i ,  mit 1 , 2 , . . . , #  

identisch ist. 
Der Beweis far diese Verallgemeinerung des Zerlegungssatzes ist 

einfach zu fahren. Der l~bersichtlichkeit halber gebe ich ihn nur far 
den Fall m~-~ m 2 = 2; p = 4; ~ = 6 wobei der Satz dann 

C,1,. C,,,,. + C,,,. C..1,,. + C,,,,, C,,,.. + C,,,~, C,,,,, + C,1,,, C,,,,. + C.,,, C,..,,~ 

(~)  = C ,  C11,2,,,,,4 4 

lautet. Entwickelt man die Determinante 8 ter Ordnung 

Ca] Ca2 Cs8 Cat C35 C3~ O O 

r C4~ C43 C4t C4~ C46 O O 

C51 Ca~ C~a C5~ C~ C~6 0 0 

C61 C62 C63 C64 C65 C66 0 0 

C11 Ci~ eta C14 0 0 CI~ C16 

C21 C~ C~ C24 0 0 C2~ C2e 

C61 C62 C~ C64 0 0 C6~ C6~ 

Csl C~ Co~ C~4 0 0 C~6 C6~ 

nach dem LA~'r,AcE'sehen Satze in die Summe yon Producten aus Deter- 
minanten der vler ersten und der vier letzten Zeilen, dann entsteht die 
linke Seite der obigen Formel (3). Eine leiehte Umformung ftihrt die 

aufgestellte Determinante in die Gestalt 
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Cll Cz~ Cls C14 C15 

C2z C~2 C~s C~4 C21 

Csz C3 2 Ca3 C3~ Css Cs~ 

C~z c ~  C~ C~ C~ C~ 

C~z C~2 C~ C~4 C~ C~ 

C~z c ~  Ce~ C~ C~ C~e 

Cz e Cz 6 Cz,s 

C6 6 Ca 

C6 6 C~ 
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(4) 

a .  + b . ,  . . . ,  a,. + b,., U . , . . . ,  U,, 

�9 �9 �9 ~ o ~ ~ . �9 ~ . . . ~ �9 �9 . �9 �9 �9 . 

a., + b.~, . . . ,  a..  + b.. ,  V.~, . . . ,  U., 

U l l  ~ . . . )  U l ,  ) O ) . . . )  0 

�9 ~ ~ ~ ~ , ~ �9 ~ �9 ~ ~ o ~ ~ . �9 �9 �9 ~ . 

~ I  ~ "'') ~k. ) 0 ) .... 0 

bzl  ~ . . . )  b . l  ) O) O) 0 ~ ... 

�9 �9 . �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 . �9 

b l .  ) . . . )  b. , ,  ) O ~ O ~ O) ... 

0 ~ . . . ~  0 ) I ) O )  O )  . . .  

0 ) . . . ~  0 ) O )  I ) O )  . . .  

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , . , �9 �9 �9 ~ �9 

X,a~,b~ + z , la~,b2, , �9 �9 �9 , Un , . . . ,  ~ [ 

s , Iu,,b~ , . . . ,  o , . . . , .  . .~ I 

tiber, welche die rechte Seite der Formel (3) liefert. Genau in derselben 
Weise wie in diesem Special-Falle wird die Richtigkeit des veraUgemeinerten 
Laplace' schen Determinantensatzes dargetan. 

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Gegenstand, bei dem wir 
die abgeleitete Formel benutzen werden. 

Es mSgen a~ und b~ (x, 2 = z, 2 , . . . ,  n) zwei beliebige orthogonale 
Systeme, und U~,, u~, (/_t = I ,  2,  . . . ,  n;  ~ = I, 2 ,  . . . ,  k) zwei Systeme 
yon unbestimmten Parametern sein. Dann wird bei Benutzung der Ortho- 
gonalitats-Bedingungen 
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und ebenso erhMt man umgekehr t  durch Multiplication die Determinanten- 
beziehung 

�9 , ? a l , b 1 ,  + I , X a l , b 2 ,  , �9 - -  , U l l ,  " "  �9 , g l k  

2 a 2 ~  b , ~  , . , Y , a ~ b ~  + I , . . . , U ~ ,  , . . . , Uo~  

(5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

U l l  ~ U I 2  ~ . . . ~ O ~, �9 . . ~, 0 

�9 �9 . , �9 . �9 �9 �9 �9 . �9 . �9 . �9 �9 . . �9 �9 �9 �9 . �9 

~ t l  ~ U k 9  ~ . . . ~ 0 ~ . . . ~ 0 

b n , . . . ,  bl,,~o, o~ o ~ . . .  
�9 �9 �9 ~ . �9 �9 ~ �9 . . . .  ~ �9 

b , l  ~ . . . ~ b , , ,  ~ o ~ o ~ o ~ . . . 

�9 0 ~ . . . ~  O ~  I ~ 0 ~ 0 ~ . . .  

0 ~ . . . ~  0 ~0~ I ~ 0 ~ . . .  

0 9 . . .  ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~  I ~ . . .  

�9 . ~ . ~ ~ ~ . o ~ �9 ~ ~ ~ �9 

an "[- b,, ,  . . . ,  al. + b, . ,  . . . ,  U l l  ~, �9 .?~ U l k  

�9 ~ ~ . . �9 . ~ . . . , �9 . , , �9 �9 . . o , , , . 

a . ,  + b . l  , . . . , a . .  + b . . ,  . . . , U . I  , . . . , U . ,  

X u ~ , b ~ ,  , . . . ,  X u ~ b . ~  , . . . ,  o , . . . ,  o 

�9 , . , �9 . �9 �9 �9 , �9 . �9 . �9 �9 . . �9 . �9 �9 . . �9 

, ~ u . , b l ,  , . . . , ~ u . ~ b , ,  , . . . , 0 , . . . ,  0 

Da die Determinante der b,~. den Wer th  + I besitzt, so folgt aus den 
beiden Gleiehungen (4), (5), dass das System der k te€ Subdeterminanten 
yon l ax~ + bx l ganz, linear und homogen aureh dasjenige der k re" Sub- 

determinanten yon I ~ a ~ , b z ~  + s ~ , ]  darstellbar ist, und umgekehrt  jenes 
i 

durch dieses. Hier bedeutet s~ wie gew0hnlich o oder I, je nachdem 
r yon 2 verschieden oder gleich 2 ist. Der Satz gilt natiirlich auch far  
k~- -o .  

Mit den a~, und b~ bildet bekanntl ich auch ~ a ~ , b z ,  gleichzeitig ein 

orthogonales System, und wenn l a, l = l b ,~ [=  ~ ist, so ist auch ale De- 
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terminante yon ~a~b~, gleich i. Bezeichnen wir dieses neue, compo- 

nitre System durch c~, so sagt der STIELTJES'sche Satz, dass mit der 
Determinante n te~ Ordnung t c~ + %,1 auch alle ihre Subdeterminanten 
( n - - I )  t~ Ordnung verschwinden. 

Bedeutet also c~ ein beliebiges orthogonales System mit der De- 
terminante + I, so ist der STIELTJES'sche Satz zugleich eine Verarll- 
gemeinerung und ein Specialfall des folgenden: ~;llit der Determinante 
I c~ 34-~1 verschwinden zugleich alle ihre Subdeterminanten ( n -  I) te~ Ord- 
hung, wenn c,~ ein orthogonales System mit der Determinante D ~--- -t- I 
bedeutet. 

Um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wit, ohne zunachst fiber das 
Vorzeichen yon D = I c~[ etwas festzusetzen, [c~-1-z~,] nebst ihren Sub- 
determinanten durch A ,  A ~ ,  A~,r~, .... Dann folgen aus den Gleichungen 

C l l  ~ I ~ C21 ~ �9 �9 �9 ~ Cnl 

�9 ~ �9 �9 * ~ �9 * �9 ~ �9 �9 

e l n  ~ e 2 n ~  �9 . , ~ e n n  ~ [ 

CI1 C17 �9 �9 . 

C2t C'22 �9 �9 �9 

Cl1 -Ji-- I ~ C12 ~ . �9 �9 ~ Cln 

�9 �9 ~ �9 ~ �9 . ~ , �9 �9 ~ 

e n l  ~ C2n ~ �9 . . ~ e n n  -Jr- [ 

bezw. 

I ~ 0 ~ 0 7 . . .  

Cl~C22Jr- I , C~ , . . .  

C13 ~ e23 ~ e33 331- i ~ . . .  

�9 �9 . �9 �9 . �9 �9 . �9 �9 �9 , �9 

C l l  ~ C12 ~ C13 ~ �9 �9 . 

C2I ~ C22 ~ C23 ~ �9 . . 

CB1 ~ C32 ~ C33 ~ �9 . . 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 

C l l  "4-  I ~ I ~ C12 ~ C13 ) �9 . . 

C21 ~ C22 ~ I ~ C23 ~ . . �9 

C3l ~ C~2 , C ~ 3 - ~ -  I ~ . . .  

�9 . �9 , . �9 . �9 . ~ �9 �9 �9 ~ , �9 �9 ~ ~ 

C2i ~ C22 -if- I ~ C23 ~ � 9  �9 

�9 �9 , �9 �9 , * �9 * �9 �9 �9 * �9 

C 2 2 - 3  I-  I ~ C23 ~ . . .  

C32 ~ C33 -Jr- I ~ . . . 

�9 , * �9 * * * * * * * * 
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die Relationen 

E. Netto. 

(6) AD = A,  

bezw. 

All( l  "~-- D ) =  A 

oder statt der letzteren allgemeiner 

+ D ) = A .  (7) 

Ebenso liefert 

die Relation 

CI1 ~ -  I ~ C21 ~ C;; 1 ~ C41 . . . .  

I ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~ . . .  

C13 ~ C23 ~ C33 J I -  I ~ C43 ~ . �9 �9 

C14 ~ C24 ~ C34 ~ C44 - ~  I ? �9 �9 . 

�9 �9 , �9 �9 . �9 �9 . , . �9 �9 . �9 . . . . 

I CI 1 ~ C12 ~ �9 . . 

I717:i 

oder ebenso allgemeiner 

(8) 

AI~D ---- __ A21 

Die angegebene Methode fiihrt in derselben Weise auf weitere Gleichungen, 
deren Bildungsgesetz durch die folgenden Resu[tate leicht erkannt wird. 
Es ist 

C31 ~ C32 ~ C33 -~-  I ~ . . . 

C41 ~, C42 ~ C43 �9 ~ �9 . . 

�9 . �9 �9 . �9 �9 �9 . �9 �9 �9 . . . . . 
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D A  = A ,  

DA,~ = ~ Aa,, 

DAxx, a ~ = A - - ( A  + Azz) + Ax,,,~a , 

D A xx,z~.,,u, ~ 

/ ~  ~tx,vlL : 

D zX,x,~,,p = /x  a,p, ~ A ~,p, , 
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Hier bedeuten x ,  2 , / . t ,  ~ , p ,  a v o n  einander verschiedene Zahlen. 
Aus den erhaltenen Gleichungen wollen wir nun die auf unser 

Theorem bezfiglichen Sehlfisse ziehen. Wir  hatten D = z und A ___ o 
vorausgesetzt. Dann zeigt (7) sofort, dass alle Axx verschwinden, und 
zwar liegt dieses Resultat  in der Form einer identischen Gleichung vor. 
Multiplicirt  man ferner die bekannte Relation, die Qbrigens auch aus (2) 
entnommen werden kann, 

mit  (~ + D) 2 und tr~gt in das Product  die Resultate (6) und (7) ein, 
so folgt 

( I 0 )  A : x D ( I  2 I - .D)2 ~ A{( I  .~ ~ ) ) ' ~ = t , , ~ - - A  I 
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oder auch 
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0~ 

oder endlich mit  Ht~lfe yon (9) 

(io") A~(x + D)'= a { a -  2~,~-- 

Durch jede der Gleichungen (xo) ist der noch iibrige Teil des STIELTJES'- 
schen Satzes in unserer Form mit  Ht~lfe identischer Gleichungen aus- 
gedrfickt; denn es wird klargelegt, dass bei A = o, D = + x alle A x 
verschwinden m~issen. Will  man auch die Voraussetzung der Orthogona- 
litgt in die Formel selbst aufnehmen, so reicht es aus, nach KI~OSECK~R'- 
scher Art  zu schreiben: 

a~,(~ + D) -m, 

(modd. % c , n  -t- . . "  -t" c~ . e z .  - -  s~,~). (a,,8= 1, 2, ...,n) 

Wir kSnnen aus den aufgestellten Formeln noch weitere Schlasse 
ziehen. Wi t  wollen voraussetzen, dass D ~- [ sei. Dann muss wegen 
(6) die Determinante A _--o werden; wit wollen weiter annehmen, dass 
auch noch die Subdeterminanten (n ~ I) t~ Ordnung yon A verschwinden. 

Dann liefert (9) die 3 Gleiehungen 

deren erster wir das Resultat A~x,~ ~ =--o entnehmen. 
wegen der schon einmal benutzten Beziehung 

Die zweite liefert 

in gleicher Weise A,,.a~ = o. Es erscheint wahrscheinlich, dass auch alle 
A,a.~ verschwinden. Um diese Vermutung belegen zu konnen, greifen 
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wir auf die in der Einlei tung gegebenen Formeln zurack und benutzen 
hier (3) in der Gestalt 

O z) A,x,~A~,,, + Ax~,~A~x,~, + Ax~,~xA~,,, + Ax~,~,A~,,,~ 

Da man in jedem A~Z,~ ~ die ersten Indices a ,  T oder die zweiten fl ,  d 
unter einander vertauschen kann, so bleibt links nach den bereits er- 
haltenen Resultaten wegen A ~ = o und Axx,~, == o nur Ein nicht ver- 
sehwindendes Glied, n~mlich 

A x~,~.,, A # x , v ~  ' 2 
~ / k x p , ~  v 

zurtiek; und weil die rechte Seite wegen A = o versehwindet, so muss 
auch A,s,~ ~ zu Nul l  werden. Es zeigt sich also: Ist  D ~ - ~  z, dann muss 

A = 0 sein; wenn auch alle Subdeterminanten ( n -  1) ~ Ordnun# yon A 

verschwinden, so versehwinden gleichzeitig auch alle Subdeterminanten ( n - -  2) to~ 
Ordnun#. 

Die Richtung, in welcher die weiteren Resultate zu suchen sind, ist 
jetzt  ersichtlich: Wir  r ehmen zunachst D = -F z, A ----- o und alle A~B,~ 
bei gleiehen oder ungleichen Indices = o. Dann giebt (9) 

A ,~#,~p ~ - -  Axx,~.,p ~ 

A z L # v , p  c, ~ ~ A~x,.~,~.~p. 

Hier folgt das Verschwinden der drei ersten Arten yon Subdeterminanten 
durch die bereits zweimal besprochene Schlussfi~hrung. Ffir die letzte Art  
reicht es aus, auf  (2) zuri~ckzugreifen, darin m~ : m ~  = 3 zu setzen, und 
die erweiterte LhPLAcs,'sche Formel mit dem Anfangsgliede A~,~,~A~.~,~,~ 
aufzustellen; auf deren linker Seite bleibt alsdann nu t  A~,z.~,~A~,~s,~ yon 
Null  verschieden. Daraus folgt das erwarterte Ergebnis. 

Das allgemeine Resultat  unserer Untersuchungen ist also das fol- 
gende: Je nachdem 1) = q--  z oder - -  - -  z ist, sind die ersten nicht sdmtlich 

verschwindenden Subdeterminanten yon A yon der Ordnung 0 ~ - - 2 m )  bezw. 

( n - - 2 m ~  z), wobei m eine positive Za~l oder die Null  bedeutet. 
Aota  mathemat i va .  19. Imprim~ le 16 f6vrier 1895. 15 
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Endlich mSge noch erwahnt werden, dass, wenn man in (4)und (5) 
far die a~ das Emhelt~system einft'lhrt, eine Reihe yon Beziehungen 

zwischen den Subdeterminanten yon A sich ergiebt. So findet man 
z. B. fiir k = i  

X 

Giessen d. I9. Mai 1894. 


