SUR UN THEOREME DE M. FUCHS

PAR

H. POINCARE

a PARIS.

Les équations différentielles linéaires jouissent d'une propriété remar-
quable: Les points singuliers sont les mémes pour toutes les intégrales.
C'est ainsi que pour les équations dont les coéfficients sont des polynomes
entiers en z, les points singuliers sont les valeurs de z qui annulent
le premier coéfficient. C'est sur cette circonstance qu'est fondée la mé-
thode d'intégration de ces équations par les fonctions zétafuchsiennes.

Les équations non linéaires ne jouissent pas, du moins en géndral,
de la méme propriété. Ainsi I'équation trés simple

rde + ydy = o
a pour intégrale générale:
y = o —a*

¢ ¢étant une constante d’intégration. Et les points singuliers z = + ¢,
dépendent de cette constante et ne sont par conséquent pas les mémes
pour toutes les intégrales.

On est ainsi conduit & rechercher §'il existe, en dehors des équations
linéaires, d'autres classes d’'équations différentielles dont toutes les inté-
grales particuliéres aient les mémes points singuliers. C'est ce probléme
que M. Fucms a trés élégamment résolu dans un mémoire intitulée
Ueber Differentialgleichungen deren Integrale feste Verzweigungspunkte be-
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sitzen et inséré aux Sitzungsberichte de '’Académie de Berlin. (Séance
du 26 Juin 1884.)

Je rappelle succinctement les notations employées par le savant
géomeétre de Berlin et les résultats qu'il a obtenus.

M. Fucns considére une équation du 17 ordre:

(A) F(z. y,y)=o0

\ . . ’ P (] .
ou 2 est la variable indépendante et y' la dérivée _ll/ et dont le premier
oz

membre est une polyndme entier ¢n y et en y, ayant pour coéfficients
des fonctions quelconques de 2.

Si T'on considére un instant z comme une constante, I'équation (A)
devient une relation algébrique entre y et 3. On appelle p le genre de
cette relation.

L’équation

(®) Dz, y)=o0
est celle que l'on obtient en éliminant y' entre l'équation (A) et la
suivante:
oF
(B) 7= °

M. Fucas arrive d’abord & un résultat général qu'il énonce ainsi:

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen daftr, dass
die Integrale der Gleichung (A) feste, sich nicht mit den Anderungen
der Anfangswerthe stetig verschiebende Verzweigungspunkte besitzen,
sind die folgenden:

1. Die Gleichung (A) hat die Form:

(F) y" 4 Py A dym T+ P =0

worin ¢,, ¢,, ..., ¢, ganze rationale Functionen von y mit von ¢
abhangigen Coefficienten von der Beschaffenheit bedeuten, dass ¢,
hochstens vom Grade 2k in Bezug auf y ist.

2. Ist y = 7 eine Wurzel der Discriminantengleichung (C) fur
welche die durch (F) definirte algebraische Function 3 von y sich
verzweigt so ist 7 ein Integral der Gleichung (F). In der y als
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algebraische Function von y darstellenden Riemaxy’schen Fliche
hat » in sammtlichen tber y = 5 liegenden Verzweigungsstellen

, d
den Werth y' = (:d_z.
3. Je a Blattern, welche sichiny =9, y={= sz verzweigen,

entsprechen mindestens a — 1 mit y = » zusammenfallende Wurzeln
der Gleichung
F(z, y, {)=o0
mit der Unbekannten y.
En d'autres termes; l'équation (A) devra satisfaire aux conditions
suivantes:

(1)

1°. La fonction y' définie par cette équation ne pourra devenir
infinie que lorsque % sera lui-néme infini, ou pour certaines valeurs

particuliéres de z.

2°. Si l'on pose ¥, =31/, Y = %, I'équation (A) deviendra:
(A)) Fi(z, yi, 1)) = 0;

¥y ne devra pouvoir devenir infinie, si y, est nul, que pour certaines
valeurs particuliéres de 2.
3°. Les équations:

==
devront définir des intégrales singuliéres de l'équation (A).
4°. En différentiant 1'équation (A), on trouve:
dF dy | d¥ , | dF
dy ds d—y-y -+ P 0.

On devra avoir identiquement:

dF , | dF dF
?@?] + o PF + Qd_y'
P et @ étant des polyndmes entiers en y et en y’, ayant pour coéfficients
des fonctions de z.
Il est aisé de comprendre I'importance de ces résultats. Supposons
en effet que F soit un polynéme entier, non sculement par rapport ay
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et & y', mais encore par rapport & z. Alors, si les conditions précédem-
ment énoncées sont remplies, le nombre des points singuliers est fini et
ces points peuvent méme étre regardés comme donnés, de sortc que la
méthode d’intégration des équations linéaires par les fonctions fuchsiennes
est applicable, au moins dans ses traits essentiels. (n pourrait donc ainsi
concevoir l'espoir de découvrir une classe nouvelle d’équations différentielles
intégrables par ces transcendantes. Dans le cas méme ol F n'est pas
un polynéme entier par rapport a z, le résultat reste fort important.

Mais pour en tirer tous les fruits, il est indispensable de faire des
conditions précédemment énoncées uné étude plus approfondie. Cette étude
a été commencée et poussée assez loin par M. Fucus et je désirerais ici
la pousser plus loin cncore, afin d'arriver & des conclusions définitives.

Le nombre que nous avons appelé plus haut p joue dans cette étude
un role capital.

1°.  Supposant d’abord p = o, M. Fucns pose

O X0,
A YO M A X0)

@y, @, et &, désignant des polynémes entiers en ¢, dont les coéfficients
dépendent de 2. Il arrive ainsi & 'équation
Y dy + Ayt + 4,0
dZ 0 1 2
ou 4, 4,, 4, sont des fonctions de 2. C'est U'équation de Riccarr qu'il
est aisé de ramener, comme on sait, aux équations linéaires du 2? ordre.
Ainsi dans le cas de p = o, on n'obtient pas de classe réellement nou-
velle d'équations différentielles satisfaisant aux conditions énoncées.
Dans ce premier cas, je n'ai rien & ajouter aux résultats obtenus
par M. Fucns.
Ce savant géométre, examinant ensuite le cas de p = 1, pose:

O+ ¥ VR(t) o O, + ¥,VR(t)
T 0, + UJR(E) o, + V,JR(D)

les @, les ¥ et R étant des polyndmes entiers en ¢ avec des coéfficients
dépendant de 2z, et R en particulier étant du 4° degré en ¢.
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L’équation (A) est alors ramenée a la forme:
at A—
(I) 3—2: ‘10 +Alt+41‘,t +A\Il)(t)

ou les A et / sont des fonctions de :.
On déduit alors de 'énoncé de M. Fucus, cité plus haut, la condition
suivante

L , ,
(2) So (A, + A+ A, = (B, + BOR()

B, et B, étant des fonctions de 2.

On peut pousser plus loin encore I'étude de cette condition a laquelle
s'arréte le célébre analyste que non citons.

Soit:

(3) R(1) = (¢ — a)(t — Bt — Pt — 9)
a, 3, r et ¢ étant des fonctions de z. Posons:

_au + b
(4) T eu 4 d

@, b, ¢, d étant des foyctions de 2 que nous détermincrons plus com-
plétement dans la suite et auxquelles nous imposerons d’abord la con-
dition:

ad — bc = 1.

Les équations (1), (2) et (3) vont se transformer. En posant:

ad + b o 47+ D o _af +b g — ao 4+ b
¢ =7 +d’ Py 4 d r= e +d’ T+ d
on aura:
Rt (1 — o — B — o — ) R,

- (cu + d)(ca’ + dYe + dXey' + Ded” + d) - (ru + dy M

M étant une fonction de z,

Ay + A'w + A;'u? .
(en + d)2

By + Biu

A, + At + A = B, + Bt = =T
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les 4" et les B’ étant des fonctions de z. 11 vient ensuite

ﬂ _ dn + ¢, + U + Cu?
dz  dz(cn + d)* (e + d)

d’oli, en posant,
Ay — Cye dyy Ay — ==y, Ay — G = 4

on tirera:
d . -
:i—;‘ = Ay + dju + A’ + AR,

et on trouveralt aisément:

dR, aR,
dz + du

() + dju + Aju*)y = (By + Bluw)R,.

Ainsi la forme des équations (1), (2) et (3) n'est pas changée par la
transformation (4), ce qu’il était d’ailleurs facile de prévoir.
Nous déterminerons «, b, ¢, d en fonction de 2 par les conditions:

dao—b=(c+df—(c+b=d—c)jy—(b—a=0

qu’il est toujours possible de remplir et qui entrainent:

;

a' =0, g =1, ;=1

D’ou la conclusion suivante:
Il est toujours permis de supposer:

R(t) =t({t’ — 1)({t—0)

¢ étant une fonction de z qui-définit le module des fonctions elliptiques
engendrées par yR. Clest Phypothése que nous ferons désormais.
I’équation (2) devient alors:

andé  dR .
(1 — )5 + = (4, + 4t + A1) = (B, + BHR.

Faisons successivement dans cette équation:
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elle deviendra:
IR
G+ A+ A =0, (= —1, 0 1).

. dR . .
Mais —; De saurait s'annuler pour une de ces trois valeurs de f, sans

)

quoi ¢ serait égal & — 1, & O, ou a 1, et le nombre p ne serait plus
égal 4 1, mais 4 0. On a donc:

A, + At + A,t° = o, (t=—1, 0, 1)
d’ont

A=A, —4,—=o.
L'équation (2) se réduit alors a:

o do ]
1 — 1) 7= (B, + BOR.

Si dans cette équation on fait ¢ =4, il reste:

do

dz
Ainsi ¢ est une constante.

Si on regarde un instant 2 comme une constante, 'équation (A)
devient une relation algébrique de genre p. Cette relation définit une
certaine surface de Riemaxy § qui dépend de 2. Ici p=1; donc a
chacune de ces surfaces de RiemaNN correspond un systéme de fonctions
elliptiques et le module de ces fonctions pourra s’appeler le module de
la surface S.

1l résulte de ce qui précede que le module de la surface S est invarigble.

Cela posé, l'équation (1) devient:

dt L

d_z_ A\VR
ou:

{1 s

(j_:: — /‘(1,2'.

VR

R ne dépend que de ¢ et A ne dépend que de z; les variables sont donc
séparées.
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dp , . .. . .
Posons A=, pr étant une fonction de 2. L'inversion de la relation
di
— =dn
R
donnera:

Lo (n 4 o)

¢ étant Valgorithme d’'une fonction doublement périodique et ¢ étant la
constante d’intégration.

Les points singuliers de la fonction ¢, seront ceux de la fonction pu;
ils seront donc indépendants de la constantc d’intégration et seront les
mémes pour toutes les intégrales.

Ainsi dans le cas de p-= 1, comme dans cclui de p==0, nous ne
sommes pas conduits A une classe réellement nouvelle d'équations diffé-
rentielles.

Il reste & examiner le cas de p > 1, laissé de coté par M. Fucas,

Une petite digression "sur les surfaces de RIEMAXN est ici nécessaire.

Soit:

USARSES

une relation algébrique de genre p, définissant une surface de Rieyaxy S,
Soit
filyse ) <=0

une relation de méme genre définissant une surface de Riemaxy .

Les deux surfaces S, et S, seront dites ¢quivalentes si I'on peut
passer de l'une & l'autre par une transformation birationnelle, cest a dire
en établissant entre les deux points analytiques (y,, ). (v, ¥1), une
relation telle que y, et y, puissent s'exprimer rationnellement en fonctions
de y, ct y,; et réciproquement.

On sait quil y a certains invariants qui ne sont pas altérés par les
trangforinations birationnelles; ce sont les modules. Il y a 3p — 3 mo-
dules pour une surface de RiEMAxx de genre p > 1 et 1 module pour
une surface de genre 1. Deux surfaces de RiEmaxy équivalentes ont
donc mémes modules.

Reprenons maintenant 1'équation (A) et considérons-la comme re-
présentaht une surface de Riemaxy S variable avec z. Je dis que les
modules de cette surface S seront constants et indépendants de :z.
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En effet partons de la valeur initiale z, de z, a laquelle correspond
une certaine surface de Riemaxny ). Soient y, et y, les valeurs initiales
d'une certaine intégrale de l'équation (A) et de sa dérivée; le point
analytique (y,, y;) appartiendra & la surface S,.

Allons ensuite du point z, au point z, en suivant un chemin déterminé.
La surface de RIEMANN que nous avons appelée S et qui pour z=-=7, se
réduisait 4 S, variera avec ¢ et pour z=2¢,, se réduira a S,. Pour
z=12,, l'intégrale considérée et sa dérivée se réduiront a y, et y| et le
point analytique (y,, y;) apparticndra a la surface S,.

Faisons maintenant varier sur la surface S, le point analytique
(4o, ¥:) qui définit les valeurs initiales correspondant a lintégrale en-
visagée, mais conservons des valeurs invariables & 2z, et a z et ne faisons
pas varier non plus le chemin qui méne de 2, a z,. Dans ces conditions,
les surfaces S, et S, ne varieront pas, mais l'intégrale -considérée variera
et dépendra des valeurs initiales y, et y; que l'on aura choisies. Par
conséquent y; et y; seront des fonctions de y, et de y;.

Je dis que ce seront des fonctions uniformes et continues du point
analytique (y,, 7,). En effet si 'on se donne les valeurs initiales y, et y,
I'intégrale qui correspondra & ces valeurs initiales sera entiérement déter-
minée. Cette intégrale considérée comme fonction de 2z, peut prendre
pour z = z, des valeurs différentes. Mais parmi elles, il y en a une, qui
est celle que nous avons appelée y, et qui est celle que I'on obtient
en allant du point 2z, au point 2z, par le chemin particulier que nous
avons choisi. Cette valeur y, ainsi définie est parfaitement déterminée.
C’est donc une fonction uniforme du point analytique (y,, ¥;).

Cette fonction uniforme pourrait toutefois étre discontinue. Voyons
comment cela pourrait arriver, par un exemple simple. Reprenons
I'équation:

2dz + ydy = o
et son intégrale:
Yy = \/CT;—?.

Soit z, = 0, 2z, = 1 et allons du point 0 au point 1 par la droite qui
joint. ces deux points. Il viendra:

?/0 =
Acta mathematica. 7, Imprimé le 18 Février 1885. 2
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et
Y =t Jer—1 = + i —1.

Ainsi y, est exprimé en fonction de y,. Il reste toutefois pour le définir
complétement & décider si 1'on doit prendre le signe -4 ou le signe —.
Supposons d'abord que la partie imaginaire de y, soit positive. Posons:

g 1 . 1\ .
2y, = <t + Z) cos¢ ~+ z(t—-—t—> sin ¢
t et ¢ étant des quantités réelles et telles que

0< ¢ <27, t>1.

Cela est toujours possible et d’'une seule maniére, sauf une exception
dont mnous parlerons plus loin. Il viendra:

2y —1 = + [(f-}) cos¢ + i(t + g) sin g:].

Cela posé, pour déterminer le signe qu'il faut prendre, faisons varier z
de o & 1, en suivant la droite qui joint ces deux points.
Nous ¢erivons:

2

z° ) 2%\ .
2y, = <u + ;) cos ¢ + z(u -——5) sin ¢
o< ¢ < 2rm, u > 2;

¢ devra sc réduire a ¢ et w & 1 pour z = I. Il viendra:

2\ — ~—;I;[<u u)cos¢'+7<u+u>sm¢‘l)J

et comme cette expression devra se réduire & 2y, pour z = o, il faudra
prendre le signe + et il viendra:

2y, = <t —%) cos¢ -+ i(t + tl\) sing.

Cette expression n'est pas une fonction continue de y,. Soit en effet

t=1++ ¢
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¢ étant infiniment petit. Les deux valeurs de 2y, :

1
I 4+ ¢

I
I + ¢

(1 + ¢+ >c0s¢+i<1 + ¢ — )sin¢=2cos¢—|— inf. petit.

ct

I
1 4+ ¢

1
I 4+ ¢

<I +e+ >cos(—— ¢) +i<1 +e— >sin(—¢)= 2 cos¢ + inf. petit.

sont infiniment voisines, tandis que les valeurs correspondantes de 2y, :

I
I +¢

1
I 4+ ¢

(1 + e — >cos¢ + i<1 + ¢+ >sin¢=2isin¢ + inf. petit.

ct

I
I 4 ¢

(1 +e—- _:_ E> cos(—¢) + i(l + e+ )sin(—;o):——u'singp + inf. petit

ne sont pas infiniment voisines comme elles devraient 'étre si y, était
fonction continue de y,.

A quoi tient ce fait? Supposons que y, soit réel et compris entre
— 1 et + 1. Alors il faudra prendre ¢= 1. Kt pour l'angle ¢ nous
aurons deux valeurs distinctes satisfaisant toutes deux & la condition:

COSY =Y, .

D’ailleurs rien dans les hypothéses faites jusqu'ici, ne nous permettra dc
décider entre ces deux valeurs de ¢ qui conduisent pour y, a deux
valeurs égales et de signe contraire. Rendons-nous compte de la raison
d’'étre de cette anomalie. Supposons que nous ayons donné a y, une
valeur réelle comprise entre — 1 et 4 1. L’intégrale correspondante

Yy=vy—2
présentera un point de ramification
g = I ?/0 |

situé sur la droite qui joint le point z=o0 au point 2= 1, c'est a dire
sur le chemin méme que nous sommes convenus de suivre pour aller du
premier de ces points au second. Quand la variable z, en suivant ce
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chemin, aura franchi ce point de ramification, rien dans les hypothéses
faites ne nous permettra de décider quel signe il faut attribuer au ra-
dical \/yz — 72

Je suis entré dans d'assez longs détaits sur ce cas simple et jlespére
avoir fait comprendre comment y, pourrait étre une fonction discontinue
de y,.

Cela arriverait si Uun des points du chemin que nous suivons powr
aller de 2z, a 2, 6était un point de ramification pour Uune des intégrales.
Mais rien de pareil n’est 4 craindre dans le cas qui nous occupe. Nous
avons supposé en effet que les points de ramification étaient les mémes
pour toutes les intégrales et par conséquent qu’il ne pouvait y avoir
de points de ramification des intégrales que pour certaines valeurs par-
ticuliéres de 2.

Or nous aurons toujours pu choisir le chemin qui va de z, & 2 de
telle sorte qu’il ne passe par aucune de ces valeurs particuliéres.

Donc y, est une fonction uniforme et continue de ¥, et y,.

Il est aisé de voir que cette fonction n’a d'autres singularités que
des poles.

Donc y, est une fonction rationnelle de y, et y,.

- Pour la méme raison, y; est une fonction rationnelle de y, et y;; ct
de méme y, et y, sont des fonctions rationnelles de y, et y;.

Donc on peut passer de S & S, par une transformation birationnelle.

Donc ces deux surfaces de RieMaxy ont mémes modules.

Donc les modules de la surface S sont indépendants de z.

C. Q. F. D.

Cest le résultat que nous avions obtenu plus haut pour le cas
de p—1 et qui est étendu ainsi au cas général.

Pour pousser plus loin cette étude, il est nécessaire de dire quelques
mots des transformations birationnelles des surfaces de RieMANKN en elles-
mémes.

Une surface de genre o peut se transformer en elle-mnéme par une
infinité de transformations birationnelles formant un groupe continu a
trois paramétres. Soit en effet

(5) f(x7 y)———o
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une relation algébrique de genre o et S la surface de Rizmasx corres-
pondante, on posera:

r=p(t), y=¢()

¢ et ¢ étant rationnels. Si ensuite on pose

w7
—rt-}-(?

a, 3, r et ¢ étant des constantes quelconques, puis:

@ = ¢(t), y = ¢t)

x” et y' seront fonctions rationnelles de = et y et réciproquement, on
aura ainsi une triple infinité. de transformations birationnelles de la
surface S en elle-méme.

Les transformations birationnelles d'une surface de genre 1 en elle-
méme forment encore un groupe continu, mais ce groupe ne contient
plus qu'un seul paramétre. Supposons en effet que la relation (5) et
par conséquent la surface S soit de genre 1 et non plus de genre o.
Nous poserons:

z = ¢(¢), y = ¢(¢)

¢ et ¢ étant des fonctions doublement périodiques avec les périodes. @
et w’. Soient

=), Y =4d¢F)

un autre systéme de valeurs satisfaisant & la relation (5) et supposons
que 2’ et y' puissent s'exprimer rationnellement en z et y, et réciproque-
ment. On verra:

1° que ¢ est une fonction entiére de .

2° que ¢ est une fonction enticre de ¢.

3 que Ton a entre ¢ et ¢ une relation de la forme:

o+t +r=oa

a, f et y étant des constantes.
4° que lorsque ¢ augmente d’une période, #' doit augmenter aussi
d'une période et réciproquement. Si par exemple ¢ augmente de w, ¢
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devra augmenter de mw 4+ nw’, m et n étant des entiers. Il vient
donc:

aw + f(me + ne’) = o
et de mnéme:
aw' + f(mw'ew + n'w’) = o
a0 + ne') + fo
a(imjo + no') + fo = o.

o

Les deux derniéres équations sont des conséquences des deux premiéres
pourvu que lon suppose: mn’ — m'n = 1. Cette condition est d’ailleurs
nécessaire pour que les quatre équations soient compatibles. Nous rem-
placerons donc nos quatre équations ‘par les trois suivantes:
(@ + fm)o + prne’ = o + (a + pr)o’ = o
mn’ — m'n = 1.
Ces équations peuvent étre satisfaites de deux maniéres:
1°.  En faisant
a =1, f=—1I, m=n =1, m =n=0
d’ou:
' =1t4 .

On est ainsi conduit & unc simple infinité de transformations de la sur-

face S en elle-méme, dépendant d’'un seul paramétre y et formant un
groupe continu.

o a . v/ .
2°.  Le rapport 3 est donné par I'équation:

a’ 4+ §* 4+ af(m + w)=o.

De plus ce rapport ne doit pas étre réel, (si on laisse de coté le cas
que nous venons de traiter et celui que nous allons traiter plus loin)

. @ . . A . . 3
sans quoi le rapport — serait lui-méme réel. On devra donc avoir:
w

m4n=0, 1 ou —I,
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Il est aisé de déduire de la que le rapport © Joit avoir une des valeurs
w

[ <Fd

(6) det4p

ki

Ye'® + 7
k, A, p, X, p/ étant des entiers tel que
M — Np=1, k=(2, 3, 4, 8, 9 ou 10) (mod 12).

Ce cas ne pourra donc se présenter que pour certaines valeurs parti-
culiéres du module de la surface S. Pour ces valeurs, la surface §
admettra outre le groupe continu trouvé plus haut, une autre trans-
formation dont la puissance 3°, 4° ou 6° se confondra avec la substitu-
tion identique, ainsi que les diverses puissances de cette transformation
et les combinaisons de ces puissances avec les diverses transformations
du groupe continu.

-0

3°. On peut enfin satisfaire & nos trois équations cn faisant:

t——1t

a=1I, =1, m=n=—1, m = n==0,.

On est ainsi eonduit 4 une transformation 7' de la surface S en elle-
méme. Si Yon appelle ¢ une transformation quelconque du groupe continu
trouvé plus haut, toutes les transformations birationnelles de la surface S
en elle-méme sont comprises dans l'une des formules

z et zT.

Il n’y a d'exception que si le rapport ;—': prend T'une des valeurs (6).

Les considerations qui précédent ne présentent aucune difficulté, je les
al pourtant développées avec détail parce que jai l'intention d’appliquer
une méthode. tout a fait analogue & la recherche des transformations des
surfaces de genre p > 1.

Ces surfaces me peuvent étre: transformées em elles-mémes que d'un
nombre fini. de maniéres.

Ce théoréme était soupconné depuis longtemps, mais la démonstration
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a longtemps arrété les géométres. Elle a été trouvée il y a quelques
années par M. Kvreiw.

Voici en effet ce que ce géométre me fit I'honncur de m’éerire a
la date du 3 Avril 1882.

Eine Reihe von Theoremen dber algebraische Functionen beweist
man vermige der meuen y Function sofort (fonction intimement liée
aux fonctions fuchsiennes). . Zum Beispiel den Satz, den ich in meiner
Schrift iiber Riexmany nur erst als wahrscheinlich bezeichnete, dass ndm-
lich eine Fliche p > 1 niemals unendlich viele discrete eindeutige Trans-
formationen in sich besitzen kann (vermége deren sie in eme oo Zahl
dquivalenter Fundamentalpolygone zerlegt erscheinen wiirde).

Il est facile de reconstituer dans tous ses détails la démonstration
de M. Krem.

Reprenons en effet la relation (5) et supposons que cette relation et
par conséquent la surface S soient dec genre p > 1. Nous poserons:

r=g¢(t), y=¢()

¢(t) et ¢(t) étant des fonctions fuchsiennes dont le polygone générateur
R, aura 4p cotés, les cotés opposés étant conjugués. Tous les sommets
formeront un seul cycle et la somme des angles sera égale a 2z (cf.
Théorie des groupes fuchsiens, Acta Mathematica, T. 1, p. ;23 et 42;
et Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. 1, p. 256
et suiv.). Cela est toujours possible (cf. Mémoire sur les groupes des équa-
tions linéaires, Acta Mathematica, T. 4, p. 272 et 276).
Soient:

v=¢(t), ¥=¢({)

et supposons que z’' et y' soient fonctions rationnelles de z et de y, et
réciproquement. Qu’arrivera-t-il si l'on étudie ¢ comme fonction de ¢?
En premier lieu, tant que ¢ reste intérieur au cercle fondamental, #. est
une fonction holomorphe de ¢.

De plus ¢ reste intérieur au- cercle fondamental.

Réciproquement quand ¢ reste intériecur au cercle fondamental, ¢ est
fonction holomorphe de ¢ et reste intérieur au cercle fondamental.
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On en déduit aisément (cf. Mémoire sur les groupes des équations
linéaires, p. 231) que

la substitution:

conservant le cercle fondamental.

Soit maintenant G le groupe des fonctions fuchsiennes ¢(t) et ¢(¢).
Je dis qu’il est permutable 4 la substitution o Soit en effet ¢ une
substitution quelconque du groupe G: je dis que o 'ro fera aussi partie
de ce groupe. En effet, v faisant partie de G, on aura:

z=g(t)=9pt7, y=¢)=4¢(7)
d'ou:
Rle(8), ¢(8)] = RBlg(t.7), $(t-7)]

R étant Valgorithme d’une fonction rationnelle quelconque. D’autre part
on a, par hypothése:

(t.0) = R, [¢ (), ¢(t)]

=g
Y = glt.o) = Rlg (1), ¢(1)
et de méme

¢(t.t.0)= R [¢(t.7), ¢(t.7)]
Pt.7.0) = B¢ (0., $(2.)

la)

d’ou:
¢(tro) = ¢(to),  ¢(tra) = ¢ (to)

ou en changeant ¢ en {0~

¢(to'zo)=¢(t),  ¢(ta v0) = o().

Donc la substitution ¢7'7s fait partie du groupe G.

C. Q F. D

Les substitutions linéaires permutables au groupe G et conservant
le cercle fondamental forment un groupe G’. Ce groupe G’ contient

Acta mathematica. 7. Imprimé le 24 Février 1885, 3
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évidemment le groupe G; en d’autres termes G est un sous-groupe de G’,
et on voit aisément qu'a toute substitution de G, n’appartenant pas a (7,
correspondra une transformation birationnelle de la surface S en elle-méme.

Remarquons de plus que d’'aprés la définition méme de G, G est
un »sous-groupe distingué» de G'.

Mais il y a deux espéces de sous-groupes: les sous-groupes d’indice
fini (qui sont tels qu'on obtient toutes les substitutions du groupe prin-
cipal, en prenant la résultante des diverses substitutions du sous-groupe
et d'un mombre fini d’autres substitutions) et les sous-groupes d’indice infini.

Je me propose de démontrer que G est un sous-groupe d'indice fini,
et par conséquent que la surface S n’admet qu'un nombre fini de trans-
formations birationnelles en elle-méme.

J'établirai d’abord que G’ est un groupe fuchsien, cest a dire un
groupe proprement discontinu. En effet s'il ne I'était pas, il serait ou
bien continu (c’est a dire qu’il contiendrait des substitutions infinitésimales),
ou bien improprement discontinu. (Cf. Théorie des groupes Kkleinéens,
Acta Mathematica, T. 3, p. 57.)

1°. Il ne peut pas étre continu; car s'il contenait une substitution
infinitésimale o, cette substitution serait permutable, non seulement au
groupe (, mais « toutes les substitutions de ce groupe.

Soient en effet

Tiy Tay ++oy Typ

les substitutions fondamentales de G. D’aprés les hypotheses faites, les
substitutions
o 't0, 070, ..., 07 T0

feront également partie du groupe G. Mais ces substitutions différent
infiniment peu de

Tiy Tay «ooy Top

puisque ¢ est infinitésimale. Mais le groupe G étant discontinu ne devra
contenir aucune substitution infinitésimale, il ne pourra donc contenir
deux substitutions distinctes, mais différant infiniment peu I'une de l'autre.
Donc on a:

7, = o '1,0, (t=1, 2, ..., 2p).

Donc o est permutable aux substitutions fondamentales de @; clle est
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donc permutable a {foufes les substitutions de ce groupe, qui n'en sont
que des combinaisons.

Mais je dis qu'on ne saurait trouver de substitution linéaire per-
mutable a toutes les substitutions de @. En effet pour que deux sub-
stitutions linéaires X et X’ soient permutables, il faut et il suffit, ou bien
qu’elles aient mémes points doubles (les deux points doubles pouvant
dans certains cas se confondre en un seul), ou bien qu’clles aient toutes
deux pour multiplicateur — 1 et que les quatre points doubles soient
conjugués harmoniques.

Nous n’avons pas besoin de nous inquiéter de ce sccond cas de per-
mutabilité. En effet une substitution infinitésimale ne peut avoir pour
multiplicateur — 1. Si donc le groupe G’ contenait une substitution
infinitésimale o, toutes les substitutions de ' devraient avoir mémes
points doubles que o; elles seraient donc toutes permutables entre elles,
ce qui n'a pas lieu.

Donc G" ne peut étre continu.

2°. G' mne peut pas non plus étre improprement discontinu. J'ai
démontré en effet (Groupes kleinéens, p. 58) que tout groupe formé de
substitutions linéaires conservant le cercle fondamental, et ne contenant
pas de substitution infinitésimale, est proprement discontinu & l'intérieur
du cercle fondamental.

Done G est un groupe fuchsien.

Il aura donc un polygone générateur R;, ct l'indice de G considéré
comme sous-groupe de G sera égal a la S de R, (polygone générateur
de @) divisée par la § de R,. (Cf. Mémoire sur les groupes des équations
linéaires, Acta Mathematica, T. 4, p. 285) Or la S de R, cst finie,
donc G est un sous-groupe d'indice fini. C. Q. F. D.

En général, le groupe ' ne différe pas du groupe G, de sorte que
la surface § n’admet aucune transformation birationnelle en elle-méme.
Elle ne peut en avoir que dans des cas exceptionnels qui correspondent
évidemment aux différents cas de symétrie que peut présenter le po-
lygone R,.

Soient maintenant deux surfaces de Riemaxn §, et S, équivalentes,
ct de genre p.

Si lon peut passer de l'une & l'autre par deux transformations
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birationnelles 7' et U, la transformation TU ™' changera en clle-méme la
surface S,.

D’ou les conclusions suivantes:

1°. Si p =0, on peut passer de¢ S, & S, par une triple infinité de
transformations birationnelles.

2°. Si p =1, on peut passer de S, & S, par une simple infinité
de transformations birationnelles.

3% Si p>1, il 0’y a en général qu'une seule transformation bi-
rationnelle qui permette de passer de §, a S, etil n’y en a jamais qu'un
uombre fini.

Grace a ces propositions, il est alsé de retrouver les résultats que
nous avons démontrés plus haut pour les cas de p=o0 et de p = 1 et
de traiter complétement le cas de p > 1.

Reprenons en effet 1'équation:

(4) F(y, y, 2) =0

et soit d'abord p = o. On pourra poser:

y=g¢(), oy =4¢(@)

¢ ct ¢ ctant des fonctions rationnelles de ¢ dont les coéfficients dépendent
de 2.

Soit y, = ¢(4,), ¥ = ¢(¢,) les valcurs initiales d’'une certaine inté-
grale et de sa dérivée pour z==2¢, et

n=¢t) n=9¢)

les valeurs de cette -méme intégrale et de sa dérivée pour z=2. On
a va que ¥ et y; doivent étre “fonctions rationnelles de y, ct y, et
réciproquement. On aura donc

_ab, + P

t’mrto+5

Les coéfficients de cette substitution linéaire a, £, y, ¢ dépendent évidem-
ment de 2z, et de z,. Nous regarderons 2z, comme une constante, et z,



Sur un théoréme de M. Fuchs. 21

scra la variable indépendante; nous supprimerons donc lindice 1 de ¢,
%1y Y1, Y, et nous aurons

at, +
(6) t— Y+ 5

7, + 0
ouw ¢ scera la constante d’intégration ct ou a«, 3, y, ¢ seront des fonctions
de 2. Si o, f, 7, ¢ sont les dérivées de ces fonctions; il viendra:

N

d_t — (a,to + lglr(rto + 0\) — (Jl,to + a")(ato + /f() .
7 dz (s + 0

En éliminant 7, entre (6) et (7) on retomberait sur 'équation de Riccari,
ce qui confirme le résultat obtenu plus haut.
Si on remplace ¢ par sa valeur (6) dans l'expression

y=¢(t)

on trouve pour lintégrale générale de I'équation (A):

y=R(t)

R étant une fonction rationnelle de la constante d'intégration 4, et dont
les cocfficients dépendent de z.

Réciproquement si 'on a une fonction y de ¢, et de z, rationnelle
dy
%7
I'élimination de ¢, une équation différenticlle de la forme (A) entre y, y et 2.

Si en particulier I'équation (A) est algébrique, non seulement par
rapport & y et A4 y', mais encore par rapport a z, 'équation de Riccarr
a laquelle on sera conduit aurd ses coéfficients algébriques en z, et par
conséquent lintégration de I'équation (A) sera ramenée a celle des équa-
tions linéaires du 2° ordre a coéfficients algébriques.

Supposons maintenant p=1. Nous pourrons poser:

par rapport a £, et que l'on forme la dérivée y' == on obtiendra par

y:¢(t)1 L’/’:S[’(t)

¢ et ¢ étant des fonctions doublement périodiques de ¢ dont les coéfficients
dépendent de 2. Conservons aux notations

Zys 2y, 3/0259('50): ?/(’)zsb(to)’ y1:¢(t1), g/{zg[)(t,)
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. ) . , . .
le méme sens que plus haut. On sait que y, et y; doivent étre des
fonctions rationnelles de y, et y; et réciproquement. Donc d’aprés ce
qu'on a vu plus haut sur les transformations des surfaces de genre 1 en
clles mémes, on devra avoir:

t, =af, + ﬂ
a étant. égal & l'une des quantités:

2kim im

I, — 1, e’ —e?, + 2.

Comme « et B doivent étre des fonctions continues de 2, et que ¢, doit
se réduire a ¢, pour z, =z, on aura

a==1, t,=1t, + f.

Considérons z, comme constant, z, comme variable et supprimons I'indice
1 de 2, &, ¥, ¥

B sera une fonction de z et I'intégrale générale de I'équation (A) sera:

y=¢(to +ﬂ)

¢ étant une fonction doublement périodique dont les coéfficients dépen-
dront de 2z, 8 une fonction de z, et £, la constante d'intégration.

Si T'équation (A) est algébrique en 2, les coéfficients de la fonction
doublement périodique ¢(t) dépendent algébriquement de z; et la fonction
B de z sobtient par une simple quadrature. Posons:

u=sn(t)

y sera une fonction algébrique de » et de 2z, si I'équation (A) est algé-
brique en z. 8i I'équation (A) n’est pas algébrique en 2 et si elle 8’écrit:

EA,,,,,y’";?/"’ =0

ou les coéfficients 4,, sont des fonctions non algébriques de 2, y sera
unc fonction algébrique de w et des coéfficients 4,,. Dans tous les cas
on aura:

u=sn(t, + f)
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t, étant la constante d'intégration. On reconnait la le résultat obtenu
plus haut.

Arrivons enfin au cas de p > 1. Faisons d'abord z =z, dans I'équa-
tion (A); cette équation représentera une certaine surface de Riemaxx .
Si Ton y fait 2=z, on aura une surface équivalente S,. Cette seconde
surface dérive de la premiére par une seule transformation birationnelle
ou par un nombre fini de pareilles transformations.

Soit

(Ao) Fo(?/o,v Ys) = O, (Al) I, (.’/1) i) =0

les équations de ces denx surfaces de Riemaxx. On passera de I'une &
Vautre en posant:

(8) =R, ¥0), i =R (. U0)

R et R, représentant des fonctions rationnelles. Ces fonctions rationnelles
R et R, sont telles que I'élimination. de y,, y, entre I'équation (A ) et
les équations (8) conduit & lI'équation (A)). D'aprés ce que nous venons
de voir, il n'y a qu'un nombre fini de fonctions rationnelles qui jouissent
de la méme propriété.

Donc quand on connaitra les équations (A,) et (A,) on pourra trouver
les deux fonctions rationnelles R et R, par des progédés purement algé-
briques.

Comme les coéfficients de (A,) et (A,) dépendent de z, et de 2, il
en sera de méme des coéfficients de R et R,. Si nous regardons z
comme une constante, z, comme la variable indépendante, puis que nous
supprimions lindice 1 dans 2z, ¢, y,, y;, il viendra, pour lintégrale
générale de (A)

' y= By, u1)

R étant une fonction rationnelle des deux constantes d'intégration y, et
s, fonction rationnclle dont les coéfficients dépendent de z. Les deux
constantes d’intégration y, et y, ne sont d’ailleurs pas indépendantes, car
elles sont liées entre elles par I'équation (A)).

Si en particulier I'équation (A) est algébrique en z, les coéfficients
de R dépendront algébriquement de z, et l'intégrale générale de I'équa-
tion (A) sera algébrique.
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Si au contraire l'équation (A) s'éerit:
LA,y =0

les coéfficients A4, étant des fonctions non algébrigues en 2, l'intégrale
générale

y=2=nR

sera une fonction algébrique non seulement de y,, mais des cocfficients 4,,,.
Dans tous les cas, I'équation (A) w'intégre par des procédés purement
algébriques.
On arrive d’ailleurs au méme résultat par emploi des fonctions
fuchsicnnes. Lcrivons encore I'équation (A) sous la forme:

ZAmpymy’P = 0.
Nous pourrons poser

y=e¢(t), ¥y =4d()

¢ et ¢ étant deux fonctions fuchsiennes dont les coéfficients dépendent
de z. Soient & et 7 deux fonctions fuchsiennes, indépendantes de z et
a l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement. On aura:

y=R(, ), y' =R, %)

ol

R et R, étant des fonctions rationnelles de & et de 5. Les coéfficients

de ces fonctions rationnelles dépendent de z, et il est aisé de voir de

quelle maniére: ce sont des fonctions algébriques des coéfficients 4
Conservons aux notations

mp *

i~

o 2y Yo=e¢(t), wm—d(t), m=¢), wi=4¢()

le méme sens que plus haut. Le point analytique (y,, y;) devra étre
lié an point analytique (y,, ¥;) par une transformation birationnelle. On

aura donc:
b at, + 3
1 vty + 0

<{ at + ﬂ)
Pt + 4

/

la substitution

appartenant au groupe appelé plus haut G
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Les coéfficients a, f3, y, 6 dépendent de 2, et de z,; mais ce ne peuvent
étre que des fonctions continues de z,; de plus pour z;, =2z, ona ¢ —¢.
Mais le groupe G’ est discontinu. Donc on a quels que soient z, et z,:

— pas—— ,’\ e A —
oo g =1, gy =0

t, =1t

1 0°

Ainsi ¢ est une constante et il en est par conséquent de méme de & et

; i d “intéorale eénérale de 1% i
de » qui ne dépendent que de ¢. IL’intégrale générale de I'équation (A)
est donc:

y—R(%, 7)

ot T'on doit regarder & et » comme deux constantes d’intégration lices
entrc elles par une relation algébrique.

Cest le méme résultat que plus haut.

Il reste deux questions & résoudre.

On peut se demander en premicr lieu s'il existe effectivement des
équations intégrables algébriquement par le procéd¢ que nous venons
dindiquer c’est a dire des équations algébriques de la forme (A), de genre
p > 1 et satisfaisant aux 'conditions de M. Fucus.

La reponse a cette, premiére question doit étre affirmative.

Soit en effet

(9) F(&, y)=o
unc relation algébrique quelconque de genre p > 1. Soit:
(10) v=¢@& 1), y=9E 7)

ol ¢ et ¢ sont des fonctions rationnelles de & et de 5 dont les coéfficients
dépendent de z. Nous supposerons, pour fixer les idées, qu’ils en dépendent
algébriquement. L’élimination de & et de y entre les équations (9) et
(10) donnera une relation:

(11) Ox, y, &)=o0

o @ est un polyndme entier en z et y dont les coéfficients dépendent
de 2. Considérée comme une relation entre x et y sculement, la rela-
tion (11) définit une surface de Riemann de genre p, qui reste équi-
valente a elle-méme quand on fait varier 2.

Acta mathematica. 7. Imprimé le 24 Février 1885, 4
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Différentions les relations (10) par rapport & z (c’est a dire en y
regardant & et  comme des constantes), il viendra:

G _dg ay_dy

dz  dz’ dz ~ dz’
dd . . . .
E‘;«’ est une fonction rationnelle de & et de 7. Maintenant des relations
(9) et (10) on peut déduire les suivantes:

(I 2) ) &= fﬁl(l'., y)a n= 9”1(1‘, li/)
¢, et ¢, étant des fonctions rationnelles de » et de y dont les cocfficients
dépendent de z. Il viendra donc

d
(13) % =R )

R étant unc fonction rationnelle de 2 et de y dont les coéfficients dé-
pendent de z. En éliminant x entre les équations (11) et (13) on arrivera
a une équnation de la forme (A), satisfaisant aux conditions de M. Fucns.

On arriverait au méme résultat en éliminant & et 7 entre les trois
relations:

. - dy d¢
F(s, %) =o, y=&E ) =g

Soit par exemple:
(14) F(u, v, w)=0

une équation dont le premier membre est un polynéme entier homogene
du 4° degré en u, v, w.

Faisons y
u=axr4+by+rc

(15) r=ar + by + ¢

w=a,x + by + ¢,
ot les a, les b et les ¢ sont des fonctions algébriques de z. Nous
écrirons l'équation:

Flax + by 4+ ¢, ax + by + ¢, a,x + by + ¢,) =o0.
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Nous appellerons 4, 4,, 4,, B, etc. les mineurs du déterminant:

a b c
al bl cl
a, b, ¢

Il viendra:
oy — Bu + Bv 4+ Bw
Y= Cu+Co+ O

ou en différentiant par rapport a z et appelant B, Bj, cte. les dérivées
de B, B,, etc. par rapport a z:

6 dy _ (B'u+Biv+ Biw)(Cu+Cv+ C,w) — (C"u+ Clv+ Cyw)(Bu+ B,v+ B w)
(I ) dz (Cu + C,v + Cw)*

L’élimination de u, v, w et x entre les équations (14), (15) et (16)
donnera une équation différentielle de la forme (A) satisfaisant aux con-
ditions de M. Fucas.

Passons & la seconde question qu'il nous restait a résoudre:

Etant donnée une équation différenticlle algébrique (A), de genre
p > 1, satisfaisant aux conditions de M. Fucus et que l'on sait par con-
séquent intégrable algébriquement, comment effectuer réellement cette
intégration.

On a vu d’aprés ce qui précéde que cette question se ramcéne & la
suivante: Etant données deux surfaces de Riemaxx équivalentes, trouver
la transformation birationnelle qui permet de passer de l'une a l'autre.

Le probléme ainsi posé présente la plus grande analogie avec le
probléme de la réduction des formes arithmétiques. On conviendra de
dire qu'une équation algébrique

F(x, yy=o

est réduite lorsqu’on l'aura ramenée par une transformation birationnglle
a une forme que l'on regardera comme plus simple que toutes les autres.
Il faudrait choisir les conditions de réduction de fagon:

1° que lon puisse toujours trouver la transformation birationnelle
qui réduit une surface de RiemanN donnée;
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2° quil n'y ait en général qu'une seule surface réduite équivalente
a une surface de Riemanxy donnée et qu'il n'y en ait jaumais qu'un nombre
fini.

Alors on réduira les deux surfaces S, et S, que l'on veut trans-
former T'une dans l'autre; si les deux surfaces sont équivalentes, on devra
parvenir & la méme réduite et, comme on connaitra la fagon de trans-
former S, en la réduite et la réduite en S, on connaitra aussi la trans-
formation qui change S, en &§,.

Il est évidemment possible de trouver de pareilles conditions de
réduction ce qui rendrait compléte I'analogie avec la théorie des formes
arithmétiques. Mais cela n'est pas nécessaire; on peut se contenter de
conditions de réduction telles que la surface réduite ne dépende plus
que d'un nombre fini de paramectres.

Par exemple, Cresscin démontre qu'unc courbe de genre p

F(x, yy=o

peut toujours étre ramenée au degré p + 1 (ApeL'sche Iunctionen, p. 65).
Apres cette réduction, elle dépend encore de p — 1 parametres,
Soient donc
F(z, yy=o, F'(x', y)=o

deux courbes de genre p qu’il s'agit de ramener l'une a l'autre par une
transformation birationnelle. Je raménerai la premicre au degré p 4 1
par unc transformation convenablement choisie; elle deviendra

(17) F(x, y)=o.

Je pourrai trouver ensuite, par la méthode de Cresscu unc infinité de
transformations birationnelles dépendant de p — 1 paramétres arbitraires
dyy Oy +.., d,_;, qui raméneront la seconde courbe au degré p + 1.
Aprés lapplication d'une de ces transformations, l'équation de cette
courbe deviendra:

(18) Fz(fvn Yy Ay Qyy «vvy Ot1»«1)20

ou jai mis en évidence les parameétres a. Si les deux surfaces de Rie-
MANN sont équivalentes, on pourra disposer des a de facon a identifier
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les équations (17) et (18) et on connaitra du méme coup la transforma-
tion qui fait passcr d’une surface 4 lautre.

On peut ainsi ramener la recherche des transforinations birationnelles
qui changent S en S, & I'étude de 1'équivalence des formes algébriques,
cest & dire de la transformation d'une telle forme en une autre par unc
substitution linéaire.

Soient:

F(x, .’/)“:O? Irl(xl’ !/1):0

deux équations qui représenteront deux surfaces de Riemany S et S
et en méme temps deux courbes algebriques C, et C,. Soient m, et m,
les degrés de ces deux courbes qui auront le méme genre p. Soit:

(19) Al¢l(x’ ?/) + Az??(“@ .'?/) + ...+ AP¢I’<;r) .?/) =0

I'équation générale des courbes d'ordre m, — 3 qui passent par tous les
points doubles de C,. Soit de méme:

(20) Bl?”l(xn 3/1) + B2§[’2(I‘1’ .’/1) + ...+ Bpsl)p('rl, !/1>=O

I'équation générale des courbes d'ordre m, — 3 qui passent par tous les
points doubles de C,. Soient:

6(d,, 4,, ..., A)=o
6,(B,, B,, ..., B

ﬁ)zo

les deux relations algébriques et homogénes par rapport aux 4 et aux
B. qui expriment, la premiére que la courbe (19) est tangente a C,, la
seconde que la courbe (20) est tangente & €. Si d'autre part x et y
sont les coordonnées du point de contact des deux courbes (19) et C,,
st #, et y, sont les coordonnées du point de contact de (20) et de (|,
on aura:

r =R (Al’ A27 ey A[x), Y :R’(Ala A27 SR A-p)
x,=R,(B,, B,, ..., B), = R{(By, B,, ..., B),

les fonctions B, R’, R, et R, étant rationnelles.
Si les deux surfaces de Riemanxy S, et S, ont mémes modules, les
deux formes algébriques 6 et 6, seront algébriquement équivalentes,
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cest a dire quon pourra passer de l'unc a l'autre par unc substitution
linéaire, ou en posant:

Ai = zk % Bk

les a, étant des coéfficients constants.
La transformation birationnelle qui change S, c¢n S| sera alors
facile & trouver. On aura en effet:

( ) r= R(ZauBl, zaszz, v ey za,,kBp)
21
y=~r (ZalkBl’ za?/;Bza ) zapkBp)

avec les conditions:
(22) F (xl’ ?/1) = 0, zBfﬂl’f(xla ?/1) =0, ZBzﬂi(xu ?/1) =0

ou l'on a posé:

On pourra toujours trouver p fonctions rationnelles de z, et de y,:

IACHEA NN CRTN NN NCREN,

qui substituées & la place de B, B,, ..., B, satisfont aux relations (22).
On remplacera alors B, par p,(z;, y,) dans les équations (21) et on ob-
tiendra ainsi la transformation birationnelle qui change §, en S..

Les invariants qui restent arbitraires dans la forme algébrique 6
sont au nombre de 3p — 3 et ils doivent étre regardés comme les modules
de la surface de Riemaxx §,.

Il est une circonstance sur laquelle je désirerais maintenant attirer
P'attention et qui facilite singuliérement soit la recherche des conditions
d’équivalence des deux formes 6 et 6, et de la substitution linéaire qui
les transforme l'une dans l'autre.

Parmi les courbes (19), il y en a 2?7'(2? — 1) =P qui sont p — 1
fois tangentes & C,; nous les appelerons les courbes k,; de méme il y
aura, parmi les courbes (20), P courbes k, qui seront p — 1 fois tan-
gentes a4 C,. La substitution linéaire:

A, =2a,B,

qui change 6 en #, devra transformer les P courbes k, dans les P
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courbes k.. Il pourrait y avoir dans le probléme général, une assez
grande indétermination; car on pourrait se demander quelle est celle des
P courbes k, qui se transformera dans une courbe k, donnée. Il y aurait
11) combinaisons logiquement possibles, ce qui obligerait & faire un nombre
trés considérable d’essais inutiles.

D’autres considérations viendraient, il est vrai, réduire le nombre
des combinaisons logiquement possibles; telle serait par exemple, pour
p=13, la distribution des 28 tangentes doubles en 64 systémes de 4.
Mais ce nombre n’en resterait pas moins trés grand.

Fort heureusement, dans le probléme particulier qui nous occupe,
cette indétermination” n'existe pas. Quelle est celle des courbes k, qui
se transforme dans une courbe donnée k ? La réponse est simple: clest
la courbe %, a laquelle se réduit la courbe donnée k, quand 2, se réduit a z,.

On arrive méme ainsi, presque immédiatement, & déterminer un grand
nombre d'intégrales particuliéres de 1'équation (A).

En effet, soit 1’équation

(A) Fly, y, 2)=o0

pour z =g, elle représente une courbe C|, qui cst tangente en P(p — 1)
points aux courbes k,. Considérons y, ¥ et 2z comme les coordonnées
d'un point dans l'espace: lorsqu’on fera varier z,, les P(p — 1) points
de contact (y, y) de C, avec les P courbes k,, décriront dans l'espace
P(p — 1) courbes qui seront des intégrales particulicres de I'équation (A).

Il n’y a donc aucune difficulté & craindre dans les calculs algébriques
qui conduisent a l'intégration de I'équation (A).

Remarquons en passant que la considération des P courbes k, nous
conduit a une seconde démonstration de ce théoréme qu'une surface de
RIEMANN ne peut jamais étre transformée en elle-méme par une infinité
de transformations birationnelles.

Jarrive & la conclusion définitive de ce travail. Les équations du
1 ordre qui satisfont aux conditions de M. Fuchas ne constituent pas des

classes réellement nouvelles d’équations différentielles.
Dans le cas de p = o, elles se rameénent aux équations linéaires.
Dans le cas de p = 1, elles s'intégrent par une simple quadrature.
Enfin dans le cas de p > 1, elles s'intégrent par des procédés pure-
ment algébriques.
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Nous devons donc renoncer & l'espoir de rencontrer parmi elles des
classes essentiellement nouvelles d’équations intégrables par les transcen-
dantes fuchsiennes. Tout au plus pourrions-nous supposer qu’il en existe
de parcilles, parmi les équations d'ordre supérieur; mais on ne pourra
s'en assurer que par une discussion spéciale, analogue & celle qui précede.

Le beau résultat de M. Frcns en perd-il pour cela son intérét? Je
ne le crois pas. Il nous fournit en effet une classe trés-nombreuse d’équa-
tions différentielles intégrables algébriquement. Les conditions de M.
Fucas sont trés simples et il suffit d'un examen assez rapide pour re-
connaitre si elles sont remplies. On reconnait du méme coup I'intégrabilité
algébrique, qui sans cette circonstance aurait pu passer inapercue.

De plus, on peut fonder sur ce théoréme une méthode pour trouver
les modules d’'une surface de Riemaxx; mais c'est la un point que je ne
puis développer en ce moment.

Paris, 25 Novembre 1884.




