SUR LES SERIES DE FACULTES.

Par

N. E. NORLUND

a Luxp.

Introduction.

Par une série de facultés on entend une série de 'une des deux formes
suivantes:

=0

Asq 8!
Q(x)=‘§)x(x+1)fl..(x+s)’ (1)
W(x)z%_*_.ioa‘(x—x)(x-—sz;)... (x—s)’ (1 bis)

3=

ou les a, sont indépendants de z. Comme l’a fait remarquer M. JENSEN! le
domaine de convergence de ces séries est un demi-plan, limité & gauche par une
droite perpendiculaire & l’axe des abscisses et coupant celui-ci dans un certain
point A, dit I'abscisse de convergence.? Elles représentent des fonctions analyti-
ques, holomorphes & l'intérieur de ce domaine en exceptant, pour les séries de la
forme (1), les points o, —1, —2,... qui sont des pdles ou des points réguliers
de la fonction 2 (z), ¢’ils sont situés & I'intérieur du domaine de convergence.
M. PiNCHERLE a démontré que les séries de la forme (1 bis) ont I'incon-
vénient de pouvoir représenter zéro sans que tous les coefficients soient zéro.
Quand une fonction admet un développement de la forme (1 bis) elle en admet
donc une infinité. La représentation d’une fonction, par une série de la forme
(1) est au contraire unique. Ce sont ces séries qui sont les plus intéressantes et

! Tidsskrift for Mathematik eér. 4, t. 5, p. 130, probléme 45I; voir aussi sér. 5, t. 2,
p. 70—72.
? 8i la série est convergente dans tout le plan, ) est égal & — oo,
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c’est exclusivement d’elles que nous allons nous occuper dans les pages suivantes.
Leur importance résulte de ce fait qu’elles sont capables de représenter une
fonction analytique dans un certain environ d’un point singulier; en effet, on
peut toujours supposer que le point en question se trouve a linfini. Posons

x=0+17 et
s==n—1

Q@)=

2=0

Qg1 8!
z(x+1)... (2 + 8)

+ R, (z);

soit » un nombre positif plus grand que I'abscisse de convergence 4.

Nous allons démontrer que |2"+! R.(z)| reste plus petit qu’une constante
fixe dans le demi-plan ¢ >x. La série de facultés indique donc P'allure de la
fonction £2(z) avec autant d’approximation qu’on le veut quand la variable tend
vers linfini en restant & l'intérieur du domaine de convergence. Mais l'infini
est en général un point singulier essentiel de la fonction 2(x). (Elle peut étre
non-uniforme aux environs de z =, et elle présente en général une infinité de
points singuliers, ayant le point # = comme point limite.)

Il en résulte que la série de facultés est un instrument analytique, trés utile
quand il s’agit d’étudier une fonction analytique au voisinage d’un point singulier
et d’en trouver une représentation analytique qui reste convergente quand on
s’approche au point singulier en restant dans un certain angle; elle présente &
ce point de vue des avantages considérables sur les séries de puissances, qui
aménent, comme on sait, & des développements toujours divergents. Les points
singuliers dont on peut ainsi aborder I’étude & 1’aide de séries de facultés conver-
gentes sont ceux qui se comportent & peu prés comme des points réguliers quand
on s’approche du point en question en restant a I'intérieur d’un certain angle.

Pour en citer un exemple ou I'on réussit & caractériser la singularité non
seulement dans un angle mais dans tout voisinage de l'infini, j’ai démontré,* a
Paide des résultats contenus dans ce Mémoire, que les solutions des équations
linéaires aux différences finies 4 coefficients rationnels se représentent, quel que
soit la variable x, par une somme de séries de facultés convergentes multipliées
respectivement par certaines fonctions exponentielles. Ces séries indiquent com-
plétement 'allure de la fonction, non seulement dans la partie finie du plan, mais
aussi quand = tend vers P'infini en suivant une ligne quelconque. Si par exemple
z tend vers l'infini le long d’un rayon vecteur en restant & I'intérieur d’'un certain
angle la partie principale de lintégrale est formée d’une seule de ces séries &
cause du facteur exponentiel, mais pour certaines valeurs de ’'argument de z la
partie principale passe brusquement d’une série & une autre. On voit donc que

! Voir ma Thése: Bidrag til de linesre Differensligningers Theori. Copenhague 1910, et
un Mémoire qui paraitra dans ce journal.
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ce sont des singularités d’une nature assez compliquée dont on peut aborder
Pétude & 1'aide de la série de facultés.

Mais la série de facultés peut rendre service dans des cas beaucoup plus
compliqués encore. Il y a lieu de se demander d’une maniére générale qu’elle
est la classe de singularités la plus générale au voisinage desquelles on peut
trouver un développement convergent de la forme (1), c’est & dire qu’elle est la
condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction donnée 2(x) admette un
développement de la forme (1). MM. PINCHERLE et NIELSEN en ont déja donné
une reponse en démontrant que la condition nécessaire et suffisante c’est que la
fonction 2(x) puisse se mettre sous la forme

1
Q(x) =ft”_‘¢(t)dt,
0

@(t) étant une fonction analytique, holomorphe & l'intérieur du cercle |t —1|=1
et d’ordre fini sur ce cercle. Il faut admettre que ce n’est pas la une réponse
trés simple.

Mais il convient de se poser le probléme d’une maniére un peu différente.
Remarquons d’abord que, si Q(x) admet un développement de la forme (1) elle
admet également un développement de la forme suivante:

=m0

Q(x) =D

=0

Cst1 8! ,
z(x+ w)...(x+ sw)

(2)

w étant un nombre positif plus grand que 1. Plus généralement, nous allons
démontrer I'existence d’un nombre positif @ tel que le développement (2) existe
pour « > mais non pour w< 6.

Pour «w =0 le développement peut exister ou non. Mais on ne peut pas,
de la seule connaissance de quelques propriétés analytiques simples de (),
prévoir si le développement converge pour w=—® ou non; c’est un probléme
tout aussi difficile que celui de trouver la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une série de TAYLOR converge sur son cercle de convergence, exprimée par
des propriétés analytiques simples de la fonction qu’elle représente.

Il convient donc de se poser le probléme de la manidre suivante: Qu’elle
est la classe des fonctions qui admettent un développement de la forme (z) pour
des valeurs convenablement choisies de w (c’est & dire en donnant & » une valeur
supérieure & ©). Ainsi posé, il y a une réponse des plus intéressantes. Nous
allons démontrer que cette classe de fonctions est la méme! que celle qui donne
naissance & des séries de puissances de la forme

! Comparez pourtant § 15.
Acta mathematica. 31. Imprimé le 28 novembre 1914, 42
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qui sont divergentes mais absolument et uniformément sommables par la méthode
exponentielle de M. E. Borer. Il y a, il est vrai, une infinité de fonctions qui
donnent naissance & la méme série; mais c’est la fonction que M. BoreL attribue
4 cette série comme somme généralisée qui admet le développement (2). Notre
probléme se trouve ainsi mis en rapport avec une des questions les plus inté-
ressantes de I’Analyse, & savoir le sens qu'il faut attribuer & une série divergente
et la série de facultés en donne une réponse aussi simple qu’on puisse I'imaginer;
il suffit en effet de transformer la série divergente en série de fa,cultés, opération
qui est toujours facile. Ou encore, si, par un calcul quelconque, on est amené
4 une série de puissances divergente mais absolument et uniformément sommable
au sens de M. BoreL, on aurait pu, en dirigeant convenablement le calcul, &tre
amené 3 une série de facultés convergente au lieu de la série divergente.

On sait que H. PoINCARE a réalisé un grand progrés dans I’étude des fonc-
tions définies par certaines équations différentielles a I’aide des séries asymptotiques.
De ce qu’on vient de dire on conclut qu’on aurait pu arriver au méme but en se
servant de séries de facultés comvergentes, ce qui est peut-&tre plus satisfaisant
pour D’esprit. Ces séries permettent donc de compléter les résultats de PoINCARE
sur un point qui n’est pas sans importance pour des applications ultérieures.’

On connait le rdle important que joue, dans presque toutes les applications
de la série de TayLoR & la théorie des fonctions, le théoréme de CavcHY d’aprés
lequel le cercle de convergence est le plus grand cercle & I'intérieur duquel la
fonction est holomorphe. Il y avait lieu de se demander s’il existe un théoréme
analogue pour les séries de facultés, c’est & dire si la droite de convergence o =4
est en quelque rapport simple avec les singularités de la fonction. On sait qu’il
n’y a pas nécessairement de point singulier sur la droite de convergence. Pour
savoir déterminer la droite de convergence il ne suffit donc pas de connaitre
Paftfixe du point singuliér dont Pabscisse est la plus grande, il faut encore avoir
des renseignements sur la nature de la singularité & I'infini.

Y

Nous démontrerons & cet égard le théoréme suivant:

Supposons:

1°. Que la fonction £(z) admette un développement en séries de facultés
de la forme (2), convergente pour des valeurs suffisamment grandes de o.

2°. Qu’il existe un nombre positif I, tel que la fonction 2 (x) soit holo-

1 M. Mirrac-LerrLER, dans son Cours 1909, a déja attiré I'attention sur ce fait. M. Hornw,
dans deux Mémoires récents, a donné quelques indications sur le sujet. Voir: Journal fir die
reine und angewandte Mathematik t. 144, p. 167—189; Mathematische Annalen t. 71, p. 510532,
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morphe et bornée pour ¢ >!+ ¢, mais non dans la bande [ +¢&>0>1—¢ quelque
petit que soit le nombre positif ¢.

L’abscisse de convergence de la série (2) est alors égal & I ou supérieur a !
d'une quantité qui tend vers zéro, quand w tend vers linfini.

Il existe des séries de facultés pour lesquelles la limite inférieure I de
Pabscisse de convergence n’est pas atteinte pour aucune valeur finie de w.

Mais dans les cas ordinaires, tels que les solutions des équations linéaires
aux différences finies & coefficients rationnels, ’abscisse de convergence est égale
4 ! quand on donne & w une valeur quelconque supérieure au nombre @ dont il
a été question plus haut.

Pour w=0 l'abscisse de convergence A est généralement supérieure & I et
elle n’est pas, semble-t-il, en rapport avec des propriétés analytiques simples de
la fonction £(x); rien ne distingue, en apparence, la bande 4> ¢ > du domaine

de convergence. La fonction £2(x) et toutes ses dérivées par rapport é% tendent

uniformément vers une limite quand z tend vers linfini en restant dans le
demi-plan ¢ > 1.

La droite 6 =1, au contraire, est une droite caractéristique pour la fonction 2(x).

Deux cas pourront arriver.

1°. Il se trouve sur la droite ¢ =/ un point singulier & distance finie ou
bien il se trouve dans la bande I — & <o <! une infinité de points singuliers qui
g’approchent indéfiniment de la droite o =1 & mésure qu'on s’éloigne de I’axe
des abscisses.

2°. La foriction £2(x) est holomorphe pour ¢ >1,, I, étant inférieur & I; la
série cesse en ce cas de converger dans la bande [, <o <! parce que la fonction
2(z) ne tend pas vers une limite quand z tend vers I'infini en restant dans cette
bande; nous allons méme démontrer qu’elle croit plus vite qu’une puissance
quelconque de I'ordinat dans cette bande.

L’étude des séries de facultés remonte & NewToN et STIRLING. La relation
étroite qu’il y a entre ces séries et les intégrales définies de la forme

[e 2]

fe"” F(t)dt

[1]

a été remarquée, pour la premidre fois je crois, par ScHL6MILCH.! On connait le

! Uber Facultitenreihen, Berichte tiber die Verhandlungen der K. Sichsischen Gesellschaft
der Wissenschaften zn Leipzig. Mathematisch-Physische Classe t. 11, 1859, p. 109—137.

Uber die Entwickelung von Funktionen complexer Variablen in Fakultitenreihen, ibid.
t. 15, 1863, p. 58—62.
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réle important que joue ces intégrales dans différentes branches de I’Analyse,
rappelons seulement les travaux de LAPLACE et d’ABEL, de PoINCARE, de M.
Borer, de M. MiTTaG-LEFFLER, de M. PHRAGMEN et la généralisation intéressante
de M. MirTAG-LEFFLER. M. PINCHERLE! a consacré un beau Mémoire & ces intégrales
et leurs applications & divers questions d’Analyse entre autres les séries de facultés.

On doit 3 M. N. NIeLsEN? la premiére étude systématique de la théorie des
séries de facultés. Mais les démonstrations de M. NIELSEN manquent quelquefois de la
rigueur et il y a de grandes réserves & faire & I'égard des théorémes enx-mémes.

D’ailleurs on peut faire ’objection générale suivante & M. NIELSEN; ses dé-
monstrations reposent essentiellement sur la considération de deux nombres 4 et
A dits nombres critiques, mais ces nombres n’existent pas en général; tous les
résultats de M. NIELSEN concernent donc seulement la classe particuliére de séries
pour lesquelles ces nombres existent. Néanmoins les Mémoires de M. NIELSEN
sont d’une importance considérable et je tiens & dire que la lecture de ces
Mémoires m’a été trés utile. Dans ce qui suit, nous traitons plusieurs des pro-
blémes étudiés par M. NIzLsEN.

La véritable base d’une théorie a été6 donné par M. Lanpau dans son
Mémoire: Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultitenreihen.® Au commen-
cement du Chapitre II nous rappelons, pour la commodité du lecteur, ceux des
résultats, démontrés par M. LaNDAU, qui ont rapport avec ce Mémoire.

Dans le chapitre I j’énonce divers théorémes auxiliaires dont j’ai & faire usage.

Dans le chapitre II j'étudie une transformation qui joue un réle fonda-
mental dans la théorie de la série de facultés et qui permet de prolonger ana-
Iytiquement, dans un certain domaine, la fonction définie par la série; mais elle
ne permet pas d’atteindre la droite o =1 dont il a été question plus haut.

Dans le chapitre III je m’occupe d’une autre transformation qui est d’une

! Sur les fonctions déterminantes, Annales scientifiques de 1'Ecole Normale Supérieure
sér. 3, t. 22, 1905, p. 9—68.

Voir aussi les Mémoires suivants de M. PiNcHERLE relativement aux séries de facultés:

Sulle serie di fattoriali, Atti della R. Accad. dei Lincei, Rendiconti, serie 58, t. XI, gem. 1,
1902, p, 139—=144 et p. 417—426. Sulla sviluppabilitd di una funzioni in serie di fattoriali, ibid.
t. 12, sem. 2, p. 336—343. Sulle funzioni meromorfe, ibid. p. 436—439. Sulle serie di fattoriali
generalizzate, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo t. 37, 1914, p. 379—390.

* Recherches sur les séries de factorielles, Annales scientifiques de I'Ecole Normale Su-
périeure sér. 3, t. 19, 1902, p. 416—429.

Les séries de factorielles et les opérations fondamentales, Mathematische Annalen t. 59,
1904, p. 356—359.

Handbuch der Theorie der Gammafunktion. Leipzig 1906, p. 237-—299.

? Bitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der K. B. Akademie der Wis-
senschaften zu Miinchen, t. 36, 1906, p. 151—218.
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log |ngl| ) (3)

’

k = lim sup log 7

il en résulte qu’il existe un nombre positif N tel que
laa] < mEi+e, (4)

8i » >N, quelque petit que soit le nombre positif ¢, pendant que, pour une in-
finité de valeurs de », on a
[an| > o1,

Pour arriver & la définition de I'ordre dans un point ou sur une partie du cercle
de convergence on introduit la notion d’écart d’une fonction sur un arc de
courbe. Si les intégrales

b b
nfcos n0f(e9)d0o, nfsin n0f(ef®)dO

a a

restent finies et moindres en valeurs. absolues qu'un nombre fixe I quand n tend
vers Pinfini, o et b étant des limites quelconques intérieures & lintervalle («, §),
la fonetion f(2) est dite & écart fini et égal & [ sur l'arc (e, 8) du cercle |z|=1.
Posons

@ n=w r
z D;f(z)=zan1—;(—n(_7:1‘—+-i—)zjz".
n=0

On entend par Yordre de f(z) sur I'arc («, 8) un nombre k tel que

D7* f(2)

soit finie, continue et & écart fini sur l'arc («, 8) quel que soit le nombre positif
¢ mais que I'une au moins de ces propriétés fasse défaut a la fonction:

D7 f(2).

L’ordre dans un point singulier z-—=e*% est égal &4 'ordre sur un arc (e, 8)
comprenant le point @, et de longueur aussi petite que ce soit.

L’ordre dans un point régulier est égal & — . Si l'ordre total sur le cercle
|zl =1 est égal & &, il y a sur ce cercle un point au moins d’ordre k.

Relativement & ce nombre & on a les théorémes importants suivants:

A. Lordre d’une fonction sur un arc («, 8) n’est pas altéré quand on la mul-
teplie par une fonction holomorphe et différente de zéro le long de («, ).

B. Lordre du produit de deux fonctions d’ordre positif est au plus égal o la
somme des ordres des facteurs.
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nature plus radicale, et qui consiste & remplacer la variable z par —, @ étant un

nombre positif.

Dans le chapitre IV je démontre que cette transformation permet de pro-
longer analytiquement la fonction définie par la série jusqu’a la ligne o =1.
Dans le méme chapitre j'étudie le rapport entre les séries de facultés et les
séries de puissances divergentes.

L’utilité d’un instrument analytique tel que la série (1) dépend d’une part
de sa faculté de représenter une fonction analytique dans des domaines aussi
étendus que possible d’autre part de la facilité avec laquelle elle se préte aux
opérations fondamentales de I’Analyse. La série de facultés est & cet égard
presque aussi souple que la série de puissances. Elle se préte un peu moins
facilement que celle-ci & la différentiation et I'intégration mais plus facilement &
Popération o4 et son inverse. Nous étudierons dans le dernier chapitre le pro-
bléme de la multiplication de deux séries de facultés, et nous terminons avec
quelques mots sur la différentiation d'une série de facultés. L’application des
autres opérations fondamentales ne présente aucune difficulté.

CHAPITRE 1

§ 1. L’étude du domaine de convergence d’une série de facultés repose
essentiellement sur la notion d’ordre d’une série de TAYLOR sur son cercle de
convergence, introduite par M. HapaMarp! dans sa Thése bien connue. Rela-
tivement & cet ordre M. HADAMARD a démontré un certain nombre de théordmes
qui nous seront trés utiles. Pour la commodité du lecteur nous commencerons
par rappeler ceux des résultats de M. HapamarDp, dont nous allons faire usage,

en y joignant quelques remarques simples pour les adapter a notre but.
Soit f(z) une fonction définie par une série de TAYLOR:

@) =a,+a,2+ a,2* +a,2° + -

a rayon de convergence 1. L’ordre k de f(z) sur le cercle |z| = 1 est d’aprés la
définition de M. HapaMarD

* Journal de mathématiques sér. 4, t. 8 (1892), p. 154—186.

Voir aussi Darroux: Mémoire sur l'approximation des fonctions de trés grands nombres
et sur une classe étendue de développements en série. Journal de Mathématiques, 3@ série,
t. IV, p. 5—s6 et p. 377—416, 1878.

E. Fasry: Comptes rendus de I'Académie des Sciences de Paris, t. 149, 1909, p. 767—768,
P. 1043—1045; t. 151, 1910, p. 922—925. Acta mathematica t. 36, 1912, p. 69—104.

P. Digves: Legons sur les singularités des fonctions analytiques. Paris 1913, p. 1—32.
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Si une des fonctions est d’ordre négatif il suffit dans la démonstration que
donne M. HapaMARD de ce théoréme de remplacer I’ordre négatif par zéro; donc:

C. Le produit de deux fonctions, dont Uune est d’ordre positif k, est d’ordre
au plus égal o k.

Le produit de deux fonctions d’ordres négatifs est au plus d’ordre zéro,
mais on peut ici obtenir un résultat un peu plus précis. En effet, soit f, et f,
d’ordre k, et k, respectivement (o >k, > k,) et soit n le plus petit entier positif
qui est plus grand que — k,; considérons

s=n

L@ i@l = 2 (7) DI 1) DE ().
520

Le premier terme au deuxiéme membre est D} f,(z).f,(z); Dg f,(2) est d’ordre
n + k>0 et cet ordre ne sera pas augmenté par la multiplication par une fonec-
tion d’ordre négatif; ce terme est donc d’ordre = + k, au plus. L’ordre du
dernier terme au deuxiéme membre est <n+k, <n+k,. Tous les autres termes,
étant le produit de deux fonctions d’ordre non-positif, sont au plus d’ordre zéro.
Mais de la définition résulte immédiatement que la somme de deux fonctions
d’ordre k est d’ordre k au plus, et que la somme de deux fonctions dont 1’une
est d’ordre k& pendant que Pautre est d’un ordre inférieur & k, est nécessairement

d’ordre k. D;[f,(z)f,(2)] est donc d’ordre »n + %, au plus. Il en résulte que:

D. L’ordre d’un produit de deux fonctions d’ordres négaiifs est au plus égal
au plus grand des ordres des facteurs.

L’intérét de cette notion d’ordre résulte surtout de ce qu’elle établit une
certaine correspondance entre l'ordre de grandeur de f(z) dans les points sin-
guliers situés sur le cercle de convergence et 'ordre de croissance des coefficients
an- On a, en effet, les quatre théorémes suivants, dont les deux premiers sont
dus & M. Hapamarp.

E. 8¢ Vordre de f(z) sur un arc déterminé («, B) du cercle de convergence et

G ses extrémités est égal au nombre positif k on a:

10, 'lilmb1 (x—|z)**+e f(z2) =0,

(e étant un mombre positif aussi petit qu'on veut) et cela uniformément, pourvu que
z tende vers un point de Uarc (a, 8) par des valeurs intérieures au cercle.

2°. 8i I(z) désigne Vécart sur Varc de cercle de rayon |z| et limité aux mémes
rayons que (a, ), le produdi
(x —|z]ye*e I(2)
tend ausst vers o.
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Et inversement:

F. 8¢ les quantités
(@ —1zD*1f@) et (x—|zD*|L(2)]

restent moindres qu'un nombre fixe lorsque Uon fait tendre z vers un point de larc
(e, B) par des valeurs intérieures au cercle, la fonction f(z) est d’ordre au plus égal
& k sur Uarc (e, 8).

Mais il faut reconnaitre qu’il est presque toujours trés difficile de bien
discerner quel est l'ordre de grandeur de l’écart I d’une fonction donnée sur
son cercle de convergence. Le théordme suivant, voisin & F, est plus facile &
appliquer.

G. 8¢ la quantité
(x—Iz]*1f )| k2o

reste moindre qu'un nombre fixe A lorsque Uon fait lendre z vers un potnt de larc
{a, B) par des valeurs intérieures au cercle de convergence, la fonciion f(z) est d’ordre
au plus égal & k+ 1 sur Varc (e, 8).

En effet, soit ¢ un nombre positif et formons la dérivée généralisée® d’ordre
—k—¢
!

TN ) = mry ] (x =t ez dt. (5)
0

D’aprés I’hypothése faite relativement & f(z) on a, ¢ étant <1,
y: |
el <

quelle que soit la valeur de z de module <1 et d’argument compris entre a et
g; lintégrale est donc uniformément convergente, et elle représente, par consé-
quent, une fonction qui est finie et continue sur I'arc (a, 8). La fonction

z-k—e—l D’—k—-é—l f(z)

est & fortiori finie et continue sur larc (a, 8), elle est d’ailleurs holomorphe a
Iintérieur du cercle |z]=1, et elle a une dérivée finie sur I'arc (¢,f). Il en

! Cf. Horvy L. c. p. 516—517.

? Sur l'extension de la notion de dérivée a des ordres non-entiers (positifs ou négatifs)
voir HapaMarD 1. ¢. p. 154—162, et RieMaNN: Gesammelte mathematische Werke; Leipzig 1892,
p- 353—366.
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résulte qu’elle est & écart fini sur cette arc, et, par conséquent, d’ordre au plus
égal & zéro. On voit donc que l'ordre de f(z) sur l'arc (e,p) est <k + ¢+ 1,
or comme on peut choisir ¢ aussi petit qu’'on veut, la proposition est démontrée.
Ce théoréme donne moins de précision que F mais on ne peut pas arriver a
mieux,! c’est & dire qu’avec ’hypothése faite sur la fonction f(2) il n’existe aucun
nombre k'<k+ 1 tel que 'ordre de f(z) sur 'arc (¢, 8) est nécessairement infé-
rieur ou égal & k.

Cela résulte de I'exemple suivant. Considérons la fonction de WEIERSTRASS?

fe) =1+ b2 + 022" + 032" + - (6)

b étant un nombre positif inférieur & 1, et » étant un entier positif supérieur
a4 1; supposons en plus que bv>1. f(z) admet, comme on sait, son cercle de
convergence |z|—1 comme coupure; elle est d’ailleurs absolument et unifor-
mément convergente et par suite finie et continue sur ce cercle (mais elle n’est
pas & écart fini%). L’ordre k£ de f(z) sur le cercle |z| =1 est d’aprés le théoréme
G inférieur ou égal & 1. Mais il est facile de déterminer directement cet ordre

a Paide de ’égalité (3); on trouve

=1+ log b
log »
ce nombre est inférieur & 1, mais en choisissant v suffisamment grand, la dif-
férence 1 —k peut &tre rendue aussi petite qu’'on veut.

Le degré d’infinitude de la fonction dans les points singuliers ne permet donc
pas, & lui seul, de déterminer I'ordre sur le cercle de convergence, mais en rés-
serrant un peu les hypothéses on démontrera ce résultat assez précis.

H. Soit f(z) holomorphe & Uintérieur du cercle |z|=1; soit («,8) un arc
de ce cercle comprenant le point z=1; supposons qu’il existe un mnombre k> 1
tel que le produit

17 () (1 —] 2]y (1 —2)]

dans le domaine 1 >|z|>0, B> Argz> « reste plus petit qu'une constante fixe A,
Dordre de f(z) sur Uarc (a, B) est alors <k.

! Comparez avec les remarques de M. E. BorkL dans ses Legons sur les séries a termes
positifs. Paris 1902, p. 77—79.

? Abhandlungen aus der Funktionenlehre; Berlin 1886, p. 97—101 et Mathematische Werke
t. II, p. 71—74.

® Hapamarp ). c. p. 170.

Acta mathematica. 37. Imprimé le 28 novembre 1914, 43
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11 en résulte en particulier que, si 2=1 est le seul point singulier sur 'arc
(o, 8), et si le produit

|1(2) (1 —2)*] k21

reste plus petit qu'une constante fixe 4 quand 2z tend vers 1 par des valeurs
intérieures au cercle |z| =1 ou le long de ce cercle, alors I'ordre de f(z) dans le
point z=1 est <k.

Démonstration. Considérons la dérivée d’ordre —k —¢

DI 0 = F g J (z—8"7 () dE,

¢ étant un nombre positif; on voit de la méme maniére que plus haut qu’elle
est finie et continue sur l'arc (e, 8); nous allons démontrer qu’elle est également
& écart fini sur cette arc. Posons:

&0
I= k+€)fezn6] (e.e__s k+e—lf(§)d§d@

il faut démontrer que |I| reste plus petit qu’'un nombre fixe quand le nombre
entier n tend vers + o ou vers — o, et cela quelle que soit la valeur de y dans
Pintervalle (¢, 8). En intégrant par partie, on trouve:

eny . _ §
I= ‘bl"(lc+e)j (e —C)ere1 (D) d S zl"(k-}-s)f(l— kre=1f(L)dl —
7 A0
~FET=D n] e [ (60— L+t () dL dO.
0

0

Désignons les trois intégrales qui figurent au second membre par I,, I, et I,
respectivement. En changeant la variable dans I, on trouve

1 1
1 ' o ; A no dt
|I‘|;I'(k+£)J (I""t) te l”(te}')ldt<r(k+£)ju t)el'I' —te"’l’
0 0

la derniére intégrale est évidemment finie et indépendante de n quel que soit y
entre « et 8. |I,| est également fini et indépendant de n. Considérons l'inté-
grale double; on trouve:
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y 1
FARS m;—a_—nff(x — t)k+e=2| f(e®t) | dtdO
¢

et en vertu de ’hypothése faite sur la maniére dont f(z) devient infinie

v 1
A 1 dt
|13|<m:'1—)ff(l—t)2 ——————Fd@
¢ ¢

|z —te'@ll“?

Cette derniére intégrale est convergente quel que soit . La fonction D;*°f(z)
est donc bien finie, continue et & écart fini sur Pare (o, 8). Il en résulte que
Pordre de f(z) sur l'arc (¢, 8) est <k + ¢, ¢ étant un nombre positif qu’on peut
choisir aussi petit qu'on veut c¢. q. f. d.

Il va sans dire que le théoréme reste vrai, 8’il y a sur l'arc (e, #) un nombre
fini de points singuliers de la méme nature que z=r1.

§ 2. Les théorémes précédents permettent dans des cas étendus, sinon de
déterminer l'ordre, du moins d’assigner une borne supérieure et inférieure de
celui-ci. Mais il y a un cas particulier important, ol on peut déterminer la
valeur exacte de l'ordre, c’est celui ol la fonction f(z) se comporte sur le cercle
de convergence comme une solution d’une équation différentielle linéaire & points
singuliers réguliers. Supposons que f(z) soit holomorphe pour |2] < 1 & ’exception
du point z=1, et qu'elle admette au voisinage de z = 1 une représentation de
la forme

1@) = 2 (1 —2)%{¥i0(2) + Wi1 (2) log (1 —2) + --- + Yir(2) log" (1 —2)},  (7)
i1
les y;,(2) étant des fonctions holomorphes au voisinage de z= 1 et telles que
I'un au moins des nombres ¥; ,(1) (s=0, 1, ... r) soit différent de zéro. «,, ¢,, e, ...
sont des nombres complexes quelconques; soit pour fixer les idées

Re,) SR(ey)) SR(ep) < -

L’ordre de (1—=z)*log"(1—=z) dans le point z2=1 est égal & —R(e); il y a
exception seulement dans le cas ol « est égal & un entier non-négatif et en
méme temps r =o; 'ordre est alors égal & — . Pour le voir supposons d’abord
que R(e+1)<o; Pordre est alors, d’aprés le théordme H, < — R(a) et d’aprés le
théoréme E > — R (x). L’ordre est donc nécessairement égal & — R(«).

Dans le cas ot » >R (e + 1) >0, n étant un entier positif, il suffit de consi-
dérer la dérivée d’ordre n de (1 —z)2 logr (1 —2) et l'on arrive au méme résultat.
L’ordre n’est pas altéré par la multiplication par une fonction holomorphe et
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différente de zéro; on voit done que f(2) est d’ordre — R (e,) sur le cercle [z]=1
& moins que «, ne soit un entier non-négatif et que Y, (1) = =¥, , (1) =o.
L’ordre est alors égal & — R(a,) ete. ...

Soit w un nombre dont la partie réelle est positive. Posons

1
1—z=(1—1t)".

Nous aurons besoin plus loin de pouvoir reconnaitre quel sera I'ordre de f(z)
considérée comme fonction de ¢ dans le point t=1. On le voit presque immé-
diatement. Considérons le terme

(t— 2 Yo () = (1— )0 3 (1 — 1)
s=0

Il est d’ordre —9?(%) dans le point {=1, pourvu que 4, soit différent de

zéro. On voit donec que Vordre de f(z), considérée comme fonction de ¢, dans
le point ¢= 1 est égal au plus grand des nombres

—ER(&’) t=1,2,...,P,

w

en mettant de coté le cas d’exception dont nous avons parlé plus haut.

§ 3. Rappelons encore un dernier lemme, concernant la valeur asympto-
tique de la fonction I'(s), dont nous aurons & nous servir. Soit # un nombre
complexe quelconque indépendant de s, on a:

I'(s)s?

rs+p_1te

¢ tendant uniformément vers zéro quand |s] tend vers I'infini de maniére que s
s’éloigne indéfiniment de I'axe des nombres négatifs.

CHAPITRE 1I.

§ 4. Cela posé, considérons la série de facultés

S=w

2z) =

=0

Gs41 8!
x(x+1).‘.(x+s)’

(1)

et commengons par rappeler briévement les principaux résultats, concernant ces
séries, démontrés par M. LaNpaU dans le Mémoire cité.
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Le domaine de convergence est, comme nous P’avons déja dit, un demi-plan
limité & gauche par une droite perpendiculaire & I’axe des abscisses et coupant
celui-ci en un certain point 1, dit Pabscisse de convergence. La convergence est
uniforme dans tout domaine fini situé a 'intérieur du demi-plan de convergence

et ne contenant aucun des points o, —1, —2,.... La série représente donc une
fonction analytique, holomorphe pour toute valeur finie de x telle que ¢ >4 en
exceptant les points o, —1, —2,... qui sont des pdles simples ou des points

réguliers de la fonction £2(x), s’ils sont situés & l'intérieur du demi-plan de con-
vergence. Sur la droite ¢ =2 la série peut étre convergente ou divergente, ou
elle peut converger seulement sur une partie de cette ligne. T.’abscisse de con-
vergence i se détermine, du moins si elle n’est pas négative, de la maniére sui-
vante. Posons:

=1

IOg 2“5-{-1
¢ = lim sup lgzofnf—f- (8)

Si >0, on a A=c, et quel que soit 1, on a 4 <c; A peut en particulier prendre

la valeur — o, la série représente dans ce cas une fonction méromorphe de x.
Généralement la série ne converge absolument que dans une partie de son

domaine de convergence o >1; le domaine de convergence absolue est égale-

ment un demi-plan ¢ >1; i est dite I’abscisse de convergence absolue et 'on a

A<A<Ai+1. 1l va sans dire que A se détermine, si elle n’est pas négative, par
la formule:

=1

]og2|a,+1|
A = lim sup ———ia'g—n——-

M. Lanpavu fait en outre voir 'analogie formelle qu’il y a entre la série (1) et
la série de DIRICHLET

S0

G541
s=1
avec les mémes coefficients. Les deux séries sont convergentes et divergentes
pour les mémes valeurs de = (en exceptant les points o, —1, —2,...) et plus
encore, la fonction analytique

2(x)
F(—x—)—w(x),

! Nous posons toujours x = g 4+ it.
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définie par les séries pour o >4, est holomorphe pour 0 >1—1zx. Il serait in-
téressant de voir si cette analogie peut se poursuivre plus loin; nous comparerons
souvent, dans ce qui suit, nos résultats avec les théorémes correspondants rélatifs
aux séries de DIRICHLET.

Il peut arriver qu’il se trouve un point singulier de la fonction Q(z) sur la
droite de convergence ¢ =1, mais en général il n’en est pas ainsi, comme P’a
fait observer M. PiNcHERLE.! Il existe, au contraire, en général une bande
l<o<L ) située & gauche du domaine de convergence dans laquelle la fonction
£ (x) est holomorphe et bornée.

Le premier probléme que nous allons traiter consiste a trouver le prolonge-
ment analytique de la fonction 2(2) dans la bande I<¢ <1 ou du moins dans
une partie de cette bande. On y réussit en introduisant dans la série (1) un
paramétre dont elle ne dépend qu'apparemment pendant qu’au contraire le do-
maine de convergence de la série dépend de la valeur qu’on attribue & ce para-
métre. C'est au fond le méme procédé que M. MiTTAG-LEFFLER a appliqué avec
tant de succés & la série de TavrLor. Ici, étant donné la forme sous laquelle
nous l’employons, nous en obtenons un résultat beaucoup moins parfait. Nous
avons pourtant cru utile d’y insister un peu, parce que ce que nous allons faire
n’est que de transformer la série de facultés (1) en une autre série de facultés
avec la variable oz + 8 au lieu de z, (¢ et B étant des constantes convenable-
ment choisies). Mais I’étude de ces transformations s’impose pour d’autres raisons
encore, et dans presque toutes les applications des séries de facultés on est amené
4 en faire constamment usage. Nous aurons souvent, dans ce Mémoire méme,
l’occasion de nous en servir.

§ 5. Soit § un nombre dont la partie réelle est positive; nous allons étudier
la formule:

S0

Qz)=

L]

o o7

8
(z+8)(x+B8+1)... (x+£+3)

As41 8! _
z(x+1)...(x+8)

(10)

=0

ou le second membre ne dépend qu’apparemment de g et ol I'on a posé

(p’+s——1)=ﬂ(ﬂ+1)--~ B+e—1)

s 8!

! Sui limiti della convergenza di alcune espressioni analitiche, Rendiconti della sessioni
della R. Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna, sér. 2, t. 8, 1904, p. 13. Comparez aussi
Laxpav: 1. ¢. Grundlagen ete., p. 188.
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Nous démontrerons d’abord que la relation (ro) est valable dans le domaine
de convergence absolue de la premiére série, si 'on suppose en plus que ¢ >o.
En effet on a:
1

0

8

développons t—# par la formule du bindme

S0

t—ﬂ___z (ﬂ"":_l)(]:__t);

s=(

et intégrons terme par terme; on trouve

1 g B(g+1)

oIy + +o0 (1)
z z+f @+B)(@+p+1) (@+f)(z+f+1)(z+pF+2)

cette série de facultés converge absolument si o >0, pourvu que x ne soit pas
égal 4 un des nombres —g@, —f—1,—g8—2,.... En effet d’aprés le § 3 il
existe un nombre fixe K indépendant de s tel que

pB+1)... (B+s—1) <i{_
(x+B)(x+B8+1)... (x+8+8)] st

quel que soit D’entier positif s.
Formons la différence n'*me des deux membres de (11), on trouve:

n! _’2” BB+1)... (8+s—1) {n -+ s)!
z(x+1)... (:c+n)_s_o(x+ﬁ‘)(x+ﬂ+1)... (x+p+n+s) 8!

(11 bis)

ot la série converge absolument, si ¢ > o.
Cela posé, considérons la série double

Zun,av
n,s

ol la sommation doit &tre étendue & toutes les valeurs non-négatives de n et de
8, et ol nous avons posé

ﬂ+s-—1) (n+8)! Gny1
8 x+B)lx+8+1)... (x+p+n+s) =

Un,n+s = (
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pendant que u,,=o0, si s<n. Je veux démontrer que la série double est ab-
solument convergente. Posons 8, = R (8); d’aprés le § 3 on sait trouver un nombre
positif K indépendant de » et de s tel que l'inégalité

BB+1)... B+s—1) <K B (8 +1)... (B +s—1)
@+ (+p+1)... (+F+n+s) (6+B)(0+p+1)... (0+B+n+3)

a lieu quels que soient les entiers non-négatifs n et s. La formule (11 bis) nous
donne donc l'inégalité suivante:

1 ¥ ) BB Brs—n)  K.nllawn)
.goIuﬂ»"+’|<K|aﬂ+1|'§033(a+ﬂ,)(0+ﬂ,+I)m(0+P’1+n+8)"_0(0‘*‘1)---(0“‘")

Il en résulte que la série double
zun,:

est ahsolument convergente, si ¢ >0, et ¢ >4, 4 étant I’abscisse de convergence
absolue de la série (1), et I'on a par conséquent l'identité

qui entraine Iidentité (10). Le cas g =1 est particuliérement intéressant. On
trouve

Sw= 0

()=,

sm0

8! Gs1 . sla, ta,+ -+ @)
x(x+1)...(x+s)~_z(x+1)(x+2)...(x+s+1) (12)

Nous avons démontré l'exactitude de cette relation dans le domaine de
convergence absolue de la série au premier membre. Mais, les séries étant uni-
formément convergentes, la relation subsiste partout ol les deux séries convergent.

Soit ¢ le-nombre défini par P'égalité (8), on sait trouver un nombre fixe K
tel que, pour s =1,2,3,..., on ait

la, + @, + -+ + as41] < K s, (13)

quelque petit que soit le nombre positif ¢. Soit, comme plus haut, 1 Vabscisse
de convergence de la série au premier membre de (12), on voit que la série au
deuxiéme membre converge absolument, si ¢ >4, 6>0. Dans les applications des
séries de facultés on est souvent géné par le fait que la convergence n’est absolue



Sur les séries de facultés. 345

que dans une partie du domaine de convergence. On évite cet inconvénient en

transformant préalablement la série & 1’aide de la formule (12).
§ 6. Cette formule nous permet aussi de tirer une conclusion importante

relativement & la fonction $£2(z) définie par le développement (1). Soit » un
nombre positif plus grand que 4, soit  un nombre tel que o > x, on a d’aprés (r2)

+1°§ slla,+a,+  + dsil
0 < % 1 2 ,
| (x)l=|x+1|§)(u+1)(x+2)...(u+s+1)

mais l'inégalité (13) montre qu’on sait trouver un nombre positif M indépendant
de s tel que

! ' !
lal+a,+---+a.+1|<M(c +et+1)(c'+et2)...(c'+e+ts)

Y §=1,2,3,... (14)

ol ¢ désigne le plus grand des nombres ¢ et 0. En ayant soin de choisir en
outre M plus grand que |a,| on trouve

r+1 gl +et+1)(c+e+2)...(c+e+s).
|'Q(%.)|<M|x+1|2 x+1)(x+2)...x+s+1)

mais on peut toujours choisir ¢ suffisamment petit pour que x> ¢+ ¢; la série
est donc convergente et la formule (11) nous donne '

M L ¢

lg(x)l<|x+1|u—c.’——-e’

il en résulte que jz2(x)] reste plus petit qu'une constante fixe dans le domaine
o2
Posons

g=n—1

gy 9!
2= 2 s e T @ (15)

=0

et appliquons le méme raisonnement & la fonction R,(x) on trouve d’abord

S=w

_ (@ni1 + Gnaz + -« + Ggpr) 8! .
Bale) = 2"(2:++1)(z ++2)... +s+1)

solt 6>x%, on a

IR (z)|<(u+1)(u+2) (n+n+1)'2°°|a,,+1+a,,+2+ + Ggpa] 8!
n =|z+1||x+2|...|x+n+1|‘_n(u+1)(u+2) rtet+1)

Acta mathematica. 87.V Imprimé le 28 novembre 1914, 4
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enfin on sait trouver un nombre positif M indépendant de n et de s tel que

cd+e+1){c'+e+2)...(c'+e+8)
8!

Ian+1+an+z+~-+a,+1|<M( S=n,n+1,n+2,...

& étant un nombre positif qu’on peut choisir assez petit pour que l'on ait x> ¢'+e¢;
on trouve done

lR”(x)I<M(n+I)(u+2) (x+n+1)"2°°(c'+e+1)(c'+e+2)... (c+e+8) (16)

lz+ 1]z +2]... jJz+n+ 1] (x+1)(x+2)...(2+8+1)

la série (11) étant absolument convergente, si ¢ > o, on voit que la série au second
membre de cette inégalité est le terme reste d’une série convergente, dont les
termes sont indépendants de z; ¢ étant >x on a

x+1)x+2)...(x+n+1) I
lz+1]lz+2]|...|Jz+n+1]=""

il en résulte que |R,(x)], dans le domaine ¢>x, tend uniformément vers zéro
quand » tend vers Pinfini.

Théoréme I. La série (1) est uniformément convergente dans le domaine o >x,

% désignant un nombre positif plus grand que U'abscisse de convergence A.

M. Laxpavu! a déja démontré que la série (1) converge uniformément dans
tout domaine fini, situé & l'intérieur du demi-plan de convergence et ne conte-
nant aucun des points z =0, —1, —2,...

Pour les séries de DiricHLET?® de la forme (g) la convergence est également
uniforme dans tout domaine fini situé & l'intérieur du domaine de convergence

o> A, et méme dans tout domaine de la forme
6>A+ e, —eMo < v < oMo,

¢ étant un nombre positif et M étant un nombre réel; mais la convergence n’est
pas uniforme dans le demi-plan ¢ >4 + ¢.

De Pinégalité (16) on peut tirer une autre conclusion importante. Soit
maintenant » un nombre fixe on voit que

fz+ 1]z +2]... |[s+n+ 1||Ra()].

1 1. ¢. Grundlagen etc., p. 161.
? Voir Laxpav: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. Leipzig und

Berlin 1909, p. 735—742.
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ou, ce qui revient au méme, que

[z7+1 By ()]

reste plus petit qu’'une constante fixe indépendante de « dans le domaine o> «;
on a donc le théoréme suivant.

Théoréme II. La fonction 2(z) définie par la série (1) peut se metire sous
la forme

g(x)=%+ﬁ(_’%)- (17)

ulz) étant une fonction dont le module admet une borne supérieure dans le domaine
o>x, e Uon a uniformément dans ce domaine

lim 2 Q(x) =a,,

=D

lim (z + 1) [ 2(x)—a,)=a,.1! (x8)

Lom®

lim (z + 2){(z + 1) [ 2(x) —a,] —a,} = a5 . 2!

etc.

Nous verrons plus loin qu’on peut encore préciser un peu ce résultat; ony
arrive le plus facilement & laide de l’intégrale définie que nous allons maintenant
étudier.

§ 7. Soit C un contour rectangulaire dont les cotés sont paralléles aux axes
des coordonnées et avec les sommets x —in, x +in, » + m +in, x + m—in, ol
m et n désignent des nombres positifs et » ayant la méme signification que plus
haut. Soit z un point situé a I'intérieur du contour, on a

2(x) =—‘—f—9(—z)dz.

27wt,) 2—x
C

Nous venons de voir que |[22(z)| reste borné dans le domaine ¢ > x; faisons
tendre n vers l’infini, on trouve

i x+m+io

Q(2) = = .fm"’) dz + — .f”q(z) dz,
27T xr—2 27T 2—2
H-~t0 #+4-m—in

or la derniére intégrale est identiquement zéro; on a done
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x41m
Q(x):—l—.fg(z) iz, (19)
2771 / x—2

le chemin d’intégration étant une droite perpendiculaire & 'axe des abscisses et
coupant celui-ci dans le point x; mais, la partie réelle de z étant plus grande
que x, cette derniére intégrale peut s’écrire

#+io @

be (20)

2@ == Q(z)fe(:-cwdgdz.
0

H—10

On peut ici renverser l'ordre des intégrations; pour le voir appliquons le théo-
réme Il et substituons, dans l’intégrale (20), au lien de 2(z) I’expression (17);
(2z0) se trouve ainsi décomposé en une somme de deux intégrales. Pour la pre-
miére il n’y a pas de difficultés. La seconde est

A4i® ®
X ___‘u_(z)_ els—a) d§ dz;

2nwt,) z{z + 1),
x—1300 0

mais cette intégrale est absolument convergente ainsi que les deux intégrales
simples

@ %440

(s—a)f (@) uy,.
fe dé et fz(z—i-x)e dz;
0

#—io

on peut donc renverser l'ordre des intégrations! et on trouve

20 = [ et FEas, (a1)
o
ol
‘ x4fao
F(§)——-2—:t-i f e Q(2)dz; (21 bis)

en posant e—¢=1¢ on trouve encore

! BrouwicH: Theory of infinite series, p. 457. London 1908.
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1
Q(z) = f te-1g(t) dt, (22)
0
ol
x40
P(t)=F (log %) = Z:E [ —2 Q(2) dz. (22 bis)

Nous avons supposé que » est un nombre réel quelconque tel que x >4,
% >0; les intégrales (21 bis) et (22 bis) sont donc indépendantes de la valeur
qu'on attribue & x ces hypothéses étant satisfaites.

S’il existe un nombre positif I inférieur & % (et inférieur & 1) tel que 2(x)
est holomorphe pour ¢>1 et susceptible d’une représentation de la forme (17)
Ju (%)} admettant une borne supérieure dans le domaine ¢ >1, on peut méme,
sans changer la valeur des intégrales (21 bis) et (22 bis), substituer & x ce nombre
I ou tout autre nombre positif supérieur & I. C’est d’ailleurs facile de le vérifier
directement & l’aide du théoréme de Cavcony sur les intégrales complexes.

Ces intégrales sont convergentes respectivement pour o<&< o et pour
1>1> o0, mais la convergence n’est pas absolue; en effet on a

I+iw I+t
% | S P
¢(t)_2ni 2 dz+27m'ft z(z+1)dz’ (23)
l—io I—s0

la seconde intégrale est absolument convergente, mais la premiére est seulement
convergente. Sa valeur est d’ailleurs bien connue;! 4 ’'aide du théoréme de CavcHY
on démontre aisément qu’on a:

450
I t—* {t‘“, gi 1>i>0,
dz = .

o , sl t>1,

21 Zz—a
l—iw

(24)

! étant supérieur & la partie réelle de o; pour = 1 cette intégrale est divergente.
Formons la différence finie d’ordre s par rapport & «; on trouve

I4-40
s! i—*dz {t"‘“(x—t)',v si T>1>0,

zn:lz (z—-a)(z——a+1)...(z—a+3)= o, si t>1.
~—30

(25)

! Laxpav 1. c. Handbuch ete., p. 342—34s.
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Cela posé, nous allons démontrer que la fonction ¢(t), qui est définie par
I'intégrale® (22 bis) pour 1 >¢> o0, est une fonction analytique de ¢, holomorphe
4 lintérieur du cercle |[t—1|=1 et d’ordre fini sur ce cercle. Pour le voir
posons dans P'expression (23) ! égal & un nombre positif plus grand que I'abscisse
de convergence absolue de la série

gm0

ulz) Agp1 8!
z(z+ 1) —‘Ez(z+1)... (z+8)

ot intégrons terme par terme; on trouve

8= 0

@(t) = X darr (1 —1)". (26)

$=2U

Pour justifier cette opération remarquons d’abord que la série est absolu-
ment et uniformément convergente dans tout intervalle finie (I—:N, I + 1 N').
Posons

u(z) =‘2°° |Ges1] 8! )
Iz]]z + 1] a_=1|z||z-{—1|...|z+$|’

il existe une constante fixe K tel que i (z)< K le long de la ligne d’intégration;
il en résulte que I'intégrale

1 Cette intégrale représente zéro, si £>1; si £=1 elle est divergente; pour les valeurs
complexes de ¢ il en est de méme. Dans la théorie des séries de DirICHLET

8_®a
=2
g1 8

on rencontre une intégrale de la méme forme

x4+sT
Y
Jim —= | % %@ 4,
Temen 2T | z
x—‘iT
mais cette intégrale est discontinue dans les points ¢ = x,%, ;.i.-.. avec les sauts brusques
@y, @y, Gy, Gy, . . .; dans toutes les intervalles (711' n-:- 1) elle a une valeur constante. La présence

du facteur zl sous le signe dans cette dernidre intégrale, mais non dans l'intégrale (22 bis), pro-

vient de ce que nous avons préalablement divisé la série de facultés par z ou, ce qui revient
au méme, supprimé son terme constant.
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l-tieo
J e (z)dz
P ART

est absolument convergente. L’intégration terme par terme est par conséquent
légitime.! Divisons les denx membres de I'équation (26) par ¢, on trouve

Ll
=2 (a,+a,+ - + asp1) (x — 1)

8==0

9(t)
t

Soit ¢ le nombre défini par I’équation (8), on voit que ¢~ ¢(t) est holomorphe
& lintérieur du cercle |t—1]=1 et d’ordre ¢ + 1 sur ce cercle. On a dono le
théoréme suivant:

Théoréme IIL® La série (1), ayant Pabscisse de convergence A, définit une
fonction analytique 2 (x) admettant une représentation de la forme

1

Q) = | =1 (t)dt, (22)

[

p(l) étant une fonction analytigue, définie par I'équation (22 bis) pour 1>t>o0, et
holomorphe & Uintérieur du cercle |¢—1|=1. L’ordre k de t=2(t) sur ce cercle est
égal & A+ 1, st k>1; 8 k<1t oma A<k—1. k

Il est souvent plus facile de déterminer A & 'aide de ce théoréme que par
Pégalité (8).

MM. PrrAGMEN, LERCH et PINCHERLE ont démontré que le domaine de
convergence de lintégrale (22) est, comme pour la série (1), un demi-plan et
qu’elle représente une fonction holomorphe & l'intérieur de ce demi-plan. Mais
Pabscisse de convergence de l'intégrale peut &tre inférieure, égale ou supérieure
4 Dabscisse de convergence A de la série. Dans le § 8 nous indiquons I’exemple
d’une fonction ou A est égal & — o pendant que 'intégrale est seulement con-
vergente pour ¢ >o. Dans le § 14 on trouve I'exemple d’une fonction, ou 4 est
plus grand que I'abscisse de convergence de l'intégrale (22).

§ 8. Reprenons maintenant I'étude de 1’égalité (10). Soit 8 un nombre
quelconque et écrivons

* BroMWICH 1. c., p. 453.
* Comparez avec les travaux cités de M. Nigrsey Handbuch ete., p. 239—245 et de M.
PinceERLE: Sur les fonctions déterminantes, p. 52.
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1
2(x) =] te+5-14—Bp(t)dt,;
[t}

la série (26) nous donne le développement

ge=00

—Ep(t) = [a.+1+ (‘f) a, + (ﬂj‘) A+ + (ﬂ+:—1)a,](r—t)'-

8=0

Si la partie réelle de z est suffisamment grande on peut aisément justifier
P'intégration terme par terme et on retrouve la formule

,-w[a.+x+ (":)a.+ (ﬂ:I)a8_1+-~ +(ﬂ+s_1)al]s!

s .
9(z)=.2_0 @+ 3(z+p+1)... (x+8+89) — (27)

soit k& Pordre de ¢! ¢(t) sur le cercle |t—1|=1 et &' I'ordre de ¢—#-!¢(t) sur ce
cercle. Des lemmes B, C et D dans le § 1 sur I'ordre d’un produit de deux fonc-
tions il résulte les inégalités suivantes

Si k20 et R(B)>0 on a K<k+ R(B),

» k>0 » R(F)<o » » K<k,

» k<o » R(B)>0 » » FIR(B),

» k<o » R()<o » » k' <le plus grand des nombres k et R(8).

Le théoréme III nous permet donc de conclure:

Théoréme IV. La fonction Q(z), définie par la série (1), ayant Uabscisse de
convergence A, admet toujours un développement de la forme (27). Si R(8) = o cette
série converge, si R(x) >4, R(x)>o0; st R(B) <o la série converge, si R(x+£) >4,
R(x+p)>o.

Les conditions données dans ce théordme sont nécessaires pour assurer la
convergence de la série transformée. Considérons par exemple la série suivante:

1
) 21, 5!

” je—1
Jl—-i-tdt=2 x(x+1)...(x+s)’ (28)

0 =)

cette série est convergente dans tout le plan, en exceptant les points o, —1, —2, ...
qui sont des pdles de la fonction. En posant =1 dans la formule (27), on
trouve cet autre développement
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1

z—~1 Rty 1 s+l __
ft dt=2 s! 2 I’
5 1+t '_:O(z+1)(x+2)...(w+s+1) 2%+t

ayant I’abscisse de convergence 4 =o. On aurait d’ailleurs pu prévoir que cette
série ne pouvait 8tre convergente pour aucune valeur de x telle que ¢ <o, car
elle représenterait alors une fonction holomorphe dans le point =o0. Un rai-
sonnement analogue montre la nécessité des autres conditions.

Mais il peut arriver que le domaine de convergence de la série (27) soit
beaucoup plus étendu que ne le dit le théoréme IV.

En effet soit, pour fixer les idées, # un nombre réel! > o, soit iz 'abscisse
de convergence?® de la série au second membre de (27) et soit 4, =41 > o; je veux
démontrer que A3 est une fonction continue de g qui décroit, ou du moins qui
ne va jamais en croissant quand g croit. En effet 'ordre de t—#-1¢(t) sur le
cercle |t—1|=1 est égal & k', et I'ordre de ## est négatif; I’ordre du produit
est d’aprés C § 1 inférieur ou égal & ¥/, mais {~1¢(f) est d’ordre A + 1 parce que
A>o0; on a donc k' >4+ 1, et il en résulte 'inégalité 13> 4 —g. D’autre part iz
est inférieur ou égal & 4 en vertu du théoréme IV; 4; satisfait donc & l'inégalité

2222 —8. (29)
En désignant par ¢ un nombre positif on voit de méme que
Aﬂzlﬂ.’.glzlﬂ—s.

Il en résulte que Az est une fonction continue de 8 qui ne va jamais en crois-
sant quand 8 croit de o & o pourvu que P'on ait Ag>o0. Siiz<ole théoréme n’est
plus vrai comme le montre I’exemple ci-dessus.

Il va sans dire que, 8’il se trouve un point singulier sur la droite de con-
vergence de la série (1), on a A =4z quelque grand que soit 8. On voit aisément
que Az peut également atteindre sa borne inférieure. En effet soit k, 'ordre de
t"1¢(t) dans le point ¢t =0 et pris sur le cercle |t—1|=1, et soit 1<k, <%, on
a Ag=Ai—@, pourva que o<pB<k—kFk, car la multiplication par {—# augmente

! Dans une étude, que je viens de publier (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
t. 35, 1913, p. 177—216), concernant les solutions des équations linéaires aux différences finies la
transformation (27) joue un réle important; on donne ici & B des valeurs complexes quelcongques
a savoir les racines d'une certaine équation algébrique. Mais s'il s'agit de réaliser un pro-
longement analytique de Q(x) on pourrait généralement se borner & considérer des valeurs
positives de §.

? C’est 4 dire un nombre tel que la série converge pour c>)\ﬁ mais non pour o< Ag.

Acta mathematica. 31. Imprimé le 29 novembre 1914, 45
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seulement l'ordre dans le point ¢{==0, mais non dans les autres points singuliers
de ¢(t); ceux-ci vont &tre sans influence sur le domaine de convergence quand
g devient plus grand que k—#%,.

Le cas ol I'on fait parcourir 8 la suite des nombres positifs a fait I'objet
d’une étude intéressante de MM. M. Riesz et H. Bonr.!

M. H. Bour a montré le réle important que joue la méthode de sommation
de CEsiAro (méthode des moyennes arithmétiques) pour les séries de DIRICHLET
et pour les séries de facultés; il a démontré I'existence d’'une suite de nombres
A>2A >4,>2,> - tels que pour o> A, la série (1) est sommable d’ordre? r mais
non pour ¢ < i,; A s’appelle I’abscisse de sommabilité d’ordre r et elle se déter-
mine de la maniére suivante. Posons

S‘,{’(a)=a,.+(r_:1)an—1+(r_:z)an—z"""'+( :——1 I)a:

et

(r)
r + ¢, = lim sup log | 54 (a)| (a)l;

Nn=w® log n (30)

Pon a 1,=¢,, si 4,>0, et en tous cas 1, <c,. 4, est donc, s'il est positif, 'abscisse
de convergence de la série (27) quand on y pose 8 =r, et 'on a le théoréme
suivant:

Théoréme V. La fonction 2(x) définie par la série de facultés (1), ayant i,
pour abscisse de sommabilité d’ordre r, admet un développement de la forme (27)
convergent au moins dans le domaine 6 > A, 0 >0, 8t N(B) > r et absolument conver-
gent dans ce domaine, st R(B)>r + 1.

MM. H. Bour et HarpY ont démontré un théoréme général qui permet de
transformer une série r fois indéterminée en une série convergente. En appli-
quant cette transformation & la série (1) on trouve la relation (27), et I'on obtient
ainsi une nouvelle démonstration de cette relation dans le cas ou 8 est un entier
positif.

Dans les autres applications qu’on a fait de la méthode de sommation de
CesAro la forme du développement sera entidrement modifiée par le procédé de
sommation, ici, au contraire, la somme généralisée se représente par un développe-
ment de la méme forme et aussi simple que celle dont ont partait.

! Comptes rendus de I'Académie des Sciences de Paris. 11 janvier 1909.

Uber die Summabilitat DirrcELer'scher Reihen. Nachrichten der K. Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen. Mathematisch-physikalische Klasse. 1909.

Bidrag til de DiricELET'ske Rakkers Theori. Theése. Copenhague 1910

? C'est & dire sommable par des moyennes arithmétiques d'ordre r.
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En généralisant un théoréme de M. LaANDAU, mentionné plus haut, M. Bour
a démontré que la série de facultés (1) et la série de DIRICHLET (g) avec les
mémes coefficients sont sommables d’ordre » pour les mémes valeurs de . M.
H. BoeR s'occupe d’ailleurs exclusivement des séries de DIRICHLET, et, aprés
avoir fait une étude approfondie de la distribution des abscisses de sommabilité,
il démontre qu’il y a une relation étroite entre les 4, et 'ordre d’infinitude de
la fonction ¥(x), définie par la série de DiricHLET, quand la variable x =0 +iv
tend vers l'infini en restant dans une des bandes de sommabilité 1, <o < 4,—;.

Rappelons en particulier que dans le domaine o > + ¢ (¢ étant un nombre po-

sitif, 2 étant P'abscisse de convergence absolue) Y (x) reste plus petit qu’une con-
stante fixe K, et que l'on a

Y(@)=0(zI*)
dans le domaine 4 + &> 0>, + ¢.

Vu Panalogie entre les deux types de séries on pouvait étre tenté de croire
que la fonction 2(x), définie par la série de facultés (1), ne prit également des
valeurs infiniment grandes quand la variable x s’éloigne infiniment de 1'axe des
abscisses dans le domaine de sommabilité.

Mais ce n’est pas ainsi; la fonction 2(x) reste plus petite qu’une constante
fixe, non seulement dans le domaine de convergence, mais aussi dans le domaine
de sommabilité et plus encore, le théoréme II reste vrai, si Uon remplace » par un
nombre positif quelconque supérieur & A, et cela quelque grand que soit r.

On le voit immédiatement en appliquant le raisonnement du § 6 & la série
(27) B étant égal & r.

Pourtant, quand la série cesse de converger dans le domaine 4, <6 <A c’est
nécessairement & cause de la singularité & Dinfini, et il semble probable qu’on
puisse, si I'on cherche en dehors du domaine de sommabilité, trouver quelque
relation entre les A, et l'ordre de grandeur de la fonction 2(x) quand x tend
vers l'infini. Nous démontrerons en effet dans le dernier‘chapitre le théoréme
suivant: Si 2(x) admet un développement de la forme (1) ayant A, pour abscisse
de sommabilité d’ordre r, la fonction 2= Q2(z) admet un développement de la
méme forme, convergent pour o> 4,.

CHAPITRE III.

§ 9. La méthode de sommation que nous venons d’étudier s’applique seule-
ment aux séries de facultés qui sont convergentes pour ‘des valeurs suffisamment
grandes de la variable. Nous allons maintenant étudier une autre transformation
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de la série de facultés qui permet également d’étendre le domaine de convergence,
et qui s’applique aux séries toujours divergentes. Par exemple dans ma Theése
j’ai rencontré une certaine classe de séries de facultés partout divergentes mais
sommables & l'aide de cette transformation; le calcul effectif des développements
convergents se fait le plus commodément par 'intermédiaire des séries divergentes
dont on peut ainsi faire un usage légitime. D’ailleurs cette transformation permet
de prolonger la fonction 2(x) plus loin que ne le permet la transformation (27),
et, ce qui est particuliérement remarquable, elle permet de trouver le prolonge-
ment analytique de £2(z) jusqu’a ce qu’on rencontre une droite ¢ =1 qui peut
se déterminer & ’aide de propriétés analytiques simples de la fonction £2(x).
Soit 0 >0, on a
3
= / 22— ldz.

.

0

I
r

En formant la différence finie d’ordre s par rapport 4 z des deux membres de
cette équation on trouve

1
=[zf—1(r-—z)'dz; $8=0,1,2,...
0

8!
z@4+1)...(x+8)

soit w un nombre positif plus grand que 1 et changeons la variable d’intégration
1 1
en posant z =12, ol {2 est supposé positif le long de la ligne d’intégration. On

trouve

1

s! 1 'f,-l é.
x(x+1)...(x+s)=c_obft (I"‘t)dt' (31)

Il est facile de développer cette intégrale en séries de facultés en prenant

. x .
comme variable o On a, en effet, en vertu de la formule du bindéme
(7]

1 —_ _ e _ - — — —
ol t+w 1(1 t) +m+(w )(zow—1)...[(n—1)w 1](1 t) +oon,
w 2! © n! @
ou le coefficient du facteur (1 —¢)* est un nombre positif parce que w>1. En
multipliant cette série par elle-méme s fois de suite, on trouve un développement

de la forme
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1\s na=wo
P (52)
ot les ¥ (w) sont des nombres positifs. Il est d’ailleurs facile d’exprimer ex-

plicitement les ¥ comme une somme de produits de coefficients binomiaux; on a

el Al IR AT R

2 n 8 n

lP‘;’(w)=0 n<38; lp(‘o)(w)=0 8>o0,

mais nous ne nous arréterons pas & la démonstration de cette égalité, qui ne va
étre d’aucune utilité! pour nous; il nous suffit d’avoir constaté que les poly-
nomes Y@ (w)(n > s) restent positifs quand o reste plus grand que r. En substi-

tuant la série (32) dans Pintégrale (31) et en intégrant terme par terme on trouve

s! S Y el

x(m+1)...(x+s)=n_3x(x+w)_,,(x+nw)' (33)

Le théoréme III § 7 nous permet seulement de conclure que P'abscisse de conver-
gence de cette série est <o. En réalité la série est absolument convergente
dans le demi-plan ¢ >—1. On le voit immédiatement 3 I’aide des lemmes dans
le § 1 qui donnent pour les ¥ (w), définis par '’équation (32), I'inégalité saivante

[ (w)] <

1 s nN=1,2,3,...
nl+a

K étant un nombre positif indépendant de n, et ¢ étant un nombre positif qu'on
peut choisir aussi petit qu’on veut. A
Cela posé, il est facile de transformer la série (1) en une autre série de

facultés avec la variable g au lieu de 2. Posons

Y = Qg+1.- P! ;q)(w)wp ,
P2 2z +w)... (x+ pw)

! On pourrait pourtant remarquer que les dp(,‘:) (w) sont d’'une forme trop compliquée pour

qu'on puisse facilement arriver & une détermination directe de l'abscisse de convergence de la
gérie (34).
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et considérons la série double
2 Up,q>
»na

.

ol la sommation est étendue a toutes les valeurs non-négatives de p et de g¢.
Soit 4 labscisse de convergence absolue de la série (1), soit =0 + i7 un

nombre quelconque tel que 0 >4, 6> —1 et que g=o; je dis que la série double
est absolument convergente. On a en effet

fupq] < lags1] p! ¥ () ” ,
P8 =l¢|jo + w]... |0+ pw]

donc en vertu de (33)

lag+1lg!

p-oo
U < - 5
pgol "’"|=|a|(o+1)... (0 +q)

or o étant >4, il en résulte que la série double est absolument convergente.
L’identité

2 2 Up,g = 2 2 Up,q»
g=0 p=0 p=0 g=0

nous donne donc la relation suivante

gex®

a, 1 P=o ¢ w? p!
Q(x)= g+i19° — p+1 @7 P ,
(x) E’x(.‘b-{—x)...(z-f-q) ,,z_ox(“’*‘w)---(x-f-pw) (34)
valable si 6 >4, 0> —1, et od 'on a posé
o =V5 ()8, + U (@) a5 + - + ¥ (@) apen p>o,

¢, =a,.

On remarque que les coefficients ¢, ne dépendent que d’'un nombre fini des
coefficients a,.

Théordme VI. La fonction Q(z), définie par la série (1), admet loujours® un
développement de la forme du second membre de (34), w étant >1; cette nouvelle
série de facultés est absolument convergente, si ¢ >1, ¢ >—1I.

! M. NieuseNn (Handbuch etc., p. 265—271) a essayé de démontrer que cette transforma-
tion n’est pas possible en général mais sa démonstration n’est point rigoureuse.
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La derniére de ces conditions de convergence, introduite pour assurer la
convergence de la série (33) est, comme on le voit aisément, nécessaire; car si
la série au deuxiéme membre de (34) convergeait pour une valeur de z telle que

06 <—1, elle représenterait une fonction holomorphe aux environs de x = —1,
pendant que la série au premier membre représente une fonction qui admet en
général x=—1 comme pdle simple, s’il est situé & l'intérieur du domaine de

~

‘convergence. Quant & la condition ¢ >4 nous verrons dans le § 10 qu’elle peut
se remplacer par une autre qui est moins restrictive.

La démonstration de ce théoréme repose essentiellement sur le fait que
w>1; nous allons maintenant étudier la méme transformation en passant par
I'intermédiaire d’une intégrale définie et nous verrons que la série transformée
cesse généralement de converger quand w prend des valeurs inférieures 3 1 ou
des valeurs complexes.

§ 0. Soit ¢ un nombre positif plus grand que 1, et soit y un nombre positif.
Soit ¢(z) une fonction analytique de z holomorphe & l'intérieur du secteur 40B

1
—

A

Fig. 1.

comprenant la ligne de o & 1, ayant I'angle au sommet AoB égal & ny et avec
le rayon oB=y¢. Supposons en plus qu’il existe un nombre non-négatif & tel

qu’on ait uniformément .
lim 2*@(2) = o, (35)

FZ 0
z tendant vers zéro en restant & I'intérieur du secteur 403B.
Considérons l'intégrale

1
2(x) =j 1 (z)dz, (36)
0

ot 'on a choisi I'argument de z égal & zéro le long de la ligne d’intégration.
Elle est certainement convergente, si 6 >k, et elle définit dans ce dorsaine une
branche d’une fonction analytique 2(x). Nous allons démontrer que cette fone-
tion est développable en série de facultés. Pour le voir faisons un changement

de variable dans l'intégrale (36). Soit, comme plus haut, @ un nombre réel et
1 1
plus grand que 1, et posons z = {® en prenant la détermination réelle de ¢%; on

trouve
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1
/ 1

2(z) =5J ol (t«‘») dt. (37)
0

Prenons 'axe des nombres réels et négatifs comme coupure. La transformation®
. 27
effectue une représentation conforme du plan des ¢ sur un secteur d’angle -

du plan des z. Posons
t=re®, z = Re'?,

Le cercle |t—1|=1 a pour équation r =2 cosv et son image dans le plan

des z sera
Ro=2zcosw®; (38)

c’est une courbe fermée, symmétrique par rapport & I'axe des nombres réels,
1
coupant celui-ci dans z = 2@ et dans z =0, et formant dans ce dernier point avec

. ’ T . pe
I’'axe des abscisses un angle égal & T Quand « tend vers linfini, la courbe
W

g’approche indéfiniment de la droite de 1 & o. Mais ¢(z) étant holomorphe &

Uintérieur du secteur 4o0B on peut, quelque petit que soit 'angle au sommet
1
7, choisir w suffissamment grand pour que tp(t‘;) soit holomorphe & l'intérieur

et sur le contour du cercle | — 1] =1, en exceptant seulement le point ¢=o; il

suffit en effet que les inégalités w > :—, o” > 2 soient satisfaites. Il est facile de
;

1
trouver une limite supérieure de ’ordre de t"‘tp(t';) sur ce cercle. Par hypothése

on a:

E g1
limiog (t"’) =o,
t=0

t tendant vers zéro par des valeurs intérieures au cercle | —1|=1 ou le long
de ce cercle. Comme =0 est I'unique point singulier sur le cercle, il résulte du

5
théoréme H § 1 que l'ordre de t‘ltp(t5) sur le cercle est < g + 1, k étant >o0.

Cela posé, formons le développement

1
q)(tg’) 20l+62(I—t)+cS(I—_t)’+0‘(I—t)5+ s (39)

! Cette transformation a été appliquée par M. Mirrac-LEFFLER dans ses recherches profondes
sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonetion monogéne et sur 'inté-
grale de Laplace-Abel. Acta mathematica t. 29, p. 116 et p. 154, 1904. Note 5. Voir aussi
M. Riesz, ibid. t. 35 p. 257, 1911. M. MITrac-LEFFLER a bien voulu nous communiquer que cette
méme transformation joue également un réle important dans ses recherches plus récentes (Note 6).
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il est convergent pour |f—1]|<1I, w étant choisi comme il a été dit plus haut.
Substituons cette série dans (37) et intégrons terme par terme, on trouve

$=0

Q)=

s=0

cs+1w’8! .
z@x+w...{(x+sw)

(40)

D’aprés le théoréme III cette série est convergente, si ¢ > k. Pour justifier
Pintégration terme par terme il suffit de remarquer que la série

1
§=0w

S eval [ 167 @ —aplat, (41)

s=0 h

1
est convergente, si 6>k + w; en effet 'ordre de tp(t‘;) sur le cercle de conver-

k .
gence est §5+ 1; le terme général de la série (41) est donc plus petit que
f—o
C.s +s, quel que soit ¢ >0, C étant un nombre positif indépendant de s.
On a donc le théoréme suivant:

Théoréeme VII. A toute intégrale de la forme (36), ¢(z) satisfaisant & la
condition (35) et élant holomorphe & Uintérieur du secteur Ao B, ayant Uangle au
sommet aussi petit que ce soit, il appartient un nombre non-négatif © tel que £(x)
admet un développement en série de facultés de la forme (40), convergent pour o >k
pourvu que U'on ait w> 0O, pendant qu’un tel développement nexiste plus si w < @.

En effet, nous prenons pour O le plus petit nombre tel que ¢(z) soit holo-
morphe & lintérieur du domaine limité par la courbe R®=2cos O et que la
condition (35) soit satisfaite pour une valeur finie de k. Si w>60,t=o0 sera le
seul point singulier sur le cercle |{— 1] =1, et 2(z) admet le développement (40).
Si =0 le développement peut exister ou non, mais §’il existe, son domaine de
convergence est généralement plus petit que dans le cas w>©, car dans le cas
w=0 il se trouve sur le cercle de convergence |{—1]=1 de la série (39) un
nombre fini ou infini de points singuliers. Si I'un au moins de ces points

1
singuliers est d’ordre + o le développement n’existe plus; mais si go(t§) est
d’ordre fini sur le cercle [f— 1] =1, cet ordre sera généralement plus élevé que
dans le cas w >0, et 1'abscisse de convergence dépend non de ’ordre dans ¢ =o,
mais de l'ordre total sur le cercle de convergence.

Ce résultat nous permet de préciser le théordme VI. Supposons que la
fonction £2(x) admette un développement de la forme (1) ayant A pour abscisse

Acta mathematice. 37. Imprimé le 20 novembre 1914. 46
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de convergence et A.(i < 1) pour abscisse de sommabilité d’ordre r. Nous allons
démontrer que la série au second membre de (34) est convergente, 8i 6>4,,0>0.
En effet, 2(x) admet une représentation de la forme

1
2(x) =fz”-1 p(z)dz,
0

@(2) étant holomorphe & lintérieur du cercle [z—1]=1. L’ordre de z—"1¢(2)
sur ce cercle est d’aprés le § 8 égal 4 4, + 7 + 1, si 4,>0; mais si 4, <o, cet
ordre est <r+ 1. Soit A, le plus grand des nombres i, et o, le lemme E du
§ T nous permet donc de conclure qu’on a uniformément

lixf)x Frep(z) =o,
F-4 1

z tendant vers zéro par des valeurs intérieures au cercle de convergence et telles

7T 7 - . .
que E—n__z_ Argz > =5 T ou 7 désigne un nombre positif qu'on peut choisir
aussi petit qu’on le veut. Cela posé, soit w un nombre positif quelconque >1,

1 1
et posons z=1¢?; la fonction t—1¢(t5’ est holomorphe & Ilintérieur du cercle

[t—1]=1, et elle admet sur ce cercle I'unique point singulier ¢ = o, qui, d’aprés

!
le théoréme H § r, est d’ordre au plus égal a &'—3_—8 + 1. Il en résulte que

I’abscisse de convergence de la série au second membre de (34) est <2/, + ¢, et
cela est vrai quelque petit que soit & r est ici un nombre entier (I’ordre de
sommabilité) qu’on peut choisir aussi grand qu’'on le veut. Quand r tend vers
Pinfini, 4, tend vers une limite .Z. Nous pouvons donc conclure que la série est
convergente, si 0> 4,0 >0. On voit par 14 que la transformation (34) permet de
prolonger analytiquement la fonction 2(x) au moins aussi loin que la trans-
formation (10), pourvu que 7 ne soit pas <o. D’autre part I’étude de la série

double Eup,q nous a montré que la série au second membre de (34) est absolu-
ment convergente pour ¢ > —1, si A< —T.

§ 11. Nous allons maintenant étudier un cas particulier qu’on rencontre dans
la théorie des équations linéaires aux différences finies.! Soit »(z) une branche
d’une fonction analytique, holomorphe sur 'axe des nombres positifs entre zéro
et un et admettant au voisinage de z=o0 une représentation de la forme

! Comparez ma Thése 1. ¢. p. 22 et p. 40.
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v(z) = i(z%' {Wio(z) + Yi1(z) logz + -+ + Y5, (2) log 2},

i=1

les Y;,(2) étant des fonctions holomorphes au voisinage de z=o0 et telles que
I'un au moins .des nombres Y; (o) (s=o0,1,...,7) soit différent de zéro. Au
voisinage de z=1 on suppose que v(z) soit de la forme

v(2)=(1—2Vp(2),

@(2) étant holomorphe dans z =1 et différent de zéro. Les «; et les § sont des
nombres complexes quelconques; soit pour fixer les idées

§R(O‘l)é m(az)im(as)é'“-

Soit ¢ un contour composé de ’axe des nombres positifs entre zéro et 1 —e,
un petit cercle autour de + 1 avec le rayon ¢ et laissant tous les autres points
singuliers & Uextérieur et enfin la droite de 1 —¢& & zéro; le petit cercle doit &tre
parcouru dans le sens positif. Considérons V’intégrale

u(x)=fz“"1v(z) dz.
(o}
1 1

Soit w un nombre positif et posons z = ¢; choisissons pour {® la détermina-
tion qui est réelle le long de la premiére partie de la ligne d’intégration. L’image
du contour C dans le plan des ¢ sera un lacet autour de ¢ = 1 qu’on peut ramener
au contour C par une déformation continue sans franchir aucun point singulier.
On trouve donc

u(x)=£ft£—lv(tml) dt. (42)
J ,

1 .
Choisissons w suffisamment grand pour que v(ta) soit holomorphe & Vintérieur

du cercle |t—1|=1 et sur ce cercle en exceptant les points {=o0 et {=1.
A Tlintérieur du cercle v(tw) se représente par un développement de la forme

”(‘5) =o(—tPp)=0@—tf{d+ 4@ =)+ 4LE—+-3, 43

A, étant par hypothése différent de zéro. Nous avons vu dans le § 2 que I’ordre
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1
de v‘ta), dans le point ¢ =o, est égal & k=——9i(%)l). Il en est donc de méme

de ¢, (t); on a, par conséquent, 'inégalité
| 4a] < Knb+et, (44)

K étant une constante indépendante de n. Substituons le développement (43)
dans I'expression (42) et intégrons; on trouve

ri¥\re+q)
() = (1 — ebwi) ~(#"x)~w~—~ b a 0020,
rlr ey (45)
(B+1)(8+2)e?
+ 4, (x-i-wp’+w)(x+wp’+2w)+m}’

ot la série de facultés, en vertu de linégalité (44), converge absolument si
R(x + o) >0. L'intégration terme par terme se justifie tout & fait de la méme
maniére que dans le § ro.

Considérons de méme I'intégrale

ul (x) =j\z"-1 o (2)dz,
¢
oll

8
7]

o0 (2) = - [(x — )7 p(2)] = (1 — 27 [§ (2) + o (2) log (1 — 2)],

@p(z) et ¢ (z) étant holomorphes au voisinage de z=1, et ol 'on suppose que
v (2) soit de la méme forme que v(z) au voisinage de z=0. En désignant par

1
®,(¢) une fonction holomorphe au voisinage de t=1, on voit que v (t“’) est de
la forme

ot (1‘%) = (1 =0, (1) + 9.(¢) log (x — 1)}

1
L’ordre de o (t5) et de ¢, (f) dans le point ¢ = o est égal & — R (%); on en conclut

sans difficultés qu’il en est de méme de ¢,(¢). L’intégrale

I

Z_4
I[E7 a0,
C
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se représente donc par un développement de la méme forme que (45), ayant le
méme domaine de convergence. Il nous reste & étudier I'intégrale:

ftg_l (1—1)? log (1 —1) @, (1) dt;
¢

en substituant au lieu de ¢,(f) la série de puissances (43), on voit que cette inté-
grale peut se décomposer en trois parties dont la premiére est de la forme (45)
pendant que la deuxiéme est

ey

kA © siw B+B+2)...8+8)w

(I_ezniﬂ)p(‘g+1)aﬂ p(f+ﬂ+1) AN @toufte)... @toftsw)
w

la troisidme partie se représente par un développement de la forme

r{ErE+n o

(627”:'3—‘1) 7] _ A ([9+I)(ﬂ+2)...(ﬂ+8)w‘ w

T(g+ﬂ+1) - e +owB+o)...(+of+sw) x+wp’+w+m+
w .
+x+wﬂ+w8)’

les séries qui entrent dans ces trois expressions convergent absolument, si
R(z + ¢,) >0, mais la derniére série n’est pas une série de facultés. Nous allons
démontrer dans le § 17 que cette série peut se représenter par un développement
de la forme (45), convergent pourvu que R(z+ e)>o0, R(x +wf + w)>o.
Notre intégrale u® (z) se représente donc par un développement de la forme

X
F(ZB) “2°°A (B+1)(B+2)...(8+8)w*
I‘(g+ﬂ+1) pour x+wf+w)...(+twf+sw)

o

4 (2) = (1 — E¥8) I (8 + 1) %

AW B+1)B+2)...(8+38)w

+ CZieofte)... @toptsw)

X
r (6 e 1) brt
En appliquant parfaitement le méme raisonnement & I'intégrale plus générale

u® (x) =sz“”—1 v (2) dz,
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ol 'on a posé

il

v(z)= T [(x—2)fp(2)]= (1—2)°[p(2) + ¢=—D(z) log (1 —2) +--- + ¢(2) log" (1—2]],

on voit que cette intégrale se représente par un développement de la forme

J i r (g)
u(r)(x)=‘§)!2.'(x)0—§ m ,
w

les £;(x) étant des séries de facultés de la forme

) 4D N 4@ BIB+1)...(8+8)
Q'(x)—A"-I-ZA’ T+ wB+w...(x+wp+sw)

§=1

absolument convergentes pourvu que R (x + «,) >0, R(z+ wf + w)>o0. Sil'on
a (1) %o, le terme constant 4" de la série de facultés 2.(x) est différent de zéro.

§ 12. C'est 13 D'expression générale d’une solution d’une équation linéaire
aux différences finies & coefficients rationnels. La forme que nous venons de

Y

donner & cette expression est celle qui se présente immédiatement & l'esprit et

le calcul effectif des coefficients A% se fait le plus aisément, si 'on conserve cette
forme. Maijs si 'on veut mettre plus en évidence I’analogie entre les solutions
des équations aux différences et les solutions des équations différentielles linéaires,
il convient de donmner & ces expressions une forme un peu différente.

Considérons d’abord le rapport entre deux fonctions gamma et démontrons
qu’il se développe en série de facultés. Soit ¢ >0, on a:

1
rg¢+iI) 1\
W = | &1 (lOg ”t') dt,
0
-z
on le vérifie aisément en posant {=e 2; l'intégrale se raméne par la sans diffi-

cultés & lintégrale d’EULER de la fonction I'(8 + 1). Désignons par y;(8) les
polyndmes de StIRLING,' définis par 1’équation

(log %)ﬂ= (1—t) + ﬂsgm U, (8 + 8) (1 —f)pta+1,

3=0

? Ces polynomes ont été étudiés par M. Niersen, 1. c. Handbuch etc., p. 71—77.
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8 .
L’ordre de (log% dans le point ¢{=o0 est égal & zéro; les polyndmes de STIRLING

satisfont donc & I'inégalité

(8 + )] < e (46)

¢ étant >o, et K étant un nombre positif indépendant de s. Substituons le
8

développement de (log %) dans Plintégrale susdite et intégrons terme par terme;

on trouve la série de facultés?

rz+g+1n | N B(B+1)... (B+s8+1) 8
I‘(x)xﬁ+l_—1+'§)w’(ﬂ+8) (x+8+1)(x+B8+2)... (x+B+s+1) > (47)

! Dans ma Thése (I. c. p. 15) j’ai démontré que le rapport entre deux fonctions gamma se
représente asymptotiquement par la série de puissances

') «? N (6+B)(s+8—1)... (B—1)
Matp™' T A 40 B

ou les coefficients ¢; sont également les polynomes de SrirLiNg. Mais cette série de puissances

est divergente, elle représente la fonction au premier membre asymptotiquement dans I'angle
Tt—e>Argx>—mn+te.

? Remarquons en passant gu'on peut déduire de cette série une expression remarquable

. < 1 I'(x)
de la fonction £(s) de Riemanny. Multiplions les deux membres par TETBFD) et rappelons
quon a
viw I'(x+v) - I'(x)
& Ta+Baven) FTa+p)

pourvu que R(B)>o0. On trouve en sommant par rapport & x

Ym0

- 1 _ T@ g1 B%® BB+DGE+D, BE+DE B+ )
Z:(B_H’m)—z(ac+v)ﬂ+1“r(ac+F3){B+ac+f3+(ac+f3)(ac+t$+I)J’(:v+fi)(ac+ﬁ+I)(90+f3+2)+ }

y=(

En vertu de I'inégalité (46) la série de facultés converge absolument pourvu que R(x)>o0, quel
que soit 3. En posant =1 et en écrivant s au lieu de B on trouve

-0

rEtes+n=re %=;7+j%r®—3+¢ls(itl)+¢l(it2)+ cl»;(:ts),r_“

yes]

Cette égalité se trounve démontrée pourva que R(s)>0; mais la série au second membre est, en
vertu de linégalité (46), absolument et uniformément convergente dans tout domaine fini ne
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qui est absolument convergente si R(z)>o0. On en conclut aisément qu’il existe
un développement de la forme

I(x)xptt N as
f(w+ﬂ+1)_1+8§0x(x+1)... (z+ )

la série étant convergente pourvu que R(x + g+ 1)>0 et R(z)>o0. La série
est d’ailleurs uniformément convergente par rapport & #; on peut donc dériver
un nombre quelconque de fois par rapport & g et 'on trouve un développement
de la forme

gn I'(x)
= g [m"m] =

= Fy(x) + logz . F,(z) + log*x . F,(z) + -+ + (— 1)* log® () [1 + Fn(z)],

ou les F;(x) se représentent par des séries de facultés de la forme (1), conver-
gentes pourvu que R(x + B+ 1) >0, R(x)>o0. Substituons ces développements
dans Pexpression de u)(x) donnée plus haut et effectuons les multiplications;?
dans le § 16 nous allons démontrer que le produit de deux séries de facultés,
convergentes pour 6>, se représente par une série de facultés, convergente
pour ¢ >4,6>0. On voit done que u®(x) se représente par un développement
de la forme
fm=r
u () = x—8-1 2, Qi(z)logi @,

=0

les ©;(x) étant des séries de facultés de la forme

contenant aucun des points §=o0,—1, —2,—3,.... Elle représente, par conséquent, la fonction
I'(8) C(s + 1) pour toute valeur de s différente de 0, —1, —2,—3,....

De la série (47) on peut déduire un développement analogue pour la fonction I'(s). Posons
en effet x=1 et f=3, on trouve la série

T (8, ) de(st2)
r(s)—s(s+1)+st|~2+ ls+3 T sta

+...’

qui est absolument convergente pour toute valeur de s différente de 0, —1,—2,....
11 faut transformer d'abord les 2;(x) en séries de facultés de la forme (1); ces séries
convergent également, si R(x+ «)>o0, 9{(%+B+ 1) >0; on le voit immédiatement quand on

se rappelle I'hypothése faite relativement & la maniére dont se comporte v (2) au voisinage
de z=o0. ‘
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gm0 @
0. _ 4@ Zh s
Qi(z) =4, +§)x(x+w)...(x+sw)

convergentes pourvu qu’on a R(x +¢,)>0, R (% +8+ I) >o0, R (g) >o.

La démonstration de ce résultat repose essentiellement sur le fait que + (z)
est holomorphe sur I’axe des nombres positifs entre zéro et un. Mais 8'il se
trouve un ou plusieurs points singuliers de v (z) entre zéro et wn et si ’on
déforme le contour C' de maniére a éviter ces points singuliers, 'intégrale u(z)
existe toujours mais les développements susdits cessent de converger. Ce cas
d’exception ne présente pourtant aucune difficulté. Il suffit de donner & w une
valeur complexe avec un argument trés petit positif ou négatif. Quand on se
rappelle la maniére dont se comporte v (z) au voisinage de z=0 on voit! que
I'intégrale u®)(z) se raméne & une intégrale de la type précedente pourvu qu’on
a choisi le module de w suffisamment grand. Dans le § 2 nous avons démontré

1
que ’ordre de v (ta) dans le point ¢ =0 est égal au plus grand des nombres

—?R(%) f=1,2,..., ).

u(z) se représente donc par un développement de la méme forme que dans le
cas ol o était positif, seulement il faut remplacer la condition de convergence

R(x + ;) >0 par les conditions ER(E—E—GE)>0 (i=1,2,...,D).

CHAPITRE 1V.

§ 13. Retournons.  maintenant au cas général. Soit £(z) une fonction ad-
mettant une représentation de la forme

8=

Ass1 W2 S!
Q(w)=2x(x+w)+.l..(2:+8w)’ “)

§=0

! Pour plus de détails voir J. Horxy: Fakultitenreihen in der Theorie der linearen Diffe-
rentialgleichungen, Mathematische Annalen t. 71 p. 510—~532, 1912, Dans ce Mémoire M. J. Horw
démontre par des considérations du méme ordre que celles que nous venons d’exposer que les
solutions irrégulidres des équations différentielles linéaires se représentent par des séries de
facultés convergentes.

Acta mathematica. 37. Imprimé le 30 novembre 1914. 47
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w étant un nombre positif, la série ayant la droite de convergence ¢ =4. Soit
k un nombre positif plus grand que A. Posons

k-l;ioo k410
PO) = J t* Qz)dz = F(§) = —— f e (z)dz. (49)
k—iw k—too

1
Nous avons vu que tp(ta) est une fonction analytique de ¢, holomorphe pour

1
t—1]<1, et que Pordre de t—1¢lt®] sur le cercle [t— 1| =1 est égal & 2 +1,
q @ g w

si A>0. @(t) est- donc holomorphe dans un secteur tel que AoB (fig. 1) et
d’aprés E § 1 on a uniformément

lim t* @ (¢) = o, (50)
t=0

t tendant vers zéro en restant dans ’angle AoB. Soit

_A, _#®)
Qo) =2+ ot (51)
nous avons également vu que u(x) est une fonction holomorphe pour o>k et
dont le module admet une borne supérieure fixe dans ce domaine. D’autre part,
ces deux conditions remplies, on peut conclure & V’existence du développement
(48). En effet, de (51) résulte que ’on a:

1
2(x) =ft""¢(t)dt,
0

@(¢) ayant la signification indiquée par 1’équation (49). Mais cette intégrale
admet d’aprés le théoréme VII un développement de la forme (48), convergent
pour ¢>k. 8i l'on considére la fonction F (&) au lieu de ¢(¢) il faut remplacer
le secteur 4 0B par une bande CDEF

Fig. 2.

limitée par deux demi-droites DC et EF paralldles 4 ’axe des nombres positifs
et comprenant cet axe (y compris le point § =o0) dans son intérieur. La largeur
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DE de la bande peut d’ailleurs &tre aussi petite que ce soit. On a donc le
théoréme suivant:

Théoréme VIII. Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction
analytique 2(x) admette une représentation par une série de faculiés de la forme
(48) soni:

o

1°. Que la fonction 2(x) admette une représentation de la forme (51), p(x)
élant une fonction holomorphe et bornée dans le demi-plan o>k, k étant un nombre
positif.

2°. Que la fonction F(&), définie pour les valeurs positives de & par Déquation
(49), soit une fonction analytique de &, holomorphe dans une bande telle que CDEF
et satisfaisante & la condition
lim e ¥ F(£)=o, (52)

fm

qui doit avoir lieuw uniformément dans la bande.

En choisissant o suffisamment grand, la série sera convergente, si 6> k.
Les conditions 1° et 2° ne sont d’ailleurs pas tout & fait indépendantes 'une de
Pautre.

§ 14. L’existence du développement (48) étant donnée, nous avons déja vu
que l'abscisse de convergence peut se déterminer & 1'aide des coefficients de la
série ou bien & l'aide de I’ordre de la fonction ¢~1¢(t). Mais il se pose le pro-
bléme suivant, encore plus important: Peut on déterminer I'abscisse de conver-
gence & laide de propriétés analytiques simples de la fonction 2(z)? Nous
allons voir que cette question peut se résoudre par I'affirmative, si Pon veut se
borner & une détermination approximative, mais ol 'on peut rendre l'approxi-
mation aussi grande qu’on le veut en choississant w suffisamment grand.

Supposons que Pon sait relativement & la fonction £2{x):

ux
x{x+1)
p(x) étant une fonction holomorphe et bornée dans le domaine ¢>17>o.

1°. Qu'elle admet une représentation de la forme .Q(x)=%+

2°. Qu’elle admet un développement de la forme (1) convergent pour

c>L>1.
Etudions la fonction ¢(f). D’aprés le § 7 elle se représente par 'expression

I+t I+iw
I . _ I e 1(2)
znift .Q(z)dz—a,+2ni _t z{(z + 1) % (53)

l—iw l—tw

@)=
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ot Ju(z)] par hypothése reste plus petit qu’'une constante fixe le long de la ligne
d’intégration. Posons z=1 + 7§ on trouve:

+o©
. I ; p(l+i8)dd |
t’(p(t)—-a.t’+2—ﬂft C(l+i§)(l+ig+1)’

—®

cette intégrale étant absolument convergente, on voit qu’on a pour &>o0
lim ¢+e @ (t) = o, (54)
=0

t tendant vers zéro le long de axe des nombres positifs.

De la seconde hypothése relativement & la fonction 2(z) il résulte d’autre
part que {~'¢(t) est holomorphe & Pintérieur du cercle [t —1|=1 et d’ordre
L + 1 sur ce cercle. On en conclut qu’on a uniformément:

ltilgl tlteg(t)=o, (55)

t tendant vers zéro en restant dans l’angle ?;Argti—-it—;—n, 7 étant un

nombre positif et trés petit.

Des égalités (54) et (55) on conclut, en vertu d’un théoréme général de la
théorie des fonctions d&t &4 MM. E. ParaamEN! et ErnsT LINDELOF,! qu'on a
uniformément

l+s+L—l lol
i1

limr 2" @(ret)—o,

r=0

dans l’angle ;—r—n >v> _;_r + 7. 11 en résulte, en désignant par w un nombre

. . I . § . 1 4 ” n
positif supérieur & 1, qu’on a uniformément dans P’angle 5 > Argt> -5

+e+(L=1):o 1
lim¢ @ ) (tw) =o, (56)
t=0

pour tout &>o0. L’exposant de ¢ est ici positif, car on a par hypothése L>!>o;

1
P (t‘”) est holomorphe sur le cercle |{— 1| =1, en exceptant le point £=0. Le

! Sur une extension d'un principe classique de 1'Analyse et sur quelques propriétés des
fonctions monogénes dans le voisinage d'un point singulier. Acta mathematica t. 31, p. 381—
406, 1908,
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1
théoréme H § 1 nous permet donc de conclure que 'ordre de t"lcp(tm) sur ce

, an——— .
cercle est §I+l+£+(‘f l)-w.

La fonction 2(x) admet, par conséquent, un

développement de la forme (48) qui est convergent pour o >1 + LT—Z Quelque

petit que soit le nombre positif ¢, on peut donc toujours choisir w assez grand
pour que la série converge dans le domaine 0 >17 + ¢,. Clest le résultat que nous
avions en vue; mais il n’est pas sans intérét de remarquer encore que la pre-
miére des hypothéses faites relativement & la fonction 2(z) peut se remplacer
par une autre qui est moins restrictive. Supposons en effet que la fonction u(z)
cesse d’étre bornée dans la bande I—&<o <1 quelque petit que soit ¢>o0 et
quil existe un nombre positif /,, inférieur & I et tel que u(x) soit holomorphe
et d’ordre fini par rapport & I'ordinat = dans la bande I, <o <! c’est & dire qu’il
existe une constante positive ¢ telle que

im z—pu(x) =o,

Iol=w

ou z tend vers Pinfini en restant dans la bande I, <o <l. Je veux démontrer
que cette hypothése améne & une contradiction. En effet des propriétés asymp-
totiques connues! des fonctions analytiques il résulte qu’il existe un nombre
l,(1,<1,<1) tel qu'on a uniformément

lim 2~ u(x) = o,

7=

dans la bande 7, <06 <1, 9 désignant un nombre positif inférieur & 1 (0<I<1).
On peut maintenant dans le second membre de (53) remplacer ! par I, sans
changer la valeur de D’intégrale. Le raisonnement que nous venons de faire
permet donc de conclure que le développement (48) est convergent pour ¢ >, + ¢
en choisissant w convenablement; mais il en résulte que u(z) est bornée dans le
domaine ¢>1, + ¢, ce qui est contraire & ’hypothése faite. Si la fonction u(x)
n'est pas bornée dans la bande I,<o¢</{, elle ne peut donc ni non plus étre
d’ordre fini par rapport & P'ordinat.

Résumons ces résultats en le théorédme suivant:

Théoréme IX. Soit Q(x) une fonction analytiqgue possédant les propriétés
suivanies.

! Lanpav 1, c. Handbuch etc., p. 849—3853.
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1°.

Elle est holomorphe et bornée dans le demi-plan 021+ ¢ >0 pendant que
Pune au moins de ces conditions cesse d’élre remplie dans la bande I +e>0>1—e
quelque petit que soit e.

2°. Elle admet un développement en série de facultés de la forme (1), conver-
gente pour ¢ > L>1.

La fonction 2(x) se représente alors par une série de facultés de la forme (48),
w étant > 1, et Uabscisse de convergence A(w) de la série satisfait & Uinégalité sus-
vante.

z+-liw:—’;1(m);l. (57)

Elle est égale o 1 ou supérieure a I d’une quantité qui tend vers zéro quand w tend
vers Uinfini. Il en résulte en particulier que les égalités (18) sont uniformément
satisfaites dans le domaine ¢ >1+ ¢.

On peut y ajouter la remarque que si la fonction 2 (z) est holomorphe dans
la bande I, <a <! elle n'est pas d’ordre fini par rapport & l'ordinat dans cette
bande.

Pour compléter ce théoréme démontrons encore que 'inégalité (57) est aussi
précise que possible. Pour le voir il suffit de donner I'exemple d’une fonction
pour laquelle la limite supérieure de i est réellement atteinte.

Considérons la fonction:

1

Q(x) =ftz—l—1 efrlogte gt (58)

0

l et y étant des nombres positifs.

L’intégrale est absolument convergente, si 6 >1, elle représente par consé-
quent une fonction holomorphe et bornée dans le domaine ¢ >1[+ ¢, ¢ étant un
nombre positif. Démontrons d’abord que 2(x) est une fonction entiére de z.
Considérons l'intégrale complexe:

u(x) =ftz—-l—-l eiylog’tdt’
c

ol le chemin d’intégration C' est un lacet issu du point {=1, entourant le point
t=o0 et parcouru dans le sens positif. Soit ¢ >1+ 47y; le lacet C peut, par
une déformation continue, se remplacer par 'axe des nombres positifs entre zéro
et un parcouru deux fois. On trouve done
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u(x) =/ z—1—1giylogd? J4 _Q(x) + 32”5(2—1-2“7)9(;”_4”7).
C

Cette relation, qui peut s’écrire:
L) = e trie=i=2aN[y(x + 47y) + 2(z + 47Y)], (59)

est démontrée d’étre vraie, si ¢ >+ 4y, mais elle doit subsister dans tout le
plan. En effet u(r) est une fonction entiére de z, et 2(x) est holomorphe pour
6 >1; le second membre de (50) est par conséquent une fonction holomorphe
pour 6>1l—4ny. On démontre ainsi de proche en proche que £2(z)! est holo-
morphe dans tout le plan. 2(z) est donc une fonction entiére de z, qui est
bornée dans le domaine ¢>1+¢; elle admet, en vertu du théoréme III, un
développement de la forme (1); déterminons I’abscisse de convergence. En posant
t=re® on trouve

l t—1 (p(t) I —_ ,r—-(l+l+2vy);

Pordre de #~'¢(#) sur le cercle [t—1]|=1 est done I + 1 + my, et 'abscisse de
convergence de la série (1) est par conséquent A=1+ = y.

On voit de méme que l'ordre de {—7—1¢(t) sur le cercle de convergence, n
étant positif, est égal 4 I+n+1+ ny'; il en résulte que les abscisses de somma-

2

bilités sont toutes égales & I+ wy:
A= =dy== - =_A.

La série (1) n’est pas sommable par des moyennes arithmétiques pour aucune
valeur de x telle que o<l -+ 7wy et pourtant la fonction et toutes ses dérivées

par rapport & % tendent uniformément vers une limite dans le domaine ¢ >+ ¢.

Appliquons maintenant la transformation (34).

On a
: 1
| e (tw)

* On peut d'ailleurs exprimer 2(x) par une transcendente qui a été étudiée par Laplace:

Lx) =] e dt.
x

Qe + l)=]/;—ev2L(z), olt z=9”2—l/;—

1. 2y
= (1o+38 )

On trouve en effet
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AL

il en
w?’

1
L'ordre de t'“tp(t‘") sur le cercle |{—1|=1 est dono égal & 1 + é +
résulte que I'abscisse de convergence i(w) de la série

1

) < besr* 8!
z—1—1 giylog?t Jf — s+1 ,
ft ¢ dt 2x(x+w)...(z+sw)

0 =0

est égale & ! +%t, © étant un nombre positif. Quand w tend vers zéro, 'abscisse

de convergence tend vers Vinfini; quand w tend vers linfini, I’abscisse de con-
vergence tend vers I, mais cette valeur n’est atteinte pour aucune valeur finie
de w. La série cesse de converger pour ¢ =1 parce que la quantité 2(l—e+47)
tend vers l'infini quand 7 tend vers l'infini, et cela d’ordre exponentiel.

Cet exemple parait assez remarquable quand on se rappelle les résultats
obtenus par MM. Laxpavu, ScHNEE et H. BoHR relativement au probléme de
convergence d’une série de DiricHLET ¥(x) de la forme (g), c'est & dire au pro-
bléme qui a pour objet, de déterminer ’abscisse de convergence de la série &
Paide de propriétés analytiques simples de la fonction qu’elle représente.

Tandis qu’on ne peut pas, & ce qu’il semble, déterminer la valeur précise
ni de l'abscisse de convergence A, ni des abscisses de sommabilités 1., 4,, 4, ...
d’une série de DIRICELET ¥ (z) en connaissant seulement des propriétés analyti-
ques simples de la fonction Y (x), M. H. BoHR! a démontré que la limite .7 vers
laquelle tend les A, quand r tend vers l'infini, est un nombre caractéristique de
la fonction ¥(x) qui peut se déterminer de la connaissance des propriétés ana-
lytiques les plus simples de la fonction y(x); il se trouve sur la droite ¢ = 4
ou bien une singularité & distance finie ou bien cette droite joue un role essentiel
pour la singularité & linfini. Dans P'exemple ci-dessus on a A= _4=1+ ny,
mais la fonction £(x), représentée par la série, est une fonction entiére et les
égalités (18) (qui sont en nombre infini) sont uniformément satisfaites quand =z
tend vers l'infini en restant dans le domaine ¢>17+ ¢, ¢ étant un nombre positif.
Rien ne distingue, en apparence, la bande ! <¢ <! + 7y du domaine de conver-
gence 6 >1 + wy, qui est ici identique au domaine de sommabilité par des moy-
ennes arithmétiques. Il semble donc que la droite ¢ = .7, limitant le domaine
de sommabilité, joue un rdle bien moins essentiel pour les fonctions représentées
par les séries de facultés que pour les fonctions représentées par les séries de
DIrICHLET, mais il serait intéressant d’approfondir cette question.

1. c. Thése p. 114—131 et Uber die Summabilititsgrenzgerade der DiricHELET schen Reihen.
Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien, Mathem.-naturw. Klasse;
Bd. CXIX. Abt. ITa. Oktober 1910.
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Tout récemment M. H. Bomr! a fait voir que la droite ¢ =1, limitant le
domaine de convergence absolue, joue également un roéle essentiel pour une cer-
taine classe de séries de DiricHLET de la forme Ea, ¢ %, M. H. Borr démontre
en effet que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une telle série soit
absolument convergente dans le domaine o >4, c’est que la fonction qu’elle re-
présente soit holomorphe et bornée dans ce domaine.

Ce théoréme remarquable n’est pas sans analogie avec le théoréme IX.

§ 15. La fonction Q(x) définie par la série (48) admet en général le point
=0 comme point singulier; le développement taylorien au voisinage de z = o
est donc généralement divergent, mais il représente la fonction 2(x) asymptoti-
quement dans le demi-plan de convergence de la série. En effet, considérons
les dérivées de la fonction F (), définie par l'intégrale (49); substituons dans
cette intégrale, au lieu de 2(z), 'expression

=n—1
R Asp1 8! @*

= 22+ w)...(z+ sw)

+ R, (z)

et intégrons terme par terme; on trouve en vertu de (25)

ki
ge=py]
FO= 3 dun(c—eoty + [ et Bale)das (60)
§=0 k—tow

soit r un entier plus petit que n, et dérivons r fois par rapport a &; on trouve:

ki
s=n—1
FOE)=DF X Gesr(x — ety +fe§"z'R,,(z)dz,
5=0 k—im

ol Dintégrale est absolument convergente, car nous avons vu dans le § 6 que
|2»+1 R, (z)] reste plus petit qu’une constante fixe le long de la ligne d’intégration.

Le premier terme au second membre tend vers zéro quand & tend vers 4+,
et le module de lintégrale reste plus petit que Ce*, C étant une constante.
On a donc

lim e—®+9¢ ) (£) = o,
S

§ tendant vers linfini le long de Paxe des nombres positifs, et » désignant un
indice de dérivation quelconque.

* Losung des absoluten Konvergenzproblems einer allgemeinen Klasse DiricHLET'scher
Reihen. Acta mathematica t. 36, p. 1—44; 1912,

Acta mathematice. $1. Imprimé le 30 novembre 1914, 48
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Cela posé, considérons l’intégrale

2(x) =fe—=5F(§) ds.
[1}

Supposons que la partie réelle de z soit >k; on trouve, en intégrant par partie

@

Q(x);_F:iO) L PO F), Fo D), _Ix;fe-zsp(n)(g)dg, (61)

Z’ xs b
0

Comme F(£) admet en général des points singuliers & distance finie cette série
est généralement divergente, mais on sait trouver une constante positive C
telle que

IF(n)(g)' < Cetkta),

le long de la ligne d’intégration; on a donc

0

et on en conclut que la série (61) représente £2(z) asymptotiquement, quand z
tend vers l'infini en restant dans le domaine o >k + ¢.

La fonction 2(z) donne donc naissance & une série de puissances divergente
et 'on voit qu'on peut en faire un usage légitime en la transformant en une
série de facultés. Cette transformation, trés facile & effectuer, a déja été indi-
quée par STIRLING;! c’est la peut-&tre la meilleure méthode de sommation surtout
quand il s’agit d’'un calcul numérique de 2(z) pour des grandes valeurs de x
parce que la série de facultés converge rapidement pour de telles valeurs de z
quand on a choisi w convenablement.

L’expression (61) montre qu’il y a une relation étroite entre la représenta-
tion d’une fonction par une série de facultés et 'importante méthode de somma-
tion exponentielle de M. E. BorerL. D’aprés la définition de M. E. BoreL? la
série divergente:

! Methodus differentialis sive tractatus de summatione et interpolatione serierum infini-
tarum. London 1730. Comparez aussi J. L. W. V. Jexsen: Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd.
2B, p. 70 ff, 1891; PixcmeriE l. c¢. Sur les fonctions déterminantes, p. s4—57; et NIELSEN L. c.
Handbuch etc., p. 272—282.

? Mémoire sur les séries divergentes. Annales scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure.
8ér. 3, t. 16, p. 10—136. 1899. Lecons sur les séries divergentes. Paris 1901.
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4, 4, 4,

e - R (62)

est absolument et uniformément sommable, si la fonction associée

+%x+A 200 4 48

F(x)=4 Y 5!

x3 4 -
est holomorphe dans un angle comprenant 1’axe des nombres positifs, et si 'on
a uniformément
lim %% F)(z) = o, (63)
Lemm
dans cet angle, r désignant un indice de dérivation quelconque. La somme de
la série est par définition

a

X —_— et .
Q) = Of o7 (%) as f £F(5)dE. (64)

Si 'on change légérement la definition de M. E. BorEL et substitue 3 Pangle
comprenant I’axe des nombres positifs la bande susdite DEF @, ce qui n’a aucun
inconvénient,! on voit que les fonctions qui admettent un développement en série de
facultés de la forme (48) sont les mémes que celles qui donnent naissances & des
séries de puissances de la forme (61), généralement divergentes, mais absolument et
uniformément sommables. Ou plus exactement, c’est la fonction que M. E. BoreL
attribue & la série divergente comme somme qui admet le développement en
séries de facultés, mais il va sans dire qu’il y a une infinité de fonctions qui se
représentent asymptotiquement par la série divergente.

CHAPITRE V.

§ 16. Pour établir une théorie passablement compléte de la série de facultés
il reste encore d’étudier comment elle se préte aux opérations fondamentales de

! Gomme le montre M. E. BoreL on peut méme, du moins dans le cas olt F(x) est une
fonction entidre, se borner & supposer que les conditions susdites sont satisfaites le long de
I'axe des nombres positifs. La fonction Q(x) correspondante n’'admet pas nécessairement un
développement en série de facultés convergente. On connait lappllcatxon importante que M.
E. Borer a fait de sa méthode de sommation exponentielle & la théorie des équations diffé-
rentielles algébriques. Les séries de puissances divergentes qui satisfont formellement & ces
équations sont telles que les conditions (63) sont satisfaites dans un angle fini. Les solutions
correspondantes se représentent donc par des séries de facultés convergentes.
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I’Analyse. L’addition et la soustraction ne présentent aucune difficulté. Le
probléme de la multiplication a été étudié par M. N. NIELsEN? dans plusieurs
Mémoires mais sans que la question ait été éclaircie.?

Nous allons démontrer que le produit de deux séries de facultés, conver-
gentes pour o>1, se représente par une série de facultés, convergente pour o >4.
Ce résultat parait assez remarquable quand on se rappelle ceux, obtenus rela-
tivement & la multiplication de deux séries de DIRICELET. Soient deux séries
de DIrRICHLET

8= 0 . S O b;
p@ =X wE=3
=1 gl

convergentes pour o>o0. Il a été demontré par StieLTIEs, MM. E. LaANDAT,®
H. Bour* et M. Riesz® que le produit ¥,(x) ¥,(z) se représente par une série de

I e gps
DIrICHLET convergente pour o>, et sommable par des moyennes arithmétiques

1 L fi
dans la bande 5;a> 0; mais généralement la série cesse de converger dans cetle

bande. Plus généralement, si ¥, (x) et y,(x) sont tous les deux sommables par
des moyennes arithmétiques d’ordre r dans le demi-plan ¢>4, M. H. Bonr
démontre que le produit y,(x)y,(x) se représente par une série de DIRICHLET,
sommable par des moyennes arithmétiques d’ordre n dans le méme demi-plan
6 > A, mais n est généralement supérieur a r.

Nous allons également étudier les séries de facultés non seulement dans leur
demi-plan de convergence, mais aussi dans leurs demi-plans de sommabilité, ce

qui ne complique pas sensiblement les démonstrations. Considérons deux séries
de la forme®

gm0

_ 41 8!
Ql(x)_a0+3§)x(x+1)...($+3), (65)
‘o b:+18!

Q,(2) = b, + (65 bis)
§=0

x(x+1)...(x+s)’

1 Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei 17 jan. 1904 et 1. ¢. Handbuch etec., p. 254.

? Comparez la critique de M. E. Laxpav dans les Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo t. 24 (1907) p. 126—127 et p. 139—140.

8 1. ¢. Rendiconti etc., p. 112.

4 1. c. Bidrag etc., p. 37—39 et p. 131—132,

® Comptes rendus de I'Académie des Sciences de Paris, § juillet 1909.

¢ Jusqu'ici nous avons, pour abréger l'écriture, supprimé le terme constant de la série;

mais dans ce chapitre nous supposerons que ce terme peut étre différent de zéro, quand n’est
pas dit le contraire.
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sommables d’ordre r dans le demi-plan ¢ > 4,; si r est égal & zéro les séries sont
convergentes dans le demi-plan 6> 4,. Appliquons & ces séries la transformation
(x0) et posons B =r +1; en introduisant la notation abrégée

yen—1

S9(@)= X (’:”) Gns (66)
pe=0
on trouve
B n=® 881 (a) n!
Q‘(x)_ao+f§(x+r+1)(x+r+z)---(Z+T+”+1)’ )
Ly 87h1 () n! i
.Q,(x)——b.,+n§0 (@+tr+n)(@tr+az)... (z+r+n+tI) 7 b

Soit ' le plus grand des nombres A, et o; ces séries sont absolument con-
vergentes pour ¢ > 4.
Posons maintenant

o0 =55 (a) 85 (b) = a, b,

o 8@ SPG) (p— D) (g— 1)t
P (g+r+1)(@trte) ... (x+r+ptq)

et considérons la série double:

Zup,q:
»a

ot la sommation doit étre étendue & toutes les valeurs entidres et non-négatives!
de p et de g. Cette série nous donne immédiatement le développement cherché
pour un produit de deux séries de facultés. En effet, nous allons démontrer que
la série double est absolument convergente, si 6 >2'. Il en résulte la relation:

g=® p=w newo .
Z 2 uP:q = 2 (uO,n + ul:”'—l +o u”,o)' (68)
g=0 p=0 n=0

11 est facile d’évaluer le premier membre; on trouve

p=0

Sy, — (g—1)! 57(b) atS 8§ (a) p! -
P (z+r+1)(xtr+2)... (xFri+q) | ° B @trtgt1)... (@+r+g+p+)

_ 89 () (g—1)!
T (@tr+1)(x+r+2)... (ztrtq)

!21 (x),

! Dans le cas ol p ou ¢ soit égal & zéro il faut remplacer (—1)! par 1.
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en sommant par rapport & ¢ on trouve

gz pew®

2 2 u,,,=9,(x) Q,(z).

g=0 p=0

La relation (68) peut donc s’écrire:

13w 0
opse1 !

2,(z) ,(x) = a, b, +'§)(x+r+ NE+r+2)...@+r+n+1) (69)
ol
3 LIRS0 0 80, (79)
=0

Pour déterminer le domaine de convergence de cette série et pour démontrer
la convergence absolue de la série double nous allons étudier les nombres o, de
plus prés.

En vertu de ’hypothése faite relativement & £,(x) et £,(z) on sait trouver
une constante fixe K, indépendante de =, telle qu’on ait

185 ()]

< K nr+).'+e R
[5%®)]

pour n=1,2,3,..., ¢ étant >o0. Il en résulte I'existence d’une constante K,,
indépendante de n, telle qu’on ait

|85 (a)} rA+e+r+n) (1)

'SX)(b)I ‘riny A +e+r+1) 7
pour m=1,2,3,...; r est ici un nombre entier fixe (I'ordre de sommabilité des
séries), mais il nous importe de savoir comment se comportent les i pour des

valeurs trés grandes de r; pour le voir démontrons d’abord un lemme concernant
les coefficients binomiaux. Considérons le polynéme du dégré » en a

a+v):(a+1)(a+2)...(a+v)'
v v!

fa) =

Formons les différences finies par rapport & a; en posant

4 f(a) =f(a —1) —f(a),
A** f(a) = 4 4* f(a),
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on trouve

d'f(a)—-(—~1)'(a+is ), (s=0,1,...,%),

et les différences d’ordre supérieur & » sont égales & zéro.
Substituons ces expressions dans la formule d’interpolation de NEwTON

fla+p+1) ="2°°(p:3) (— 1) £ f(a);

3=0

on trouve l'identité

(a+p+v+1)=”i"(p+s) (a+v—s)’

v 8 y-—_8

(72)

S}

a et p étant des nombres quelconques. Cela posé, soit p un entier positif et
considérons I'expression

s=n—1 ye=gp—g—1
sPs0@l= X (P10 3 (1) ansms

§ v
S0 pe=(

en rangeant autrement les termes on trouve

YV-—8 $ v
v=0 §=0 y=()

S8 (@] v-ﬁ-—lan—v 2 (r 4y — s) (:D + 3) =v-i—1 (r +p+v+ 1) ap_y = ST (g);

4 l'aide de cette identité, qui peut s’écrire:

Sr+p+1) (@) =s'§ ! (p + s) S (@),

s=(0

il est facile de voir comment se comporte S** (a) pour des valeurs trés grandes
de p, r étant un nombre fixe. De Pinégalité (71) il résulte en effet que 'on a

s=n—1 ' e I
ng+p+1)(a)|<Kl 2 (p-sl-s) (l +e+r+n—s 1)=K1(l +a+r+p+n); (73)

n—38—1 n-—1I
gm0

cette inégalité est valable pour (n =1,2,3,.-
P=0,1,2,..

fixe, indépendante de n et de p. Ce résultat établi, il est facile d’évaluer les
on; en ayant soin de choisir K, telle que |a,]| < K|, |b,| < K, on trouve I'inégalité
suivante:

'); K, représente une constante
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Ian|<K’pi"(p—I)!(n_p_l)!(l'+e+r+n—1)(}.’+e+r+p_1)=
1p-0 (n—1)! n—p—1 p—1

g LW+etr+n) § r .
P lp(n)F(l’+8+r+1)p-olf+€+r+p

On en conclut qu’il existe une constante positive K, telle qu'on ait pour
n=1,2,3,...
|onl < K,n¥+e+7 log (1 + n) (74)

et cela quelque petit que soit le nombre positif e. La série (69) est donc ab-
solument convergente, pourvu que o> 4.

Nous avons obtenu cette inégalité en remplagant dans P'expression de an
chaque terme par un autre qui est positif et plus grand en valeur absolue; nous
pouvons donc conclure que la série double est aussi absolument convergente dans
le demi-plan ¢ >4/, et I’égalité (68) est par conséquent vraie.

Mais de I'inégalité (74) on peut tirer un résultat plus précis relativement a
la convergence de la série au second membre de (69). Appliquons en effet &
cette série la transformation (10) en posant = -—1; on trouve:

a,o!+ (0;—@a,) 1! (0 —a,) 2!

Q‘(x)gz(x)=a°b°+x+r (z+r)(x+r+I)+(x+")(x+7’+1)(‘”+’+2)

+--- (75)

L’inégalité (74) et D’expression (8) de l'abscisse de convergence de la série
montrent que cette série est convergente, si ¢ >4’

D’autre part on voit, par un raisonnement déja souvent appliqué, que la
série cesse généralement de converger, si ¢ >4’

C’est le résultat que nous avions en vue.

La formule (75) peut encore s’écrire sous la forme définitive:

_ B, 0! B 1! Bs2!
2,(2) 2, (x) =B, + x +x(x+1)+x(x+1)(x+2)+ ’ (76)

ot Pon a posé

pPen —n— —
Bum 3 2 ”(ni)ig’!’ 1! 52 (@) by. (77)
p=0

La série au second membre est ici sommable par des moyennes arithmétiques
d’ordre r dans le demi-plan o>4. Nous avons donc démontré le théoréme
suivant:
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Théoréme X. Le produit de deux séries de facultés, sommables d’ordre r dans
le demi-plan o> 4., se représente par une série de facultés de la méme forme, qus
est sommable d’ordre r dans le domaine ¢ > A, 6> 0.

En particulier, la puissance n®m® d’une série de facultés, qui est sommable
d’ordre r dans le demi-plan ¢ >1,, se représente par une série de facultés, qui est
sommable d’ordre r dans le demi-plan ¢ > 4,, ¢ > 0.

Théoréme X'. Le produit de deux séries de facultés, convergentes pour ¢ > 2,
se représente par ume série de facultés de la méme forme, convergente pour ¢ > 12,
6>0.

Il va sans dire que le produit de deux séries de facultés, absolument con-
vergentes pour o >4, se représente par une série de facultés absolument conver-
gente pour ¢ > 1,6 >o0.

Si les séries manquent le premier terme on démontre ce théoréme:

Théoréme XI. Le produit de deux séries de facultés de la forme (1), dont le
terme constant s'annule, et qui sont sommables par des moyennes arithmétiques de
premier ordre pour ¢ > 1,, et convergentes pour ¢ > A, se représente par une série de
facultés de la méme forme, qui est convergente pour ¢ > 1,, a >0 et absolument con-
vergente pour ¢ >24,0>0.

En effet, en appliquant & 2,(2) et & £2,(z) la transformation (10), ot 'on
pose § =1, on voit qu’elles se représentent par des séries de la forme

bo b1 b! .
z+1 @rDEt) @D @E+d@E

convergentes (resp. absolument convergentes) dans les domaines indiqués par
le théoréme. Le produit (z + 1)?£,(z)2,(x) se représente donc, en vertu du
théoréme X', par une série de la forme

(x+1)39,(x)92(x)=a0+;%+(_x:7)°fz;__}__§5+..,

En divisant les deux membres par z(z + 1) et en multipliant le second membre

par la série de facultés de la forme (1) qui représente x_t - le théoréme XI se
trouve démontré.
De la série de StirLING
I I « a{e+ 1) Foe

x—a=5+x(x+1)- z(z +1)(*+ 2)

Acta mathematica. 31. Imprimé le 30 novembre 1914. 49
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qui est absolument convergente, si ¢ >«, et du théoréme X' on conclut que toute
fonction rationnelle dans laquelle le degré du nominateur ne surpasse pas celui
du dénominateur se représente par une série de facultés de la forme (1), absolu-
ment convergente pourvu que ¢ soit positif et plus grand que la partie réelle de
celle des racines dont la partie réelle est la plus grande.

A Taide de cette remarque on démontre le théoréme suivant:

Théoréeme XII. S:¢ la fonction 2(x) admet un développement en série de
facultés de la forme (65), qui est sommable par des moyennes arithmétiques
d’ordre r dans le demi-plan o>, >0, la fonction Q2(x)x—" se représente par une
série de facultés de la méme forme, convergente dans le demi-plan 6> 4., et la
fonction (x)a—""1 se représente par une série absolument convergenle dans ce
demi-plan.

Q(z)
(z+1)...(x+7r—1)
convergente pour ¢ >A.; en multipliant cette série par la série de facultés qui
z{e+1)...(x+7r—

xf

En effet, o se représente par une série de la forme (65)

) la premiére partie du théoréme se trouve

représente

démontré.

La seconde partie se démontre par un raisonnement analogue.

§ 17. Pour ce qui concerne l'intégration d’une série de facultés entre des li-
mites finies nous nous bornerons & renvoyer aux Mémoires cités de M. N. NIELSEN.
Disons encore quelques mots sur la différentation. En dérivant terme par terme
la série (1) par rapport & x on trouve

=0

oy Gs41 8! (£ b I\,
&) = E}x(z-+1)...(x+s)x+x+1+ +x+s

d’aprés un théoréme bien connu, di 4 WEIERSTRASS, cette série représente 2'(x)
& lintérieur du domaine de convergence ¢ > 1 de la série (1), mais ce n'est pas
une série de facultés. Pourtant £'(x) admet un développement en série de
facultés. On le voit le plus facilement & ’aide de la transformation (10); on en
déduit Pidentité:

s-w(as+ﬂ+‘a,_z+~--+(’3+I)"'(,ﬁ+s_l)az)8!
.2 8!

Qz+8)—R(z)
- F+Bx+B+1)...(z+8+3)

g

s=]
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Soit @ un nombre tel que ¢ >4, ¢ > 0. La série au second membre est conver-
gente du moins si |8} est choisi suffisamment petit. Faisons tendre g vers zéro
le long d'un rayon vecteur quelconque, on trouve:

a-w(%‘l‘a'_l""""l'% s!

o I 2
Q(x)———g @ +1)...(x+8)

La dérivée de la fonction L2(x), définie par la série (1), ayant Pabscisse de
convergence A, admet un développement de la méme forme, convergente si ¢ >4, 6>o0.

Le 30 juillet 1912.




