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Introduction. 

P a r  une  s6rie de facult6s on 

suivantes: 
en tend  une  s6rie de l 'une des deux  formes 

,-o~ aa+l a ! 

*t--O 

W (x) = a0 + ~  (x - -  I) (x - -  2 ) . . .  ( x - -  , ) ,  (i  bis) 
, !  

oh les a, sen t  ind6pendants  de x.  Comme l 'a  fai t  r em arq u e r  M. JEI~SE~ 1 le 

domaine  de convergence  de ces s6ries est  un  demi-plan,  limit6 g gauche par  une  

dro i te  perpendicula i re  g l ' axe  des abscisses et  eoupan t  celui-ei dans  un cer ta in  

po in t  A, di t  l 'abscisse de convergence.  ~ Elles r epr6sen ten t  des fonet ions analyt i -  

ques, holomorphes  g l ' in t6r ieur  de ce domaine  en excep tan t ,  pour  les s6ries de la 

forme (I), les points  o , -  i , - - 2 , . . ,  qui  sen t  des p6les ou des poin ts  r6guliers 

de la fonct ion ~2 (x), s'ils sen t  situ6s g l ' in t6r ieur  du domaine  de convergence.  

M. PII~OHERLE a d6montr6  que  les s6ries de la forme ( i  bis) ont  l ' ineon- 

v6nient  de pouvo i r  repr6senter  z6ro sans que t o u s l e s  coefficients soient  z6ro. 

Quand  une  fonct ion  adme t  un  d6ve loppement  do la forme (i bis) elle en admet  

donc une  infinit6. La  repr6sen ta t ion  d ' une  fonct ion,  p a r  une  s6rie de la forme 

(I) est  au cont ra i re  unique.  Ce sen t  ees s6ries qui sen t  les plus int6ressantes et  

1 Tidsskrift for Mathematik sCr. 4, t. 5, p. 13o, probl~me 45I; voir aussi s~r. 5, t. 2, 
p. 70--72. 

Si la s6rie est convergente dans tout le plan, ). est 6gal it --00. 
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c'est exclusivement d'elles que nous allons nous occuper dans les pages suivantes. 

Leur importance r6sulte de ce fait qu'elles sont capables de repr6senter une 

fonction analytique dans un certain environ d 'un point singulier; en effet, on 

peut toujours supposer que le point on question se trouvo h l'infini. Posons 

x = a + i v  et 
s-n--1 8 ! 

a s+ l  
Y~(x)= ~ x(x + I ) . . .  (x + s) + R"(x); 

$--0 

soit x un hombre positif plus grand que l'abscisse de convergence i .  

Nous allons d6montrer que I x " ~ R , ( z ) l  reste plus petit qu'une constante 

fixe dans le demi-plan a > x .  La s6rie de facult6s indique done rallure de la 

fonction ~2(x) avec autant  d'approximation qu'on le veut quand la variable tend 

vers l'infini en restant ~ l'int6rieur du domainc de convergence. Mais l'infini 

est en g6n6ral un point singulier essentiel de la fonction Y2(x). (Elle peut ~tre 

non-uniforme aux environs de x = ~,  et elle pr6sente en g6n6ral une infinit6 de 

points singuliers, ayan t  ]e point x = ~ eomme point limite.) 

I1 en r6sulte que la s6rie de facult6s est un instrument analytique, tr6s utile 

quand il s'agit d'6tudier une fonction analytique au voisinage d 'un point singulier 

et d'en trouver une repr6sentation analytique qui reste convergente quand on 

s'approche au point singulier en restant dans un certain angle; elle pr6sente ~. 

ce point de rue  des avantages consid6rables sur les s6ries de puissances, qui 

am~nent, comme on sait, b~ des d6veloppements toujours divergents. Les points 

singuliers dont on peut ainsi aborder l '6tude ~ l'aide de s6ries de facult6s conver- 

genres sont ceux qui se eomportent s peu pros comme des points r6guliers quand 

on s'approche du point en question en restant  s l'int6rieur d 'un certain angle. 

Pour en citer un exemple off ron  r6usslt h caract6riser la singularit6 non 

seulement darts un angle mais dans tout  voisinage de l'infini, j 'ai d6montr6,1 

l'aide des r6sultats contenus darts ce M6moire, que les solutions des 6quations 

lin6aires aux diff6rences finies ~ coefficients rationnels se repr6sentent, quel que 

soit la variable x, par une somme de s6ries de facult6s convergentes multipli6es 

respectivement par certaines fonctions exponentielles. Ces s6ries indiquent eom- 

pl~tement l'allure de la fonction, non seulement dans la partie finie du plan, mais 

aussi quand x tend vers l'infini en suivant une ligne quelconque. Si par exemplc 

x tend vers l'infini le long d 'un rayon vecteur en restant  s l'int6rieur d'un certain 

angle la partie principale de l'int6grale est form6e d'une seule de ces s6ries 

cause du fi~cteur exponentiel, mais pour eertaines valeurs de l 'argument de x la 

partie principale passe brusquement d 'une s~rie h une autre. On voit done que 

t Voir  ma  Th~se:  Bidrag til  do l ine,ere Di f fe rens l ign ingers  Theori .  Copenhague  I9Io, e t  
un  Mdmoire  qui pa ra l t r a  clans ce journal .  
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ce sont des singularit6s d 'une nature assez compliqu6e dont  on peut  aborder 

l '6tude ~t l'aide de ]a s6rie de facult6s. 

1Kais la s~rie de facult6s peut rendre service dans des eas beaucoup plus 

compliqu6s encore. II y a lieu de se demander d 'une mani~re g6n6rale qu'elle 

est la classe de singularit~s la plus g6n~rale au voisinage desquelles on peut 

t rouver un d~veloppement convergent de ]a forme (~), c 'est s dire qu'elle est la 

condition n6cessaire et suffisante pour qu 'une fonction donn~e ~(x)  admette  un 

d~veloppement de la forme (i). MM. PINCHERLE et NmLSEN en ont d~j~t donn6 

une reponse en d~montrant que la condition n6cessaire et suffisante c'est que la 
fonction 32(x) puisse se mettre sous la forme 

1 
f *  

(x) -----It ~ 1  go (t) dr, ~2 
a ]  

0 

g0(t) 6tant une fonetion analytique, holomorphe s l'int~rieur du cercle I t - - i I ~ = i  

et d 'ordre fini sur ce cercle. II faut admet t re  que ce n'est  pas 1~ une r6ponse 
tr~s simple. 

Mais il convient de se poser le prob]~me d'une mani6re un peu diff6rente. 

Remarquons d 'abord que, si Y~(x) admet  un d6veloppement de la forme (i) elle 
admet 6galement un d6veloppement de la forme suivante: 

s ~ o o  r 8 ! 

~(X) = ~ ~(:C + 03)... (X + 80,)' (2) 
*~0 

6tant un nombre positif plus grand que I. Plus g6n6ralement, nous aUons 

d6montrer l 'existence d 'un nombre positif 0 tel que le d6veloppement (2) exiate 
pour w > 0 mais non pour w < O. 

Pour  eo = O le d6veloppement peut  exister ou non. Mais on ne peut  pas, 

de la seule connaissanee de quelques propri6t6s analytiques simples de ~2(x), 

pr6voir si le d6veloppement converge pour co-----O ou non; c'est un probl6me 

tout  aussi difficile que celui de trouver ]a condition n6cessaire et  suffisante pour 

qu'une s6rie de TAYLOR converge sur son cercle de convergence, exprim6e par 

des propri6t6s analytiques simples de la fonction qu'elle repr6sente. 

II convient donc de se poser ]e probl6me de ]a mani6re suivante: Qu'elle 

est la elasse des fonctions qui admet tent  un d6veloppement de la forme (2)pour  

des valeurs convenablement choisies de eo (c'est ~ dire en dormant ~ w une valeur 

sup~rieure ~ @). Ainsi pos6, il y a une r6ponse des plus int6ressantes. Nous 

allons d6montrer que cette classe de fonctions est la m6me 1 que ce]le qui donne 
naissance ~t des s6ries de puissances de la forme 

1 C o m p a r e z  p o u r t a n t  w iS. 

Acfa mc~hematica. ~?. Imprim4 le 28 novem~re 1914. 42 
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A 1 q_ A, A~ ~- -~ + ~ + . -  

qui sent divergentes mais absolument et uniform~ment sommables par la m~thode 

exponentielle de M. ]~. BOREL. II y a, il est vrai, une infinit6 de fonctions qui 

donnent naissance s la m~me s~rie; mais c'est la fonction que M. BERYL attribue 

cette s~rie comme somme g6n6ralis~e qui admet le d~veloppement (2). Notre 

probl~me se trouve ainsi mis en rapport avec une des questions les plus int$- 

ressantes de l'Analyse, s savoir le sens qu'il faut  attr ibuer ~ une sSrie divergente 

et la s6rie de faeult6s en donne une r~ponse aussi simple qu'on puisse l'imaginer; 

il suffit en effet do transformer la s~rie divergente en s~rie de facuit~s, operation 

qui est toujours facile. Ou encore, si, par un calcul quelconque, on est amen~ 

une s~rie de puissances divergente mais absolument et uniform~ment sommable 

au sens de M. BOREL, on aurait  pu, en dirigeant convenablement le calcul, ~tre 

amen6 ~ une s~rie de facult~s convergente au lieu de la s~rie divergente. 

On salt que H. POINCAR~ a r~alis~ un grand progr~s dans l'~tude des fonc- 

tions d~finies par eertaines ~quations diff~rentielles ~ l'aide des s~ries asymptotiques. 

Do ce qu'on vient de dire on conelut qu'on aurait  pu arriver au m~me but  en se 

servant de s~ries de facult~s convergentes, ce qui est peut-~tre plus satisfaisant 

pour l'esprit. Ces s~ries permettent  done de complSter les r~sultats de PoI~cA~k 

sur un point qui n'est pas sans importance pour des applications ult~rieures. 

On connalt  le r61e important  que joue, dans presque toutes les applications 

de la s~rie de TAYLOR s la th~orie des fonctions, le th~or~me de CAUCHY d'apr~s 

lequel le cercle de convergence est le plus grand cercle s l'int~rieur duquel la 

fonction est holomorphe. I1 y avait lieu de se demander s'il existe un th~or~me 

analogue pour les sSries de facult~s, e'est ~ dire si la droite de convergence a = ) ,  

est en quelque rapport simple avec les singularit~s de la fonction. On sait qu'il 

n 'y  a pas n~cessairement de point singulier sur la droite do convergence. Pour 

savoir d~terminer la droite de convergence il ne suffit donc pas de connaltre 

l'affixe du point singulier dont l'abscisse est la plus grande, il faut encore avoir 

des renseignements sur la nature de la singularit~ s l'infini. 

Nous d~montrerons ~ cet ~gard le th~or~me suivant: 

Supposons: 
~o. Que la fonction ~2(x) admette un d~veloppement en s~ries de facultSs 

de la forme (2), convergente pour des valeurs suffisamment grandes de a. 

2 ~ Qu'il existe un nombre positif l, tel que la fonetion ~ (x) soit holo- 

1 !~r MITTA.G-LEFFLER, dans son Cours 19o9, a d6jk attir~ l'attention sur ce fait. M. HORN, 
dans deux M~moires r~cents, a donn~ quelques indications sur le sujet. Voir: Journal ffir die 
roine und angewandte Mathematik t. I44, p. ~67--I89; Mathematische Annalen t. 7I, p. 5Io--532. 
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morphe et bornde pour a > l + e ,  mais non dans la bande l + e : > a > l - - ~  quelque 

petit que soit le hombre positif e. 

L'abscisse de convergence de la sdrie (2) est alors dgal ~ l o u  sup6rieur k l 

d 'une quantit6 qui tend vers z6ro, quand co tend vers Hnfini. 

I1 existe des s6ries de facultds pour lesquelles la limite infdrieure l de 

l'abscisse de convergence n'est pas atteinte pour aucune valeur finie de ~. 

Mais dans les eas ordinaires, tels que les solutions des 6quations lin6aires 

aux diff6rences finies s coefficients rationnels, l'abseisse de convergence est dgale 

l quand on donne s ~o une valeur quelconque sup6rieure au nombre O dont il 

a dt6 question plus haut. 

Pour w ~ O l'abscisse de convergence ;t est gdn6ralement supdrieure k l e t  

elte n'est pas, semble-t-il, en rapport avec des propridtds analytiques simples de 

la fonction ~(x);  rien ne distingue, en apparence, la bande ~t > a > l du domaine 

de convergence. La fonction [2(x) et toutes ses ddrivdes par rapport k z_ tendent 

uniformdment vers une limite quand x tend vers l'infini en restant dans le 

demi-plan a > 1. 

La droite # ~ l, au contraire, est une droite caractdristique pour la fonetion ~2(x). 

Deux eas pourront arriver. 

i ~ I1 se trouve sur la droite a = l un point singulier ~ distance finie ou 

bien il se trouve dans la bande l - - e  < a < 1 une infinitd de points singuliers qui 

s 'approchent inddfiniment de la droite a = 1 k m6sure qu'on s'dloigne de l'axe 

des abscisses. 

~~ La fonction ~2(x) est holomorphe pour #>l~,  l~ dtant infdrieur k l; la 

sdrie cesse e n  ce cas de converger dans la bande l, < # < 1 parce que la fonction 

~2(x) ne tend pas vers une limite quand x tend  vers l'infini en restant dans eette 

bande; nous allons m~me d6montrer qu'elle crolt  plus vite qu'une puissance 

quelconque de I 'ordinat dans cette bande. 

L'dtude des sdries de facultds remonte ~ NSWTON et STmLI~O. La relation 

6troite qu'il y a entre ces sdries et les intdgrales d6finies de la forme 

/ e - ~  F (t) d t  

o 

a dtd remarqude, pour la premiAre fois je crois, par ScHLSmLcH.' On connait  le 

1 Uber  Facult t t tenreihen,  Berichte  fiber die Verhandlungen  der K. Siichsischen Gesellschaft  
der Wissenschaften zu Leipzig. Mathemat isch-Physische Classe t. i i ,  i859 , p. io9--I37. 

~ b e r  die Entwickelung von Funkt ionen  complexer  Variablen in Fakult~ttenreihen, ibid. 
t. I5, 1863, p. 58~62. 
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r61e important que joue ees int6grales dana diff4rentes branches de l 'Analyse, 

rappelons seulement lea t ravaux de LAPLACE et d'As~.L, de POINCAR~, de M. 

BOREL, de M. MITTAO-LEFFL~.R, de M. PHRAGM~N et la g6n6ralisation int6ressante 

de M. MITTAG-LEFFLER. M. PINCHERLE 1 a consacr6 un beau M6moire k ces int~grales 

et  leurs applications k divers questions d'Analyse entre autres les s6ries de facult6s. 

On dolt ~ M. N. NZ~.LS~.~ 2 la premiere 6rude syst6matique de la th6orie des 

s6ries de facult6s. Mais les d6monstrations de M. NI~LSSN manquent  quelquefois de la 

rigueur et il y a de grandes r6serves h faire s l'6gard des th6or~mes eux-m~mes. 

D'ailleurs on peut  faire l 'objection g6n6rale suivante k M. NIELSEN; ses d6- 

monstrations reposent essentiellement sur la consid6ration de deux nombres ~. et 
~t' dits nombres critiques, mais ces nombres n 'existent pas en g6n6ral; tous les 

r6sultats de M. NIELS~I~ concernent donc seulement la classe particuli~re de s6ries 

pour lesquelles ces hombres existent. N6anmoins les M6moires de M. NIELSEN 

sent d 'une importance consid6rable et je tiens k dire que la lecture de ces 

M6moires m'a 6t6 tr~s utile. Dans ce qui suit, nous traitons plusieurs des pro- 

blames 6tudi6s par  M. Nz~.LSm~. 
La v6ritable base d 'une th6orie a 6t6 donn6 par M. LANDAU dana son 

M6moire: Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultiitenreihen. ~ Au commen- 

cement du Chapitre II  nous rappelons, pour la commodit6 du lecteur, ceux des 

r6sultats, d6montr6s par  M. LA~IDAU, qui ont rapport  avec ce M6moire. 

Dana le chapitre I j '6nonce divers th6or~mes auxiliaires dent  j 'ai k faire usage. 

Dans le cbapitre II  j '6tudie une transformation qui joue un rSle fonda- 

mental dana la th~orie de la s6rie de facultSs et qui permet de prolonger ana- 

lytiquement, dans un certain domaine, la fonction d6finie par ]a s~rie; mais elle 

ne permet pas d 'at teindre la droite a ~ l dent  il a 6t~ question plus baut. 

Dans le chapitre I I I  je m'occupe d 'une autre  transformation qui est d 'une 

i Sur lea fonctions d~terminantos,  Annales scientifiques de l'l~colo Normale Sup~rieure 
s4r. 3, t. 22, 19o5, p. 9--68. 

Voir  aussi lea M6moires suivants  de M. PI~CHERLZ ro la t ivoment  aux s6ries do facul tes:  
Sulle aerie di fattoriali ,  Att i  della R. Accad. dei Lincei, Rendiconti ,  aerie 5 a, t. XI ,  sere. I, 

I9o2, p. 139--144 et p. 417--426. Sulla sviluppabili t~ di una funzioni  in aerie di fattoriali ,  ibid. 
t. I2, som, 2, p. 336--343. Sulle funzioni  meromorfo,  ibid. p. 436--439. Sulle serie di fattoriali  
generalizzato,  Rendicont i  del Circolo matemat ico di Pa lermo t. 37, I9t4, P. 379--39 ~ 

2 Recherches  sur lea s6ries de factorielles, Annales  scientifiquos de l']~cole Normale  Su- 
p6rieuro s6r. 3, t. xg, I9o2, p. 416--429. 

Les s6ries de factorielles et  los op6rationg fondamont~les, Mathemat ische Annalen t. 59, 
19o4, p. 315--359. 

Handbueh  dor Thoorie  dor Gammafunkt ion.  Leipzig 19o6, p. 237--199. 
a Si tzungsberichte dor mathematisch-physikal ischen Klasso der K. B. Akademie  der Wis- 

senschafton zu Mfinchen, t. 36, I906 , p. III--218. 
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k = lira sup log [na,~l. (3) 
~-| log n ' 

il en r6sulte qu' i l  existe un  nombre  positif N tel que 

la,,t < n k-t+,,  (4) 

s i n  > N ,  quelque pet i t  que soit le nombre  positif ~, pendan t  que, pour  une in- 

finit6 de valeurs de n, on a 

lanl > n k-l-~. 

Pour  arr iver  h, la d6finition de l 'ordre dans un point  ou sur une part ie  du cercle 

de convergence on in t rodui t  la not ion 

oourbe. Si los int6grales 

b n/cos n O / (d o) dO, 
a 

d'6cart  d 'une  fonet ion sur un  are de 

b 

n / s i n  nO/ (e  i~ dO 

res tent  finies et  moindres en va l eu r s  absolues qu 'un  nombre  fixe I quand n t end  

vers l ' infini, a e t  b 6rant  des limites queloonques int6rieures & l ' intervalle (a, fl), 

la fonetion [(z) est di te h 6cart fini et  6gal & I sur l 'arc (a, ~) du  cerele [z I = i .  

Posons 

n-| F ( n +  I) zn" 
z~D~l(z) = ~ an r ( n  + i - - . )  

n~O 

On en tend  par  l 'ordre  de [(z) sur l 'arc (a,/~) un nombre  k tel que 

D7 z'-~ / (z) 

soit finie, cont inue et  k 6cart fini sur Faro (a, fl) quel que soit le nombre positif  

mais que l 'une au moins de ces propri6t~s lasso d6faut  & ]a fonction:  

D~ -~+~ t (z). 

L 'ordre  dans un point  singulier z = d ~ est 6gal & l 'ordre sur un arc (a, fl) 

eomprenan t  le point  Co e t  de longueur aussi pet i te  que co soit. 

L 'ordre  dans  un point  r6gulier est 6gal g --co.  Si l 'ordre to ta l  sur le eercle 

Izl =: i est 6gal ~ k, il y a sur ee eercle un  point  au moins d 'ordre  k. 

Rela t ivoment  ~ ee nombre k on a l e s  th6orbmes impor tan ts  suivants :  

A. L'ordre d'une ]onction sur un are (a, fl) n'est pas alt~rd quand on la mul- 
tiplie par une /onction holomorphe et di//drente de zdro le long de (a, fl). 

B. L'ordre du produit de deux ]onctions d'ordre positi/ est au plus dgal 5 la 
somme des ordres des /acteurs. 
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na tu re  plus radicale,  et  qui  consiste s remplacer  la variable x pa r  x - ,  ~ 6rant  un 
~)  

nombre  positif.  

Dans  le chapi t re  IV je d~mont re  que ce t te  t r ans fo rma t ion  pe rme t  de pro- 

longer ana ly t i quemen t  la fonct ion d~finie pa r  la s~rie jusqu'~ la ligne a ~ l .  
Dans le m~me chapi t re  j '~tudie le r appor t  en t re  ]es s~ries de facult~s e t  |es 

s~ries de puissances divergentes .  

L 'ut i l i t~ d ' un  ins t rument  ana ly t ique  tel que  la s~rie (i)  dSpend d ' u n e  pa r t  

de sa facult~ de represen te r  une  fonct ion ana ly t ique  dans  des domaines  aussi 

~tendus que possible d ' au t r e  pa r t  de la facilit~ avee  laquelle ellc se p r a t e  aux  

opera t ions  fondamenta les  de l 'Analyse.  La  s~rie de facult~s est  ~ cet  ~gard 

presque  aussi souple que la s~rie de puissances. Elle se p ra te  un peu moins 

fac i lement  que celle-ci s la d i f ferent ia t ion et  l ' in t~grat ion mais plus faci lement  

l 'op~rat ion ~ et  son inverse.  Nous  ~tudierons  dans  le dernier  chap i t re  le pro- 

blame de la mul t ip l icat ion de deux  s~ries de facult~s, e t  npus te rminons  avec 

quelques roots sur la d i f ferent ia t ion  d 'une  sSrie de faeult~s. L 'app l iea t ion  des 

au t res  operat ions  fondamenta les  ne pr~sente aucune  difficultY. 

C H A P I T R E  I, 

w I.  L '~ tude  du domaine  de convergence d 'une  s~rie de facult~s repose 

essent iel lement  sur  la no t ion  d 'o rd re  d ' u n e  s~.rie de TAYLOR sur son eercle de 

convergence,  in t rodu i te  pa r  M. HADAM~RD 1 dans  sa Th~se bien connue.  Rela-  

t i vemen t  h. cet  ordre  M. HADAMARD a d6montr~ un cer ta in  nombre  de th~or~mes 

qui nous seront  tr~s utiles. P o u r  la commodit~ du  lecteur  nous  commencerons  

p a r  rappe le r  ceux des r6sul tats  de M. HADAMARD, d e n t  nous allons fairc usage, 

en y jo ignant  quelques  remarques  simples pour  les a d a p t e r  g not re  but .  

Soit  ](z) une fonct ion d6finie pa r  une  s6rie de TAX'LOR: 

t(Z) = a 0  + a t z  + a2z  2 + a3z  s + - "  

r ayon  de convergence  i .  L ' o rd re  k de /(z) sur le cercle Izl = I e s t  d 'apr~s la 

d6finit ion de M. HADAMARD 

Journal de math6matiques s6r. 4, t. 8 (Ifl92), p. i54--186. 
Voir aussi DAR]~OUX: M6moire sur l'approximation des fonctions de trSs grands nombres 

et sur une classe 6tendue de d6veloppements en s6rie. Journal de Math6matiques, 3e s6rie, 
t. IV, p. 5--56 et p. 377--4x6, 1878. 

E. FABaY: Comptes rendus de l'Acad6mie des Sciences do Paris, t. I49, I9O9, p. 767--768, 
p. ]o43--]o45; t. I5I , 19lo , p. 922--925. Acta mathematica t. 36, I912, p. 69--IO4. 

P. DiEsis: Lefons sur los singularitds des fonctions analytiqaes. Paris I913, p. x--32. 
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Si l 'une des fonctions est d 'ordre n~gatif il suffit dans la d~monstration que 

donne M. HADAMARD de ee th6or~me de remplacer ]'ordre n~gatif par z~ro; done: 

C. Le produit de deux /onctions, dont l'une est d'ordre positi/ k, eat d'ordre 

au plus ggal ~ b. 

Le produit  de deux fonctions d'ordres ndgatifs est au plus d 'ordre z~ro, 

mais on peut  ici obtenir un r~sultat un peu plus precis. En effe t ,  soit 11 et /~ 

d'ordre k I et k2 respectivement (o > k l > b 2 )  et soit n ]e plus petit  entier positif 

qui est plus grand que - - k l ;  consid~rons 

Le premier terme au deuxigme membre est D~/1 (z)./2(z); Dr  ]1 (z) est d 'ordre 

n + bl 2> o et cet ordre ne sera pas augmentg par la multiplication par une fonc- 

tion d'ordre n6gatif; ee terme est done d 'ordre n + k, au plus. L'ordre du 

dernier terme au deuxigme membre est < n  + k ~ < n  + k~. Tons les autres termes, 

6tant le produit  de deuX fonctions d'ordre non-positif, sont au plus d 'ordre zgro. 

Mais de la d6finition r6sulte imm6diatement que la somme de deux fonetions 

d 'ordre / c e s t  d'ordre k au plus, et que la somme de deux fonetions dont  l 'une 

est d'ordre k pendant  que l 'autre  est d 'un ordre inf6rieur & k, est n6cessairement 

d'ordre b. D~[/l(z)/~(z)] est done d 'ordre n + kl au plus. I1 en rgsulte que: 

D. L'ordre d'un produit de deux /onctions d'ordres n~1ati]s est au plus ~gal 

au plus grand des ordres des ]acteurs. 

L'int~r6t de eette notion d'ordre r4sulte sur tout  de ee qu'elle dtablit une 

certaine eorrespondance entre l 'ordre de grandeur de if(z)dans les points sin- 

guliers situ~s sur le cerele de convergence et l 'ordre de eroissanee des coefficients 

a . .  On a, en effet, les quatre thdor~mes suivants, dont  les deux premiers sont 
dus ~t M. HADAMARD. 

E. Si  l'ordre de /(z) sur un arc dgterming (a, #) du cercle de convergence et 

& ses extr~mitgs est ~gal au nombre positi] b on a: 

z ~ lira Izl) +  l ( z )  = o ,  
I~1-I 

(e ~tant un hombre positi/ aussi petit qu'on veut) et cela uni/orm~ment, pourvu que 

z tendevers un point de l'arc (a, fl) par des valeurs intdrieures au cercle. 

2 ~ Si I ( z )  ddsigne l'dcart sur l'arc de cercle de rayon [z Ie t  limitd aux m~mes 
rayons que (a, fl), le produit 

(I --Izl)  k+~ I(z) 
tend aussi vera o. 
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E t  i n v e r s e m e n t :  

F. Si les quantitgs 

( --Izl)kl/(z)l et ( -Izl)klI(z)l 

restent moindres qu'un nombre ]ixe lorsgue l'on ]ait tendre z vers un point de l'arc 

(a, ~) par des valeurs intgrieures au cercle, la ]onction /(z) est d'ordre au plus ggal 

?~ k sur l'arc (a, ~). 

Mais il f au t  r e c o n n a i t r e  qu ' i l  est  p resque  tou jours  tr~s difficile de bien 

discorner  quel est  l 'o rdre  de g r a n d e u r  de l '~car t  I d ' u n e  fonct ion  donn~e sur  

son cercle de convergence .  

app l iquer .  

G. Si  la quantit~ 

Le th6or6me su ivan t ,  vois in ~ F, es t  plus facile 

- I 1) I I ( z ) l  /r o 

reste moindre qu'un hombre lixe A lorsq~e l'on ]ait tendre z vers un point de l'arc 

(a,  ~) par des valeurs intdrieures au cercle de convergence, la ]onction ] (z) est d'ordre 

au plus ggal ~ k + I sur l'arc (a, ~)1. 

E n  effet,  soit  e un  n o m b r e  posi t i f  e t  f o rmons  la d~riv~e g~n~ralis~e ~ d ' o r d r e  

1 

/ I t)k+~_l z -k'-e D'~ k-~ ] (z) - -  r (k + e) (I - -  [(tz) dr. (5) 

o 

D ' a p r ~ s  l ' hypo th~se  fa i te  r e l a t i v e m e n t  b~ ](z) on a, t ~ tan t  < i ,  

A 
I / ( t z ) l  < _ 

quelle que soit  la va leur  de z de  module  < I e t  d ' a r g u m e n t  compr i s  en t r e  a e t  

~; l ' in t~grale  est  donc  un i fo rm6men t  eonvergen te ,  et  elle repr~sente,  pa r  cons6- 

quent ,  une fonct ion qui  es t  finie e t  con t inue  sur  l ' a rc  (a,p~). L a  fonct ion 

z -~' '~-1 D~ -k -~- I / ( z )  

est  ~ fort ior i  finie e t  con t inue  sur  l ' a rc  (a, ~), eUe es t  d 'a i l leurs  ho lomorphe  ~t 

l ' int~,rieur du cercle [z[ ~ i ,  e t  eUe a une d~riv~e finie sur  l ' a rc  (a,/~). I1 en 

Cf. HOR,~ 1. e. p. 516--~I 7. 
' Sur l'extension de la notion de d~riv~e k des ordres non-entiers (positifs ou n~gatifs) 

voir HXW.MARD 1. C. p. I54--I62 , et R I ~ A ~ :  Gesammelte mathematische Werk~; Leipzig 1892, 
p. 353--366. 
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r~sulte qu 'e l le  est  ~t ~cart  fini sur ce t te  arc,  et,  pa r  consequent ,  d ' o r d r e  au  plus 

~gal ~ z~ro. On vo l t  donc  que l ' o rd re  de  ] ( z ) su r  l ' a rc  ( a , f l ) e s t  < k + e  + x, 

or  c o m m e  on p e u t  choisir  e aussi  pe t i t  qu ' on  veu t ,  la p ropos i t ion  est  d6montr6e .  

Ce th6or~me donne  moins  de pr6cision que F mais  on ne p e u t  pas  a r r i v e r  h 

mieux,  ~ c ' es t  h dire q u ' a v e c  l ' hypo th~se  fa i te  sur  ]a f o n c t i o n / ( z )  il n ' ex i s t e  aucun  

n o m b r e  k r<  k + I tel que l ' o rdre  d e / ( z )  sur  l ' a rc  (a, fl) est  n~cessa i rement  inf~- 

r ieur  ou ~ga] ~ k t. 

Cela r~sulte  de l ' exemple  su ivan t .  Consid~rons la fonction de W:EIERSTRASS s 

l ( z )  ~ z + b z '  + b~z  ~ + bSz  ~ + . . .  (6) 

b 6 t an t  un  n o m b r e  posi t i f  inf6rieur  h z, et  v 6 t an t  un en t ie r  posi t i f  sup6r ieur  

t ;  supposons  en p l u s  que b y >  I .  [(z) a d m e t ,  c o m m e  on salt ,  son cercle de 

convergence  I z l = z  c o m m e  eoupure ;  elle est  d 'a i l leurs  a b s o l u m e n t  e t  unifor-  

m 6 m e n t  conve rgen t e  e t  p a r  sui te  finie e t  cont inue  sur  ce cercle (mais  elle n ' e s t  

pas  ~ 6car t  finiS). L ' o r d r e  k de  [(z) sur  le cercle [z[ = z es t  d ' ap r~s  le th6or6me 

G inf6rieur ou 6gal ~ z. Mais il est  facile de d~ te rminer  d i r ec t emen t  cet  o rdre  

k l 'a ide  de l '6galit~ (3); o n  t r ouve  

log b 
k -~ i + log 

ee n o m b r e  est  inf~rieur h z,  mais  en chois issant  r su f f i s ammen t  grand ,  la  dif- 

f6rence x -  b p e u t  6 t re  r endue  aussi pe t i t e  qu ' on  veut .  

Le  degr6 d ' in f in i tude  de la fonet ion  dans  les po in ts  singu]iers ne p e r m e t  done  

pas,  s lui seu], de  d~ te rminer  l 'o rdre  sur  le cerele do convergence ,  ma i s  en r~s- 

se r ran t  un  peu  les h y p o t h e s e s  on d 4 m o n t r e r a  ce r6su l ta t  assez precis.  

H. Soit f(z)  holomorphe ~ l'int&ieur du cercle ~z[~-~i; soit (a,fl) un arc 

de ce cercle comprenant le point z ~ i ;  supposons qu'il existe un nombre k > i  
tel que le produit 

I/(z) I I) - 

dans le domaine i >lzl>o, f l>  A r g z  > a  reste plus petit qu'une constante /ixe A ,  
l'ordre de ](z) sur l'arc (a, fl) est alors < k. 

Comparez avec les romarquos de M. 1~. BOREL dans ses Leqons sur los s6ries ~ termes 
positifs. Paris I9o2 , p. 77--79. 

Abhandlungen aus der Funktionenlohre; Berlin I886, p. 97--Ioi et Mathematische Werko 
t. II, p. 7~--74. 

* HADAMARD I. C. p. I70. 
Acta mathematica. 37. Imprim~ le 28 novembre 1914. 43 
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I1 en r~sulte en partieulier que, si z = z e s t  le seul point singulier sur Fare 

(~, fl), et si le produit 

II(~) ( i - - z p I  /~>i 

reste plus peti t  qu'une eonstante fixe A quand z tend vers i par des valeurs 

int~rieures au eercle Izl = i ou le long de ee cercle, alors l'ordre de /(z) dans le 

point z =  i est < k .  

D~monstration. Consid~rons la d~riv~e d'ordre - - k - -  

D-[J'-~/(z) /~(k~:(z--~) k+~-J/(~)d~, 
o 

6taut  un hombre positif; on volt de la m6me mani6re que plus haut  qu'elle 

est finie et continue sur Fare (a, ~); nous allons d6montrer qu'elle est 6galement 

6cart fini sur cette arc. Posons: 

7 e iO 

F (~+ ~) / e l n s j ' (  eie - -  ~)k+t"-l ] (~) d~ dO, 
o o 

il faut  d6montrer que III reste plus peti t  qu'un nombre fixe quand le nombre 

entier n tend vers + oo ou vers ~ ~,  et cela quelle que soit la valeur de ~ dans 

l'intervalle (a,/~). En int6grant par pattie, on trouve: 

eln7 j l  I / 
0 0 

~iO 

. i el(n+,) o f ( :  _ ao.  
r (k+~--z)J  

0 0 

D~signons les trois int~grales qui figurent au second membre par I~, 12 et ls 

respeetivement. En ehangeant la variable dans It on trouve 

1 1 

< ~_ " A " d t  
II' l=s + e)j (x--t)k+~-ll/(te'r)ldt < s165 ,)J (x-- t)' l i - -  te'r I; 

0 0 

la derni~re int~grale est ~videmment finie et ind~pendante de n quel que soit 7 

entre a et ft. 1121 est ~galement fini et ind~pendant do n.  Consid6rons l'int~- 

grale double; on trouve: 
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I I I 
0 0 

et en vertu de l 'hypoth~se faite sur la mani~re dent  [(z) devient infinie 

7 1 

A f f  -~-~ dt 
IX l< r(k + jj  .de. 

o o Ii--tei l -  

Cctte derni~re intdgrale est convergente quel que soit 7. La fonetion D'~ ~-~ ](z) 
est done bien finie, continue et ~ dcart fini sur l'arc (a, fl). I1 en rdsulte que 

l'ordre de ](z) sur Pare (a, fl) est < k  + e, ~ dtant  un nombre positif qu'on peut 

choisir aussi petit qu'on veut e. q. f. d. 

I1 va sans dire que le thdor~me reste vrai, s'il y a sur Pare (a, fl)un nombre 

fini do points singuliers do la m~me nature que z = x. 

w z. Les thdor~mes prdcddents permettent  dans des eas dtendus, sinon de 

ddterminer l'ordre, du moins d'assigner une borne sup6rieuro et infdrieure de 

celui-ci. Mais il y a un cas particulier important,  oh on peut ddterminer la 

valeur exacte do l'ordre, e'cst celui oi~ la fonction ](z) se comporte sur le cercle 

de convergence comme une solution d'une dquation diffdrenticlle lindaire ~ points 

singuliers rdguliers. Supposons que ](z) soit holomorphe pour I zl < ~ a l'exception 

du point z =  ~, et qu'elle admette au voisinage de z = ~ une reprdsentation de 
la forme 

l(z) = (~--  z)~{~,o(z) + ~,~ (z)log (~--z)  + . - -+  ~,~(z)log~ (~--  z)}, (7) 

les ~p~,~(z) dtant des fonctions holomorphcs au voisinage de z = r et telles que 

l'un au moins des nombres ~i,~(z)(s= o, z .... r) soit diffdrent de zdro. a~, ~2, ~s .... 

sont des nombres complexes quelconques; soit pour fixer les iddes 

L'ordre de (r --z)~ logr (x - -z)  dans le point z = i  est dgal ~ , - - ~ ( ~ ) ;  il y a 

exception seulement dans le cas oh a est dga l  ~ un entier non-ndgatif et en 

m~me temps r = o; l 'ordre est alors dgal ~ - -  ~ .  Pour le voir supposons d'abord 

que 9~(a + ~ )<o ;  l 'ordre est alors, d'apr~s le thdor~me H, < - - 9 ~ ( a ) e t  d'apr~s le 

thdor~me E > - - 9 ~ ( a ) .  L'ordre est donc ndcessairement dgal ~ --9~(a). 

Dans le cas ot~ n > 9~(a + I ) >  o, n dtant un entier positif, il suffit de consi- 

ddrer la ddrivde d'ordre n de ( r -  z) a log r ( I -  z) et l 'on arrive au m~me rdsultat. 

L'ordre n'est pas altdrd par la multiplication par une fonction holomorphe et 



340 N . E .  N6rlund. 

diff6rente de z6ro; on voi t  donc q u e / ( z )  est  d 'o rdre  - -9~(a l )  sur le cercle [ z l ~  I 

h moins que  al ne soit un  ent ie r  non-n~gatif  e t  que ~l , l ( I )  . . . . .  ~Lr ( I )  = O. 

L 'o rd re  est  alors ~gal s --R(a~) etc . . . .  

Soit w un  nombre  don t  la pa t t i e  r~elle est  posit ive.  Posons 

1 
I - - z =  ( I - - t )  ~'. 

Nous  aurons  besoin plus loin de pouvo i r  r econna l t r e  quel sera l 'ordre de /(z) 
consid6r6e comme fonct ion de t dans le poin t  t = i .  On le voi t  p resque  imm6- 

d ia tement .  Consid6rons le t e rme  

(I - -Z)  a' I/Jl,0 (Z) = (I - - t )  ~ ~ A s ( I  - - t )  ~~ �9 

I1 est d 'o rdre  - - ~  (~)  dans le po in t  t = i ,  pou rvu  que A0 soit d i f f6rent  de 

z6ro. On voi t  done que l 'ordre  de /(z), consid6r6e comme fonet ion de t, dans 

le poin t  t = I e s t  ~gal au plus g rand  des nombres  

en m e t t a n t  de c6t6 le cas d ' excep t ion  don t  nous avons  parl6 plus haut .  

w 3. Rappe lons  encore un  dern ier  lemme, conce rnan t  la va leur  a sympto -  

t ique de la fonet ion F(s), don t  nous aurons  h nous servir.  Soit # un nombre  

complexe  quelconque  ind6pendan t  de 8, on a: 

F (s) s~ 
r ( s + ~ ) -  ~ + ~' 

t e n d a n t  un i form6ment  vers z6ro quand  [s[ t end  vers l ' infini de manibre  que s 

s'61oigne ind6f in iment  de l 'axe des nombres  n6gatifs. 

C H A P I T R E  II .  

w 4. Cela pos6, consid6rons la s6rie de facult6s 

sffio~ as+ l 8 ! 

$--0 

e t  eommen~ons pa r  rappeler  b r ibvement  les p r ine ipaux  r~sultats,  conce rnan t  ces 

s6ries, d6montr6s  pa r  M. LANDAU dans  le M6moire eit6. 
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Le domaine de convergence est, comme nous l'avons d~j~ dit, un demi-plan 

limit6 s gauche par une droite perpendiculaire ~ l'axe des abscisses et coupant 

celui-ci en un certain point Z, dit l'abscisse de convergence. La convergence est 

uniforme dans tout  domaine fini situ6 ~ l'int6rieur du demi-plan de convergence 

et ne contenant aucun des points o, - - I ,  - - 2  . . . . .  La s~rie repr6sente donc une 

fonction analytique, holomorphe pour toute valeur finie de x telle que a > )~ en 

exceptant les points o , - - x , - - 2 , . . ,  qui sont des pSles simples ou des points 

r~guliers de la fonction ~2(x), s'ils sont situ~s s l'int6rieur du demi-plan de con- 

vergence. Sur la droite a =  ~ la s~rie peut ~tre convergente ou divergente, ou 

elle peut converger seulement sur une partie de cette ligne. L'abscisse de con- 

vergence X se d6termine, du moins si elle n'est pas n6gative, de la mani~re sui- 

vante. Posons: 

log ~ a , + l  
I $ ~ 0  c = lira sup (8) 

._~ log n 

Si Z > o ,  on a Z = c ,  et quel que soit ~, on a X<c;  )~ peut en particulier prendre 

la valeur - - ~ ,  la s~rie repr~sente dans ce eas une fonction m~romorphe de x. 

G~n4ralement la s~rie ne converge absolument que dans une partie de son 

domaine de convergence a > Z ;  le domaine de convergence absolue est 6gale- 

ment un demi-plan a > ~.; )~ est dire l'abscisse de convergence absolue et l'on a 

I1 va sans dire que ). se d~termine, si elle n'est pas n~gative, par ) ~ < ~ < Z + ~ .  

la formule: 
8 r a n  

log ~ [a, tl] 

)~ = lira sup ,-0 
._| log n 

M. LANDAU fait en outre voir l'analogie formelle qu'il y a entre la s6rie (x) et 

la s~rie de DIRICHLET 

8,~ (9) 

avec les m6mes coefficients. Les deux s6ries sont convergentes et divergentes 

pour |es m6mes valeurs de x (en exceptant les points o , - - x , - - 2 , . . . )  et plus 

encore, la fonction analytique 

~(~) tp(x) 
r(~) 

N o u s  p o s o n s  t o u j o u r s  x = o § i t .  
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d6finie pa r  les s6ries pour  a >i t ,  est  ho lomorphe  pour  a > i t w i .  II serai t  in- 

t6ressant  de voir  si ce t te  analogie p eu t  se poursu ivre  plus loin; nous  comparerons  

souvent ,  dans  ce qui  suit,  nos r6sul tats  avec  les th6or~mes cor respondan ts  r61atifs 

aux s6ries de DIRICHLET. 

I1 p e u t  a r r iver  qu'il  se t rouve  un po in t  singulier de la fonct ion ~2(x) sur  la 

dro i te  de convergence  o = it, mais en g6n6ral il n ' en  est pas ainsi, comme l 'a 

fai t  observer  M. PINCHERLE. 1 I] existe, au contraire ,  en g6n6ral une bande  

l <  a < i t  situ6e ~ gauche  du  domaine  de convergence  dans laquelle ]a fonct ion 

~ (x )  est  ho lomorphe  et  born6e. 

Le premier  probl~me que  nous allons t r a i t e r  consiste h t r o u v e r  le prolonge-  

men t  ana ly t ique  de la fonct ion ~ (x )  dans  la bande  l < a < i t  ou du moins dans  

une  par t ie  de ce t te  bande.  On y r6ussi t  en in t rodu i san t  dans  la s6rie (i)  un 

pa rambt re  don t  elle ne d~pend q u ' a p p a r e m m e n t  p e n d a n t  qu ' au  cont ra i re  le do- 

maine  de convergence de la s6rie d6pend de la valour  qu 'on  a t t r ibue  ~ c e  para-  

mbtre .  C'est  au fond le m6me proc6d6 que  M. MITTAG-LEFFLER a appliqu6 avec  

ran t  de succ~s ~ la s6rie de TAYLOR. Ici, 6 tan t  donn6 la forme sous laquelle 

nous l ' employons ,  nous en ob tenons  un r6sul ta t  beaucoup  moins parfai t .  Nous  

avons  p o u r t a n t  cru utile d ' y  insister  un peu,  parce  que ce que nous allons faire 

n ' es t  que de t r ans fo rmer  la s6rie de facult6s (I) en une  au t re  s6rie de facult6s 

avec  la variable a x + fl au lieu de x, ( a e t  fl 6 t an t  des cons tantes  convenable-  

ment  choisies). Mais l '6tude de ces t r ans format ions  s ' impose pour  d ' au t res  raisons 

encore,  e t  dans presque  tou tes  les appl ica t ions  des s6ries de facult6s on est amen6 

en faire cons t amment  usage. Nous  aurons  souvent ,  dans ee Mfimoire m6me,  

l 'occasion de nous en servir. 

w 5. Soit fl un  nombre  d o n t  la par t ie  r6elle est  posi t ive;  nous allons 4tudier  

la formule : 

s - =  as+l 8 ! 
.q(X)=~(X+I ) . . .  (=+S) 

$--0 

+ (fli)as + (~ : Z)as-l + . . . + (fl + : - -  I)a,Js i 

(=+~')(x +~'+ z)... (=+ ~'+ s) (io) 

off le second membre  ne d6pend q u ' a p p a r e m m e n t  de fl e t  oth r o n  a pos6 

1 Sui limiti della convergenza di alcuno espressioni analitiche, Rendiconti della sessioni 
della R. Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna, s6r. 2, t. 8, 19o4 , p. x3. Comparez aussi 
LANDAU: 1. e. Grundlagen etc., p. i88. 
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Nous d6montrerons d'abord que la relation (zo) est valable duns le domaine 

de convergence absolue de la premi6re s6rie, si l'on suppose en plus que a > o. 

En effet on a: 
1 

0 

d~veloppons t-# par la formule du bin6me 

,-,='-~ 

et intdgrons terme par terme; on trouve 

eette s~rie de facult~s converge absolument si o > o, pourvu que x ne soit pas 

6gal ~ un des nombres - - f l , - - / ~ - - z , - - f l - - 2 , . . . .  En effet d'apr6s le w 3 il 

existe un nombre fixe K ind6pendant de ~ tel que 

f f (#+ i ) . . .  (ffd-8--I) ] K 
(x+#)(x+#+~)... (x+#+si <8~+~ 

quel que soit l 'entier posi~if a. 

Formons la diff6renee n t~m~ des deux membres de (iI),  on trouve: 

~t =''m~, #(#+Z).. .  { f f+8-- l )  (~+~)'~, (IzbJs) 

oh la s6rie converge absolument, si a > o. 

Cela pos6, consid6rons la s6rie double 

~ U n ,  $ p 

off la sommation doit 6tre 6tendue ~ toutes les valeurs non-n6gatives de n eL de 

s, et off nous avons pos6 

un, n+.: (fl + s--i) (n + 8), a.+t 
s ( x + # ) ( x + ~ q - ~ . _ ~ + # + n + s )  s > o ,  
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p e n d a n t  que u. , ,----o,  s i s  < n.  Je  veux  ddmont re r  que la sdrie double  est  ab- 

so lument  convergente .  Posons  #, = 9~ (/~) ; d 'apr~s le w 3 on sait  t rouver  un nombre  

positif  K inddpendan t  de n e t  de s tel que  l 'indgalit6 

~ ( ~ + ~ ) . . .  ( ~ + s - - 0  ] < K  ~ , ( ~ , + ~ ) . . .  ( ~ , + s - - x )  
(x+~Gu ( , + ~ , ) ( ~ + ~ , +  ~) . . .  ( a + ~ , + n  +s)  

a lieu quels que  soient  les ent iers  non-ndgatifs  n et  s. La  formule  ( i i  bis) nous 

donne  donc r indgal i t6  su ivan te :  

�9 -| '-| (n + a)! p,(p, + x ) . . .  (~, + s - - x )  
~lu"'"+�9 (a+~,+n+s)= 
�9 ~0 � 9  

K.n! la.+ll 
a(a +~) . . .  (a + n) 

I I e n  r6sulte que la s6rie double  

ZUtt ,  �9 

est  abso lument  convergen te ,  si o > o, et  a > A ,  ~. 6 tan t  l 'abscisse de convergence  

absolue de la sdrie (z), e t  l 'on a p a r  consdquent  l ' identi t~ 

qui  en t ra ine  l ' ident i td  (io). Le  cas # ~ i est  par t icul iArement  intdressant.  On 

t rouve  

s - ~  s!  as+~ s l  (a,  + a ,  + . . .  + as+l )  (I2) 

Nous avons  ddmont rd  l ' exae t i tude  de ce t te  re la t ion dans  le domaine  de 

convergence  absolue de la sdrie au premier  membre.  Mais, les sdries & a n t  uni- 

fo rmdment  convergentes ,  la re la t ion subsiste p a r t o u t  oh les deux  sdries convergent .  

Soit  c l e -nombre  d6fini p a r  l 'dgalit6 (8), on salt  t r o u v e r  un  nombre  fixe K 

tel que, pour  s ~ I ,  2, 3 . . . . .  on ai t  

la~ + a2 + -." + a , + l J <  K s  ~+~, 

quelque petit que soit le nombre positif ,. Soit, eomme plus haut, ~ l'abscisse 

de convergence de la sdrie au premier membre de (12), on voit que la sdrie au 

deuxiAme membre converge absolument, si o > ~t, a > o. Dans les applications des 

sdries de facultds on est souvent g6nd par le fait que la convergence n'est absolue 
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que dans une partie du domaine de convergence. On 6vite cet ineonvdnient en 

transformant prdalablement la sdrie ~ ra ide  de la formule (i2). 

w 6. Cette formule nous permet aussi de tirer une conclusion importante 

relativement /t la fonetion Y2(~) ddfinie par le ddveloppement (i). Soit z un 

nombre positif plus grand que E, soit ~ un nombre tel que a > x ,  on a d 'aprbs (I2) 

< ~_+~';~| s ! l a , + a , + . . . + a , + ~ l  
I~(~)l=l~+II~(.+ii(iu (~g~u 

mais l'indgalit6 (I3) montre qu'on sait t rouper un nombre positif M inddpendant 
de s tel que 

+as+lt<M(C'-{-~-t-! I ) (C '+~- t -2 ) . . .  (c'+~-{-s) I~,+~+ s! s =  1 , 2 , 3  . . . .  (I4) ~ a D 

oh c' ddsigne le plus grand des hombres c et  o. En ayant  soin de choisir en 
outre M plus grand que ]a, I on troupe 

z + i s~.~ (c' + ,  + i)  ( c ' + ,  + 2 ) . . .  ( c ' + ,  + s); 
12(~)1<~l-~+ iI ~o -6;u165165 

mais on peut  toujours choisir s suffisamment peti t  pour que z > c '+  ~; la sdrie 

eat donc convergente et la formu|e (xI) nous donne 

M u + i  . 
I ~(x)l < Ix + ~ , ~ - c ! - ~ '  

il en rdsulte que I x~(~)l reste plus pet i t  qu'une constante fixe dans le domaine 
o>~(.  

Posons 
8-- . - -1  

tts+l 8 l 
~ ( ~ ) =  )g ~ ( ~ + E ~ . T  ( ~ + S )  + R " ( ~ )  (I5) 

4t=O 

et appliquons le mfime raisonnement h la fonction R, (x)  on troupe d 'abord 

'-| (a,+, + a,,+~ + .-. + a,~)__s_'. ; 
R.(~) = ) g  (~u ~-~u  (~: + �9 + i) 

solt o ~ z ,  on a 

Aeta mathemattea. 87. Imprlm~ le 28 novembre 1914. 

i ~  ] a ,+t  + a,+2 + . . .  + as+l [ s ! 
( x+  I ) ( ,  + 2) . . .  (x + s +  I) '  

44 
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enfin on sai t  t r o u v e r  un n o m b r e  pos i t i f  M inddpendan t  de  n et  de s tel  que 

la,+~ + an+9 + . "  + a , + d  < M~C'+el 
+ I )  (e' + e + 2 ) . . .  ( c , + e + s )  

s! 
8 = n ,  n + i ,  n + 2 , . . .  

e d t an t  un n o m b r e  posi t i f  q u ' o n  p e u t  choisir  assez pe t i t  pour  que l 'on a i t  z > c' +e ;  

on t r o u v e  donc  

I R , , ( x ) l < M [ : + I ) ( X + 2 ) " ' ( x + n + I ) * ~  |  ( I6 )  
~ l ~ T - T I :  I x + n + , l , _ ,  (x + i )  (x -i- 2) . . .  (z + s + i )  ' 

la sdrie ( H )  6tant absolument convergente, si a > o, on voit que ]a sdrie au second 

mcmbre de cette indgalit6 est le terme reste d'une sdrie convergente, dont les 

termes sont inddpendants de x; a dtant ___>x on a 

(X + I)(Z-l- 2) . . .  (X + n-{- I) 
I~+~II~+21 I ~ + n + ~ l  ---<~; 

il en rdsulte que IR.(z)l, dans le domaine a>z, tend uniformdment vers zdro 

quand n tend vers l'infini. 

Thdor~me I. La s~rie (~) ea uni/orm&nent convergente dans le domaine a >z,  
x ddMgnant un hombre positi/ plus grand que l'abscisse de convergence it. 

M. LANDAV 1 a d~js d6mont r6  que  la s6rie ( i )  converge  un i fo rmdmen t  dans  

t o u t  domaine  /ini, situ6 s l ' in t6r ieur  du demi -p lan  de convergence  e t  ne conte-  

n a n t  a u c u n  des po in t s  x = o, - -  z, - -  2 . . . .  

P o u r  les sdries de D m I C ~ E T  2 de la fo rme  (9) la convergence  est  dga lement  

un i fo rme  dans  t o u t  doma ine  fini si tu6 ~ l ' in t6r ieur  du  domaine  de convergence  

a > it, et  marne  dans  t ou t  doma ine  de la fo rme  

a > ~ + , ,  I eMo~ ~ eMO, 

d tan t  un  h o m b r e  posi t i f  e t  M 6 tan t  un  n o m b r e  rdel; mais la convergence n'est 
pas uni/orme dans le demi-plan a ~ it + e. 

De l ' indgalit6 (z6) on p e u t  t i re r  une  a u t r e  conclusion impor t an t e .  Soit  

m a i n t e n a n t  n u n  h o m b r e  fixe on  vo l t  que  

I~+~II~+21..- l~+n+ ~IIR,,(~)I. 

x 1. e. Grundlagen etc., p. I6i. 
Voir  LANDAU: Handbuch der Lehre  yon der  Ver te i lung der Pr imzahlen.  

Berl in x9o9, p. 735--742. 
Leipzig und 
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ou, co qui revient  au  m6me, que 

I ~,n+l ~n (X) I 
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Th~orbme II .  
la /orme 

La /onetion 52 (x) dd/inie par la adrie (I) peut se mettre sous 

(~) (a:)  = ,,_~ + ~e , 
x(x + x) 

(I7) 

(x) grant une /onaion dont le module admet une borne supgrieure dana le domaine 

a > x ,  e$ l'on a uni/ormgment dans ee domaine 

]im x 52 (x) = al ,  
~ u ~ O  

lim (x + I) [x52(x) - -a l ]  = a , .  I !  (18) 
~ m C O  

lim (x + 2) {(x + I) Ix 52 (x) - - a t ] - -  a2) ~-. a , .  2l 
X=~O0 

etc. 

Nous verrons plus loin qu 'on peut  encore pr6ciser un  peu ce r6sultat ;  on y 

arrive le plus facilement ~ l 'a ide de l ' int6grale d6finie que nous allons ma in tenan t  

6tudier.  

w 7. Soit U un contour  rectangulaire  dont  les c6t6s sont  parall~les aux axes 

des coordonn6es et  avec les sommets  x - - i n ,  x + in ,  x + m + in ,  x + m - - i n ,  oil 

m et n d6signent des nombres positifs et  x a y a n t  la m6me signification que plus 

haut .  Soit x un point  situ6 ~, l ' int6rieur du contour,  on a 

/ 52(z) dz. 

Nous venous de voir que [z ~ (z) ] reste born6 darts le domaine  o > z; faisons 

tendre  n vers l ' infini, on t rouve 

~+i~  ~ + m + i ~  

x-.4~o ~ +m--iQo 

or la derniitre int~grale est identiquement z~ro; on a donc 

reste plus pet i t  qu 'une  constante  fixe ind6pendante  de z dans  le domaine g > ~ ;  

on a donc le th6oritme suivant .  
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x+i~ 

I f ~(z) 
~(x) ~ 2~i  d x - - ' z  dz, 

(~9) 

le ehemin d'int6gration 6rant une droite perpendiculaire ~ l'axe des abscisses et 
coupant celui-ci dans le point x; mais, la partie r6elle de x 6tant plus grande 

que x, cette dernibre int~grale pout s'6crire 

a ( x )  = 

u+i~ 
I / Y J ( z ) / d * - z ) ~ d ~ d z .  

~ - - s ~  0 

(20) 

On pout ici renverser l 'ordre des int6grations; pour le voir appliquons le th60- 
rbmo II  et substituons, dans l'int6grale (2o), au lieu de Y~(z) l'expression (I7); 
(2o) so trouve ainsi d6compos6 en une somme de deux intdgrales. Pour la pre- 

mitre  il n 'y  a pas de difficult6s. La seconde est 

~+i.| ; 
I / #(z) e(._.)td~dz; 

2:wi . z(z + I). 
u--~ 0 

mais cette int6grale est absolument convergente ainsi que los deux int6grales 
simples 

ov ~+ioo 

d'-~)~dg et z (z + x) 
0 x - - t ~  

on peut  donc renverser l 'ordre des intdgrations 1 et on trouve 

off 
o 

x+~oo 
---- I ~. eU~(z)dz; F(~) 2~i  

(2z) 

(2x bis) 

e n  p o s a n t  e- t - - - - - t  o n  t r o u v e  e n c o r e  

t BROMWICH: Theory of infinite series, p. 457. London  19o8. 
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o~ 

1 

.q(x) ~ t'~-~ep(t)dt, 

a+ i~  

r ; t - ' O ( z ) d z .  
2 z r  

(z2) 

(zz bis) 

Nous avons suppos6 que z est un nombre r6el quelconque tel que ~ > Z, 

z > o; les int6grales (zr bis) et (2z bis) sont donc ind6pendantes de la valeur 

qu'on at t r ibue ~ x ces hypoth6ses ~tant satisfaites. 

S'il exist e un nombre positif l inf6rieur k z (et inf6rieur ~ )~) tel que ~(x)  

est holomorphe pour a > l  et susceptible d 'une repr6sentation de la forme (i7) 

#(x)]  admet tan t  une borne sup6rieure dans le domaine a > l ,  on peut  m~me, 

sans changer ]a va |eur  des int~gra]es (2z bis) et (22 bis), substituer h z ce nombre 

1 ou tout  autre nombre positif sup6rieur k l. C'est d'ailleurs facile de le v6rifier 

directement ~ l'aide du th6orbme de CAUCHY sur les int6grales complexes. 

Ces int6grales song convergentes respectivement pour o < ~ < ~ et pour 

i > t >  o, mais la convergence n'est  pas absolue; en effet on a 

l+io~ 14-ioo 

q~ = 2zri~ z 2 z s d  Z(Z q- I) 
l--i~ l--ioo 

- -  dz, (z3) 

la seconde intdgrale est absolument convergente, mais la premiere est seulement 

convergente. Sa valeur est d'ailleurs bien connue; 1 k l'aide du th6or6me de CAUCHY 

on d6montre ais6ment qu'on a: 

l+i~ 

I f t-" dz=It-% si I>t>o, 
2~i z - - a  /o  , si t > I ,  (24) 

l 6tant sup6rieur ~ la partie r6elle de a; pour t = i cette int~grale est divergente. 

Formons la diff6rence finie d 'ordre s par  rapport  ~ a; on t rouve 

l+i~ 

s! f t - ' d z  = / t-~ (x - -  t) ", si x > t > o ,  (~5) 
2 - ~ i . / ( z - - a ) ( z - - a - - ~ - . .  ( z - -a+s)  I o, si t > z .  

x LANDAU l. C. H a n d b u c h  etc. ,  p. 342--345. 
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Cela posd, nous allons ddmontrer que la fonction fp(t), qui est ddfinie par 
l'int6grale ~ (zz bis) pour i > t > o, est une fonction analytique de t, holomorphe 

l'intdrieur du cercle I t - - x [ =  i et d 'ordre fini sur ce cercle. Pour le voir 

posons dans l'expression 03) 1 dgal K un nombre positif plus grand que l'abscisse 

de convergence absolue de la sdrie 

~t(z) _'-| a,+l s! 
z ( z + I )  , ~ z ( z + I ) . . . ( z + s )  

et int6grons terme par terme; on trouve 

8g00 

r = ~ a,+l (I - - t ) ' .  (26) 

Pour justifier cette op6ration remarquons d'abord que la sdrie est absolu- 

ment et uniform6ment eonvergente dans tout intervalle finie ( l - - i N ,  l + iN') .  

Posons 

~(z) *-| [a,+lls! . 
Izll  + =  lzll  + +s]' 

il existe une constante fixe K tel que f i ( z ) < K  le long de la ligne d'intdgration; 

il en r6sulte que l'intdgrale 

1 Cette int6grale repr6sente z6ro, si t >  I; si t-----I elle est divergente;  pour los valeurs 
complexes de t il e n e s t  de retiree. Dans la th6orie des s6ries de DIRICHLET 

~(z) ~ ~ a~, 
$--1 

on rencontre  une int6grale de la mfime forme 

u+iT 

l im I 
T--~o 2~i  t--s ~ z  

x-'~r 

dz, 

mais cette int6grale est discontinue dans les points  t = x, ~, ~, i ~ , . . .  avec les sauts brusques 

; d a n s  toutos les interval les  (~ '  ~ I ) e ] l e a  nne  valeur constante.  La pr6sence a le  a~j  as~ a4 

du facteur i - sous le signe dans cette derni~re int~grale, mais non dans l ' int6grale (22 bis), pro- 

v ient  de ce que nous avons pr6alablement  divis6 la s6rie de facult6s par z ou, ce qui revient  
au retiree, supprim6 son terme constant.  
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j (z) dz 
t-'l ll +i I 

est absolument convergente. L'int6gration terme par terme est  par cons6quent 

16gitime. ~ Divisons les deux membres de l '6quation (25) par t, on trouve 

smoo  

~o(t) ~ ~ (at + a ,  + . - .  + a,+l) (x - -  t)*. 
t 

Soit c le nombre d6fini par  l '6quation (8), on voit que t -19(t)  est holomorphe 

k l'int6rieur du cercle ~ t - - I ~ =  I et d 'ordre c + I sur co cercle. On a done le 

th6or~me suivant:  

Th6or~me III.* La sdrie (i), ayant l'absciase de convergence Z, dd/init une 

]onction analytique Y2 (x) admettant une reprd, entation de la ]orme 

1 

__ f ,x_ ,  (22) 
0 

qo(t) dtant une /onction analytique, dd/inie par l'dquation (z2 bis) pour i > t > o, et 

holomorphe ~ l'intdrieur du cercle I t - -  iI = i .  L'ordre k de t - l r  ,ur  ee cercle est 

~gal ~ ) , + I ,  si k > I ;  si k < I on a ) ~ < k - - i .  

I1 est souvent plus facile de d6terminer Z k l'aide de ce th6or~me que par 
]'6galit6 (8). 

MM. PHRAGM]~N, LERCH et PINCHERLE Ont d6montr6 que le domaine de 

convergence de l'int6gra]e (22) est, comme pour |a s6rie (i), un demi-plan et 

qu'elle repr6sente une fonction holomorphe ~ l'int6rieur de ce demi-plan. Mais 

l'abscisse de convergence de l'int6grale peut  6tre inf6rieure, 6gale ou sup6rieure 

k l'abscisse de convergence ); de la s6rie. Dans le w 8 nous indiquons l'exemp]e 

d'une fonction off )~ est Sgal k --ao pendant  que l'int6grale est seulement con- 

vergente pour a > o. I)ans le w 14 on trouve l'exemple d'une fonction, off ~ est 
plus grand que l'abscisse de convergence de l'int6grale (22). 

w 8. Reprenons maintenant  l '6tude de l'~galit6 (Io). Soit fl un hombre 

quelconque et 6crivons 

I BI~OMWICH 1. C., p. 423. 
Comparez  avec les t r avaux  ci tes  de M. NIELSEN H a n d b u c h  etc., p. 239--245 et  de M. 

PINCHERLE: Bur les fonc t ions  dS te rminan te s ,  p. 52. 
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1 

(x) ----/--'t~+P-~ t--~ ~ it) d t; 
r  
0 

la s6rie (26) nous donne le d6veloppement 

�9 -= ( ) ( ) ]  

Si la partie r~elle de x est suffisamment grande on peut ais6ment justifier 

l'intfigration terme par terme et on retrouve la formule 

s - |  a ~ - - i  + " ' "  + a t  
2 8 . 

# ( x ) = ~ - -  ( x + f l ) ( x + l / + z ) . . .  ( x 4 - f l + s )  ' (27) 
# - - 0  

soit k l'ordre de t--~r sur le cercle I t - - z ] =  z et k' l 'ordre de t-~-~q~(t) sur ce 

r Des lemmes B, C et D dans le w z sur l 'ordre d 'un produit de deux fone- 

tions il r6sulte lea in~galit~s suivantes 

et ~(fl)=>o on a / ~ _ < k + ~ ( # ) ,  Si k > o  

,) k > o  , ~ ( # ) < o  ~ , k'<=k, 

k < o  ,) ~ ( ~ ) > o  ,> ~> k ' < ~ ( ~ ) ,  

k < o  a ~ ( ~ ) < o  , ,> k ' < l e p l u s g r a n d d e s n o m b r e s k e t ~ ( # ) .  

Le th6orbme II I  nous permet donc de conclure: 

Thfiorbme IV. La /onction ~(x),  d~/inie par la s~rie (z), ayant l'abscisse de 
convergence Z, admet toujonr8 un d~veloppement de la /orme (27). ~qi ~(fl) > o cette 
s~rie converge, si ~ ( x ) >  ~., ~ ( x ) >  o; si ~ ( f l )<  o ht s~rie converge, si ~R(x+#)>~,  

~t (z + ~) > o. 
Les conditions donndes dana ee thdor6me sent ndcessaires pour assurer la 

convergence de la sdrie transformde. Considdrons par exemple la sdrie suivante: 

1 

j ~ t z _  1 . s = =  

0 s = O  

2 -s-1 . 8 ! 

x(x 4 B : . - ~ ; ~  + s)' 
(zs) 

eette s6rie eat eonvergente dana tout  le 

qui sent des l~les de la fonction. 

trouve cet autre d6veloppement 

plan, en exeeptant  lea points o, - -  z, - -  2 . . . .  

En posant # = z dana la formule (27), on 
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1 

/ f.*--I ,--00 8 ! 2 s+l  - -  I 

~ - t d t = 2 ( x + x ) ( x + 2 ) - . .  ( x + s + I )  2 *+t ' 
0 *=0 

353 

a y a n t  l 'abscisse de convergence it = o. On aura i t  d 'ailleurs pu prdvoir que cette 

s6rie ne pouvai t  6tre convergente  pour aucune valeur  de x telle que a < o, car 

elle repr6senterai t  alors une fonetion holomorphe dans  le point  x = o. Un rai- 

sonnement  analogue mont re  la n6cessit6 des autres  conditions.  

Mais il peut  arr iver  que le domaine  de convergence de la sdrie (27) soit 

beaucoup plus 6tendu que ne le di t  le th6or~me IV. 

En  effet soit, pour  fixer ]es id6es, fl un nombre  r6e] 1 > o ,  soit itp l 'abseisse 

de convergence s de la s6rie au second membrc de (27) et soit it0 = i t  > o; je veux 

ddmontrer  que it~ est une fonction cont inue de ~ qui ddcroit ,  ou du moins qui 

ne va  jamais en croissant quand  fl crol t .  En  effet  l 'ordre de t-~-~fp(t) sur le 

cercle I t ~  I 1 =  i est dgal ~ /d, et  l 'ordre de t~ est ndgatif;  l 'ordre du produi t  

est d 'apr~s C w i infdrieur ou 6gal ~ k r mais t-lep(t) est d 'ordre  it + i parce que 

it > o; on a done k~>it  + i ,  et  il en rdsulte l ' indgalitd i tZ> i t - - f l .  D 'au t re  par t  itz 

est infdrieur ou 6gal h it en ver tu  du  thdoribme IV; itz sat isfai t  done k l 'indgalit6 

it => ita_> i t --  ~. (29) 

En  ddsignant  par  e un nombre  positif  on voi t  de m6me que 

I I e n  rdsulte que it~ est une /onction continue de fl qui ne va jamais en crois- 

sant quand ~ cro~t de o ~ ~ pourvu que l'on ait ~,a > o. Si Zz< o le thdor~me n 'es t  

plus vrai comme le mont re  l 'exemple ci-dessus. 

I1 va sans dire que, s'il se t rouve  un point  singulier sur la droi te  de con- 

vergence de la s6rie (I), on a it = ita quelque grand que soit ft. On voit  aisdment 

que itz peu t  dgalement a t te indre  sa borne inf~rieure. En  effet  soit ko l 'ordre de 

t-lq~(t) dans le point  t = o  et pris sur le cercle ~ t - - I ~ = I ,  e t  soit I < b 0 < k ,  on 

a it~ = i t ' -  fl, pourvu  que o < # < / r  0, car la mult ipl icat ion par  t-z augmente  

Dans une  dtude,  que je v i e n s  de pub l i e r  (Rendicont i  del Circolo Matemat ico  di Palermo,  
t. 3% I913, P. I77--216), c o n c e r n a n t  les solut ions  des  dquat ions  l indaires  aux  diffdrences f inies la 
t r an s f o r m a t i on  (27) joue  un  rSle i m p o r t a n t ;  on d o n n e  ici k ~ des va leurs  complexes  quelconques  
i~ savoi r  les rac ines  d 'une  ce r ta ine  dqua t ion  algdbrique.  Mais s ' il  s 'agi t  de rdal iser  un  pro- 
l o n g e m e n t  ana ly t ique  de ~(x)  on pou r r a i t  gdnd ra l emen t  se b o r n e r  ~ cons iddrer  des va leurs  
pos i t ives  de ~. 

C'est  ~ d i re  un  n o m b r e  tel  que la sdrie converge  pour  a > k• mais  non  pour  a < k B. 

A a a  mathematiea. 87. Imprim~ le 29 novembre 1914. 45 
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seulement  l 'ordre dans  le poin t  t = o, mais non dans les au t res  points  singuliers 

de ~0(t); eeux-ei  v e n t  6tre sans influence sur le domaine  de convergence  quand  

fl dev ien t  plus grand que k - - k o .  

Le cas oi~ l 'on fai t  pa rcour i r  fl ]a sui te  des hombres  pos!tifs a fa i t  l 'obje t  

d 'une  dtude int~ressante de MM. M. R m s z  et  H.  BOHR3 

M. H.  BOHR a mont r6  le rSle i m p o r t a n t  que joue la mSthode de sommat ion  

de CES),RO (m~thode des moyennes  ar i thm6t iques)  pour  les s~ries de DmmHLET 

et pour  les s6ries de facult~s; il a d~montr6  l 'exis tence d ' une  sui te  de nombres  

> Z~ > Z~ > ~ > . . .  tels que p o u r  a > b la s&ie (x) est  sommable  d 'o rdre  ~ r mais 

non pour  a < Zr; Lr s 'appel le  l 'abscisse de sommabil i t6  d ' o rd re  r e t  elle se d6ter-  

mine de la mani~re  suivante .  Posons  

et  

a n - - i  + a n - 2  "t- "'" q- al 
I 2 n - - I  ! 

log 
r + cr - -  ]ira sup log n (3o) 

l 'on a 2~ ~ er, si ~r ~ o, et  en tous  cas ~r <-cr. ~ est  donc,  s'il est  positif,  l 'abscisse 

de convergence  de la sSrie (27) quand  on y pose fl----r, e t  l 'on a l e  th~or6me 

su ivant :  

Th~or~me V. La /onction ~ ( x )  dgfinie Tar la adrie de facultds (i),  ayant 

pour abscisse de somrnabilitd d'ardre r, admet un ddveloppement de la /orrne (27) 

convergent au moins dana le domaine a > Jtr, a > o, si ~ (fl) > r et absolument conver- 

gent dans ce domaine, si 9~ lfl) > r + i .  

MM. H.  BOHR et HARDr on t  d~montr4  un  th~or6me g4n4ral qui  pe rme t  de 

t r ans fo rmer  une  s6rie r fois indStermin~e en une  s~rie convergente .  En  appli-  

quan t  ce t te  t r ans fo rmat ion  k la s~rie ( 0  on t rouve  la re la t ion  (27), e t  l 'on ob t i en t  

ainsi une  nouvel le  d4mons t ra t ion  de ce t te  re la t ion  dans  le cas oh fl est  un  en t ie r  

positif.  

Dans les au t res  appl icat ions  q u ' o n  a fai t  de la m~thode  de sommat ion  de 

CES),RO la forme du  d~ve loppement  sera en t i~ rement  modifi~e pa r  le proc~d6 de 

sommat ion ,  iei, au contraire ,  la somme g~n~ralis~e se repr~sente  p a r  un  d~veloppe- 

men t  de la m~me forme et  aussi simple que celle d e n t  ont  par ta i t .  

i Comptes rendus de l'Acad~mie des Sciences do Paris. ii janvier x9o9 . 
~ber die Summabilitttt DIRICHLI~T'scher Reihen. Nachrichton der K. Gesellsehaft der 

Wissenschaften zu G0ttingen. Mathematisch-physikalische Klasse. I9o 9. 
Bidrag til de DmICHLET'ske Reekkers Theori. Th~se. Copenhaguo I9IO. 

C'est ~ dire sommable par des moyennes arithm6tiques d'ordro r. 
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En gdndralisant un thdor~me de M. LANDAU, mentionn6 plus haut, M. BOHR 

a ddmontrd que la sdrie de faeultds ( I ) e t  la sdrie de DIRICHLET (9 )avec  les 

m8mes coefficients sent sommables d 'ordre r pour los m8mes valeurs de z. M. 

It. BOHR s'oeeupe d'ailleurs exclusivement des sdries de Dmm~LET, et, apr~s 

avoir fair une dtude approfondie de la distribution des abscisses de sommabilitd, 

il ddmontre qu'il y a une relation dtroite entre los ;L, et l 'ordre d'infinitude de 

la fonction ~p(x), d6finio par  la sdrie de DmICHLET, quand la variable x ~ a + iv 

tend vers l'infini en restant dans une des bandes de sommabilit6 Zr < a < Zr-1. 

Rappelons en particulier que dans le domaine a > Z + e (e ~.tant un nombro po- 

sitif, ~ dtant l'abscisse de convergence absolue) ~p (x) reste plus pet i t  qu'une con- 

stante fixe K,  et que l'on a 

~(x) = 0 (I ~ I ~+') 

darts le domaine ;, + a > a > ~t~ + ~. 

Vu l'analogie entre los deux types  de sdries on pouvai t  ~tre tentd de croire 

que la fonction ~(x) ,  ddfinie par la sdrie de facultds (x), ne pr l t  dgalement des 

valeurs infiniment grandes quand la variable x s'dloigne infiniment de l'axe des 
abscisses dans le domaine de sommabilitd. 

Mais ce n'est  pas ainsi; la fonction ~2(x) reste plus petite qu 'une eonstante 

fixe, non seulement dans le domaine de convergence, mais aussi dans le domaine 

de sommabilitd et plus encore, le th~or~me 1I  reste vrai, si l'on remplace z par un 
hombre l~ositi/quelconque supgrieur ~t ~ et cola quelque grand que soit r. 

On lo voit imm$diatement en appliquant le raisonnement du w 6 ~ la sdrie 

(27) fl dtant 6gal ~ r. 

Pourtant ,  quand la sdrie eesse de converger dans Ie domaine ~, < a < ~ c'est 

ndoessairement s cause de la singularitd ~ l'infini, et il semble probable qu'on 

puisse, si l 'on cherehe en dehors du domaine de Sommabilitd, t rouver quelque 

relation entre los Z, et rordre de grandeur de la fonction ~(x)  quand x tend 

vers l'infini. Nous d6montrerons en effet darts lo dernier chapitre le thdorbme 

suivant:  Si ~2(x) admet un ddveloppement de la forme (x) ayant  ~, pour abscisse 

de sommabilitd d 'ordre r, la fonetion x - ~ ( x ) a d m e t  un ddveloppement do la 
m~me forme, convergent pour a > ;tr. 

CHAPITRE III.  

w 9. La m6thode do sommation que nous venons d'6tudier s'applique seule- 
ment aux sdries de facultds qui sent eonvergentes pour "des valeurs suffisamment 

grandes do la variable. Nous allons maintenant dtudier uue autre transformation 
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de la sSrie de facult4s qui permet ~galement d'~tendre ]e domaine de convergence, 

et qui s 'applique aux sSries toujours divergentes. Par  exemple dans ma Th~se 

j 'ai rencontr6 une certaine classe de sSries de facultSs par tou t  divergentes mais 

sommables k ra ide  de cette transformation; le calcul effectif des d~veloppements 

convergents se fair le plus commod6ment par l'intermSdiaire des sSries divergentes 

dent  on peut  ainsi faire un usage l~gitime. D'ailleurs cette transformation permet 

de prolonger la fonction ~(x)  plus loin que ne le permet la transformation (z7), 

et, ce qui est particuli~rement remarquable, elle permet de trouver le prolonge- 

merit analytique de Y2(x) jusqu 'a  ce qu'on rencontre une droite a = l  qui peut  

se dSterminer ~ l'aide de propri6tSs analytiques simples de la fonction Y2(x). 

Soit a > o ,  on a 

1 ,4 

I =  ~ z,_ldz. 
X , /  

0 

En formant la diffdrence finie d'ordre 8 par rapport  h x des deux membres de 

cette 6quation on trouve 

1 

8 !  
J z x - - 1  ( I  - -  z ) S d z ;  8 = o ,  i ,  2 . . . .  

X (X "~- I ) .  �9 �9 (X "~- 8) = ,  y 

0 

soit (o un nombre positif plus grand que i e t  changeons la variable d'int~gration 
1 1 

en posant z = t ~ off t ~ est suppos~ positif le long de la ligne d'int~gration. On 
trouve 

1 

= - t ~ I - -  t ~' d t  (3I)  
x ( x + i )  . . ( x + s )  (o. 

0 

I1 est facile de d~velopper cette int~grale en s~ries de facult~s en prenant 

comme variable -.x On a, en effet, en vertu de la formule du bin6me 
(0 

1 
I - - t  (~ = - -  

off le coefficient du facteur ( z - - t )  n e s t  un nombre positif parce que w > z. En 

multipliant cette s~rie par elle-m6me s lois de suite, on trouve un d~ve]oppement 

de la forme 
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oh ]es tp~)(~) sent  des nombres  po~iti/s. I1 est d 'ailleurs facile d 'expr imer  ex- 

pl ic i tement  les ~0 comme une somme de produi ts  de coefficients b inomiaux;  on a 

~) (~) = o n < ~; ~1 (w) = o 8 > o ,  

n > s ;  

mais nous ne nous arr6terons pas ~ la d4monst ra t ion  de cet te  ~galit~, qui  no va  

6tre d ' aucune  utilit$ ~ pour nous;  il nous suffit  d 'avoir  constat6  que les poly- 

nSmes ~p~)(eo)(n~s) res tent  positifs quand  w reste plus grand que I .  En  substi- 

t u a n t  la s~rie (32) dans  l ' int~grale (3I) et  en in t4grant  te rme par  te rme on t rouve  

�9 (x  + ~)... (~ +,~ = ~ ~(~ ~ _ ~  : N u  ~ )  
n ~ 8  

(33) 

Le th~or~me I I I  w 7 nous permet  seulement de conclure que rabscisse de conver- 

gence de c e t t e  s~rie est _<_o. En r~alit6 la s6rie est absolument  convergente  

dans le demi-plan a > -  i .  On le voit  imm~dia tement  ~ l 'aide des lemmes dans 

le w I qui donnent  pour les tp~)(w), d6finis par  l '6quation (32), l 'in6galit6 suivante  

K 
]~ i :~ (~ ) l  < - - ~ - - ,  n = ~ ,  2 , 3 , . . .  

l + - ~ s  n to 

K Stant  un hombre  positif  inddpendant  de n,  et ~ ~tant  un  nombrc posi t i f  qu 'on  

peut  ehoisir aussi pet i t  qu 'on  veut.  

Cela pos4, i l  est facile de t ransformer  la s~rie (i) en une aut re  s6rie de 

facult~s a v e c l a  variable x - au lieu de z.  Posons 
OJ 

.a~+1.P!~P()(~)+ wp 
u~,,q x(x  + ~ ) . . .  po~)' 

1 On pourrait pourtant remarquer que les ~1(~0) sent d'une forme trop compliqu@e pour 
qu'on puisse facilement arriver ~ une d@termination directe de l'abscisse de convergence de la 
s6rie (34). 
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et consid6rons la s6rie double 
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P,q  

off la sommation est 6tendue h toutes les valeurs non-n~gatives de p et de q. 

Soit ~ l'abscisse de convergence absolue de ]a sSrie (i), soit x = a + iv un 

hombre queleonque tel que a > l ,  a > - - I  et que a ~ o ;  je dis que la s6rie double 

est absolument eonvergente. On a en effet 

donc en vertu de (33) 

or a ~tant >)~, il en 

L'identit~ 

lag+,l pt ~)(o~)~" , 
I'~"'I <--l,rl I,, + , , I . . .  I,~ + p,,l 

P~| la,+,lq! 
=< Io'I(" + ~) . . .  (~ +q); 

p--O 

rdsulte que la sdrie double est absolument convergente. 

q--O p--O ~v--O q--O 

nous donne done la relation suivante 

~ ( , )  = '~ |  a,+l q, ~(| c,+~ ~p, (34) x(x+ z). . .  (x+q)=  x(x+ o). . .  (x + pc)' 
q--O -- ) 

valable si a > ~ ,  a > - - i ,  et oh l'on a pos6 

Cl ~--- a l  �9 

On remarquo que les o0effioients e~ ne d~pendent que d 'un nombro fini des 

coefficients ap. 

Th~or~me VI. La /onaion ~(x) ,  d~/inie par la s~rie (I), adma toujours 1 un 

ddveloppement de la /orme du ,eeond membre de (34), ra Hant > z; cette nouvelle 

s&ie de /acultds est absolument convergente, si a > ~, a > - -  z. 

! M. NIELSEI~ (Handbuch etc., p. 265--27 I) a essay6 de d~montrer que cette transforma- 
tion n'est pas possible en g~n6ral mais sa d~monstration n'est point rigoureuse. 
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La derni~re de ces conditions de convergence, introduite  pour assurer la 

convergence de la s6rie (33) est, comme on le volt ais~ment, n6cessaire; car si 

la s6rie au deuxi~me membre de (34) convergeait pour une valour de x telle que 

a ~ - - I ,  elle repr~senterait une fonction holomorphe aux environs de x ~ - - i ,  

pendant  que la s~rie au premier membre repr~sente une fonction qui admet en 

g~n~ral x ~ -  I comme p61e simple, s'il est situ~ & l'int~rieur du domaine de 

convergence. Quant & la condition a > ~ nous verrons dans le w Io qu'elle peut 

se remplacer par une autre qui est moins restrictive. 

La d~monstration de ce th~or~me repose essentiellement sur le fair que 

co > i ;  nous allons maintenant  ~tudier la m~me transformation en passant par 

l'interm6diaire d'une int~grale d~finie et nous verrons que la s6rie transform~e 

cesse g6n6ralement de converger quand ~ prend des valeurs inf6rieures ~ I ou 
des valeurs complexes. 

w Io. Soit e un hombre positif plus grand que i, et soit ~ un hombre positif. 

Soit ~(z) une fonction analytique de z holomorphe ~ l'int6rieur du secteur A oB 

B 

o ~ ~ ~ ~ ~ ,  

F i g .  I .  

eomprenant la ligne de o ~ I ,  ayant  l'angle au sommet A o B  ~gal ~ ~ ]  et avec 

le rayon o B - ~  0. Supposons en plus qu'il existe un hombre non-n~gatif /c tel 

qu'on air uni]or~ngment 
lim zk~(z )~  o, (35) 

z tendant  vers z~ro en restant ~ l'int~rieur du secteur A oB. 
ConsidSrons l'int~gra]e 

1 

~ (x) ~ ~ j'z"-~ q~ (z) dz ,  (35) 
J 
0 

ot~ l'on a choisi l 'argument de z ~gal s z~ro le long de la IJgne d'int~gration. 

Elle est certainement convergeute, s i a  > k, et elle d$finit dans ce domaine une 

branche d'une fonction analytique ~(x) .  Nous allons d~montrer que cette fonc- 

tion est d~veloppabIe en s~rie de facult~s. Pour le voir faisons un ehangement 

de variable dans l'int~grale (35). Soit, comme plus haut,  co un hombre r~el et 
1 1 

plus grand que ~, et posons z = ~ en prenant ]a dStermination r~elle de ~ ;  on 

trouve 
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1 
" x  ( 1 )  I - --1 

. Q ( z ) ~ -  j V ~ ~ t ~, de. (37) 
cod 

o 

Prenons  l 'axe des nombres  r~els e t  n~gatifs comme coupure .  La  t r ans fo rma t ion  1 

effectue  une  repr6senta t ion  conforme du  plan des t sur  un see teur  d 'angle  2~r 
~o 

du plan  des z. Posons  

t = r e  i~, z ~ R e  ~ .  

Le cerele I t - - I [  = I a p o u r  ~quat ion r = 2 cos v e t  son image dans  le plan 

des z sera 
R '~ = 2 cos ~ � 9  (38) 

e 'es t  une  courbe  ferrule,  symm6t r ique  pa r  r a p p o r t  ~ l 'axe des nombres  r~els, 
1 

eoupan t  celui-ci dans  z ---- 2 ~ e t  dans  z ~ o, e t  f o rm an t  dans ce dernier  po in t  avec  

l ' axe  des abscisses un  angle  ~gal ~ ~ Quand  r t end  vers  l ' infini,  la eourbe  
2w 

s ' approche  ind6f iniment  de la dro i te  de I ~ o. Mais ~(z) ~ tan t  ho lomorphe  

l ' in t6r ieur  du  sec teur  A o B on peut ,  que lque  pe t i t  que soit  l 'angle au sommet  

~ / ,  choisir ~ suf f i samment  g rand  p o u r  que ~ (t~ 1 soit  ho lomorphe  ~ l ' in t6r ieur  

e t  sur le con tour  du cercle I t - - I  I =  i ,  en e x c e p t a n t  seulement  le po in t  t = o; il 

sufft t  en effet  que  les inSgalit~s ~o > I - ,  o~ > 2 soient  satisfaites.  Il est  facile de 

ll> 
t r o u v e r  une l imite sup~rieure de l 'o rdre  de t - l ~  t ~ sur  ce eercle. Pa r  hypoth~se  

on a:  

lira t ~ ~ t = o, 
t--O 

t t e n d a n t  vers z6ro pa r  des valeurs  in t6r ieures  au  cercle I t - - i 1 ~  i ou le long 

de ce cercle. Comme t ~ o est  l 'unique po in t  singulier sur le cercle, il r6sulte du  

th~or~me H w  que l 'o rdre  de ~-1~ ( t~,)sur  le eerele est  <_~-/r k 6 tan t  ~> o. 

Cela pos6, formons  le d~ve loppement  

rf do ~ c~ + c, (i  - -  r + c~(~ - -  t) '  + c, (~ - -  r + . . . ;  (39) 

Cette t ransformat ion a ~t6 appliqu~e par M. MITTAG-LEFFLER dans ses recherches  profondes 
sur la representat ion analyt ique d 'une branche uniforme d 'une fonction monog~ne et sur l 'int~- 
grale de Laplace-Abel. Acta mathemat ica  t. 29, p. I16 et p. I54, 19o4. Note 5. Voir  aussi 
M. RIEsz, ibid. t. 35 P. 257, I9II.  M. MIT~AG-LEFFLER a bien voulu nous communiquer  que cet te  
m~me t ransformat ion joue 6galement  un r01e impor tan t  dans ses recherches  plus r~centes (Note 6). 
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il est convergent pour I t - - i [ <  I ,  r 6t~nt choisi comme il a 6t6 dit plus haut. 

Substi tuons cette s6rie dans (37) et intOgrons terme par terme, on trouvo 

s=~o {~s§ O) s 8 ! 

~(x)----- ~ x ( x  + ~ _ : _  -(x + soJ)" (40) 
s~O 

D'apr6s le th6orbme III  cette s~rie est convergente, si a > k. Pour  justifier 

Fint6gration terme par terme il suffit de remarquer que la s6rie 

1 

Ics+al ItZ (x - -  t)' l dt, (4I) 

est convergente, s i  a > k + co; en effet l 'ordre de ~ t ~ sur le cercle de conver- 

gence est < k +  i ;  le terme g6n6ral de la s6rie ( 4~ )e s t  done plus peti t  que 
- -  g O  

- - + e  
C . s  ~ , quel que soit e > o, C 6rant un nombre positif ind6pendant de s. 

On a donc le th6or6me suivant:  

Th~or6me VII. A route intdgrale de la /orme (36), el(z) satis/aisant d la 

condition (35) et gtant holomorphe d l'int&ieur du secteur A o B,  ayant l'angle au 

sommet aussi petit que ce soit, il appartient un nombre non-ndgati/ 0 tel que O(x) 

admet un dgveloppement en s&ie de /acultds de la /orme (4o), convergent pour a > k 

pourvu que l'on air w > O, pendant qu'un tel ddveloppement n'existe plus si co < O. 

En effet, nous prenons pour O le plus pet i t  nombre tel que ep(z) soit holo- 

morphe ~ l'int6rieur du domaino limit6 par  la courbe R ~  2 cosOO et que la 

condition (35) soit satisfaite pour une valeur finie de k. Si ~o > O, t =  o sera le 

seul point singulier sur le cercle I t - - i  I = i ,  ct O(x )admet  le d6veloppement (40). 
Si co = O le d6veloppement peut  exister ou non, mais s'il existe, son domaine de 

convergence est g6n6ralement plus petit  que dans le cas ~o > O, car dans le cas 

w-----O il se t rouve sur le cercle de convergence I t - - i I - ~  I de la s6rie (39) un 
hombre fini ou infini de points singuliers. Si Fun au moins de ces points 

singuliers est d 'ordre + ~  le d6veloppement n'existe plus; mais si ep(t ~)" ~ est 

d 'ordre fini sur le cercle I t - - i  I =  i ,  cet ordre sera g6n6ralement plus 6tev6 quo 

dans le cas co>O, et l'abscisse de convergence d6pend non de l 'ordre dans t = o ,  

mais de l 'ordre total sur le eercle de convergence. 

Ce r6sultat nous permet de pr6ciser le th6or~me VI. Supposons que la 

fonction Y2(x) admette un d6veloppement do la forme (I) ayant  g pour abseisse 
Acta matheraatica. 37. Imprim6 le 29 novembre  1914. 46  



362 N . E .  NSrlund. 

de convergence  et  1 , (1 ,~X)  pour  abseisse de sommabil i td  d 'o rd re  r .  Nous  allons 

ddmont re r  que la sdrie au second membre  de (34) est  convergente ,  si a > At, o > o. 

En  effet ,  ~ (x )  a d m e t  une  reprdsen ta t ion  de la forme 

1 

(x) -~ j z  ~'1 qD (z) dz, 
0 

ep(z) ~ tant  ho lomorphe  ~ l ' in t6r ieur  du  cercle [ z - - i [ = z .  L ' o r d r e  de  z-~-lq~(z) 

sur ce cercle est  d 'apr~s  le w 8 6gal ~ 1 , + r + i ,  si 1 , > o ;  mais si 1 , , . ' o ,  cet  

ordre  est  < r + i .  Soit  s  le plus g rand  des nombres  1, e t  o, le lemme E du  

w I nous  pe rme t  donc  de conclure  qu 'on  a un i fo rm6men t  

lira zz'r+~ ~(z) ~ o, 
z--0 

z t e n d a n t  vers z6ro pa r  des valeurs  int~rieures au  cercle de convergence  e t  telles 
~rg 

que - - - ~  > Arg z > - -  - + ~, oh ~ d6signe un  n o m b r e  posit if  qu 'on  peu t  choisir  
2 ~ ~ 2 

aussi pe t i t  qu 'on  le veut .  Cela pos~, soit  ~ un n o m b r e  posit if  que lconque  > i ,  

('t et  posons z ~ t ; ;  la fonc t ion  t - l ~  t ;  est  ho lomorphe  ~ l ' int~rieur du cercle 

~ t ~ I I ~ I ,  e t  elle adme t  sur ce cercle l 'un ique  po in t  singulier t ~ o, qui, d'apri~s 

le th6orgme H w i ,  est  d ' o rd re  au  plus 6gal s ~''~ +_______~e + i .  I1 en r~sulte que  
co 

l 'abscisse de  convergence  de Ia s~rie au  second membre  de (34) es t  < ~ r  + s, e t  

eela est vra i  quelque  pe t i t  que  soit  e; r est  ici un  n o m b re  en t ie r  ( l 'ordre de 

sommabili t6)  qu 'on  peu t  choisir  aussi g rand  qu 'on  le veut .  Quand r t end  vers  

l ' infini,  t ,  t end  vers  une l imite _.4. Nous ~,uvo~s do~c eondure qua l~ s~rie eet 

convergente, si ~ > .,//, a > o. On vol t  p a r  1~ que  la t r ans fo rma t ion  (34) pe rme t  de 

pro longer  a n a l y t i q u e m e n t  la fonct ion  ~?(x) au moins aussi loin que  la t rans-  

fo rmat ion  (~o), p o u r v u  que .,4 ne soit  pas < o. D ' au t r e  p a r t  l '6 tude de la s~rie 

double  ~ p , ~  nous a mont rg  que  la s~rie au second membre  de (34) est  absolu-  

men t  convergen te  pou r  a > -  ~, si ~ < - - ~ .  

w ~I. Nous  allons ma in t en an t  ~tudier  un cas par t icul ier  qu 'on  rencont re  dans  

la th~orie des ~quations lin~aires aux  differences finies. ~ Soit v(z) une b ranche  

d ' une  fonet ion  ana]yt ique ,  ho lomorphe  sur l 'axe des nombres  positifs en t re  zgro 

et  un et  a d m e t t a n t  au voisinage de z ~ o une r ep resen ta t ion  de la forme 

1 Comparez ma Th~se 1. c. p. 32 et p. 4o. 
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'g 
v(z) = z~{O~,o(Z) + g'~,l(z)logz + "-. + ~ , , ( z )  log" z}, 

i= l  

les O~,,(z) 6rant des fonctions holomorphes au voisinage de z = o  et relies que 

l 'un au moins .des nombres ~ , , ( o ) ( s - ~  o, i . . . . .  r) soit different de z4ro. Au 

voisinage de z = i on suppose que v (z) soit de la forme 

v(z) = (~--z)~q~(z), 

~p(z) ~tant holomorphe dans z-----I et diffdrent de z~ro. Les at et les ~ sent  des 

nombres complexes quelconques; soit pour  fixer les id4es 

9r (~)  < 9r (~ )  < 9r (~3) < ' " .  

Soit C un contour compos6 de l 'axe des nombres positifs entre z~ro et I -  ~, 

un pet i t  cerele autour  de + z avee le rayon ~ et laissant tous les autres points 

singuliers ~ l 'ext4rieur et  enfin la droite de I - - s  ~ z6ro; le pet i t  cercle doit  ~tre 

parcouru dans le sens positif. Consid~rons l 'int6grale 

u (x) = ; z  "-~ v(z) dz. 
r  

C 

1 1 

Soit co un nombre positif et posons z = t ~; choisissons pour  t ~ la d4,termina- 

tion qui est r4elle le long de la premiere partie de la ligne d'int4gration. L' image 

du contour C dans le plan des t sera un laeet au tour  de t = I qu'on peut  ramener 

au contour C par une d4formation continue sans franchir aueun point singulier. 

On trouve done 

, ,  ,, 

(') 
Choisissons ~ suffisamment grand pour que v t g soit holomorphe ~ l ' intdrieur 

du cercle ] t - - I  I = I  et sur ce cercle en exceptant  les points t = o  et t ~ - z .  

�9 ( ' I  
l ' intdrieur du cercle v t ~ se repr6sente par  un d6veloppement de la forme 

,, (t~,) =, , ,  ( ~ -  t)~ ~,(t) =,, ,  ( ~ -  t)~ (~o + A, (~- -~)  + .~ (~- -~ ) '  + . . .) ,  (4~) 

A, dtant par hypoth~se different de z6ro. Nous avons vu dans le w 2 que l 'ordre 
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de v t g , dens  le point  t = o ,  est  ~gal ~ k-------~R . 

de ~o~(t); on a, pa r  cons6quent,  l 'in~galit~ 

K & a n t  une eons tan te  ind6pendante  de n. 

dans l 'expression (42) et  int6grons;  on t rouve  

u ( x )  = ( i  - -  e ~ z )  

off la s6rie de 

I1 e n e s t  done de m6me 

(44) 

Subs t i tuons  le d6veloppement  (43) 

+ A ~ ( _ ~ +  I)~o ~)§ 

+ A2 (x + ~ $  + oJ) (x + o,8 + 20 )  
...}, (45) 

facult6s, en ve r tu  de l 'in6galit6 (44), converge abso lument  si 

9~(x + aL)> o. L ' in t6grat ion te rme par  te rme se justif ie tou t  s fair de la m6me 

mani~re que dans  le w io.  

Consid6rons de m~me l ' int6grale 

off 

u(~) (x) = / z~-~  r (z) dz, 
C 

r (z) = ~ [(~ -- z)~ ,p (z)] = (i -- z)~ [cr + cp (z) log (i -- z)], 

(p(z) et (p(1)(z) &ant holomorphes au voisJnage de z= i, et oh l'on suppose que 

v(1)(z) soit de la m~me forme que v(z) au voisinage de z ~ o. En d6signant par 

cp2 (t) une fonetion holomorphe au voisinage de t ~ I, on volt que @i)(t~ est de 

la forme 

vI1)(t~ I ~ ( I - - t )~  {~2(t) + q~(t) log ( I - - t ) ) .  

L 'ordre  de va) t ~o e t  de ell(t) dans le point  t ~ o est  6gal ~ ~ fit ; on en conclut  

sans diff icul t& qu'i l  en est  de m~me de ~%(t). L ' int6grale  

i_ t~ o ( i_ t )aq~2( t )dt  ' 
C 



Sur les s6ries de facultds. 365 

se repr6sente donc par un d6veloppement de la m6me forme que (45), ayant  le 

m6me domaine de convergence. I1 nous reste s 6tudier l'int6grale: 

/ - ~ - - 1  

t ~ ( z - -  t)a log (i - -  t) 9 , ( t )  dr ;  

en substi tuant au lieu de r (t) la s6rie de puissances (43), on voit que cette int6- 
grale peut se d6composer en trois parties dont la premiere est de la forme (45) 
pendant  que la deuxi~me est 

A~ 
(# + ~) (# + 2) . . .  (# + s) o* 

(x + o # +  o ) . . .  (x + o f f +  so ) '  

la troisi~me partie se repr6sente par un d6veloppement de la forme 

(x) 
/" ?0 r ( f l + ~ ) , = ~ ,  ( # + ~ ) ( f l + 2 ) . . . ( # + , ) o , .  [ o + . . . +  

F ~ + f l + z ]  - 
o ) 

+ :~ + o ~ +  o,s ; 

les s6ries qui entrent  dans ces trois expressions convergent absolument, si 
9r + al) > o, mais la derni~re s6rie n'est pas une s6rie de facult6s. Nous allons 

d6montrer dans le w I7 que cette s6rie peut se repr6senter par un ddveloppement 

de la forme (45), convergent pourvu que 9 ~ ( x + a j ) > o ,  ~ ( x + w f l + t o ) > o .  
Notre int6grale u(1) (x) se repr6sente donc par un d6veloppement de la forme 

u(1) (z) = (~ -- e2"~) r (fl + i) ~fi A. (x+fl+ ~ 
(fl + i) ~# + 2 ) . . .  (# + s) co. 
(x + ofl + o) ... (x + ~fl + s~) 

+ 

+ (# + z) (# + 2) . . .  (# + 8) o,* 
( x+  (off +~) . . .  (x +~f l+  s~) 

En appliquant parfai tement le m~me raisonnement ~ l'int6grale plus g6n6rale 

u(') (x) = / z , , - 1  r (z) dz, 
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oh l'on a pos6 

vl,~(z) --  ~ [(~--  z)~ ~(z)] ~- (~--z)P [ ~  (z) + ~c,-~ (z) log (~--z) + - . .  + ~(z) log ~ (~--z)] ,  

on volt  que cette int~grale se repr~sente par un d6veloppement de la forme 

les Y~i(x) 6rant des s~ries de facult& de la forme 

' - |  ~.~p + ~ ) . . .  (/: + s) 
s~(;~) ffi . ~ )  + ~ A 2  I;, + ,,,~ + ,,,) �9 �9 �9 (,, + ~,/~ + ~ , ) '  

absolument convergentes pourvu que 9~(x + al) > o, 9%(x + to/~ + ~) > o. Si l'on 

a ~( i )  ~a o, le terme constant A~0r) de la s~rie de facult&s Y2r(x) est diff6rent de z6ro. 

w i2. C'est Ik l 'expression g~n~rale d 'une solution d 'une ~quation lin~aire 

aux differences finies ~ coefficients rationnels. La forme que nous venons de 

donner k eette expression est celle qui se pr~sente imm~diatement ~ l 'esprit et  

le calcul effectif des coefficients A~ 9 se fair le plus ais6ment, si l'on conserve eet te  

forme. Mais si l'on veut  mettre  plus en ~vidence l'ana]ogie entre les solutions 

des ~quations aux differences et les solutions des ~quations diff~rentielles lin~aires, 

il convient de donner k ces expressions une forme un peu diff&rente. 

Consid~rons d 'abord le rapport  entre deux fonctions gamma et d~montrons 

qu'il se d~veloppe en s~rie de facult~s. Soit a > o, on a: 

1 
1"(~ + : )  = f t = _ _ l  I ~ x~+, . ;  (log]-) dr, 

0 

on le v~rifie ais&ment en posant t ~ e - i ;  l'int~grale se f amine  par lfi sans diffi- 

cul t ,s  ~ l'int&grale d'EULER de la fonction F(fl + I) .  D~signons par ~(/~) les 

polynSmes de STIRLINO, 1 d~finis par l '~quation 

log ]- ---- ( I -  t)~ + fl ~ g~. (fl + s ) ( I -  O~ § . 

Cos polynOmes ont 6t~ 6tudi6s par M. NIELSEN, 1. c. Handbuch etc., p. 7x--77. 
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( i), L'ordre de l o g ~  dans le point t ~  o est 6gal k z6ro; les polynSmes de S~IRXa~o 

satisfont doric h l'in6galit6 

K 
I e . (#  + < (46) 

0rant > o, et K Stant un nombre  positif ind6pendant  de a. Subst i tuons Io 

d~veloppement  de log-~ dans  l ' int~grale susdite et  int~grons te rme par  terme; 

on trouve la s6rie de facultOs ~ 

r ( ~ + # + i )  "-m # ( # + i ) . . .  ( #+  $ + i )  , 
F (x) x# +~ : T + ~ ~Y"(fl + S) lx + fl + z) (x + fl + z)  . . . (x + fl + s +  z)  ' (47) 

~,,.0 

x Dans ma Th~se (1. c. p. ~5) j'ai ddmontr6 que le rapport entre deux fonctions gamma se 
reprdsente asymptotiquement par la sdrie de puissances 

r(~ + i~) ~ z - -  ~ +A- ~) (s + ~) (s + ~-- ~)... O -  ~) 
~.~+1 

off les coefficients ~s sont dgalement les polyn0mes de STIRLIIgG. Mais cette s6rie de puissances 

est divergente, elle repr6sente la fonction au premier membre asymptotiquement dans l 'angle 
~ - - e > A r g x > - - ~ + ~ .  

Remarquons en passant qu'on pout d~duire de cette s6rie une expression remarquable 
r ( x )  

de la fonction g ( s ) d e  RIEMXNN. Multiplions les deux membres par F ( x T ~ - F I ) e t  rappelons 

qu'on a 
~ c o  

r ~x + ~) r (x) 
r ( ~ +  ~ +~+ 0 = ~r(~+ ~)' 

~ 0  

pourvu que ~(~)> o. On trouve en sommant par rapport ~ m 

"-| ~ _ r(x) . ~_~o(~)+~O+O~,O...+O+ [3(~+~)(~+2)~,j~+2)+. . .} .  
g ( [3+~,~)=~ ( x + ~ ) ~ + ! - F ( - ~ ) ~ +  ~+~  (~+~)(~+~+0 (~+~)(~+~+, ) (~+~+0 

')'~0 

En vertu de l'indgalit~ (46) la sdrie de facult~s converge absolument pourvu que ~ ( x ) > o ,  qael 
que soit ~. En posant x----z et en ~crivant s au lieu de ~ on trouve 

~ t~o  
I ~o(S) ~1(s+i) ~ , (s+O+~8(s+O 

- - ~ + s - ~  + s+2 + s+3 s-~+4 
+ . . .  

Cette 6galit6 se trouve d6montr6e pourvu que ~ ( s )>o ;  mais la sdrie au second membre est, en 
vertu de l'in6galit6 (46), absolument et uniform6ment convergente dans tout domaine flni ne 
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qui est absolument convergente si 9r (x) > o. On en conclut aisdment qu'il existe 
un ddveloppement de la forme 

F (x) xa+l '= | a, 
F(*-}-ff-~-I) I -]- ~ X(~7-I-I) . . .  (*-}-8)' 

s-0 

la sdrie 6tant convergente pourvu que 9~ (x + fl + i) > o et 9~(x) > o. La sdrie 

est d'ailleurs uniformdment convergente par rapport  h fl; on peut  donc ddriver 

un hombre quelconque de fois par rappor t  i~ fl et l'on trouve un ddveloppement 
de la forme 

= E,  (x) + log x .  F ,  (x) + log j x .  F ,  (x) + ..- + ( - -  I)" log" (x) [I + F ,  (x)], 

off les El(x) se repr6sentent par des sdries de facultds de la forme (i), conver- 

gentes pourvu que 9~(x + fl q- I) > o, 9~ (x) > o. Substituons ces ddveloppements 

dans l 'expression de u(r)(x) donnde plus haut  et effectuons les multiplications; 1 

dans le w z5 nous allons ddmontrer que le produit  de deux sdries de facultds, 

convergentes pour a > ~ ,  se reprdsente par une sdrie de facultds, convergente 

pour a > ;(, a ) o .  On volt donc que u(~)(x) se reprdsente par un ddveloppement 
de la forme 

u(~) (x) = x -~-1 >_~ ~i (x) log s x, 
i--0 

les ~i (x) dtant des sdries de facultds de la forme 

con tenan t  aueun des poin ts  s---- o, - -  I, - - 2 ,  - -  3, . . . .  Elle reprdsente ,  par consdquent,  la fonct ion 
F(s) ~(s+ I) pour toute valeur de s diffdrente de o , - - i , - - 2 , - - 3 , . . . .  

De la sdrie (47) on peut  ddduire un ddve loppement  analogue pour la fonct ion F(s). Posons  
en effet x----i et  ~ = s ,  on trouve la sdrie 

F(s) s ( s - + x ) + ~ +  + s + 4  + " "  

qui est  abso lument  convergente  pour toute valeur de s diffdrente de o , -  i , - - 2 ,  . . . .  

1 I1 faut  t r ans fo rmer  d 'abord les ~i(x) en sdries de facultds de la forme (i); ces sdries 

dgalement,  si 9~(xq-a l )>o  , ~ t x q - ~ + I ) > o ;  on le volt immdd ia t emen t  convergent quand on 

se rappel le  l ' hypothbse  faite r e l a t ivemen t  k la manibre  den t  se comporte  v(r)(z) an voisinage 
de z----o. 
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~(x)--.a~} + ~ x(x + o} . . .  (~ + ,o,)' 

La  dSmons t ra t ion  de ce r6sul ta t  repose  essent ie l lement  sur  le fair que  v {~1 (z) 

est  ho lomorphe  sur l ' axe  des hombres  positifs en t re  z~ro et  un.  Mais s'il se 

t rouve  un  ou plusieurs  points  singuliers de v(r}(z) ent re  zgro et  un  et  si l 'on 

dTforme le c o n t o u r  C de  mani~re a 6vi ter  ces points  singuliers, l ' intSgrale u(~}(x) 
exis te  tou jours  mais les d6veloppements  susdits cessent de eonverger .  Ce eas 

d ' excep t ion  ne pr$sente  p o u r t a n t  aucune  difficult5. I1 suffi t  de donner  ~ co une  

va leur  complexe  avec  un  a rgumen t  tr~s pe t i t  posit if  ou nSgatif. Quand  on se 

rappel le  la mani~re  don t  se compor t e  v(~){z) au voisinage de z ~ o on vol t  ~ que 

l ' int~grale u(~)(x) se ram~ne ~ une  int6grale de la t y p e  prTcedente  p o u r v u  qu 'on  

a choisi le module  de ~ suf f i samment  grand.  Dans  le w 2 nous avons  dSmontr$  

que  l 'o rdre  de v{ ~} t ~ dans  le po in t  t ~ o est  5gal au  plus g rand  des nombres  

, ,  

u{~}(x) se repr6sente  done pa r  un  d6ve loppement  de la m~me forme que dans le 

cas oh co 6tai t  positif ,  seulement  il f au t  remplacer  la condi t ion  de convergence  

(:r + ~ 1 ) > o  pa r  les condi t ions  B l / x + ~ a i / > o  (i 2, p) .  
x to ! 

C H A P I T R E  IV. 

w I3. R e t o u r n o n s ~ m a i n t e n a n t  au eas gTn6ral. 

m e t t a n t  une  reprSsenta t ion  de la forme 

s - ~  6 8 + 1  ea 8 8 ! 

~{~} = ~ ~(~ + ~ . : . ~  + 8~)' 

Soit ~2 (x) une fonct ion  ad- 

(4 8) 

* Pour plus de d6tails voir J. tIoR~: Fakultiitenreihen in der Thoorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen, Mathematische AnnaIen t. 7 x p. ~*o--~32 , I912. Dans ce M6moire M. J. HOR~ 
d~montre par des consid6rations du m~me ordre que cellos que nous venons d'exposer que les 
solutions irr6guli~res des ~quations diff~rentielles lin6aires se repr6sentent par des s6ries do 
facult~s convergentes. 

Act~ raaIh~natica. 37, Imprim6 le 80 novembre 1914. 47 
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w 6tant un nombre positif, la sSrie ayan t  la droite de convergence a----it. Soit 
k un nombre positif plus grand que it. Posons 

k+ioo k+ioo 

(49) 

Nous averts vu que ~ l  \/t~) eat une fonction analytique de t, holomorphe pour (l / 
[ t - - I I < z ,  et que l 'ordre de t -lep t ~ sur le cercle I t - - z l = I  est ~gal ~ -~ + i ,  

w 
si i t>o .  r eat  done holomorphe dans un secteur tel que A oB (fig. i) et 
d'apr~s E w I on a uniform~ment 

lim t ~ ~ (t) ---- o, (50) 
tm0 

t t endant  vers z6ro en restant  dana 1'angle A o B .  Soit 

~(x) a,+ ~t(x) ----u x(x+~) '  (5x) 

nous avons Sgalement vu que ,u(x) est une fonction holomorphe pour a > k  et 
dent  le module admet une borne sup~rieure fixe dans ce domaine. D'autre  part ,  

ces deux condit ions remplies, on peut  conclure h l'existence du d~veloppement 
(48). En effet, de (5I) r~sulte que l'on a: 

1 

(z) -- f t.-~ r (t) dr, 
o 

~f(t) ayant  la signification indiqude par l'~quation (49). Mais cette int~grale 
admet  d'apr~s le th6or~me VII un d~veloppement de la forme (48), convergent 
pour a > k .  Si l'on consid~re la fonction F(~) au lieu de ep(t) il faut remplacer 
lo secteur A o B  par une bande C D E F  

L" i F 
Fig. 2. 

limit6e par deux demi-droites DC et E F  parall61es ~ l 'axe des nombres positifs 
et eomprenant cet axe (y compris le point ~ = o) dana son int6rieur. La largeur 
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D E  do la bande pout d'aillours 6tre aussi petite clue ce soit. On a donc le 

th6or~me suivant:  

Th6or~me VIII.  Lea conditions ndcessaires et au//isantes pour qu'une /onction 
analytique ~2(x) admette une reprdaentation par une agrie de ]acultds de la /orme 

(48) aont: 

1 ~ Que la /onction ~(x)  admette une reprgsentation de la /orme (51), #L(x) 

grant une ~onction holomorphe et bornde dana le dotal-plan a ~ k, k dtant un hombre 

poaiti[. 

2% Que la /onction F(~), dd]inie pour lea valeura positives de ~ par l'dquation 
(49), soit une /onction analytique de ~, holomorphe dana une bande telle que C D E F 
et satia/aisante c~ la condition 

lim e-~F(~)  = o, (52) 

qui dolt avoir lieu uni/ormgment dana la bande. 

En ohoisissant oJ suffisamment grand, la sdrie sera eonvergente, si a > k .  
Les conditions 1 ~ et 2 ~ no sent  d'ailleurs pus tout  ~ fait inddpondantes l 'une de 
l 'autre. 

w 14. L'existence du d6veloppement (48) 6tant donn6e, nous avons d6j& vu 

que l'abscisse do convergence peut  so d6terminer ~ l'aide des coefficients de la 

s6rie ou bien g l'aide do l'ordro de la fonction t --1 9(t) .  Mais il se pose lo pro- 

blame suivant, encore plus important :  Pout  on d6terminer l'abscisse de conver- 

gence & l'aido de propri6t6s analytiques simples do la fonction ~2(x)? Nous 

allons voir quo oette question pout  so r6soudre par l 'affirmative, si l 'on veut  so 

borner ~ une d6termination approximative, mais oi~ l'on pout rendre l 'approxi- 

marion aussi grando qu'on le veut  en choississant ~ suffisamment grand. 

Supposons que l'on salt relativement g la fonction 52(x)i 

1% Qu'elle admet  une repr6sentation de la forme ~ ( x ) - - a l +  p(x)  - u  ~(x + i - - - - ~ '  

t~ (x) 6tant uno fonction holomorphe et born6e duns lo domaine a > l  > o. 

2 ~ Qu'ello admet un d6veIoppement de la forme (I) convergent pour 

a > L > l .  

Etudions la fonction 9 (t). D'apr~s lo w 7 elle se repr6sonte par  l 'expression 

l + i ~  l + i ~  

I t-" ~2 (z) dz = a~ + 
qD(t) = 2 ~ i  

l - - i ~  l - -  

~t (z)  

z(z + I) dz,  (53) 
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off I#t(z)l par hypoth@se reste plus petit  qu 'une constante fixe le long de Ia ligne 

d'intdgration. Posons z = l  + i~ on trouve: 

+oo 

t~9(t)=a,t ~+ z ft_~ 
2 ~ , J  (z + i ~  (~ + i~ + ~)' 

cette intdgrale 6tant absolument convergente, on voit qu'on a pour , > o 

lira t l+* ~ (t) ----- o, (54) 
t=O 

t tendant  vers zdro le long de l 'axe des nombres positifs. 

De la seconde hypoth~se relativement ~ la fonction Y2(x) il rdsulte d 'autre 

part  que t -19( t )  est holomorphe h l'int6rieur du cerele I t ~ i I - ~ i  et d'ordre 

L + i sur ce cercle. On on conclut qu'on a uniformdment: 

lira tL+'qo(t) ~ O, (55) 
t=O 

t tendant  vers zdro en restant dans l'angle z - 7  > Arg t > ~ - - 7  2 = = - - ~ - '  ~ dtant  un  

hombre positif et tr~s petit. 

Des 6galit6s (54) et (55) on eondut ,  en vertu d 'un th6or~me g6ndral de Ia 

th6orie des fonetions dfi h MM. E. PttRAGlVikN 1 et ERNST LII~DELSF, 1 qu'on a 

tmiformdment 

1+*+ L - l  Ivl 

lira r ~-" ~o(re~) ---- o, 
r--O 

z~ ~ +  7. I1 en rdsulte, en ddsignant par eo un nombre dans rangle 2 - -  ~ > v > - -  2 

positif supdrieur h I ,  qu'on a uniform6ment dans l'angle - Z > A r g t  > - - - ~  
2 - -  ~ 2 

_l+e+~L--Z~:o, 1 !/ 
lim t o, ep ~t ~] ---- o, (5 6) 
t=0 

pour tout  d > o .  L'exposant de t e s t  ici positif, car on a par hypoth~se L > l > o ;  

('/ r f '  est holomorphe sur le eercle [ t - - I [ = I ,  en exeeptanb Io point t----o. Le 

1 Sur une extens ion d 'un principe classique de l 'Analyse et sur quelques propri6tds des 
fonct ions monog~nes dans le voisinage d 'un point  singulier.  Acta mathemat ica  t. 31, p. 38I--  
406, I9o8. 
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(') th6or6me H w i nous permet donc de conclure que l'ordre de t-lq~ t ~' sur co 

cercle est < i + 1 + ~' + ( L - -  l) : oJ La fonction ~(x) admet, par cons6quent, un 

L - - I  
d6veloppement de ]a forme (4 8) qui est convergent pour a > l + - -  Quelque 

~0 

petit  que soit le nombre positif el on peut donc toujours choisir o~ assez grand 

pour que la s6rie converge dans le domaine a > 1 + rl. C'est lc r6sultat que nous 

avions en vue; mais il n 'est pas sans int6r6t de remarquer encore que la pre- 

mi6re des hypoth6ses faites relativement ~ la fonction $2(x) peut se remplacer 

par une autre qui est moins restrictive. Supposons en effet que la fonction/~ (x) 

cesse d'6tre born6e dans la bande l - - ~ a < _ l  quelque petit  que soit 4 > o  et 

qu'il existe un nombre positif l~, inf6rieur ~ l et tel que ~u(x) soit ho|omorphe 

et d'ordre fini par rapport ~ l 'ordinat v dans la bande l~ < a < l c'est h dire qu'il 

existe une constante positive c tel]e que 

lira 
Mffio~ 

oh x tend vers l'infini en restant dans la bande l I < a < l. Je veux d6montrer 

que cette hypoth~,se am6ne h une contradiction. En effet des propri6t6s asymp- 

totiques connues 1 des fonctions analytiques il r6sulte qu'il existe un hombre 

12 (ll < 12 < l ) t e l  qu'on a uniform6ment 

lim x - ~  tt (x) ~ o, 
I r l -~  

dans la bande 1 2 < a < l ,  0 d6signant un nombre positif inf6rieur ~ I ( o < O <  i).  

On peut maintenant dans le second membre de (53) remp]acer l par 12 sans 

changer la valeur de l'int6grale. Le raisonnement que nous venons de faire 

permet donc de conclure que le d6veloppement (48) est convergent pour a >  12 + 

en choisissant oJ convenablement; mais il en r6sulte que tt(x) est born6e dans le 

domaine a > 12 + r, ce qui est contraire k l 'hypoth~se faite. Si la fonction tt (x) 

n'est pas born6e dans la bande 11< a < l ,  elle no peut donc ni non plus 6tre 

d'ordre fini par rapport ~ l 'ordinat. 

R6sumons ces r6sultats en le th6or6me suivant:  

Th6or~me IX. 8oit t2(x) une fonction analytique poss~dant les Tropri~t~s 
suivantes : 

x LANDAU 1. C. Handbuch etc., p. 849--853. 
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i ~ Bile est holomorphe et bernie dans le demi-plan a > l  + r > o pendant que 

l'une au moins de ces conditions cesse d'etre remplie dans la bande l + e > a > l - -  

quelque petit que soit e. 

2 ~ Elle admet un dgveloppement en s~rie de /acult~s de la /orme (x), conver- 

genre pour a > L > l.  

La /onction ~ ( x )  se repr~sente alors par une sgrie de /acultgs de la for'me (48), 
dtant > i ,  et l'abscisse de convergence ~(w) de la sdrie saris]air ~ l'in~galitg sui- 

vante : 

l + L - - ~ >  ~.(~o)> I. (57) 
tO 

Elle est dgale ~ 1 ou sup&ieure h l d'une quantitd qui fetid vet ,  zgro quand w tend 

vera l ' infini.  11 en rgsulte en particulier que lea ggalit~s (i8) sent uni]ormdment 

saris]aires dana le domaine a > l + e. 

On peut  y ajouter  la remarque que si la fonetion Y2 (x) est bolomorphe dans 

la bande l l < a < l  eIIe n'est pas d 'ordre fini par rapport  g l 'ordinat dans eette 

bande. 
Pour  compl6ter ce th6or~me d6montrons encore que l'in6galit6 (57)est aussi 

pr6cise que possible. Pour le voir il suffit de donner l'exemple d'une fonction 
pour laquelle la limite sup6rieure de ~ est r6ellement atteinte.  

Consid6rons la fonction: 

1 

~2(x) - ~ / t  2 - l - 1  dTl~ dt ,  
0 

(58) 

1 et 7 ~tant des nombres positifs. 

L'int~grale est absolument convergente, si a > l, elle repr~sente par conse- 
quent une fonction holomorphe et bernie  dans le domaine a > l § e, e ~tant un 
nombre positif. D~montrons d'abord que ~2(x) est une ]onction enti~re de x .  

ConsidSrons l'int~grale complexe: 

u (x) - ~ / t  ~-l-1 eiY ior dr, 

C 

off le ohemin d'int~gration C est un lacet issu du poin t  t----I, entourant  le point 

t ~ o  et parcouru dans le sens positif. Soit a > 1 + 4 ~ 7 ;  le facet C peut, par 
une d~formation continue, se remplacer par l'axe des nombres positifs entre z~ro 

et un parcouru deux lois. On trouve donc 
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s 
U (X) ~ - - ] t  x - t - 1  eir log2* d t  --~ - - / 2  (x)  -k e 2 n i ( = - t - ~ z r )  .Q (x  - -  4 ~Y). 

t /  

c 

Cette relation, qui peut  s'~erire: 

~2(x) ----- e-2.i(=-~-2,~r)[u(x + 4~7)  + O(z  + 4 z~,)], (59) 

est d6montr~e d '6tre vraie, si a > l  + 4 z 7 ,  mais elle dolt subsister dans tout  le 

plan. En effet u(x) est une fonetion enti~re de x, et ~2(x) est holomorphe pour 

a > l ;  le second membre de (59) est par consequent une fonction holomorphe 

pour a > l - - 4 z  7. On d~montre ainsi de proche en proche que 52(x) ~ est holo- 

morphe dans tout  le plan. I2(x) est done une fonction enti~re de x, qui est 

born~e dans le domaine a > l + e ;  elle admet, en ver tu du th6or~me III ,  un 

d~veloppement de la forme (i); d~terminons l'abseisse de convergence. En posant 
t ~ re ~ on trouve 

[ t-~ ~0(t) [ = r-~t+'+~"~); 

l 'ordre de t-lq0(t) sur lc cerele It--I[-----I e s t  donc l + i  + z T ,  et l 'abseisse de 

convergence de la s~rie (I) est par consequent ~ = l  § ~7 .  

On voit de m6me que l'ordre de t-"-lqo(t) sur le eercle de convergence, n 

~tant positif, est ~gal ~ l +  n + r + zT;  il en r~sulte que les abscisses de somma- 
bilit4s sont routes ~gales ~ l +  z T: 

---- ~, -~ ~2 ..... .4. 

La s~,rie (I) n'est pas sommable par des moyennes arithm~tiques pour aueune 

valeur de x telle que a < l  + ~7 et pourtant  la fonction et toutes ses d6riv6es 

par rapport  s 1 tendent uniform~ment vers une limite dans le domaine a > l + e. 
x 

Appliquons maintenant la transformation (34). 
On a 

i On peu t  d 'a i l leurs  e x p r i m e r  ~(x) par  une  t r a n s c e n d e n t e  qui a ~t~ ~tudi~e pa r  Lal~lace: 
co 

L (x) --_)'e-t2 d t. 
#g 

On t rouve  en  ef fe t  

~(x +/) = V r  e"/~(z), o~ ~ = ~ - V r -  
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( ' )  l + 7 ~  i l e n  L'ordre de t--l~ t ~ sur le cercle ] t - - I I ~ i  est done 6gal ~ i +~o to--~; 

r6sulte que l'abscisso de convergence ~t(to) de la s6rie 

1 
m-| bs+l w s 8 ! 

t~-z-~ e~~ dt ffi ~" x (x + ~.- -  (~ + sw)' 
o e - o  

est 6gale k l + },rr - - ,  to 6rant un hombre positif. Quand to tend vers z6ro, l'abscisse 
to 

de convergence tend vers l'infini; quand to tend vers l'infini, l 'abscisse de con- 

vergence tend vers l, mais cette valeur n'est  at teinte pour aucune valeur finie 

de to. La s6rie cesse de converger pour a = l parce que la quantit6 ~ (1--e + iv) 

tend vers l'infini quand v tend vers l'infini, et cela d 'ordre exponentiel. 

Cet exemple parMt assez remarquable quand on se rappelle les r6sultats 

obtenus par MM. LANDAU, SCHI~EE et  H. BO~R relativement au probl~me de 

convergence d 'une s6rie de DIRICHLV.T ~(X) de la forme (9), c'est ~ dire au pro- 

blame qui a pour objet, de d6terminer l'abscisse de convergence de la s6rie 

l'aide de propri6~6s analytiques simples de la fonction qu'elle repr6sente. 

Tandis qu 'on ne peut  pas, ~ ce qu'il semble, d6terminer la valeur pr6cise 

ni de l'abscisse de convergence X, ni des abscisses de sommabilit6s ~ ,  ~2, ~s . . . .  

d 'une s6rie de DIRmELET t2(X) en connaissant seulement des propri6t6s analyti- 

ques simples de la fonction ~0 (x), M. H. BOHR ~ a d~montr6 que la limite .4 vers 

laquelle tend les L quand r tend vers l'infini, est un hombre caract6ristique de 

la fonction ~0(x) qui peut  se d6terminer de la connaissance des propri6t6s ana- 

lytiques les plus simples de la fonction ~(x);  il se t rouve sur la droite a -~  1/ 

ou bien une singularit6 k distance finie ou bien cette droite joue un r61e essentiel 

pour la singu]arit6 ~ l'infini. Dans l 'exemple ci-dessus on a ~.---- .4~l  + r 7, 

mais la fonction ~2(x), repr6sent6e par  la s6rie, est une fonction enti~re et les 

6galit$s (~8) (qui sont en nombre infini) sont uniform6ment satisfaites quand x 

tend vers l'infini en restant dans le domaine a >  l + e, e 6tant un hombre positif. 

Rien ne distingue, en apparence, la bande 1 < a < l + z 7  du domaine de conver- 

gence a > l + z7 ,  qui est ici identique au domaine de sommabilit6 par  des moy- 
ennes arithm6tiques. II semble donc que la droite a-----.4, l imitant le domaine 

de sommabilit6, joue un r61e bien moins essentiel pour les fonctions repr6sent6es 

par les s6ries de facult6s que pour les fonctions repr6sent6.es par les s6ries de 
DIRmHL~T, mais il serait int6ressant d 'approfondir cette question. 

i 1. c. Th~se p. i I4--I  3I et  Uber  die Summabi l i ta t sgrenzgerade  der  D1RmHLET'schen Reihon.  
S i tzungsber ichte  der  kaiserl. Akademie  der  Wissenschaf ten  in Wien,  Mathem.-naturw.  Klasse;  
Bd. CXIX.  Abt. I I  a. Oktober 19IO. 
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Tout  r6eemment M. H. BOHR 1 a fait voir que la droite a = ~, limitant le 

domaino de convergence absolue, joue ~galement un r61e essentiel pour une cer- 

taine classe de s6ries de DIRICHLET de la forme 2 as e -xsz. M. H. BOHR d6montre 

en effet que la condition n6eessaire et suffisante pour qu'une telle s6rie soit 

absolument convergente dans le domaine a > ~ ,  c'est que la fonction qu'c]le re- 

pr6sente soit holomorphe et born~e dans ce domaine. 

Ce th6or~me remarquable n'cst pas sans analogie avec le th~or~me IX. 

w I5. La fonction .q(x) d6finie par la s6rie (48) admet  en gdn6ral le point 
x-----ao comme point  singulier; le d6veloppement taylorien au voisinage de x = 

est done g6n6ralement divergent, mais il repr6sente la fonction .q(x) asymptoti-  

quement darts le demi-plan de convergence de la s6rie. En effet, consid6rons 

les d6riv6es de la fonction F (~), d6finie par l'int6grale (49); substi tuons dans 
cette int6grale, au lieu de .q(z), l 'expression 

sffin--1 8 ! ~ s  as+l 

,-o z(z + ~ . -  (z + so~) + R~(z) 

et int6grons terme par terme; on trouve en vertu de (25) 

k+im 
a--n--1 / 

F(~)= ~ a,+l(i--e-~)" + e~'Rn(z)dz; 
s--O k--i~ 

(60) 

soit r u n  entier plus petit  que n, et d~rivons r lois par  rapport  h g; on trouve: 

k+io~ 
$~n--1 / 

F(~)(~)-----D~ ~ a,+1(I--e-~)" + e~*z~R~(z)dz, 
sffiO k--im 

oh l'int6grale est absolument eonvergente, car nous avons vu dans le w 5 que 

]z ~+lR~(z) l reste plus petit  qu'une constante fixe le long de la ligne d'int6gration. 

Le premier terme au second membre tend vers z~ro quand ~ tend vers + ~ ,  

et le module de l'iut~grale reste plus petit  que Cek~, C 6tant une constante. 
On a done 

lim e-(k+~)~F(~) (~) = o, 
~-~ 

tendant  vers l'infini le long de l'axe des nombres positifs, et r d6signant un 
indice de d6rivation quelconque.  

1 L0sung des absoluten Konvergenzproblems einer allgemeinen Klasse DlamHL~T'scher 
Reihen. Acta mathematica t. 35, p. 1--44; I912. 

Acta mathe~atica. 37. Imprim6 le 30 novembre 1914, 48  
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Cela pos6, consid6rons l'int6grale 

n (z) =/e-'~ F (#) d g. 
0 

Supposons que la partie r6elle de x soit > k; on trouve, en int~grant par  partie 

F,,,o, F,n-,,,o, n (z) = ~F(~ + z'- + ~ +"' + --x" + e--~FC-~(#) d#. (6x) 
0 

Comme F(~) admet  en g4n6ral des points singuliers k distance finie cette s~rie 

eat g6n6ralement divergente, mais on salt t rouver  une constante positive U 

telle que 

I Fc..~ (~')1 < Ceck+~, 

le long de la ligne d'int6gration; on a done 

co 

If e-z$Ft")(~)d < a - - k - - e '  
0 

et  on en conelut que la s~rie (6I) repr~sente YJ(x) asymptotiquement,  quand z 

tend vers l'infini en restant  dans le domaine a > k + ~. 
La fonction ~(x)  donne done naissance k une s~rie de puissances divergente 

et l 'on voit qu'on peut  en faire un usage l~gitime en la transformant en une 

s4rie de facult6s. Cette transformation, tr6s facile k effectuer, a d~jk ~t6 indi- 

qu~e par STIRLING, 1 c'est lk peut-6tre la meilleure m~thode de sommation surtout  

quand il s'agit d'un calcul num~rique de Y~(x) pour  des grandes valeurs de x 

parce que la s6rie de facult4s converge rapidement pour de relies valeurs de x 

quand on a choisi to convenablement. 
L'expression (6i) montre qu'il y a une relation 4troite entre la representa- 

tion d 'une fonction par  une s~rie de facult4s et l ' importante m~thode de somma- 
tion exponentielle de M. ]~. BOREL. D'apr~s la d4finition de M. ]~. BOREL 2 la 

s~rie divergente: 

I Methodus differential is  s ive tractatus de summat ione  et interpolat ione ser ierum infini- 
tarum. London I73o. Comparez aussi J.  L W. V. JE~S~:  Nyt  Tidsskrif t  for Mathematik,  Bd. 
2 B, p. 70 f~., 189I ; PIlgCHERLE 1. C. Sur les fonctions d4terminantes,  p. 54--57; et  NI~LS~ 1. c. 
Handbuch etc., p. 272--282. 

2 M4moire sur les s4ries divergentes.  Annales  scientifiques de l'~.cole Normale Sup6rieure. 
S6r. 3, t. ,6, p. m - - H 6 ,  i899. Leqons sur lea s6ries divergentes .  Paris xgo*. 
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At A2 t?(z) ~ Ao + + + ... (6z) 

est absolument et  uniform6ment sommable, si la fonction associfie 

A t  -42 x~ A9 xs + . . .  
i~(x) = A* + 7i. x + 2! + ~  

est holomorphe dans un angle comprenant l 'axe des nombres positifs, et si l 'on 
a uniform6ment 

lim e-kx F(r)(x) ~ o, (63) 

dans cet angle, r d6signant un indice de d6rivation quelconque. 
la s~rie est par d~finition 

o o  

o o 

La somme de 

(64) 

Si l 'on change ldg~rement la definition de M. ]~. BOREL et substi tue ~. l'angle 

comprenant l 'axe des nombres positifs la bande susdite D E F G ,  ce qui n'a aucun 

inconv6nient, 1 on volt que les /onctions qui admettent un d~veloppement en s~rie de 
]acultds de la ]orme (48) sent les m~mes que ceUes qui donnent naissances dt des 
s~ries de puissances de la ]orme (6x), g~n~ralement divergentes, mais absolument et 
uni]ormiment sommables. Ou plus exactement,  c 'est la fonction que M. 1~. BORe.r. 

at t r ibue h la s6rie divergente eomme somme qui admet  le d6veloppement en 

s6ries de facult6s, mais il va sans dire qu'il y a une infinit6 do fonetions qui se 

repr~sentent asymptot iquement  par la s6rie divergente. 

C H A P I T R E  V. 

w I6. Pour  6tablir une th6orie passab]ement complete de la s6rie de facult6s 

il reste encore d'6tudier comment elle se prate aux operations fondamentales de 

x Comrne le montre M. 1~. BOREL on peut m~rne, du moins dans le cas od F(x) est une 
fonction enti~re, se borner ~ supposer que ]es conditions susdites sent satisfaites le long de 
l 'axe des nombres positifs. La fonction O(x) correspondante n'admet pas n6cessairement un 
d6veloppement en s6rie de facult6s convergente. On connait l'application importante que M. 
]~. BOREL a fait de sa rn6thode de sommation exponentielle ~t la th6orie des 6quations diff~- 
rentielles alg6briques. Les s6ries de puissances divergentes qui satisfont formellement ~t ces 
6quations sent telles que les conditions (63) sent satisfaites dans un angle fini. Les solutions 
correspondantes so repr6sentent donc par des s6ries de facult6s convergentes. 
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l 'Analyse. L'addition et la soustraction ne pr~sentent aucune difficult& Le 

probl~me de la multiplication a dtd 4tudi4 par M. N. NI~.LSE~ t dans plusieurs 

M~moires mais sans que la question air ~t6 ~claircie2 
Nous allons d~montrer que le produit  de deux s6ries de facult~s, conver- 

gentes pour a>it ,  se repr6sente par une s~rie de facult~s, convergente pour a>~ .  
Ce r6sultat para l t  assez remarquable quand on se rappelle ceux, obtenus rela- 

t ivement h la multiplication de deux s~ries de DIRICHLET. Soient deux s~ries 

de DIRICHLET 

$1moo 8~~176  b$  

s--I $--1 

eonvergentes pour a > o .  I1 a ~t~ demontr~ par STIELWJES, MM. E. LANDAU, s 

H. BOHR a et M. R~ESZ ~ que le produit  ~0t(x) tp~(x) se repr~sente par une s~rie de 

DmICHLET eonvergente pour a >~ ,  et sommable par des moyennes arithmStiques 

dans la bande -~ > a > o; mais gdndralement la sdrie cesse de converger clans cette 
2 - -  

bande. Plus g~n~ralement, si ~0,(x) et ~0~(x) sont t o u s ] e s  deux sommables par 

des moyennes arithm~tiques d 'ordre r darts lc demi-plan a > i t ,  M. H. Bom~ 

d~montre que le produit  (pt(x)~0~(x) se repr~sente par une s~rie de DIRICH~.ET, 

sommable par des moyennes arithm4tiques d'ordre n dans le m6me demi-plan 

a > it, mais n e s t  g~n~ralement sup~rieur s r. 

Nous allons ~galement ~tvdier les s~ries de faeult~s non seulement dans leur 

demi-plan de convergence, mais aussi 

qui ne complique pas sensiblement les 
de la forme ~ 

SmOO 

dans leurs demi-plans de sommabilit~, co 

d~monstrations. Considdrons deux s4ries 

a,+l s ! (65) 
(z) = ao + z + + s)'  

$--0 

' -~  b,§ st (65 bis) be + z ( x  : . :  + , ) '  
$--0 

Rendicon t i  del la  Reale Accademia  dei  Lince i  I7 jan.  19o4 et I. c. H a n d b u c h  etc., p. 254. 
Gomparez la cr i t ique de M. E. LANDAU darts los Rend icon t i  del Circolo Matemat ico  di 

Pa l e rmo  t. 24 (I9o7) p. I26--I27 et  p. 139--I4o. 
8 1. c. Rend icon t i  etc., p. Ii2. 

1. c. Bidrag etc., p. 37--39 et  p. I3~--r32. 
Comptes  r endus  de I 'Acaddmie des Sciences de Paris ,  5 ju i l le t  I9o9. 

e Jusqu ' i c i  "nous avons,  pour  abr~ger  l '~cri ture,  suppr imd le t e rme  cons t an t  de la s~rie;  
mais  dans  ce chap i t r e  nous  supposerons  que co t e rme  pout  ~tre d i f fe ren t  do z~ro, quand  n ' e s t  
pas d i t  le contra i re .  
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sommables d'ordre r dans le demi-plan a > ~ ;  s i r  est 6gal ~ z6ro les s6ries sont 
convergentes dans le demi-plan a > Z 0. Appliquons h c e s  s6ries la transformation 
(io) et posons / / =  r + i ;  en introduisant la notation abr6g4c 

o n  t r o u v e  

(~) __~-.-1.r + v) a.-~ (66) 

"=~ ~8~r)+1 (a) n ! 
~ (x) = ao + ~ (x + r + z) (x + - ~  ~ .  ~. (x + r + n + i) ' 

n--O 

" - ~  S~)+,(b) n!  
g~2(x)~-bo + ~ ( x + r +  I)(x +r + z ) . . .  ( x+r  + n + x). 

n ~ O  

(67) 

(6 7 bis) 

Soit )d le plus grand des nombres ~ et o; ces sdries sont absolument con- 
vergentes pour o > ~'. 

Posons maintenant  

Uo, o = 8(o ~) (a) S(o ~) (b) = ao b,, 

8~+~) (a) ~(~) (b) ( p - -  i)'. ( q - -  i)! 
u P ' q - ' = - ( x + r  + x ) ( x  + r + 2 )  . . .  (x +r +p+q) '  

et consid6rons la sdrie double: 

~ . , .  
P, q 

off la somma~ion doit ~$re 6tenduo h routes les valeurs entibres et  non-n@atives ~ 

de p e t  de q. Cette s6rie nous donne imm6diatement le d6veloppement cherch6 
pour un produit de deux sdries de facultds. En effet, nous allons d6montrer que 
la s6rie double est absolument convergente, si a > ~.'. I1 en r6sulte la relation: 

up, q --- ~ (uo,. + u~,~_~ + . . .  + U.,o). 
9--0 .p--O n~O 

(68) 

I1 est facile d'6valuer ]e premier membre; on trouve 

~ O D  
u.. ,  = ( q -  i ) !  G ) (b) 

( x+r+i ) (x+r+2) .  . (x+r+q) 
p--O " 

a~ +~_~(x+ 
(q+r) ! Xp+i(a)  p: - - , I -  

r+q+~.~. ( x + r + q + p •  ~ q - -  

~(r~ (b) ( q - -  i ) !  
= (x+r+ I) ( x + r + 2 )  . . .  (x+r+q) .Q~ (x); 

1 Dans  le cas  oh  ~v ou q so i t  6gal ~t z4ro il f au t  r e m p l a c e r  ( - - I ) l  p a r  i .  
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en sommant par rapport ~ q on trouve 

q-O p~O 

La relation (68) peut done s'6crire: 

n--~o f f n + l  f t  ! 

~'(x) $22(x) = a~ b~ + ~ ( x + r +  x)(x + r + 2 ) . . .  (x + r + n + x) ' 
nmO 

oh 

(69) 

. .  = ~ "  ( P -  ~): ( ' -  v - ~)! s~_+f ) (.) s~" (b) (n--~)! 
p - 0  

(70) 

Pour d6terminer le domaine de convergence de cette s6rie et pour d6montrer 

la convergence absolue de la s~rie double nous allons 6tudier les nombres ~n de 

plus pr~s. 

En  vertu de l 'hypoth~se faite relativement ~ ~ ( x )  et ~22(x) on sait trouver 

une constante fixe K,  ind6pendante de n, telle qu'on ait 

18~)(b)l! 

pour n----I, 2, 3 . . . .  , ~ 6rant > o. I1 en r~sulte l'existence d 'une constante Kt ,  

ind6pendante de n, telle qu'on air 

IS~(a)I}<K~ F()~'+~+ r + n) (7i) 
08~)(b)[ F ( n ) F ( ~ ' + e + r + i ) '  

pour n = I ,  2, 3 . . . .  ; r e s t  ici un hombre entier fixe (l'ordre de sommabilit6 des 

s6ries), mais il nous importe de savoir comment se eomportent les 2~ ) pour des 

valeurs tr~s grandes de r; pour le voir d6montrons d'abord un lemme eoncernant 

les coefficients binomiaux. Consid6rons le polynSme du d6gr6 ~ e n  a 

/(a) = (~ +~ ~) =(a + ~)(~ + ~!~)"" (~ + ~). 

Formons los diff6rences finies par rapport  k a; en posant 

d/(a) = l ( a - - ~ ) - - / ( a ) ,  

,t.+~/(a) = d ,J . / (a ) ,  



on trouve 
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~"/(=) = (--  z)' ( a+ , , -8  ~'-sl1' (s = o, z, . . . ,  ~, ) ,  

et les differences d'ordre sup6rieur ~ ~ sont 6gales ~ z~ro. 

Substituons ces expressions dans la formule d'Jnterpolation de N~.wToN 

IIo+,+,=~( +', (-zl..s.t(~ 
on trouve l'identit6 
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a + p + ~ , + z  p + a  a + ~ - - s  
~, ---- _ s ~ , - -  s I '  (72)  

a e t  p dtant des hombres quelconques. Cela pos~, soit p un entier positff et 
eonsid~rons 1'expression 

= / '+,  ') _o ' + "  ~  

en rangeant aut rement  les termes on trouve 

~ , = 0  s = O  '/,' - -  8 / = ,/2 

& l'aide de eette identit6, qui peut  s'dcrire: 

s--n--1 ~ 8) 

8 - - 0  

il est facile de voir comment se comporte 8~ +~+l)(a) pour des valeurs t.r&s grandes 
de p, r 6rant un nombre fixe. De l'indgalit6 (7 z) il r6sulte en effet que l'on a 

Is~+,+,,(=)l< ~, 

cette in6galit6 est valable pour I n ~  z, 2, 3 , . . i ) .  K1 repr~sente une constante 
~p~0, 1,2, 

fixe, ind~pendante de n et de p. Ce rdsultat 6tabli, il est facile d'6valuer les 

an; en ayant soin de choisir Kt telle que [aol <K,, [/4[<K, on trouve l'in~galit~ 

suivante: 
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p--0 

T'(~,' + ~ + r + n) ~ "  i 
~K~F(n) r(~'+~+r+I) ~,'+~+r+p 

p--O 

+~+r+.xP--x)~ 
p-- 

On en conclut qu'il existe une constante positive K2 telle qu'on air pour 

n ~ I , 2 , 3 , . . .  

la,,] < K , n  ;,'+~+~ log (I + n) (74) 

La s6rie (6q) est donc ab- et cela quelque peti t  que soit le nombre positif ~. 

solument convergente, pourvu que ~ ) ~ ' .  
Nous avons obtenu cette indgalit~ en rempla~ant dans l 'expression de a .  

chaque terme par un autre qui est positif et plus grand en valeur absolue; nous 

pouvons donc conclure que la s6rie double est aussi absolument eonvergente dans 

le demi-plan a ~ ~r, et l'dgalit6 (68) est par cons6quent vraie. 
Mais de l'indgalitd (74) on peut  tirer un r6sultat plus prdcis relativement 

la convergence de ]a s6rie au second membre de (69). Appliquons en effet 

cette s6rie la transformation (Io) en posant f l ~ - - i ;  on trouve: 

a, o! (a2-- a,) I! (a3--a~)z! 
~,(x)~2(x)=aobo+~-r+ (x+r)(x+r+ I) t-(x+r)(x+r+ x)(x+r+2---j+"" (75) 

L'in~galit~ (74) et  l'expression (8) de l'abscisse de convergence de la sSrie 

montrent  que cette s~rie est convergente, si a >)/.  
D'autre  part  on volt, par  un raisonnement d6jh souvent applique, que la 

s6rie eesse g~n~ralement de converger, si a > )/. 

C'est le rdsultat que nous avions en vue. 

La formule (75) peut  encore s'~crire sous la forme d~finitive: 

x x(x + I) x(x. + I)(x + 2) + ' " '  (76) 

off l 'on a pos6 

fin = P~" (n - -  p - -  I) ! (p - -  i ) ! ~ _~ ( n - -  i)! ~ - ~  (a) bp. (77) 
p--0 

La s$rie au second membre est ici sommable par des moyennes ari thm&iques 
d'ordre r dans le demi-plan a>X'.  Nous avons donc d~montrd le th~or~me 

suivant:  
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Th6or~me X. Le produit de deux s6rie, de facult&, sommables d'ordre r dans 

le demi-plan a > ~r, ,e reprgaente par une ,6rie de /acu l t~  de la m~me lot.me, qui 

eat sommable d'ordre r dans le domaine a > gr, a > o. 

En particulier, la puissance n ~m d'une s6rie de facult6s, qui est sommablo 

d'ordre r dans le demi-plan a > ~ ,  se repr6sente par  une s6rie de facult6s, qui est 

sommable d 'ordre r dans le demi-plan a > g~, a > o. 

Th~or~me X'. Le produit de deux sgries de/acultds, convergentes pour a > ~, 

se repr~sente par une sSrie de ]acultgs de la m~me /orme, convergente pour a > I ,  

I1 va sans dire que le produit  de deux s~rics de facult~s, absolument con- 

vergentes pour ~ > 1 ,  se repr~sente par une s6rie de facult6s absolument conver- 
gente pour a > ~, ~ > o. 

Si Ies s6ries manquent  le premier terme on d6montre ce th6or~me: 

Th~or~me XI. Le produit de deux s6ries de ]acultg~ de la ]orme (I), dont le 

terme constant s'annule, et qui sont nommable~ par des moyennes arithm6$i~ues de 

premier ordre l~our ~ > 1~, et convergentes pour a > ~, se reprgsente 1oar ~ne s~rie de 

facultga de la m~me /orme, qui est convergente pour ~ > 1~ , a > oet absolument eon- 
vergente pour ~ > ~, a > o. 

En effet, en appliquant k Y2~ (x) et h Y~ (x) la transformation (m), oh l'on 

pose ~ = i ,  on voit qu'elles se repr6sentent par  des s~ries de la forme 

bo + b~ be 
+-~ (x + ~) (x + 2) + (x + ~) (x + 2)(~ + 3) + " "  

convergentes (resp. absolument convergentes) dans les domaines indiqu6s par  

le th6or~me. Le produit  (x+i)~Y~l(x)~2(x) se repr6sente donc, en ver tu du 
th6or~me X r, par  une s6rie de la forme 

Of 1 (~ + ~)~ ~, (~) s~ (x) -- ~. + ~ + a2 

( x + a ) ( z + 3 )  
... 

En divisant les deux membres par x (x + I) et en multipliant le second membre 

par  la s6rie de facult6s de Ia forme (i) qui repr6sente x le th6or~me XI  se 
x + i  

t rouve d~montr& 

De la s~rie de STIRLING 

- - = - +  - - +  
z--a x ~ ( x + i ) ,  x(x+i)Cz+2) +'''' 

Ac4a mathematiea. 37. Imprlm~ le 30 novembre 1914. 49 
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qui est absolument convergente, si a > a, et du th~or~me X' on conclut que route 

fonction rationnelle dans laquelle le degr6 du nominateur ne surpasse pas celui 

du d6nominateur se repr~sente par une s~rie de facult~s de la forme (i), absolu- 

ment convergente pourvu que a soit positif et plus grand que la partie r~elle de 

celle des racines dont la partie r~elle est la plus grande. 

A l'aide de cette remarque on d6montre le th6or~me suivant:  

Th~or~me XII. Si  la /onction ~ ( x )  admet un d~veloppement en s~rie de 

{ac~ltgs de la ]orme (65), qui est sommable par des moyennes arithmdtiques 

d'ordre r dana le demi-plan a > Zr> o, /a {onction ~2(x)~--r se reprdsente par une 

sgrie de [acultds de la mdme ]orme, convergente clans le demi-plan a > Zr, et la 

]onclion ~2(x)x "~-~ se reprdsente par une sdrie absolument convergente clans ce 

demi-plan. 

En effet, x (x + i ) . . .  (x + r - - x )  se repr~sente par une s~rie de la forme (65) 

convergente pour a > )~; en multipliant cette s~rie par la s~rie de faeultds qui 

repr~sente x ( x  + x ) . . .  (x + r - - i )  la premi$,re partie du th~or~me se trouve xr 

d~montrb. 

La seeonde par t ie  se d tmontre  par un raisonnement analogue. 

w 17. Pour ce qui concerne l 'int~gration d'une s4rie de facult4s entre des li- 

mites finies nous nous bornerons ~. renvoyer aux M~moires cites de M. N. NIELSEN. 

Disons encore que|ques roots sur ia diff~rentation. En d~rivant terme par terme 

la s~rie (I) par rapport  ~ x on trouve 

'=~ as+l 8! ( I  I I ). 
~'(x) = - -  ~ x ( x  + ~ _ ~ :  (x + s) + ~ - - ~  + "  + * - - ~  ' z--0 

d'apr~s un th6or~me bien connu, dfi ~ WEIERSTRA$S, cette sdrie repr~sente ~'(x) 

l'int6rieur du domaine de convergence a > )~ de la s6rie (I), mais ee n'est pas 

une s6rie de facult6s. Pour tant  ~r(x) admet un d~veloppement en s~rie de 

facult~s. On le voit le p]us faeilement h l'aide de la transformation (Io); on en 

d~duit l 'identitd : 

(x + #) - -  ~ (x) 
~ 1 ~  (as + fl + I - -  a , - 1  + �9 + 

= - - 2  1.2 
{ # + ~ ) . . . { # + s - - ~ ) s !  a , ) s !  

# ,_~ Cx + #) (x + # + ~ ) . . .  (x + # + a) 
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Soit z un nombre tel que a > 2, a > o. La  s4rie au second membre est convor- 

gente du moins si I~1 est choisi suf f i samment  peti t .  Faisons tendre ~ vers z~ro 

le long d 'un  r ayon  vecteur  quelconque,  on t rouve:  

8ml  

La dgrivge de la ]onvtion Y2(x), dd]inie 19at la s~rie (i), ayant l'abscisse de 

convergence ~, adme$ un dgveloppemen$ de la m~me /orme, eonvergente ~i a > ~, a > o. 

Le 30 juillet i9z2. 


