SUR QUELQUES FONCTIONS ARITHMETIQUES.

PAR
S. WIGERT

A STOCKHOLM.

Introduction.

Le présent travail contient les résultats d’une étude sur certaines fonctions
ayant un rapport intime avec la somme des diviseurs d’un entier. Je commence
par établir pour cette fonction arithmétique un théoréme sur le vrai ordre de
grandeur de ses valeurs maximales, théoréme analogue & celui que j’ai démontré
autrefois sur le nombre des diviseurs.! Dans la seconde partie je m’occupe de
la fonction sommatoire f(x)= Ea(n), en désignant par no(n) la somme des di-

niz

viseurs de n. Dans les deux paragraphes suivants j’ai examiné les fonctions

Zo(n) log pa. f f(—ng et I%za(n) (x—mn)* dont la seconde s’obtient de f(x)
1

n
niz —nlz

par intégration itérée entre les limites 1 et . J’ai trouvé pour la derniére
fonction une représentation analytique assez remarquable, dont Vexposé sera
fait dans le quatriéme paragraphe. Enfin I’étude de certaines séries figurant
dans la dite formule de représentation m’ont conduit & une généralisation du
théoréme de STIELTIES sur la multiplication Dirichletienne de deux séries infinies.?
La cinquiéme et derniére partie de ce mémoire est consacrée & la démonstration
de ce théoréme généralisé et & ses applications aux recherches précédentes.

1 Arkiv for matematik, astronomi och fysik, Tome 3. Voir aussi le grand traité de M.
E. Lavpav: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, I § 60, ou 'on retrouve
cette démonstration un peu simplifiée.

2 Lavpav: Handbuch, 1T §§ 184, 185.
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§ 1. La fonction o(n) et ses valeurs maximales.

Soit » un entier positif et désignons par ¢(n) la somme de ses diviseurs,
divisée par le nombre n lui-méme. D’aprés ce que nous allons montrer dans le

2
second paragraphe, la valeur moyenne de o(n) est égale & % Cependant les

valeurs maximales de la fonction o(n) sont d’un ordre de grandeur plus élevé,
et je commencerai par démontrer le théoréme suivant:
En désignant par y la constante d’EULER (ou de MASCHERONI) on a:

. a(n) _
a=wloglogn

er. (1)

Ecrivons en effet

= ph iy
n e Par
d’otr il suit

I
N I—— +
o= M1 - —
n Pa, — 1 I
] ym=} I——
Pa,

et par conséquent
s (e
— > I——).
0(’"/) !—!'1 pa,,

Or, aprés avoir fixé un nombre & >o arbitrairement petit, on peut trouver
un n' tel que

u 1 nooe?
‘I_II(I—E);;) >(1=¢) loglogn
pour tout n>n'.! Ayant choisi un &> o tel petit que ce soit, il suffit donc de

faire & <

&
T o nous aurons pour toutes les valeurs de n >n'

6(n)<(x + ¢)er log log n.

1 Cf. Lanoav: Handbuch, I § 59.
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Maintenant il faut montrer aussi que 'inégalité

o(n) > (x—¢)e log log n

a lieu pour certaines valeurs de n au deld de toute limite finie.

un nombre positif quelconque, £ un entier positif, et posons
n = H Pk
iz

ou l'indice p doit parcourir tous les nombres premiers < z.
Nous avons ainsi

I
Elogn= 2 log p

piz

et, comme il est bien connu

lim %210gp=1

=0
iz

de sorte que nous aurons certainement pour z assez grand

x I
2—<Elogn< 2%

ou bien

logaa+log]-2~c < log logn < log = + log 2k.

Or, on a ici

et de plus?

11 (‘; p'f“) =z;(kI+ 1)

piz

115

Soit done z

1 Lanpau: Handbuch, 1, § 36.
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En partant d'un e>o arbitrairement petit, on choisit d’abord & <&, dol

_ !
;___8 > 1, puis on prendra k assez grand pour que: 1<{(k + 1)< i_z , et par
suite: :j,'g‘ (k+1)>0. Ayant fixé le nombre k de cette maniére, on peut

ensuite faire z tellement grand que

.

e

log 2k log 2k I—e . s ¢ I
< <i1——b(k+1); “(I—"Ii)>(1_“)“_“_'
log logn log # + loglzﬁ I—& e pF 2/C(k+ 1)

—< 2]ogp<2, lo;xl]

_.rI——

\

Il en résulte
o(n)> (x ) §(k+ logz> (1 — )Q(k+ )(log log n— log 2 k)

et enfin
o(n)>(1—¢)er loglogn.
C.q. f. d.

§2. Sur la fonction sommatoire Y o(n).

niz

En partant de 1’égalité connue

3 313

n=]1 mwml nw=l

valable pour R(s)>1, on arrivera de la maniére suivante & une nouvelle ex-

pression pour la fonction za(n). Dans chague membre de I’équation on ne
niz

retient que les termes ol ’exposant s appartient & un nombre <x. Pour une

valeur arbitraire de s on aura ainsi une équation identique entre deux séries

finies o I'on peut faire s=o0. On en tirera

Jom- 3= 2 5f (2
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en désignant par [x] le plus grand entier contenu dans = et par ¢(x) la diffé-

@€ 2
. I T . .
rence z — [z]. Puisque Z ol il s’ensuit

nm]
26(n)——x~—x2 2 ( )
et, en mettant
o =" 2—yl) (2)

niz
nous aurons

w(w>-x2n,,+2 %) (3)

7T

fonction qui sera positive pour toutes les valeurs de x. Cherchons-en une pre-

miére approximation. A cet .effet nous allons rappeler quelques relations con-
nues, valables pour x> 1, 4 savoir

.

_ dt I I
i[ac]+1 f ft% =] <5—3:
o] +1 ma' 1]
I
o<g( )<1 o
1 9()< I
Ex <log[z] +y+ []<logx+y+ 2@—1) Llogz+y + 25—
Il en résulte
z 72 5 . 5.
x+I<¢(w)<logw+1+y—7+;(x_—7)—logx o,oos77+2(x_1) (4)

Par ces inégalités, valables pour 2 > 1, nous ne savons pourtant pas encore si
la fonction ¥ (x) atteint réellement des valeurs d’ordre log .

Pour arriver & des formules plus précises nous allons nous servir de I'iden-
tité suivante?!

! Of. Gram: Underspgelser angaaende mangden av primtal under en given granse.
Kjsbenhavn 1884. Pag. 217. La dite identité n'y est démontrée que pour les valeurs entiéres de «,

mais elle subsiste généralement. On a en effet: [ "’_”] = [@] et aussi: 0 S[wl—[Val* < 2[Va],
: ” nd
d'ont Pon tire: (V] =[V[z]].
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Ezf(n) [ﬂ =ng/;/(n) [Z] +n§/:' (;:) —[V2]F (Va) "
F(2)= ;f(n)- 5

En prenant f(n)= ;Il nous pourrons écrire avec la notation commode de M.
LaNnpavu,!
F(x)=logx+y+0(£)
et ’équation (5) prendra la forme
zl_ ¢ 1] z o™ —vzllE Rl

2 ﬁ[ﬁ]ﬁ Z_n[n] + 2 »{log at?T 0 (x)} [Vx]{z logz+y+0 (VZ:)[

niz niVz n<Ve
d’ol, en posant pour abréger: [Vz]=gq

7? P12 I 1 (x be

Fx—tp(x) =gtz 2‘/?—~ z‘/ﬁe(r—z) + Eq]ogx—loglg + 0 (1).

Or, on sait que
I I I -
loglz=510gq+q10gq-q+0(1)=;‘logx+quogx—Vx+0(1)

ce qui nous donne

Y(x)==x 2 %—VE;-P ‘I;logx + 2_;;"(5) + O(1).

Ve nVz
Puisque
x 1 z
< <—=
TR A v
ﬂ)V¢
on a aussi

! Voir Handbuch, I § 5.
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d’ou finalement

Y(x) = 2_?29 (Zf) + ilogx +0(1). (6)

niVz

Quant & la somme figurant dans le membre droit de I'équation (6), nous avons

I
o< z%g(z)< :;=510gx+0(I)
nVz n<Vz

ce qui nous permet d’énoncer le théoréme suivant: Ayant choisi un &¢> o tel
petit que ce soit, on peul trouver un x assez grand pour que l'on ast

(i—e) logx<¢(x)<(i+8) logz @)

dés que x> 2.

z

Si maintenant on calcule l'intégrale f ;[g’] dt, on en trouve sans difficulté

1
la valeur [z}logx—log|[z] et par suite

I x I|x I I I
1 1

Il est donc & présumer que I’allure de la fonction /() présentera en général
des oscillations autour de la valeur moyenne glog z, et il serait trés important,

si on savait déterminer la grandeur réelle de ces oscillations. On peut montrer,
en effet, qu'il existe des valeurs de x au deld de toute limite, pour lesquelles

Y (x) > 2 log #, mais il m’a été impossible de décider, si la fonction ¥ (x) peut
g’éloigner de sa valeur moyenne autant que veut la double inégalité (7). Ce-
pendant, pour: l'ordre de grandeur de la différence w(x)-glogx nous pouvons

assigner une limite inférieure & laide du résultat trouvé dans le premier para-
graphe. Faisons d’abord usage du théoréme suivant, di & M. PHRAGMEN:?

! Sur le logarithme intégral et la fonction f(x) de RieMaxw. Ofversikt af K. Vetenskaps-
akademiens forhandlingar, Stockholm 1891.
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»8oit ¢@(z) une fonction réelle de la variable réelle x et a une constante

.rs v 14 px)dx .

positive > 1, et supposons que l'intégrale f T soit convergente pour B(s)>1
a

et qu’elle soit égale, dans le voisinage de s =1, a4 une série procédant suivant

les puissances positives de s—1 et convergente dans un cercle dont le rayon

est >1; si x, et 0 sont deux quantités positives choisies & volonté, aucune des
deux inégalités

px)>d, p(x)<—0

ne pourra subsister pour toutes les valeurs de > =z,. Si I'on sait de plus que
¢ (x) a une suite infinie de points de discontinuité z,, tels que, m, désignant une
valeur positive plus petite que toutes les valeurs de ’expression ¢ (z, + k) —
— @ (xzy—o0) pour 0<h<h, ces quantités m, et h, peuvent &tre choisies de
sorte que

Ty + hv__<=xlv+l
72 m‘l’ h‘V
et que la série zx 7

que ¢(x) changera de signe une infinité de fois au-dessus de toute limite finie.»
Aux hypothéses faites dans I’énoncé du théoréme précédent nous pouvons
satisfaire en posant

ait une valeur infinie; on pourra préciser encore et dire

2
(p(x)=2 a(n)—%x+§logx +a=§logz——w(x)+a

niz

oll ¢ = -ZI— (y + log2x) > 2 Nous avons en effet

e 2]

f(Eo(n));if%J(s);S’ ) (B> 1)

niz
b <

et puisque

C(s +1)=2 47+ sB(s)

P

L) =—2; {'(0) =— log 2

il vient
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ow

j'fp(x)dxMC(S)C(s +1) 7w 1

xstl s 68—1
1

c’est-a-dire une fonction entiére de s. De plus, les points de discontinuité de
@ (x) sont les entiers positifs, n, et I’on trouve

2 2
@{n -+ k)—rp(n—o)=a(n)—%k+2log (1+%)>1—%—k

ce qui fait voir que, en prenant

1 ?
Tn="n, hu==, Mp=I——>0
2 12

la série

Em_nﬁn_ _ (I_ﬂ_“‘) _ 1
Zn+ ha 12/ 42 + 1
devient en effet divergente. Nous avons ainsi le droit de conclure que la fone-

tion glogx——lp(x) + a sera négative pour certaines valeurs de z au dela de

toute limite, ou bien: La fonction Y (x) surpassera une infinité de fois la valeur

i—logw +a.

Quant & 'ordre de grandeur de la différence w(x)—g logz, nous pouvons
du moins affirmer qu’il ne peut &tre inférieur & log logx. Supposons en effet

que le module de la dite différence reste inférieur 3 —;e?(x——a) log log z, dés que
x>, et considérons la fonction 2na(n). Par la méthode employée plus haut

niz

on trouvera sans peine
I z)? z
d’olt, en observant que

-5 2efg ol

Acta mathematica. 37. Imprimé le 3 janvier 1914. 16
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et en utilisant la relation connue!?

3 [2]~etogz+ 27—1) + o(a)

nix

on déduit

zna(n)=7I—v—;x’+x{§logx——l,b(:t)}+ O(x). (8)

niz

Avec la notation 4f= f(n) —f(n— 1) nous aurons ainsi

no(n)=d{§nlogn—nw(n)} + O(n)
et par suite
no(n) <e’ (1 —¢&')nloglogn (¢ <e&)

pour n>2' +1, ce qui est en contradiction avec le résultat du premier para-
graphe.
L’inégalité

(p(x)—glogx >§e7(1——e)loglogx (9)

a donc liew pour des valeurs de x au deld de toute limite finie, ¢ étant choisi tel
petit que Pon veut.® '
En combinant les équations (2) et (8) on obtient

Zo(n)(x——n):gx’—;xlogz-i- O(x) (10)

niz

ol la fonction figurant dans le membre gauche n'est autre chose que
&

f (Za(n)) dz.

niz
h =

! Voir p. ex. Lanpav: Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, Got-
tingen 1912,
? 1l y a lieu de remarquer que le seul résultat connu jusqu'ici sur ¢(x) était: ¢(x)= O (log ).
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On en conclut

“_”2“‘2 o(n)(x — n)

lim niz
Z=c0 xzlog z

li

B H

(zo bis)

Dans le paragraphe 4 nous arriverons & une meilleure approximation de la
fonetion (ro).

§3. Etude de la fonetion Yo (n)log o

niz

Avant d’approfondir l’examen de la fonction 2 g(n){(x—mn), nous allons

nous occuper un peu d’une autre fonction importante, & savoir
¥ d
x x
f(E a(n)) ;=2 a(n) logh—-
{ nix nix

On sait qu’elle peut &étre représentée par l'intégrale

c+ioo
I ‘x‘C(s)C(s +1)ds
271 s?
c—im

2 .
pourvu que ¢ soit >1. KEtudions maintenant la méme intégrale pour un chemin
fermé d’intégration, R, composé de la maniére suivante

. argsem —5 —ih

JLL )L i

args-—

Isl=¢

, situés & 'intérieur de R, sont

22 (8) (s + 1)
88

Les points singuliers de la fonction

les poles s=1 et s— o0 dont le dernier est triple. Le résidu relatif &4 s =1 est
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7?
6
sances du numérateur, on en trouve & l'aide des formules

égal & —=x; quant au coefficient de s dans le développement en série de puis-

,

£(s)=2C(0) +§'(0)8+§§"(0)82+

Ce+1) = +y+dst -

2
xt=1+ slogx-i—%log’x-i-
la valeur suivante

b—alogx———:—log’x

oli @ est la constante introduite pag. 120, & savoir ;(7 + logzm), et

b vlogamr A  ("(o) !

2 2 2

Nous avans ainsi 1’égalité
— ) __2 J— £ I p—
Rf 2nz(6x 4logaz: alogx + b)

qu’il faut examiner pour 4= c. Montrons d’abord que:

c;t‘ih
lim | =o.
h=o
+h
En effet
B:f:ih e - . N
wl(s)f(s+1)ds _ pin [ L0 L th)l (1 + 0+ ih)do
st (0 & ¢h)?
+ih
! On peut montrer que: ¢''(0)= —%(log’zn-}- % + 2A—-7”), de sorte que l'on aura:

2
= —i { log 2z (log 27 + 27) + 71% + 4A—7’}. On a en outre: A =0,073... (ToreLLi: Sulla totalitd

dei numeri primi etc. Pag. 31.)



Sur quelques fonctions arithmétiques. 125

Il

&h 0

d’ou

[+

<fx“|§(6 + R I5(x + 0 + ih)|do_

o® + h?

Rappelons maintenant les inégalités suivantes! valables pour 2> 1

J|§(0+ih)|<K10gh

|C(I+a+z’h)|;g(1+0)<I+§((Gix)

1
IZ(o+ih)|<KRE™; (0<0<1)

ou K est une constante absolue. Il en résulte

[+

2| (o + iR (1 + 0+ th)|do
[l o lds g

1 1

2(1 +o0)2'do _2Klogh z°—ux
o (0® + h?) 1+ Ak logz

1 1
z°|5 (o + sh)E (x + 0 + ih)|do Ly z°do _Kllogh z—1
f o + A? <K>h: " logh 0% + h? 3 . logx
b 12
et par la
c+ih
limf =o0.
h= oo
+ih

On a donc le droit d’écrire

ct-in
1 (z0(s)l(s+ 1)ds _ x @ 1, e
——~f = ZG(n')logne g ® Zlog z—alogx +b +

27 s?
c—ix niz
3w
i —i0 2
I I
— + —_— | = II
+ 278 (f 271 (z1)
o —iw args—g
lsl=¢

1 Lanpav: Handbuch IT § 228,
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2 it . .
=% ——log zr—alogx +b— 2njx ;(”)C(I-I-”)-Ff!_‘tg e— zt)dt——

e

3n

iz
1 ' 0eé? $v i) p—iv
2o 20 L (0€) L (1 + gev) e~ dv.

: J

Cherchons d’abord & évaluer la premiére intégrale. Elle est évidemment inférieure,

en sens absolu, &
o d
f|§(1‘jf’ |1+ 0

D’autre part, on aura & cause de I’équation fonctionelle de £ (s)

(I—-N)
() =t £(x—1t)
S(r + it) Ve r (zzt) (1 + f)

et par la théorie de la fonction I'(s)

I—it _i_t _ /= i . . s _ 27T
2 )F( 2)—21%.2 r(—1t); Ir(un_t—__——(e"‘—e—“‘)

, L(x— )
d’o T i étant = 1
LGy | |p(m| e?~e g <1/t.
T(r + t) 1,t 2@ ©t  _at 27
e +¢ 2
Puisque en outre | (1 + ¢¢)| <K log?, on aura donc
|§(zt)§(1+zt)|dt °°1og=tdt< SR 1,
l’ : eVand L
12 96

@«

! On a généralement: fu’ e~ du= fu"’ e—Vu . e~ G—udu < (737 f e— (A=W gy =
a

a a
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I nous reste & examiner la seconde intégrale figurant dans (11). En désignant
par M (¢) le maximum de | (s){(s+ 1)} sur le demicercle & rayon ¢, on aura
pour lintégrale en question la limite supérieure

&

1
u (9) z—0cs? g — M (g) ‘e—ologat ¢ _
e ; o 0 Vg

1

1

B o -

2

_ M@=z 1 | .
e {Vgelogx< x2)+3z2}

laquelle s’annule pour z =, ¢ étant fixé. Nous sommes ainsi parvenus & ce
résultat que la somme des deux intégrales dans le membre droit de (rr) est

!
inférieure, en sens absolu, & une expression de la forme: K—l— +d(z, 0), K' étant
QE
une constante absolue et lim d(z, 0) =0. Oun en conclut immédiatement que la
T=w

fonction de x, représentée par ces intégrales, a pour limite zéro quand z croit

indéfiniment. En effet, ayant choisi un ¢ arbitrairement petit, on prendra ¢
!
assez grand, pour que KT soit < Z— Le nombre ¢ étant fixé, on peut toujours

06
trouver un z' tel que d(z, o) sera <;~ pour z>2z. Le module de la fonction

sera donc <& pour chaque z >«

C.q.f.d.
4 e—a {2—2") dé . ¥ d . s 3 AT (A— 2 1 s 1
= oIk =i et, en déterminant e maniére & donner 3 (A — ") sa valeur maximale,
[=2] 113, [++] [ ]
—§ =1
on obtient:fu’e—‘-udu< %e P De plus: flig_;LM= we 2 du ete.

a 0 2 log 0
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Le résultat trouvé dans ce paragraphe sexprime donc par Iéquation

7r?

20(%)10g%= 6x—ilog’x——alogx+b+o(1). (12)

On pourrait bien aller un peu plus loin et obtenir pour les termes = o (1) une
limite supérieure en fonction de z. Il suffirait pour cela de calculer une fonc-
tion de ¢ pouvant remplacer M (g), en utilisant p. ex. la formule connue!

s o

1—s
N 4T 1 "2 cos[(s— 1) arc tg 2¢]
E(s)= f(4 + tz) (e + e—t)? dt

valable dans tout le plan de la variable s, et de donner ensuite & ¢ une valeur
convenable dépendant de x. Mais on n’obtient par cette voie qu’une fonction
de x d’'un ordre assez élevé, laquelle ne nous renseigne rien de nouveau sur la

fonction Za(n). C’est pourquoi je me contente d’avoir démontré 1’égalité (12).
nix

§ 4. Représentation analytique de la fonetion
L% 2 o (n)(x—n)k.

En désignant par z une variable complexe dont la partie réelle R(z)> o,
on déduit sans peine les deux formules

1) =3 oy = S nom e

n=1 =]

(13)
hie)=log gy = Rome; Pla)=[lz—a), (21<1)
n=1

nw=l

dont la seconde s’obtient de la premiére par intégration. La théorie des fonc-

! LivpeLOF: Le calcul des résidus etc. Paris chez Gauthier-Villars 1905. Pag. 103.
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tions elliptiques nous apprend que les fonctions f(2) et f,(z) satisfont aux équa-
tions fonctionelles suivantes!?

_Ix amtil4nt
fz) = 6z’ zz+z4 z”f( )

. (14)
47T
fi(2)= —-——log 2m + —logz-——zz+f,( )
Rappelons de plus les formules intégrales connues
a+io at
ER O e
2m | Zetl T ’
a—iw o, zZ0
atto ak F, (!’l‘ + I) . ] >
1 [eerlogzdz _ |T(u+ I)[I’(‘u+1) logz], wzo
271 Zutl
a—im o, x__<=o
(@, u>o).
En supposant g égal & un entier £> 1, on tire de la seconde équation (14)
e"f, (zYdz 1 w0 x"“ I .
—— = 2, 0(n) (g —n)k= —=—xklog x +
(15)

a+ew imz f"_itj)

I (I'(k+1) S PO U m"-‘ I e f‘(z dz

2k g2 24fk—1 WPYT 2kl

ol il faut examiner de plus prés l'intégrale figurant dans le membre droit.
Ecrivons d’abord

Mvz’n‘
20 n)e )dz + R,

n=1

2
. T

atiogaz f (470} g, ‘D
1 fi ( 2 ) e"
274 2R+l Y2 Zh+1

a—i® a—iw

! Voir p. ex. Hurwirz: Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modul-
tunktionen etc. Pag. 29—30. (These pour le doctorat, Leipzig 1881). Pour les valeurs réelles et
positives de z la premidre des deux équations a été démontrée d'une maniére différente aussi
par ScLoMILCH (Compendium der héheren Analysis, Tome II, pag. 154 et suiv.)

Acta mathematica. 37. Tmprimé le 3 janvier 1914. 17
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ol

27 | ZF
n=p

E3 . snn
Rp— (Za(n)e : )dz.

a—tce

La premiére intégrale est égale a

a4$o
4a2n

-l z 2
T | esr =%
oln)— | 05 * dz
Z ( )2mf 241
=] a—so
_4a%n

et il est facile de voir qu’on a le droit de remplacer ¢ # par son développe-
ment en série et d’en intégrer les termes. Nous obtiendrons ainsi I'expression

suivante
a4
(4n n) 1 [e**dz
2 o (2( o 2mwe,) ZRtvl
ne=l yea() a—t®

¢’est-a-dire

® (__ I)" (47[2”)11 vtk

pim(n) (2 Pl +k )

n=l y=0

et enfin, en introduisant les fonctions connues de BESSEL

‘v)2v+k
L= e (16)
y=0

I’égalité suivante

2
a+imex1 fl (ﬂ) dz k
I z ' a(n) Vna
271 2k+1 Tz n)" 21 2 ~dx (4m )+
a—i® n=l n

ot il nous reste & prouver que lim B,=0. A cet effet nous démontrerons les

Pp=x

deux lemmes suivants.
1. En désignant par ¢ un nombre positif quelconque < 1, on aura pour
0<&E<rx
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pogr
— &

2‘.0(n>§"<

n=p

En effet, on peut toujours prendre p assez grand pour que o(n) soit <ne,
dés que n>p, et par suite

© [ ] [4

Eg(n)§n<p@§p{1+ (I+%) §+ (I-l-%) A }<

n=p

p°§P{1+(I+ )§+(1+ )52 . }=

== 0 &P e§ = MO &P ;—_.

s {I—f pa—BF ¥ =g

2. Pour o<u<logk on a: ———I—:— <£. Car la fonction 1— e—%— >
I—e* "y k

T I g
s’annule pour u=o0 et sa dérivée: et —z est positive pour o <u<logk.

Posons maintenant z=qa + t¢; il s’ensuit

n® (@ — i i Sata nla
LA s( 2 *); e * | =¢ #+7; 42 Y
2 a4+ a?+t

2
<47
= a

done, par le second lemme

42

e® (s p
< @+ 1)

4n%a
I—e¢ @8

et, d’aprés le premier

8a2
s _tam _ twap L S _snap
2 2
ZU(n)e 7 |<pee @+E. Wi\t < 16 A at pre “Hi(at + O
n=p I __e_a2+t2

de sorte que

o 4nlap

87 vaz =y
ell e a4t t

| Bl < S50 pgf =
(a® + 17) 2
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Nous voyons par la qu’il suffit de prendre k>5, pour que Iintégrale précé-
dente soit convergente et qu’elle soit inférieure ou égale &

1&

o __4a%ap 2 1. 4171)
fe a2+t2d_t_£fe_4i:gcosgq, dp— __I_ e o dt ' (7)
] @+ ay Vili—t)

Or, on a généralement pour 4 >o

1 1
~—it — Lt 1. - 1
e—*dt — f(l/_ e A dt 8—51. _ dt _ V?Lt+ZEe—2).
Vi(z—1) Vi(x —t) A2
i
:

ce qui fait voir que les intégrales (17) sont d’un ordre de grandeur ne surpassant

pas i/L_ Pour Q<~ il en résulte: lim B, =o.
p

p=—-x
C. q. f. d.

Nous sommes ainsi parvenus a la formule

4 T T I e+ -
@Eo(n)(x n) § kTx 2|I_Car:"loga:+2w i logznm iz

B (18)
k
_x = a(n)
24|k~—1 (271?)1: nz_d z Ii (42Vna)

établie pour le moment sous I'hypothése k> 5. Montrons d’abord qu’elle subsiste
encore pour k> 2.

Pour cela il faut rappeler une propriété des fonctions de BrsseL. On sait
qu'elles sont, pour des valeurs grandes de la variable réelle et positive v, d'un

ordre égal & ——=.! De plus, on tire du développement asymptotique de la fonc-

V_
tion Iy (v)

fk<v>=1/f;cos[v_(2k+1) ]+0( ) (x9)

Vo

1 Cf. p. ex. ForsytH: Lehrbuch der Diff-Gleichungen (Deutsch von H. Masgr). Braun-
schweig 1889. § 103.
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Rappelons aussi la relation suivante
, k
I'u(o) = T (0) — s 0)

laquelle nous fait voir que, en différentiant par rapport & z ’équation (18), on
n’y produit d’autre changement que de remplacer ¥ par k—1. Or, & cause de

(19) la série | G(Z) Iy (4w Vnx) sera absolument et uniformément convergente

n=1 p2

pour toute valeur de x>1, tant que k>2. La formule (18) sera donc aussi
valable sous la méme hypothése. Pour k=1, au contraire, la convergence de
la série n'est plus absolue, et il faut étudier & fond, pour embrasser aussi ce
cas, les séries de la forme

w0 . — w© —_
sin Vnzx cos Vna
D om)—— Do —.;
7 -] n =l

ol 1> a>§. Mais avant d’aborder cette recherche, écrivons la formule (18)

pour k=2 et tirons-en les conséquences. On trouvera

‘2
F () =§26(’n) (w—n)2=gi6x2—4£x2 log « + (i_?"i'lﬂ) at— 2 + @(x);

niz 8 4 24
: ) "
z o) —o().
@ (x) = mnz-l n I,(4wVnz) = O\az
D’autre part, un calcul simple nous donne
AF () =F(z + I)-—F(x)=2u-(n) (x—mn) + 22 o(n) + —;—o([x] + 1) 0* (%)
nix nix (21)

A F (2) = 2 g(n) + {2 + g(x)}c([x] + 1) + ;—AO‘([%] + 1) 0t (%).

niz

Les fonctions A F(x) et #*F(x) étant connues, on peut donc, sans laisser le

domaine des séries absolument et uniformément convergentes, former des ex-

pressions analytiques pour les fonctions 20(7&) (x—mn) etZo(n), abstraction faite
niw niz

de certaines termes complémentaires d’un ordre ne surpassant pas loglog z. De

la premiére équation (21) on tire en outre
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20(n)(x—n)=%x’—§xlogx—(a——i)x+0(z§) (22)

nizc

oll a est la méme constante que nous avons rencontrée pag. 120. Nous sommes

Y

arrivés par la 4 un résultat plus précis que celui de la formule (10 bis), & savoir

w® 1
=% —-Ea(n)(x—n)—;xlogx

lim =g —
=0 x

(22 bis)

S

Passons & l'examen du cas ol £=1. Pour cela nous aurons besoin d’un
théoréme général sur les séries infinies d’une certaine forme, dont la démonstra-
tion sera donnée dans le paragraphe suivant.

§5. Un théoréme sur les séries.

Soient a,, a,, ..., b, b,,... deux suites infinies de nombres et f (x) une fonction
continue pour toute valeur finie de x>a>o0. Nous allons supposer en oulre:

a0
1. La série Elaml est convergente.
m=1

2. Pour chaque nombre positif, A, la série 2 baf(nz) converge uniformé-

nel

ment dans Pintervalle A>x>«. La fonction

p(@) = 3 baf (n2) (23)

n=1

est donc continue pour chagque z fint > «.
3. En meltant

9, y) = Qbaf(nz); () =£ilr_:1 lo(, 9

niy

la série Zlaml.Q(m x) est uniformément convergente pour A>z>a. Sous ces
m=l

hypothéses on aura pour toute valeur finie de 2> o
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2 @ (mz) = 3, cmf(mz)
mm=1 mw=l (24)
Cm e 2 aﬂ bfy.

Dang le cas spécial: f(x) =1, on retrouve le théoréme de STIELTJIES sur la
multiplication DIRICHLET’jenne de deux séries, dont I'une est absolument con-
vergente.!

Faisons quelques observations sur 1’énoncé du théoréme et les hypothéses
sur lesquelles il est basé. Si pour x>« la fonction 2(z) est bornée, I'hypothése
1
Q(x)
IPhypothése 1 devient une conséquence de 3. Dans le cas général il faut les

3 est contenue dans 1; si au contraire ne dépasse pas une limite fixe,

retenir toutes les deux. A cause de I’hypothése 3 la série ZIamrp(mx)l sera
Me]
convergente, mais cela ne suffit pas, £(x) pouvant étre d’un ordre de grandeur

plus élevé que |p(z)].? Quant & la série double 2 2 Ombp f(mnz), elle ne

mm]l nel

sera pas en général absolument convergente.

1 Laxpauv: Handbuch, IT §§ 184, 18s.

* L'hypothése 3 est essentielle, ce qu'on peut voir de 'exemple suivant, ou le théoréme
est en défaut, bien que les deux autres hypothéses soient satisfaites.

Posons

am=L; bn=l%r); f@) =z

en désignant par p(n) les facteurs de Mosivs. Il en résulte: ¢ (x) =« 2%”) =0 pour toute

n=l

o
valeur finie de . Or, la fonction Q(x) est ici égale & =, de sorte que la série 2 Jam| Q (m x)

m=1
est divergente. On trouvera de plus

rn 1 pourk=1
ck_—-z_kT)_{ p
o » k>1x

mn=k

et 'équation (24) devient: o=a, ce qui est absurde, la valeur de x étant supposée différente
de zéro.
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Considérons d’abord le cas ol la convergence des deux series Eb,,f(n x)

n=}

et 2 lam|2(mz) est uniforme méme pour un intervalle illimité xz>«. Alors la

masl
by

démonstration peut se faire & peu prés comme celle dont se sert M. LaNDAU
pour établir le théoréme de StieLTsES. Nous avons en effet

cm f(mz) = Za#bv fuva)

py=m

d’olt
k
S enfimz) =S aub,f(uvz) = Ea,LZb Fuve) =S aee (ux, )
meml ik U=l 'v‘ k uml !
et par suite
k k k k
Zcm/(mx)-—Za,,.(p(mx)—_—Zam{ (m:c —) tp(mz)} (25)

Ml me=l m=1

Maintenant il existe certainement un nombre fixe, g, tel que I'on a pour toutes

k

les valeurs de k: Zlam| <g. Ayant choisi un J arbitrairement petit, on peut
mem]

donc assigner un nombre p assez grand, pour que

|q)(z,y)—¢<x)|<%
(26)

ilam|9(mx)<—

m=p

dés que y>p, et quel que soit z. En prenant %> p* on aura par conséquent

Zmren 8)otea| <50~
d ¢
| Zemolrea) —pmaf| <=2

et enfin
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k k
Demf(ma) — X amp (ma)| <9

me=l mm]

ce qui achéve la démonstration.

Passons au cas plus général, ou la convergence uniforme des séries ne
subsiste plus pour x=w. Le nombre p ne sera donc pas indépendant de z,
mais puisque les séries convergent uniformément dans chaque intervalle d’étendue
finie, on peut certainement construire une fonction positive de x i croissance

monotone, soit w_;x_)’ telle que les inégalités (26) sont valables pour
wa(x); mzw(x)
= z = z

la valeur de z ayant été fixée. Divisons ensuite la série (25) en deux parties

2+ 2

ﬁgm(mz) & @ (m z)

m mae m mae

c'est-a-dire

2 + 2

m < QD) s 0=k
z z

en désignant par w—'(x) la fonction inverse de w(x). La premiére série est

d .
donc en valeur absolue <3 la seconde le sera aussi, pourvu que
o~ Ykz) 2> w ()

w (w(x)
x

ce qui revient a dire qu’il suffit de prendre: k> ). Le théoréme est done

complétement démontré.

Nous allons appliquer ce théoréme au cas suivant

I I sin
o= s b=z 1@ =0 (2)

Acta mathematica. 37. Imprimé le 5 janvier 1914, 18
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ou

I
IZ2a>—-
= 2

D’aprés la formule d’EULER-MACLAURIN! on aura alors

. Ve
sin Vnzx 2 sin tdt n Vpzx -
¢(x,p)=2———na =g | @t pap + =sinVz +
n=] V‘;
pI
e
+ Vx] 2 {asm_xz__icos l/zz}dz
v za+~ sz 2

ce qui nous montre que la série

. V‘”—
(p(x)=zsm nx=

ne
nwl

lim ¢ (z, p)
p-ﬂ

est convergente. Pour f(x) = cos Vz on trouvera de méme

vie
ﬁcos Vnz _ 2 jcostdt 1c SVpx+£cosl/a—;+
ne xl—u. t2a—1 2 pa 2
Nl =
Yz
2X__
— (2 e(2) acosVzz
+Vz -
a+: Vzz

1 z 2

et ce cas n'est pas essenticllement différent du précédent.
aux formules

[ R
fs;tl;aiiit=?2):_§l _(za—1 )fcostdt d’
§
mcostdt sin § smtdt ,
ftZa—-l = TR +(2°‘_I)f 22 ,» d’o
§

+ Lsin Vﬁ}dz
2

En ayant recours

sm td t 2

t2a—l §2a~—-l
mcos tdt 2
f t2a—l |<

;t‘Ta:f

Cf. p. ex. WIRTINGER: Acta Mathematica, Tome 26.
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et en observant que

oo

N sin Vax 2 {sintdt 1sinVpzx
2 i = P@)— (e, p)"';{:;f‘i{;:i"’“gT‘("
neptl Voz
ol Q(Z)
- {27 in Vaz I —
+ foz { sin — =cosVzz ¢ dz
K za-i-% * sz 2

nous voyons aussi sans difficulté que: Q(x)=0(Vz), et que la convergence
des séries figurant dans nos hypothéses est uniforme dans chaque intervalle fini.
Pour = cela n’a plus lieu, mais on peut prendre ici

2a
w(z)= Ka?o—1,

Nous avons ainsi démontré que: Les séries

> 67(&?) sin Vnaz; ig—% cos Vnz  (x>o0)
n=1 n=]i

1 . .
sont convergenies pour o> 5.1 — Dans le cas o k=1, on aura maintenant

1

2: (47U|/ nx) z ¢ sin 47Z'an—‘-005 475“ nz I A
1
n=1 n2 =] fn4 n '=]n2 ‘(n x)4

€

___:c—‘* Esin 4ﬂl/ﬁ—cos4nm+ 0( Ji)

x4
27 3
n =l n&

Lo
. Fay I -
puisque la série E ~§ est convergente. Quant au premier terme du membre
n=1 'n"

1
droit, il est ==0(x¥), ce qui fait voir que la série

sin , ,.—
& cos (Vaw)
. nT
' Pour a;% les séries 2 cost 7™

nel

ne convergent plus.
”G
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1

& 1 & Vmnz) 2 7
$ 5 3 hlnlmnd  § 5 o(m)

m=1yp2 n=1 (nz)? m=1gp2  \od
est absolument et uniformément convergente. Or, on a formellement
a(n)

j‘{ i g@lk (4711/;5)}___& 2 “=idr— (47tVn_x)—-;k;i ?@Ikunwrﬁ)

xn-ln 2 n =1 n§

et, d’aprés ce que nous venons de voir, cette identité subsistera certainement
pour k=2 sous la forme

%{E%EMM} an 3 5 3 DlamVmnz) 1 S0y, ).

M=l el =) m2 n=1 (n z)2 n=l
L’équation (18) correspondant & k = 1 est donc rigoureusement démonirée, & savoir

Stockholm, mars 1g13.

* En formant la premiére différence on en tire

e +olel + Do@="2—1loga + ’I—';—a+0(:;)+d[v—"; Jey, 4%Vnw)}

2
nix ne1 n2

et ensuite (cf. (2))

¢($)=§logx+a-—§+a([z]+ 1) p(x)— 2"("){1(41:1’”;.;4.”) Il(4,,vn,}+o(x 4)

n=1 n



