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3. :PARIS. 

(Extrait  d 'une lettre h M. P. Am'~LL.) 

Je  vais m'efforcer de vous pr6senter un r6sum6 tr6s bref de l '6tat actuel 

des recherches que j'ai entreprises dans ma Th6se ~)sur les fonctions hypersph6- 

riques,), en suivant la voie que vous avez indiqu6e dans votre M6moire t des 

~>Rendicontb> de 1913. 
Au Chapitre IV de ma Th~se (p. 69) j'ai donn6 les formules qui permettent  

de calculer les coefficients Am,...mp et B,,1 ....  ~ du d6veloppement d'une fonc- 

tion F(x, . . .xp) de p variables r6elles, sous l 'une ou l 'autre forme: 

(I)  F(x,. . . ,Xp)=ZA~,. . .~pV*)~,, . .  .~p(x,...,xp), 

(2) F (x, . . . ,x~) = Z Bin1,...,,p U(*)m,,. �9 .~p(x,,...,x~) ; 

mais comme je l'ai 6crit au d6but m6me de ce Chapitre: ,)reste h savoir dans 

quels cas ]a s6rie (i) , . . . ,  con verge effectivement et repr6sente ]a fonction F (x~,..., xp) 

dans le domaine X p - ~ i - - x ~ - -  . . . .  x~_>o; nous ne ferons pour le moment qu' 

effleurer la question,.  E t  jo d6montre (p. 7o) que si les [Ox,ln...Ox,~p[ v6rifient 

une certaine in6galit6 on peut  affirmer ]a convergence de la s6rie (I). Pour la 

' P. fl-PrELL: -Les polynomos Vm, ~ d'HERMITE et leurs analogues rattach6s aux potentiels  h 
q variables~. (Rend. Circ. Math. di Palermo, t. X X X V I ,  I913, p. 2o3--212). 
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s6rie (2) j 'obtiens des r6sultats plus g~n~raux grace ~ ce que j'ai pu former (p. 73) 

une majorante qui lui est simplement li~e. 

Mais au point de vue de l 'Analyse Moderne la question de la representation 

d'uno fonetion arbitraire F(xl , . . . ,xp) par une s~rie de fonctions hypersph~riques 

U (~) ou V (~) 6tait loin d'Stre Spuis~e; je eonsid~rais seulement ce Chapitre IV 

eomme la base de t ravaux ult~rieurs. L'id6e se pr~sentait naturellement d'essayer 

de souder la question h la Th~orie g6n6rale des ~quations int~grales. 

Les r~sultats que j'ai obtenus dans cette voie sont r6sum~s en patt ie dans 

une Note des Comptes-Rendus (Tome x62 - -  p. 747 - -  s~ance du 15 mai I916): 
~)sur une 6quation int6grale de seconde esp~ce admet tan t  les fonctions hyper- 

sph6riques comme solutions fondamentales)). Consid~rant sur l'hypersph~re S deux 

points M (x~ .. . .  ,xn, rp) et P(y l  . . . . .  y , ,  ~p), je d~montre qu'une fonetion hypersph~- 

rique U v~rifie la relation: 

2 U ( P ) = ~ e ( ~ + n )  V, , (M,P)U(M)dan+I .  

Dans cette ~quation int6grale - -  en posant: 

cos 7 : xl Yl + " "  + xn yn + V ~  V ~  cos (~ - -  ~p), 

~ C O S  2 ~-~ 
2 

le noyau Vn (M, P) est une fonetion Vn (~) dont je donne l'expression: 

1 

n Vn (~) = [(I  - -  ~ v )  - n -  I ]  (~ - -  v )  ~ d r .  

Je suis d'ailleurs revenu sur la question et dans une nouvelle Note aux Comptes- 

Rendus (Tome i64 - -  p. 856, --  s~anee du 29 mai I917): ~)sur la formation d'~qua- 

tions int6grales admet tant  les fonetions hypersph6riques comme solutions fonda- 

mentales~), j 'ai indiqu6 ~un proc6d6 permettan$ de former sans peine un grand 

nombre de noyaux nouveaux~). Je pars d'un thdor~me que j'ai 6none~ (avec une 

seule variable x): 

Soit F(x) une fonction repr6sent~e, dans l'intervaIle ( - -x  < x < + i), par la 

s6rie uniform6ment convergente: 

F (x) = ~ An U(~ ') (x), 



Sur les fonctions hypersphdriques et sur la fonction hyperg6om6trique. 

la fonction: 

199 

K (x, y) ~ / F [ x y  
o 

s-1 
+ V ~ - ~  ~ - - y ~  cos to] sin to dto 

admet dans le domaine ( - -  x < x ,  y < + i)  le d6veloppement: 

K (z, y) - 2 8 - ,  r~ t~l z A r (n + ~) v~)(x)  u(2 ~zl "'"F(n+s) (Y)" 

Bicn que je n'aie pas fair allusion h ceci dans ma Note, je crois qu'en rem- 

x Y et faisant tendre s vers l'infini, on doit pouvoir  pla~ant x et y p a r ~ s  s et 

6tendre x ces r6sultats aux polyn6mes d'HERMITE: 

2 2 

e ~  e - ~  . 

Peut-Stre tombe-t-on tr~s simplement ainsi sur certains des noyaux qui ont ~t~ 

obtenus par  M:me VERA M:r V dans l'~tude qu'elle a faite de ces po- 

lyn6mes d'HER~IT~, [Math. Ann. 64 (I9o7) p. 388]. 

Les r~sultats aequis dans ces deux Notes permet t ront  sans doute d'utiliser 

les th6or~mes g~n6raux de la Th6orie des ~quations int~grales dans l'~tude de la 

convergence des s6ries de fonctions hypersph4riques et de la repr6sentation d'une 

fonction arbitraire par d e  telles s6ries. 

Lie passe maintenant h u n  autre sujet voisinant avec eelui qui pr6e~de 

plut6t  que le prolongeant, mais sur lequel je n'ai encore rien publiC. 

Dans son M6moire sur l'~quation diff~rentielle de la s6rie hyperg~om6trique, 

JACOBr a d~montr6 la formule: 

F (7) x 1-7 (I d" F(--n'a't-n'7'x) F~+n) - - x ) r - ' ~  [xr+n-l(I-x)`~+n-r] 

(n d6signant un entier positif). 

En u t i l i s an t  la fo rmule  que vous  avez  ~tablie:  

�9 ---~(.)/~ll=(--~)"e~_ ~ 
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Je  me suis demand6 ce que donnera i t  ici l ' in t roduct ion du symbole R ~z~ de la 

d6riv6e g6n6ralis6e de RIEMANN-LIouWLLE; ceci m 'a  condui t  b, une expression sym- 

bolique vra iment  eurieuse d 'une  fonction hyperg6om6tr ique quelconque F (a, fl, 7, x). 

Quand it est un hombre  r~el positif, on pose par d6finition: 

1 

0 

x 

0 

d'oh, en ut i l isant  la formule de t ransformat ion  d 'une  int6grale double due 

L E J E U N E - D I R I C H L E T  : 

R(,'+~.) 1 (z)  = R(,') [RV.) I (z)]  = R(~.~ [R(,') 1 (z)];  (Z > o c t  ,,t > o). 

S i t  (x) est donn6e sous la forme: 

on a:  

l ( x ) = x o - l ~ a , , x  " ( e > o )  
0 

-I-oo 

RU.)](x)=x~.+e_I ~ F(q+n)  
~o F (~. + q + n) a'~x"; 

et la fonction:  x1-~-~.RC~.I/(x), admet  la m~me 6toile prineipale (au sens de M. 

MITTAG-LEFFLER) que:  x 1-~ ] (x). 

On pose ensuite:  

R(0) ] (x) = ] (x). 

En  d6signant  toujours  par  Z un nombre  positif, on peut  d6finir R(-z~/(x)de 
la fagon suivante:  soit k le plus pet i t  nombre  entier  tel que k--~.  soit positif, on a: 

dk JR(k''x) ] (z)]; R(-~.) 1 (z) = 

on en d6dui t  no tamment ,  pour  o < ~ < i :  

R(Z) [ R(-xl ] (x)] = l (x); 

en effet, la re lat ion:  

Ra) [q0 (:r)] = ] (x), 

6quivaut  alors s l '6quation int6grale d'ABEL-VOLTERRA: 
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qui a pour solution 

~(x) 

( / (t)dt ~ z )  ( z - -  t);,-~ ~ = / (z), 
0 

F(I~_)~)d-x (x-- t )  -z l (t)dt= [R(~-Z)l(x)]. --  
0 

Avee les d6finitions pr6oddentes, s i n  est un nombre entier positif: 

d ~  
R(--~ 1 (x) = ~ / (x), 

et R (n) ] (x) coincide avec l'int6grale de ] (x) prise n fois entre les limites o e t  x. 
Ceci rappel6, en rapproehant de la d6finition de R( z~, l 'une des expressions 

elassiques de F ( a ,  fl, 7, x) sous forme d'uno int6grale d6finie: 

1 

F (7) ira-1 (I - - t ) r - a - '  (I - - t x ) -~d t ,  F (~, #, 7, x) = r (~) r ( r - -  ~ ) J  
0 

OU : 
1 

r(7)  ( i__x)r-a-f l / tT-a-l( i__t)a-l( i__tx)~-rdt  F (a,fl,7, x ) ~ i.(7__a) F(a ) 
o 

j 'obtiens bien simplement des expressions du type suivant: 

F (a,  fl, 7, x) = ,rl--7 r (7) R(7-a) a-1 _ _  - v -~-~-  Ix (~ x)-P] 

O U :  

.F (a,  fl, •, x)  --~ x 1-7 ( I  - -  x) 7-a- f l  1" (7) .R(a) [~7--a--1 ( I  

la derni~re en partieulier, g6n~ralise compl~tement celle de JACOBI. - -  De cette 

repr6sentation par une d~riv~e g~n~ralis6e de RIEMAN•-LIouvILLV., la plupart  des 
propri~t4s de F (a, ~, 7, x) doivent pouvoir se d6duirc d 'une mani~re ~l~gante, ear 
la fonction, dent  elle est ainsi la d6riv6e R(z~, est le binome x a - l ( I - x ) - z ,  dent  

les propri6t6s sent, pour ainsi dire, 6videntes; et il y a souvent une ~troite liaison 
entre les propri6t6s de /(x) et celles de R~Z)/(x). Je  vais esquisser une revue 
rapide des propri6t6s de la fonction hyperg6om6trique, en les ddduisant unique- 
ment de son expression au moyen du symbole RCZ~. __ 

Comme premier exemple, si dans la relation: 

r ( . )  

Acta mathematlca. 43. Imprim~ le 4 septombre 1920. 26 
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on fait fl = 7, on obtient:  

I I R(7__a)[~a__l( I __ X)__7 ] = ~ ;r},_l ( I  - -  X) -a , 
r (~)  

qui correspond k la propri6t6 616mentaire: 

F (a, 7 , 7 , x)  ~ (I - -  X) -% 

Voici ensuite un des types d'artifices qui m~nent aux nombreuses 6quations aux 

diff6rences finies qui lient trois fonctions contigues: 

�9 -1/"  (a + I) F ( a  + z, fl, 7, x) = R(7-a-1) [xa (I  - -  X)--#] 

= R(7-~,) d ~  [x'~ ( I - -  x) -'~] 

= R(~-a) [ . x ~ - ~  ( i  - -  x ) -~  + flz~ ( i  - -  x)-(~+~)] 

F(a+l) x~/F(a+I,fl+I,7+ I X), : a  x ' ~ - l F ( a , f l , 7 ,  x ) + f l r ( 7 + z )  

d'ofi: 

F ( a + I , f l , 7 ,  z ) = F ( a ,  f l ,7,  z) +-fl :r F ( a  + I ,  fl + I ,  7 + I ,  z ) .  
7 

En variant  le proc6d6 on parvient aux autres relations connues; par exemple, 

en groupant  autrement les tcrmes du second membre (3 e ligne) de l'6galit6 ci- 

dessus, on peut  6crire: 

r (7) 

d'ofi : 

a F ( a  + ~, #, 7, x ) =  ( a -  # ) F ( %  #, 7, x) + # F  (a, fl + x, 7, x). 

L'emploi r6p6t~ d'artifices analogues, toujours faeries ~ imaginer, conduit 

aux autres 6quations aux diff6renees finies. - -  

L'~quation diff~rentielle de GAuss peut  aussi se d6duire ais6ment de l'ex- 

pression de F (a, fl, 7, x) au moyen de R(;.), en adaptant  s la d6rivation d'indice it 

le proe6d6 souvent employ~ pour tirer l '6quation diff6rentielle des polynomes de 

LEGENDRE de la formule d'OLINDE RODRIGUES. 
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Consid6rons, en effet, le binSme: 

u (x )  = ~" (I  - -  ~)~-~ 

il v~rifie l '4quation diff4rentielle: 

( E )  x ( z  - -  x)  d u ~-~-- ( ~  - -  ~ x )  u = o .  

Prenons la ddrivde R (z~ de cet te  dquation,  en nous a p p u y a n t  sur la formu]e 

gdn~rale: 

I ~ql---~kF()~+ k)dkPq 
R(z)[Pa(x)/(x)]=F(Z)~= o, lj F~(k+ ~) -d-~ R(Z+k) ], 

oh Pq(x) d6signe un polyn6me de degr~ q; d'ofl:  

' Ld xJ Ld xJ 

R(~,) [(tt  - -  ~, x)  u ]  = (t~ - -  ~' x )  R(~,) u + Z ~ Ru+~)  u .  

Si nous introduisons alors la fonct ion:  

y (x) = R(;.+1) u (x), 

comme ~, 

' '"  <,.,...<,.+:,r<,,<l 
---- d-x ~' Ld xJ = dx Ld xJ = y '  

nous voyons que la d~riv4e R( ;,~ de (E) peu t  s'~crire sous la forme: 

x(I - -x)  dsy ~--~(~, ~'+I) o. ~ + [ - ( z + ~ ) + ( 2 z + ~ ) ~ ]  + y =  

Donnons d ' abord  aux param&tres les valeurs:  

Z=7--~--I, ~ =a--I, r--~=--fl, 

nous obtenons pour la fonotion: 

y (x) = R~-~) [x~-1 (~ _ ~)-~] 
r (~)  

- -  r (7)  x~-~ F (a ,  fl, 7, x ) ,  

[du]  x~,-1 d~ xX-1 En g4n4ral on a: //(z) ~xx ----//(z-1)u--~-u(o)---- [/~0Du]--~(~) u (o); mais ici, Fin- 
g 

terversion des symboles /~(z) et ~ est l~gitime parce que u(o)----o. -- 
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l ' 6 q u a t i o n  di f f6rent ie l le :  

x ( I - - X )  d ~ y  , ~ d y  + [ 2 - - y - - ( a  +/~ - -  2y + 3) x j ~  - -  (a + I - - 7 )  (fl + I - -  y ) y  = o. 

F a i s o n s  e n s u i t e :  

= - -  c ~ , .  = ct - -  7 ,  v - -  , .  = - -  (fl  + I - -  7 ) ,  

nous  e o n s t a t o n s  que  la f o n c t i o n :  

y (x) = R (1-") Ix "-;" (x - -  x) -(z+l-: ')]  

_ F(a + I--7)x1_y F(a + I -- 7, I '? + I --7, 2- y, X) 
F (2 - -  7) 

sa t i s f a i t  ~t l ' 6qua t i on  di f f6rent ie l le :  

d,y 
-- x) 3z, + + fl+ )x] --.fly=o. 

Ces d e u x  r6su l t a t s  s o n t  b ien  e o n f o r m e s  k la th6or ie  c lass ique  de  l ' e q u a t i o n  

di f f~rent ie l le  de  GAvss .  - -  

Voiei  une  a pp l i c a t i on  d ' u n  a u t r e  gen re ;  nous  s a v o n s  d6js d ' a p r 4 s  une  p ro -  

pr i6t6 de  R(;-) r appe l6e  p lus  hau t ,  que  F (a, fl, 7, x) a d m e t  m 6 m e  6toi le  p r i n e i p a l O  

que  ( x - - x ) - Z ;  p a r t o n s  d ' u u  d 6 v e l o p p e m e n t  en  s6rie de  p o l y n o m e s ,  u n i f o r m 6 m e n t  

c o n v e r g e n t ,  de la f o n e t i o n  ( I - - x )  -,~, (on sa i t  e f f e e t i v e m e n t  f o r m e r  de  tels d6ve-  

l o p p e m e n t s ,  va lab les  d a n s  des  d o m a i n e s  t r~s  6 tendus ) :  

off: 

- = H .  

0 

I I , , ( X ) =  2 a k x k .  
k=O 

N o u s  en d6du i sons  p o u r  la fone t ion  h y p e r g 6 o m 6 t r i q u e  le d 6 v e l o p p e m e n t :  

F ( a , ~ , y , x ) = ~ P n ( x ) ,  

o 

le p o l y n S m e  P , , ( x )  a y a n t  p o u r  e x p r e s s i o n :  

I1 r6sulte aussi de ces propri6t6s, qu'au point singulier x ---- I (sommet de l'6toile) l'ordre 
de (I--x)--Z 6rant fl, celui de z~(a, p, F,x) sera: a + /~--F .  F,n effet, l'ordre de f ( x )  6tant 

log F ( p + n )  
F (,~ + p + ~'~) an 

w = I + lira - - - l~  a n celni de R ( z ) f ( x )  est: to r = I+ l im = to --  2. 
n = ~  l o g  n n - ~  l o g  n 
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P,~ (x) F (7) xl_r R(:,_(~) [x,~_lli, (x)] = P~(.) 

I" (y)l'~nr (a + k) 
= r(~) ~0 F (7 + k)  akxk" - -  

Comme dernier exemple montrons comment cette expression symbolique 

permet de retrouver los th~or~mes 6tablis par M. NI~LS NIELSEN darts ses >>Re- 
cherches sur le d4veloppement d'une fonction analytique en s~rie de fonctions 

hyperg4om~triques>>. (Ann. Ecole !Wormale 3:e s~rie, t. X X X  i9i  3 - -  p. I2I). 
Choisissons au hasard une de ses propositions; d 'abord une des plus simples. 

Du d4veloppement:  

nous d6duisons: 

. 

R(~'-a) [x~-I (I --x)-'~(fl+v)] = ~ff(~)R(7--a)[xa+n--l(i__x)-(,q+,~) ] 

d'ofi: 

V~['qC("+n) x"F( .+n ,~+n ,7+ n,x) F(~) F(~, fl + ~, 7,x)= F(7) ln]F(7+n) 

ce qui est bien la formule donnSe par M. NIELS NIELSEI~ (Chap. II, w V, exemple I). 

Dans ce m~me m4moire, l 'auteur consid~re les deux sdries de puissances: 

+~ +~ F(a~ + n)...F(ap + n) 
/ (x) = 2 an x ~ et ~0 (x) = oZL an F (fit + n ) - -  -.F~(flp + n) x~; 0 

il dit que ~(x) est d4duite de /(x) par l'op~ration ~p(a, fl) et pose: 

~f (x) = ~p ( . ,  fl) 1 (x).  

En employant  le symbole R(;.}, l 'op6ration (~p (a, fl) s 'exprime par la chalne de 

relations suivante: 

Cto:~ (X)5xi'--fl. 2 t~(fl712)[.X['-- I (.Pl (;)? . . 

(tO ( X) = xl--flp R(flp--ap ) [xap--l (~p--1 (X)] 
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Les divers ddveloppements de /(x) que M. NIELS NIELSEN considgre rentrent  tous 

dans la forme: 

.-t-m 

! (~)  = ~ A n ~  (I  - -  x ) . n .  
0 

Bornons-nous au eas oh 

p = I ;  

la fonction rf(x) d6duite de /(x) par l 'opdration 81 (a,fl) 

~p (x) = ~, ( . ,  fl) 1 (x) 

---- x 1-#' R(Z'-~')Ix " - l  l (x)] 

admet t ra  le d6veloppement suivant:  

+0o 

r (x) = ~ A .  x I -# I  R ('~'- ~) [x" '+z- - I (z - -  x ) " - ]  
0 

= ~ A .  r (a '  + ~"'xz- F ( - -  i , . ,  a, + Z,~, fl, + Z., x). 
r ( f l ,  + Z~) 

0 

Dans son m6moire M. NIELS NIELSEN a no tamment  6tudi6 une sdrie dOjh renoon- 

tr6e par PuIsEux,  SCHLOMILCH et PETERSEN: 

+oo 

1(~) = ~ A . x " ( i - - ~ ) " ;  
0 

la fonction ~ (x), qui s'en ddduit, est ici: ()~. = t~  = n) 

, , ~ _  F ( ~ , + n )  . , -  

0 

C'est bien 1~ le ddveloppement en s6rie de fonetions hypergOomdtriques rencontr6 

par M. NIELS NIELSEN (Chap. I I I , w  IX, formule 7). 

J 'esp6re vous avoir montrd par cos quelques exemples, pris un peu au 

hasard, que la r6prdsentation de ~' (a, fl, 7, x) par la ddriv6e gdndralisde R( z~, de 

RZEMANN-LIouvILLE, du binome x.~( i - -x)  ~, (dent j'ai donnd plus haut un ou 

deux types) ne se re'duit pas ~ un symbolisme stdrile, mais pourrait  devenir un 

instrument commode pour une exposition synth6tique des propridtds des fonc- 
tions hypergdom~,triques. 
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Dans ce court expos6 j'ai pass~ sous silence, notamment,  toutes los ques- 

tions de convergence, admct tant  plusieurs fois implicitement des propositions 

eomme celle ci: 

0 

de m~me je n'ai pas examin6 les in6galit6s restrictives auxquelles devraient satis- 

faire a, fl, 7, pour la validit6 de certaines des expressions formelles obtenues. 

Paris, le 8 novembre T9I 7. 


