UBER EINE VON HERRN ROMANOVSKY BETRACHTETE
INTEGRALGLEICHUNG.

VonN

RUDOLF IGLISCH.
in AACHEN,

Fiir die Integralgleichung

b

(1) w0 (e, y) — f o (b, @, y)wlt, @) dt =1z, ),

a

wo flx,y) and @ (¢, =, y) fir a < z, y, t < b stetige reelle Funktionen seien, hat
Herr Romaxovsgy'! durch Entwicklung einer der urspriinglichen FrEpHOLM schen
Theorie nachgebildeten Theorie die Giiltigkeit simtlicher Sitze bewiesen, die
nach FrepuoLm fiir gewOhnliche lineare Integralgleichungen gelten. Zweck der
vorliegenden Note ist es, die wichtigsten dieser Siitze, die sog. determinanten-
freien Sitze, durch Zuriickfithrung auf die entsprechenden Sitze in der Theorie
der gewohnlichen Integralgleichungen in kurzer Form herzuleiten, und zwar im
Anschluss an eine frither erschienene Arbeit des Verf.? Es sind dies die folgen-
den vier Sitze:

1. Alternative. a) Entweder besitzt die homogene Gleichung

[

(2) Uy, y) — lfqy(t, x, y) uy(t, x)dt =0

a

! V. ROMANOVSKY, Sur une classe d'équations intégrales linéaires, Acta math. 59 (1932),
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42—36122. Acta mathematica. 67. Imprimé le 2 décembre 1936.



330 Rudolf Iglisch.

nur die Ldsung wu,(x, y) = 0; dann besitzt die inhomogene Gleichung (1) eine und
nur eine Losung;

b) oder die homogene Gleichung (2) hat eine Lésung w,(x, y) = 0; dann besitzt
(1) 4m allgemeinen keine Lisung. [In diesem Falle nennen wir A einen Eigenwert
des Kernes ¢ (t, z, y)).

2. Die Eigemwerte haufen sich nicht in der endlichen komplexen I-Ebene.

3. Fiir jeden Wert A ist die Aneahl der linear unabhingigen Lisungen von
(2) beschramkt und gleich der Anzahl der linear unabhingigen Lb’suhgen der adjun-

gierten homogenen Gleichung
b

(3) vy (2, ¥) ——lfq)(nc, y, o, ly, ) dt =o.

®

4. Ist A ein Eigenwert, so ist Gleichung (1) dann und nur dann losbar, wenn
flx, y) 2u allen Eigenfunktionen von (3) orthogonal ist.
Der Beweis dieser Siitze lisst sich so erbringen:

I. Setzt man den Ausdruck (2) fiir u,(z, y) (n—1)mal hintereinander unter
dem Integralzeichen in (2) ein, so entsteht

(a) 7m@m—mfj}wm%aﬂ%@ﬁww=o

&

mit dem sog. n-ten iterierten Kern

b b
(n—2)
(5) ¢(") (9(), Y, S, t) ’_—f f@(tn x, ?/)Sp(te’ ¢y, :C)(p(ta, fas t1)¢(t4a by, t2) cen
¢ (3, t, tn—2)dtl dt2 “ e dtql——z-

Fiir n = 2 ist (4) eine gewohnliche lineare homogene Integralgleichung. — In
gleicher Weise erhalten wir aus (3)

b b
(6) zunw—m[]@wmn%w%@www=q

also gerade die zu (4) adjungierte homogene Integralgleichung.
Jede Eigenfunktion wu,(r,y) von (2) ist Eigenfunktion von (4). Aber auch
jede Eigenfunktion u,(z, y) von
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b
(7) s (2, y)—s;lfw(t, z, Y)u (£, 2) dt =0 (v=o0,1,2,,..n—1)

. . . 27 |, ., 2% .
ist Bigenfunktion von (4), wenn &, = cos e + ¢ gin . gesetzt wird, also & = 1.

Umgekehrt beweist man nach E. Scumipr! leicht, dass jede Eigenfunktion u(x, y)

von (4) darstellbar ist als eine Summe
n—1

(8) ulae, y) = > s (x, y),
»=0

wo u,{x, y) Bigenfunktion von (7) ist. Man bilde dazu die Ausdriicke

b

O nTm ) =ulw )+ i [ ol dult Dt
b b ‘ bob
+ (a;l)gfqum(x, v, s, Hul(s, O)dsdt + (s;l)aff¢(3’(x, ¥, s, Huls, tydsdt + --+ +

b b
+ (e At ff e (z, y, s, Huls, t)dsdt
a a

r=o0,1,2,...0—1).
Summation iiber » ergibt
(10) u(z, ?/)=§1 U, (z, y),
v=0
da alle &7 Wurzeln der Gleichung &" — 1 = 0 sind, mithin ihre 1., 2., . (n—1)-te
Potenzsumme verschwindet, d. h. nz_la;’;'zo firg=1,2,...n— 1. Gleichung (10)
»=0

zeigt, dass nicht alle U, (x, y) identisch verschwinden kénnen. Schreibt man (g)
mit den Variablen ¢, z statt 2, y, multipliziert mit &1 ¢ (¢, =, y)dt, integriert und

zieht die entstehende Gleichung von (9) ab, so erhilt man unter Beachtung von (5)

b

Uz, y)—a;;lfq)(t, 2, ) U, (t ) dt=o;

a

! ERHARD SCHMIDT, Zur Theorie der linearen und niclitlinearen Integralgleichungen, I. Teil,
Math. Ann. 63 (1907), 8. 433—476.
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U,(z,y) ist also Eigenfunktion von (7). — In gleicher Weise ist jede Eigen-

funktion v, (z, y) von
b

(11) v (2, y)—s;lj(p(x, y, By, dt=o0 (v=0,1,...2—1)
auch Eigenfunktion von (6), und jede Eigenfunktion v(x, y) von (6) ist darstellbar

in der Form
n—l1

(12) v(z, y) =D v (w, y).
=0
II. Satz 2. beweist sich jetzt einfach so: Wire 1* ein Hiufungspunkt von
Eigenwerten von (2), so wire 1** Hiufungspunkt von Eigenwerten der Gleichung
(4) mit n=12; das geht nicht an, da (4) eine gewthnliche lineare Integral-
gleichung ist.

III. In gleicher Weise erledigt sich der erste Teil von Satz 3., dass nim-
lich die Anzahl der linear unabhingigen Losungen von (2) beschrinkt ist. Sei
r die Anzahl der unabhingigen Loésungen von (2), ¢ die entsprechende Anzahl
fiir Gleichung (3). Wir miissen dann, um Satz 3. vollstindig zu beweisen, nur
noch zeigen: #:=¢9. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir r = ¢
annehmen und miissen die Giiltigkeit des Kleinerzeichens ad absurdum fiihren.
Wiire in der Tat » < ¢, so hitte nach I. Gleichung (6) fiir jedes % mindestens ¢
linear unabhiingige Losungen, das Gleiche gilt dann auch fiir die dazu adjungierte
Gleichung (4). Da Gleichung (2) nur r < ¢ Eigenfunktionen zu (4) beitrigt, muss
also mindestens ein 221 mit 1 =<»<n»n —1 Eigenwert von ¢(t, z, y) sein fiir
jedes n. Lisst man » z. B. die Folge der Primzahlen durchlaufen, so wiirde man
unendlich viele Bigenwerte von ¢ (¢, z, ) auf dem Kreis vom Radius || finden,
was dem schon in II. bewiesenen Satz 2. widerspricht.

IV. Schon Herr Romanovsky hat darauf hingewiesen, dass die durch ein-
maliges Binsetzen von (1) in sich selbst entstehende Integralgleichung

b b
(13) w(z, y)— f f % (@, y, 5, (s, ) dsdt = Flz, y)

b

(14) Fla, ) =flo, y) + A f o (b, @, 9)f(t, 2)dt

a
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mit (1) identisch ist, solange A® nicht Eigenwert von ¢® (z, v, s, t) ist. Dass jede
Losung w(x,y) von (1) auch (13) erfilllt, ist trivial. Die Umkehrung folgt am
einfachsten so: Man verifiziert durch Einsetzen, dass neben w (x, ) auch die

Funktion .

(15) 0@, 9) = f(z, 5) + f o (t, @, y)w(t, 2) dt

a

Losung von (13) ist. Da 2? kein Eigenwert von ¢ (z, v, s, t) ist, folgt mithin
w(x, y) = w*(x, y), d.h. das Erfiilltsein von (1).

V. Um Satz 1a. vollstindig zu beweisen, miissen wir noch folgendes
zeigen: (2) habe nur die Losung u,(x, ¥)=o0, aber u,(x, y) sei nicht identisch
verschwindende Lésung von

(16) ul(x: y)+lf99(ia Z, .@f)%l(i: 95)681‘=O,

auch dann ist (1) eindeutig 16sbar. In diesem Fall ist 4* Eigenwert von p®(x, y, s, #).
Sei v(x, y) beliebige Eigenfunktion von (6) fiir » = 2. Dann ist nach III. v(x, y)
Eigenfunktion zu — A¢(x, y, f). Daher rechnet sich nach (14)

(17) fbjF(x Y, y)dwdy=jff(x, y)vlx, y)dzwdy +
+lfbfbqu)(t, xz, Y) f(t, 2)vix, y)dtdedy =

=j)ff(x, y){v(x, y) + Lj:go(x, ¥, Hvly, t)dt}dxdyzo.

a

Gleichung (13) besitzt also eine Lésung w(x, ). Bilden wir wieder nach (13)
die zugehérige Funktion w”* (x, y), so folgt jetzt

(18) w ("E7 ?/) —w* (x7 y) = Uy (.%', y)’

wo u,(z, y) (bekannte) Eigenfunktion von
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7: b
(19) u, (x, y)—12/f¢(2>(w, Y, 8, uy(s, t)dsdt=o0

ist, also auch (16) zu Recht besteht. Nunmehr verifiziert man leicht an (15), dass

'(ZU (xa ?/) + w* (x7 ?/))

N

I
w(x, y) — S (@, y) =

Lésung von (1) ist. Dass die Losung eindeutig ist, folgt daraus, dass die Diffe-
renz zweier Losungen von (1) der Gleichung (2) geniigt.

VI. Der Beweis des einzig noch ausstehenden Satzes 4., der ja 1Db. ent-
hilt, verliuft in analoger Weise. (13) ist ja dann und nur dann lésbar, wenn
F(x, y) orthogonal ist zu allen Eigenfunktionen v(z, ) von (6) fiir » =2, d.h.
nach I. zu allen Eigenfunktionen v.(z, ¥) von (11) fiir » =2 mit v =0 und » = 1.
Fiir »=1 folgt die Orthogonalitit wie unter V., Gleichung (17). Fir »=o0
wird nach (17)

b b b

f f Fla, 9)u (e, ) ddy = 2 f f £, ) e, 9) dw dy,

a « a a

Dies verschwindet dann und nur dann, wenn f(z, ¥) zu jedem v, (x, y) orthogonal
ist. In diesem Falle ist also (13) wieder losbar. Man gelangt wieder zu (18)
und verifiziert durch Einsetzen, dass die mit (15) gebildete Funktion «*(z, y) —
—w(z, y) der Gleichung (16) geniigt. Daher findet man wie am Schluss von
V., dass

i, y) — Sy (@, 9) =~ (w(z, y) + 0”@, )

Losung von (1) ist; hierzu kann eine beliebige Bigenfunktion u,(z, y) von (2)
hinzugefiigt werden.

VII. Es sei noch bemerkt, dass sich in gleicher Weise die auch von Herrn
Romawovsgy behandelte Gleichung

b

ulzy, ... xm)—-lf@(t, Ty, oo Xm)ult, 2y, . w1 dE= [l . - . Tm)

a
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erledigh. Nur in den Nummern IV.—VI. hat man statt (13) die Integralgleichung
mit dem m-ten iterierten Kern heranzuziehen.® Auch Integralgleichungen der
Form

b b
oy, @y, 24) — lff‘ﬁ (t,, t, x,, g, x5l u(ty, Ty, x,) di dt, = [y, x5, 2,)
o «a

und dhnliche Verallgemeinerungen lassen sich auf diesem Wege behandeln. Des
weiteren kann man die Annahme der Stetigkeit des Kerns durch weniger ein-
schriinkende Annahmen ersetzen, wie sie in der Theorie der gewohnlichen Inte-
gralgleichungen iiblich sind; es geniigt z. B., erst vom n-ten iterierten Kern
Stetigkeit vorauszusetzen.

! Vgl. die unter Anm. 2., 8. 829 zitierte Arbeit.



