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1. Introduction

Nous développons dans l'ouvrage actuel quelques problémes dans la théorie des

systémes dynamiques; dans la majeure partie notre point de vue est topologique.

Pourtant dans la section 13 nous présentons, dans des hypothéses métriques, certains

résultats ergodiques, sans supposition de l'existence d’une mesure invariante.

Nous tirons parti des méthodes topologiques, que M. Denjoy avait introduites,

avec tant de succes, dans l'analyse mathématique; nous renvoyons & son livre (D) [1].

Nous supposons que l'espace D de mouvement est situé dans l’espace euclidien

U, (& r dimensions). On considére un groupe continu de transformations F (M, 1) (= M'),

M, M' représentant des points dans D et ¢ étant un paramétre continu, — co <t < 4 co:

FM,0)=M, F(F(M,1),t)=F(M,t+17);

ou bien on considére un groupe discret de transformations

F(M,n)=M"™ (n entier).
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Dans les sections 3-10 D est invariant par F(M,t); dans section 13 D est invariant
par F(M,t), sauf & mention contraire. Dans les sections 11, 12 on suppose seulement
que D est invariant par FM=F(M,1) (et F\-U=F(M, —1)), c’est-d-dire, par les
transformations d’un groupe discret.

D est fermé (dans U,), possiblement non-borné [«fermé (dans U,) & distance finie»
selon la locution dans (D; p. 89)], sauf 4 mention contraire, dans les sections 4-12.
Dans la section 13 D peut étre non-fermé dans U, et non-borné.

Dans tous les cas F(M,t)[F (M, n)=M™], pour t fixre [pour n entier fixe], varie
contintiment avec le point M dans D. Dans tous les développements, oi interviennent
les ‘ensemble-trajectoires’ (voir Définition 4.1 et le texte & la suite de cette définition),
le long desquelles on a un mouvement d’un ‘ensemble-mobile’ G (M,t) (= M), nous sup-

posons que F (M, t) varie contindment avec (M,t), c’est-a-dire que
M;—M', t;—t' entraine F (M, t;)—~>F(M', ).

Dans les sections 3,4 P, < D, est parfait (dans U,). On introduit stabilité
(%; E(M, 1)) (ot (%) est (+), ou (=), ou (+, —)), selon Définition 2.6. Ce genre de
stabilité devient celle de Poisson pour 4A=0. Moyennant ces espéces de stabilité on
définit les variétés de stabilité (3.4a), (3.4b), (3.4¢) [(3.7a), (3.7b)], pour lesquelles
on a les résultats (3.5) [(3.8)]; dans ceux-ci on constate que, si sur P on a la stabilité
du genre considéré, il s’ensuit que cette stabilité a lieu dans un sens d’uniformité,
soit sur P, soit sur toute portion @ de P, disjointe d’un ensemble fermé et non-dense
sur P.

Dans la section 4 nous introduisons les ensemble-trajectoires G (M, t)
(— o0 <t< 4 00),

G(M,t) étant I'ensemble-mobile au temps ¢, et nous considérons les ensembles limités
L (M), Ly(M), L.(M). On note ques les conditions (4.5a)-(4.5f), sur P, équivalent
& (4.5a)-(4.5f), sur P, les équivalences [(4.5d)« (4.5d)], [(4.51)-(4.5f)] étant établies
dans la section 5. On envisage la stabilité spécialement & E (M) [E (M) fermé, variant
continiment avec M sur P, < D, parfait; E(M)< G(M, 0)] selon Définition 4.19,
ainsi que la stabilité au sens fort (Définition 4.20) relativement & E(M). On considére
aussi la stabilité relativement ¢ E(M) (< G(M,0)) d’aprés Définition 4.25, ainsi que la
stabilité compléte relativement & E(M). L’alternative de stabilité d’une espéce considérée
s’appelle Dinstabilité de la méme espeéce. Dans (4.21), (4.22) on suppose que sur P
il y a stabilité (ou instabilité) d’un certain genre (x%); on conclut qu’il existe alors

un ensemble K,<P, (pouvant étre vide), fermé et non-dense sur P, tel que la sta-
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bilité (%) (ou l’instabilité (%)) est uniforme d’un sens ou d’un autre sur toute portion
@ de P disjointe de K. En outre, dans (4.24), (4.26) on constate que stabilité d’'un
genre () sur P enfraine que la stabilité de ce genre ait lieu quasi-uniformément
sur P.

Les exemples 5.4, 5.5 montrent la nécessité de la considération spéciale du cas
d’inclusion L* (M) > B (M). Dans (5.8) on introduit les décompositions de type — (4);
moyennant telles décompositions on formule (Théoréme 5.9) les conditions nécessaires
et suffisantes pour que L* (M) > E (M). Ceci se rattache & la stabilité relativement
& E(M). Dans Théoreme 5.13 on suppose que les ensemble-trajectoires G (M, t) sont
stables (+) relativement & B (M) (< G (M, 0)) sur P; on conclut que pour tout >0
E (M) posstde une décomposition de type — (), telle que la stabilité, relativement
a chaque composant, est quasi-uniforme & J prés sur P.

Dans Théoréme 6.5 on montre que si G(M,t) est stable (+) complétement pour
M sur un ensemble partout dense dans D, il en résulte qu’il existe un résiduel sur
lequel la méme sorte de stabilité a lieu; selon Théoréme 6.10, dans les conditions de
Théoréme 6.5 et de Remarque 6.12, il existe un résiduel R’ tel que, pour M sur R’,
G(M,t) a stabilité (—) (vers les # infinis négatifs) par rapport & G(M,0) [(6.6)-
(6.6b)]. Théoréme 6.16 présente un résultat, analogue 3 Théoréme 6.5, pour le cas
de stabilité (+) (Définition 6.4). Dans Théoréme 7.15 nous supposons que G (M, )
est stable (+) sur un ensemble M, partout dense dans D; si d(G(M,,t)) (diamétre
de (...)) >0 pour t—>+ o0 (n=1,2,...), il existe un résiduel, en tout point M duquel
G(M,t) est stable (+) ainsi que stable (—), spécialement & G(M,0) (Définition
4.19).

Dans Remarque 7.17 nous indiquons le lien entre les théorémes 6.5, 6.10, 6.16,
7.15 et les résultats (4.12), (4.15), (4.21), (4.22), (4.24), (4.26) et Théoréme 5.13.

La section 8 se rattache & la stabilité de Liapounoff (Définition 8.3); selon
Théoreme 8.6, si le mouvement est stable (f,, + co; L) relativement & chaque trajectoire
ponctuelle C(M,) (n=1,2,..)), les M, étant partout denses dans D, il s’ensuit que
sur un résiduel le mouvement est faiblement Liapounoff-stable (au sens de (8.6a)).

Soit E(H) la réunion des ensembles G (M, 0), M décrivant ’ensemble H. A la
maniére de M. Denjoy (D; p. 152 sq.) nous définissons une classe (C') d’ensembles
fermés qui contiennent des ensembles parfaits (9.3; 1°, 2° 3°). La classe (Cy) (9.4)
consiste des ensembles parfaits P, tels que E (P)€(C). Dans (9.7) E€(C) et W (E)
est ’ensemble pour lequel on a (9.7a); alors W (E) est partout dense sur le noyau
parfait N(E) de E. Selon Théoreme 9.8, si P et toutes les portions de P €(C,),

alors Vensemble E*(P) {comme spécifié dans ce théoréme) est partout dense sur P.
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(C) (9.12) est une modification de la classe (C); (C,) (9.13) est une modification
correspondante de (C,); d’aprés (9.14), si E€(C), W (E) sera un résiduel de N (E).

Dans la section 10 nous introduisons la définition fondamentale (10.1) d’une
classe (C*). Moyennant cette définition nous fondons notre raisonnement sur la
pénétration dans tel ensemble donné d’avance, dans le cas d’ensemble-trajectoires.
Selon Théoréme 10.2, si P €(C*), les ensembles W7 (P), Wi (P), définis dans ce théo-
réme, seront partout denses sur P; un résultat analogue, sans condition (10.1¢, 1°),
se trouve dans Théoréme 10.4. Définition 10.5 présente une modification (C*) de (C);
d’aprés Théoréme 10.6, si P €(C*), les ensembles W% (P), W5 (P), Wi _ (P), définis dans
(10.2), (10.4), seront des résiduels de P.

Dans Définition 11.1 il s’agit des récurrences (I*), (II*), qui se rattachent aux
ensembles H, E(H) (H relativement ouvert); les notions des points errants (I*), (IT*)
sont introduites dans (11.2, 2a); selon (11.5,6) l’ensemble W (I*) de points errants
(I*) dans R invariant est invariant et ouvert dans R. La stabilité-G P*, au sens
généralisé de Poisson, est présentée dans Définition 11.9. Théoréme 11.12 constate
que, R(< D) étant invariant, compact (fermé dans U, et borné) et R,(I*), étant
Iensemble de points non-errants (I*) dans R, il résulte que tout mouvement M™ errant
(I") dans R reste seulement un temps fini hors de R, (I";e) (Uensemble de points
de R & distance moins de ¢ de R,(I*)). Le centre (I") de mouvements (Définition
11.14), R(I*), est non-vide si D est compact; ce centre R(I*) contient le centre
ordinaire, selon G. D. Birkhoff. R(I*) contient les trajectoires {M™} stables-G P*
(11.17); il y a récurrence (I*) dans R(I"), si D€ (D*) (11.18). Dans (11.19) on con-
state que l'ensemble W7 (P) (défini & la maniére de W3 (...) dans Theoréme 10.2) est
identique avec ’ensemble G P*(R) de points de R stables-GP* dans R. Selon Théo-
reme 11.21, si D est compact, les points M stables-GP* sont partout denses dans
le centre R(I*) et, en effet (Théoréme 11.23), ces points forment un résiduel de R (I*).

Dans les sections 11, 12, en particulier, nous était utile un livre de V. V. Ne-
mietsky et V. V. Stepanoff, désigné dans la suite par (NS) [2]. La section 12 se rat-
tache aux considérations aléatoires et au centre (I*) d’attraction; ce sont des déve-
loppements du genre présenté par M. Hilmy [voir, par exemple, (NS; p. 393-395)];
les résultats principaux se trouvent dans Théoreme 12.3, Théoreme 12.7 [on il s’agit
de centre (I*) faible d’attraction de mouvement G (M, ;) (Définition 12.6)], (12.8).

Dans la section 13 nous procédons sous Hypothése 13.1 métrique et nous ad-
mettons la condition métrique de M. Denjoy (D; p. 152, 153), soit dans la forme
(13.3), soit dans la forme (13.3°). Le résultat principal est Théoréme 13.10 ergodique,

oll on ne suppose pas qu’une mesure invariante existe et ol 1’ensemble exceptionnel
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est au plus de mesure Borel-Lebesgue nulle. La preuve de ce théoréme est partielle-
ment modelée d’aprés celle, que M. Khintchine (voir son article (K) [3]) a donnée
pour démontrer le théoréme ergodique de G. D. Birkhoff [4].

Enfin remarquons que beaucoup de développements de notre ouvrage peuvent

étre formulés et établis dans divers espaces métriques.

2. Généralisations de la stabilité de Poisson

Dans la section actuelle D, situé dans un espace euclidien U,, est l'espace d’un
mouvement F(M,t); D est invariant par F(M,t); F(M,t) pour tout ¢ fixe varie
continfiment avec le point M (€ D). Un ensemble ‘parfait’ voudra dire ‘parfait dans

U,’. Designons par C (M) la trajectoire passant par M.

(2.1) La stabilité de Poisson de la trajectoire C (M) consiste en ce qu’il existe une
suite positive ¢, t,,... croissante vers + oo, ou bien une suite negative décroissante
vers — oo, telle que F(M,t,)—~M.

Dans (D; p. 96) on trouve I'énoncé; «si I’ensemble des points M, dont la tra-
jectoire est stable pour les ¢ infinis positifs, est partout dense sur D, ’ensemble des
points de D, dont la trajectoire est stable & la fois vers les ¢ infinis positifs et vers
les ¢ infinis négatifs, est un résiduel de D».

Disons qu’il y a stabilité (+) (ou bien (—)) de Poisson selon qu’il existe une
suite positive (¢,)— 4+ co (ou bien une suite négative (I,)—> — o), telle que F (M, t,)—>M ;
8’il y a stabilité (+), ainsi que stabilité (—), nous dirons qu’il y a stabilité (+, —).

L’alternative & la conclugsion du théoréme dans (D; p. 196) est que l'ensemble
8., _ des points de D, dont la trajectoire est stable {+, —) n’est pas un résiduel de
D, cest-a-dire que D— S, _ n'est pas gerbé (définitions dans (D; p. 137, 138)) sur D;
donec D~ 8, _ est inexhaustible sur D; pour tout point M de D— S, _ la trajectoire
n'est pas stable (+), ou bien n’est pas stable {—), le signe pouvant varier avec M
sur D-§, _.

L’alternative & I’hypothése dans le théoréeme dans (D; 196) est la suivante:
I'ensemble des points M dont la trajectoire est stable (+) n’est pas partout dense
sur D.

Donc le théoréme dans (D; p. 196) équivaut a I’énoncé suivant.

(2.2) 8i pour tout point d’'un ensemble inexhaustible sur D la trajectoire n’est pas
stable, au moins dans wume direction, il existe un tintervalle (& r-dimensions, ouveri)

i, < D, pour chagque point duquel la trajectoire n’est pas stable (+).
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Comme dans (D; p. 196), soit
(2.3) d(M,t)=|F(M,t)— M|

la distance entre les points F(M,t), M. Pour t fixe d (M, t) est continu en M dans D.
Soit P, < D, un ensemble parfait (dans U,) et h* (M) P'ensemble des valeurs limites
de d(M,t) pour ¢ tendant vers + . Comme une conséquence du théoréme générale

topologique de M. Denjoy (D; p. 174, 175), on aboutit au résultat suivant.

(2.4) Supposons qu’il y a dans P un ensemble de points M, partout denses sur P et
des valeurs t, (de t) tendant vers + co de sorte que, pour m—>++ oo :

(2.4a) ou bien d(M,,t,)—>4 (fini ou infini),
(2.4b) ou bien lim d(M,,t,)<A (fini),
(2.4¢) ou bien lim d(M,,¢,) =4 (fini);

alors dans les cas respectifs il existe un résiduel R de P tel que en tout point M de R:

(2.4a') ou bien ' (M) contient 4 (c’est-a-dire, correspondant & M il existe une suite
t(j), > + oo avec j, telle que d(M, t(j))—>A4, quand j— + oo),

(2.4b’) ou bien lim d(M,t)< 4,
t-»>+00

(2.4¢') ou bien lim d(M,t)=A.
t>+ 00

Puisque d(M,1)=0, nous prenons 1=20. En posant M,=F(M,,t,), on obtient
M,=F(M,, —t,), donc d(M,,t,)=d(M,, —t,);si P=D (donc D est parfait dans U,),
la fermeture Q de Uensemble My, M, ... sera contenue dans P. Tous les points isolés
(sil y en a) de @ sont parmi les M, (n=1,2,...); si de plus le noyau parfait N(Q)
de @ existe (n’est pas vide), en désignant par M,',L les M, qui se trouvent sur N (Q),

dans les cas respectifs (2.4a), (2.4b), (2.4¢) on aura (pour k— + oo et avec ni—> + ©°):

(2.4A) ou bien d(M;k, —t,)—>A (fini ou infini),
(2.4B) ou bien im d(My,, —t.,) <A (fini),
(2.4C) ou bien lim d(Mp,, —t,,)22 (fini).

Or, les M, étant partout denses sur Q, les M ,',k sont partout denses sur N (Q) par-
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fait; soit A~ (M) lensemble des valeurs limites de d(M,t), quand M reste fixe et

t—> — oo; en tenant compte de (2.4)—(2.4¢") on conclut ainsi:

(2.5) Soit P=D et envisageons les hypothéses (2.4)-(2.4¢); si on outre le noyau
parfait N(Q) de la fermeture de I’ensemble M, =F(M,,t,) n'est pas vide, dans les
cas respectifs (2.4a), (2.4b), (2.4¢) il existe un résiduel R’ de N(Q), de sorte qu’en tout
point M de R':

(2.5A’) ou bien A~ (M) contient A (c’est-d-dire, il existe une suite ¢’ (j), — — co avec

—34, telle que d(M,¢ (j))—>A pour j—> — o),

(2.56B’) ou bien lim d(M,t) =2,
t>—o0

(2.5C") ou bien’ lim d(M,t)=4;
t>»— o0

de plus, dans les conditions de (2.5) il existe un résiduel R* de N (Q) tel que, dans les
cas respectifs (2.4a), (2.4b), (2.4¢), en tout point M de R* on aura:

(2.5A*) ou bien A*(M) contient A et A~ (M) contient A [ainsi il existe des suites
£(j), >+ o0, 1'(j), > — oo (pour j— + co), telles que d(M,t(j))—>4, d(M, 1 (j))—>4l,

(2.5B*) ou bien lim d(M,t)=2 et lim d(M,t)<2,
f>t00 t>—o00

(2.5C*) ou bien lim d(M,)=4 et lim d(M,¢)=A
t>+ 00 t>— o0

On note que pour R* on peut prendre R’ - (RN (Q)). En effet, R étant un résiduel

de P, il s’ensuit que
R=P-%E, RN@Q=N@-SE.N@),

ot E, (n=1,2,...) est non-dense sur P; si £ est un point de N (¢), donc de P
{puisque N (@) < P), et si r est un segment (3 r dimensions) contenant £ & l'intérieur,
on trouvera un segment + dans r dépourvu de points de E, (E, étant non-dense
sur P), donc dépourvu de points de E,N(Q); par l1a E,N(Q) est non-dense sur
N(Q), ZE,N(Q) est une gerbe de N(Q), RN (Q) est un résiduel de N (Q); R’ étant
un résiduel de N (@) et un produit de résiduels étant un résiduel, il en sera de
méme pour R*.

Considérons Uénoncé (2.4-2.4¢’). Dans I’hypothése (2.4a), avec A=0, on conclut
qu'en tout point M de R on a d(M,t(;)=>0 pour une suite t(j), dépendant de M
et tendant vers -+ co; mais cela signifie la stabilité (+) de la trajectoire C(M). Vu
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que d(M,t) est toujours non-negatif, le cas (2.4b), avec 1=0, ne présente rien de ,

nouveau; pour la méme raison 'hypothése (2.4¢), ou 1=0, est dépourvue d’intérét.

DEriNIiTION 2.6. Soit 120 et soit S(M, ) la sphere fermée de centre M et de
rayon A; désignons par E (M, 1) un ensemble sur la surface de S (M, 1); nous dirons
que la trajectoire C (M) d’un point donné M posséde la stabilité (+; E (M, 1)), si chaque
point N de E (M, A)}, est un point d’accumulation de F(M,t), quand ¢— + co [done il
existe une suite £(j), dépendant de N, M et tendant vers -+ oo, telle que F (M, t(j)—N,
cela étant pour tout NE€E(M,A)]. On définit de la méme facon la stabilité
(—; B(M,A), qui est pour le cas de {— — co; au cas qu’il y a les deux genres de
stabilité, de la sorte indiquée, nous dirons que la trajectoire C (M) du point M a la
stabilité (+, —; E(M, A)).

On observe que la stabilité (+), ou (=), ou (+, —), au sens de Poisson est le
cas particulier de la stabilité (+; E(M, A)), elc.; c’est le cas ot A=0.

Quand l'espace D n’est pas borné, il se peut que A= 4 oo. Alors E (M, o) peut
étre envisagé comme un ensemble de points & l'infini, les différents points de E (M, o)
pouvant étre distingués I'un de Pautre par les différentes demi-droites issues de M,
suivant lesquelles ces points sont approchés. Correspondant & E(M, oo)il y a un en-
semble & (M, 1) dont les points sont les intersections de la surface de la sphére unité,
S(M,1), avec les demi-droites que nous venons de mentionner. Plus précisément, si
la trajectoire C (M) d’'un point donné M a la stabilité (+, E(M, o)) et si E(M,1)
est ensemble correspondant ¢ E (M, o) sur la surface de S(M, 1), alors 4 tout point
N de E(M,1) il correspond une suite {(j) (dépendant de M, N et tendant vers + o)
de sorte que le point F(M,t(j) tende vers linfini, tandis que le point @, ol la demi-
droite issue de M et passant par F (M, ¢(j)) coupe la surface de S(M, 1), tend vers N.

Considérons encore les résultats (2.4-2.4¢’). Dans I'hypothése (2.4a), ol

0<A=Z + co,

il existe un résiduel R de P tel qu'en tout point M de R d(M,t(j)—A pour une
suite f(j)— + co; si A est fini, il existe un ensemble (non-vide E (M, i) sur la surface
de S(M, A), qui est I'ensemble de points d’accumulation de F(M,¢) pour ¢ tendant
vers + oco; dans ce cas donc O (M) posséde la stabilité (+, E (M, 2)). Dans I'hypo-
thése (2.4a), avee A= + oo, on a d(M,t(j)—> + co pour une suite t(j)— + oco; alors
les points @; Q’intersection de la surface de S(3, 1) et des demi-droites, issues de M
et qui passent par les F(M,t(j)) (=1,2,...), ces points @; ont au moins un point
d’accumulation N,; donc dans ce cas la trajectoire C(M) posséde la stabilité
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(+,E(M, o)), Vensemble E(M,1), correspondant i E (M, o), contenant au moins
le point N,.
Dans Uhypothése (2.4b) (0<2A< + o) en tout point M d’un résiduel R de P on
a (2.41")
Osoa=a(M)= lm d(M,t)<];
t5F %0

d’aprés le raisonnement donné plus haut on observe que C(M) (M € R) posséde la
stabilité (+, E (M, «)) (pour un certain ensemble E (M, «) sur la surface de S(M, «);
st a>1, il Sensuit qu'il v’y a pas de stabilité (+, E(M, u)) pour aucun ensemble
E(M, u) et pour aucun u, tel que 0 <y <a.

~ Dans le cas (2.4c¢), avec 0<A< + oo, pour tout M d’un résiduel R de P on
a (24c¢'): -
B=p(M)=Tim d(M, 02 1;

donc C(M) posséde la stabilité (+, E(M, B)) et C (M) n’a pas de stabilité (+, E (M, »))
pour f<y= + oo (au cas que §< + o).

En tenant compte de (2.5)—(2.5C*) et des résultats dans le texte qui suit (2.5 C*),
nous sommes menés & 1’énoncé que voici.

(2.7). Envisageons les hypothéses (2.4)-(2.4¢), avec P=D; supposons que le noyau
parfait N (Q) de la fermeture @ de l'ensemble M,=F(M,,t:) (n=1,2,...) nest pas
vide; désignons les ensembles B (M, A) (Définition 2.6), qui correspondent & t->+ co
et & t—>— oo, par E* (M, 1) et par B~ (M, A), respectivement; il existe un résiduel R*
de N (Q) de sorte qu'en tout point M de R* on a les conclusions suivantes :

(2.7a) dans le cas (2.4a), avec A=0, la trajectoire C(M) du point M est stable
(+, —); dans le cas (2.4a), ol 0<A< + oo, O (M) est stable (+,E" (M, 1)), ainsi
que (_:E~(M’}-));

(2.7b) dans I'hypothése (2.4b) (0<A< + oo) il existe sur R* deux fonctions
af=a* (M), a =0 (M) 0o, =A)

de facon que C (M) est simultanément

(2.7b") stable (+,E* (M, «"%)), stable (—,E (M,a™));

C(M) n’est pas stable (+,E* (M, u#)) pour aucun ensemble E* (M, u) et pour aucun
u, tel que 0spu<a® (si a*>0); C(M) n’est pas stable (—, E~ (M, u)) pour aucun
E"(M,u) et aucun 0=pu<a™ (si a” >0);
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(2.7c) dans le cas (2.4¢), avec 0 <A< + oo, il existe sur B* deux fonctions
Br=p(M), B~ =p"(M)(B". p =4)

de sorte que C (M) est & la fois

(2.7¢") stable (+, E* (M, ")), stable (-, E (M, a"));

il n’y a pas de stabilité (+,E* (M,»)) pour Bt <v< + oo (8i f' <+ o0); il 0’y a
pas de stabilité (—, E~(M,»)) pour f~ <v= + oo (si f7 < + o0).

Si, par ‘exemple, les ensembles E* (M, 2), E~ (M, A) dans (2.7a) ont un point N
en commun, on observe que N est & distance 4 de M et que pour des suites

t+(7.)7_)+°°9 tf(j):_>_o°: on a

(2.8) F(M,t*(j)~>N, F(M,t (j))=>N.

3. Généralisations de la stabilité de Poisson (suite)
Selon le Corollaire (D; p. 176) on a l'énoncé suivant.
(3.1) A étant une constante finie ou infinie, =0, soient:

(3.1a) H(P,A) l'ensemble de points M de P ou h* (M) (voir le texte qui précede
(2.4)) contient A fini;

(3.1b) H, (P, A) 'ensemble ol A< lim a(M,t);
t

—+ 00
(3.1¢) H,(P,A) Vensemble ol Az lim d(M,t) (A< +oo);

t>+co
alors, st un de ces ensembles est partout dense sur P, c’est un résiduel de P.

On note que (3.1a) équivaut & ce qu’il existe une suite ¢, dépendant de

M (EH (P, A)) et tendant vers + =, telle que d (M, t;)—A, c’est-a-dire (3.1a) équivaut
& 1'énoncé:
(3.1a) H(P,2) est ’ensemble de points M, tels que C (M) est stable (+, E(M, 1))
(avee 0 =A< + oo).

D’autre part (3.1b) équivaut & la constatation suivante:

(3.1b) H(P,2) est Pensemble sur lequel est définie une fonction § (M), =1 (=0),
pouvant prendre la valeur + oo, de sorte que pour tout point M sur cet ensemble
la trajectoire C'(M) est stable (+, B (M, 8(M))) et n’est pas stable (+, E (M, v)) pour
y> [ (M) (81 B(M)< + o0).
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Pareillement (3.1¢) revient & 1’énoncé:

(3.18) H,(P,A) (< P) est l'ensemble ot est définie une fonction 0 S o (M) <A(< + o0),
de fagon que pour tout M, €H,(P,2), C(M) est stable (+,E (M, o (M))) et n’est
pas stable (+, E (M, u)) pour 0=y <o (M) (si «(M)>0).

L’équivalence de (3.1a) et (3.14) est assez evidente. Quant a (3.1b) et (3.1b) on
note que (3.1b) entraine (3.15), comme une conséquence de la définition de la sta-
bilité (+, £ (...)). D’autre part (3.1 b) doit impliquer (3.1b); en effet, au cas con-
traire il existe un point M, de H,(P, 1) (H,(P,A) étant défini d’aprés (3.1 b)), tel que

A> Lim d(M,, t);

t->+ o0

mais S(M,) =4 et par conséquent C(M,) est stable (+, E(My, (M) et C(M,) n’est
pas stable (4, E(M,v)) pour »>B(M,); on a B(My)> Lim d(M,,¢t); d’autre part, il
t—>+oc

est évident qu’il n’y a pas de stabilité (+,E (M, »)) pour »> lim d(M,, t); on
. . t—>+o0

aboutit & une contradiction. Tout pareillement on montre 'équivalence de (3.1¢) et

de (3.1¢).

En vertu des considérations qui précedent on conclut ainsi.
(8.2) BSoit A (=0) une constante finie ow tnfinie; définissons les sous-ensembles
H(P’l)a HI(P’}'): Hz(P:Z)

de Uensemble P, < D, parfait (dans U,), respectivement d’accord avec (3.1a), (3.1 B),
(3.18); st un de ces trois ensembles est partout dense sur P, c’est un résiduel de P.
On pourrait examiner, de la maniére indiquée, la stabilité & la fois au sens
(+E,(..)) et au sens (—, E(...)).
Considérons maintenant le théoréme topologique inverse (D; p. 199), se rattachant

aux relations fermées. En vertu de ce théoréme on peut faire ’énoncé suivant.

(3.3) Soit P, =D, parfait (dans U,); supposons que, A(=0) étant une constante
finie ou infinie, en tout point M de P on a:

(3.32) ou bien d(M,H)—A (pour t— + o),
(3.3b) ou bien lim d(M, )< (< + oo),
t—>+4 00
(3.3¢) ou bien lim d(M,t)=4 (fini, positif);
t>+ oo

il existe alors un ensemble K (P, &) (pouvant étre vide), fermé et non-dense sur P,

tel qu’d toute portion & de P, disjointe de K (P,¢), il correspond n=1n(w, &), >0,
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fini, de sorte que l'inégalité tZn (w, &) entraine pour tout M sur @

(3.3a) dans le cas (3.3a):
|d(M,t)—A|<e (A fini), d(M,t)>% (si A=+ o0),

(3.3b) dans le cas (3.3b): d(M,t)<A+e,
(3.3¢) dans le cas (3.3¢): d(M,t)>2—e¢,

Nous allons interpréter les conditions (3.3a)-(3.3¢) et les conclusions (3.34)-(3.3 1—)),
en prenant le point de vue de stabilité de trajectoires.
On note que les trois conditions (3.3a), (3.3b), (3.3¢) équivalent respectivement &

ce qu'en tout point M de P:

(3.4a) ou bien C(M) a la stabilité (+, E(M,A) et C(M) n’a pas de stabilité
(+, E(M,»)) pour v=4 (ici 0= + oo);

(3.4b) ou bien sur P il existe une fonction « (M), telle que 0 =a(M)=A (A fini),

de sorte que C (M) est stable (+, E (M, « (3M))) et C (M) n’est pas stable (+, E (M, v))

pour v>a (M) (done, en particulier, pour »>2);

(34c) ou bien sur P il existe une fonction §(M), telle que B(M)=A (fini, >0) de

fagon que C (M) est stable (+, E (M, f(M))) et que C (M) n’est pas stable (+, E (M, »))

pour v <8 (M); done, en particulier, C (M) n’est pas stable (+, £ (M, »)) pour 0=y <A.
Si K (P, &) est vide, les conclusions (3.42a)—(3.4¢) auront lieu sur P. En employant

de langage de stabilité, on conclut comme il suit.

(8.5) Supposons que Vun (le méme pour tout point) des trois genres de stabilité (3.4 a),
(34b), (8.4c) a liew sur P, < D, parfait (dans U,). Alors, pour tout ¢>0, dans P il
existe un ensemble K (P, ) (possiblement vide), fermé et non-dense sur P, de sorte que
dans les cas respectifs il y a sur toule portion @@ de P, disjointe K (P, &), la stabilité, de
la sorte correspondante, «uniformément & e prés».

Précisons la stabilité, des genres indiqués, ‘uniformément & ¢ prés’.

(3.5a) Quand il y a de stabilité sur P d’'accord avec Uhypothése (3.4a), on aura sur @
une des inégalités dans (3.3a) (selon que A soit fini ou infini) pour ¢=7(w, &); si 4
fini est positif et ¢ <1, le mobile M'=F (M,t) reste pour M sur w et pour t=7(w, &)

dans l'anneau ouvert sphérique
AM;d—e, A+e)={A—e<|M' —M|<i+e};

si A=0, on aura M’ dans la sphére ouverte {|M'— M|<e} pour M sur & et

tzn(w, e);
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, 1 _
| M —M|>; (ME®, t=n(w,e).

(3.5b) C'énsidérons le cas de stabilité sur P selon (3.4b). Alors (en vertu de (3.3 l;))
le mobile M’'=F(M,t) reste dans la sphére ouverte |M'— M|<A+e (si ME® et
t=zn(w,e).
(3.5¢) Dans le cas de stabilité sur P d’accord avec (3.4¢), d’aprés (3.38) on voit que
M’ reste dans le domaine {|M’'—M|>A-¢} (si 0<e=<1) pour M sur @& et pour
tz9 (o, &)

En tenant compte du théoréme topologique inverse (D; p. 208) (relativement

aux inégalités ouvertes) on conclut comme il suit.

(3.6) A étant une constante, si pour tout M sur P on a

(3.6a) soit lim d(M,t)<A (0<A< + o),
t—>+00

(3.6b) soit lim d (M,t)>4 (0£A< + o0),
t>too

il s’ensuit qu’il existe un ensemble K (P) (possiblement vide), <P, fermé et non-
dense sur P, tel qu’a toute portion & de P, disjointe de K (P), il correspond
y(0)>0, n(®)>0 de sorte que l'indgalité t>7 (i) entraine sur @, dans les cas res-
pectifs

(3.6a) d(M,t)y<d—p(@) (81 0<A< + o0, y(®) étant inférieur a 1),

d(M,t)<—1_— (si A= + o0),
y (@)

(3.6b) AM,)>A+p(@) (OSA<+ o).

Les hypothéses (3.6a), (3.6b) équivalent respectivement aux constatations sui-
vantes:
(3.7a) il existe sur P une fonction B(M), telle que 0=F(M) <A (0<A=Z + oo}, de
sorte que pour tout M sur P C (M) est stable (+, E(M, f(M))) et C(M) n’est pas
stable (+, E (M, v)) pour v>B(M) (donc, en particulier, pour »=4); (3.7b) il existe
sur P une fonction o (M), telle que a{M)>4 (0XA< + o) et telle que pour tout
M sur P C(M) est stable (+, E (M, x(M))) et n’est pas stable (+,E(M,v)) pour
0v<i (si 1>0).

Par suite de (3.6)-(3.7b) on est mené a I'énoncé suivant.
(3.8) Supposons que Uun et le méme des deux genres de stabilité (3.7a), (3.7b) a lieu

sur P. Alors il existe un ensemble K (P) (qui peut étre vide), <P, fermé et non-
14 — 563801. .4cta Mathematica. 95. Imprimé le 4 mai 1956.



204 W. J. TRIITZINSKY

dense sur P, de fagon qu'a toute portion & de P, disjointe de P, il correspond
y(@)>0, n(®)>0, de sorte que les inégalités + oo >1>n(w) entrainent que sur o,

dans les cas respectifs :

(3.8a) le mobile M'=F (M,t) reste dans la sphére ouverte {|M'— M|<i—1y (&)},
si 0<A< + oo, et M’ reste dans la sphére {|M' —M|<1/y(®)}, si A=+ oo;

(3.8b) M’ reste dans le domaine {|M' — M|>A+y(®)}, si 0<A< + oo.

On note que (3.8a) entraine qu’il existe un ensemble ¢(®) (non-vide) de valeurs
sur le segment (0, 1—y(®)), si 0 <A< + oo, et sur le segment (0, 1/y(®)), si A= + o,
tel que pour v sur e(®) e¢ M sur @ la trajectoire C (M) est stable (+, E (M,v)) dans
un certain sens d'uniformité. Il ne s’agit pas ici de l'uniformité de stabilité 3 e pres,
K (P) étant indépendant de & Dans le cas (3.8b) (0<A< + o) il y a un résultat
analogue, e(®) désignant un ensemble sur le segment (i-+y (@), + o). '

On peut obtenir des résultats semblables 3 ceux donnés plus haut, avec les sta-
bilités aux sens (+, '), (—,---) ayant lieu & la fois pour les trajectoires de tous les

points M considérés.

4. Stabilité d’ensemble-trajectoires

En essayant de faire des applications des résultats topologiques de M. Denjoy
dans (D; p. 213-215) aux problémes de stabilité, on note qu’il y a plusieurs fagons
pour réaliser cet objet. Dans (D; p. 213-215) il s’agit d’ensembles fermés (dans U,)
qui varient continliment avec un point M, qui se trouve sur un ensemble parfait
P — au lieu d’envisager des fonctions continues de point M sur P.

F(M,t) désignant encore la position du point-mobile au temps ¢ sur la trajec-
toire C (M)(M=F(M,0)), F(M,t) variant continiiment avec le point M (€D) et
D (< U,) étant Uespace imvariant par F (M,t), fermé dans U, possiblement mon-borné,

introduisons

DiriNiTION 4.1. Soit M=G(M,0), <D, fermé dans U, et borné; G (M, 0)
est défini pour tout point M dans D et G (M,0) contient M ; posons

(4.1a) G(M,t)=F (MM, t)=G(F(M,1),0)
(— oo <t< + o0) et supposons que

(4.1b) G (M, 0) varie continfiment avec M dans D.

REMARQUE 4.1 Si l'on considére un groupe discret de transformations

F(M,n), oh n est entier, et si D, fermé (dans U,) & distance finie, est invariant
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par les transformations de ce groupe, on pourrait assujettir G'(M,0) aux conditions
de Définition 4.1, en y remplagant ¢ par n=0, +1, +2,....

On note que G(M,t) contient le point F (M,t); de plus (4.1b) entraine que,
pour t fixe, G (M,t) (fermé dans U,) varie continiiment avec le point M. En effet, si
M—~M' (D), on aura F (M,t)—~F (M',t); done, en laissant A~ A4’ (ou A’ est inva-

riable) signifier que 1’écart mutuel [(4.4)] de A et de A’ tend vers zéro, on obtient
GM,t)=G(F (M, 1t),0)~G(F(M,1),0)=G(M,t), dou G(M,H)~G(M,1).

Pour M fixe et ¢ variant, Uensemble-mobile G (M,t) décrit le tube C (M)
M=G (M, 0)), F(IN,t) (— oo <t< + o), que nous appellerons son ensemble-trajectoire.

Les conditions de Définition 4.1 sont réalisées quand G (M,0)=M pour tout
MeD. On peut donner des exemples ow Définition 4.1 est réalisée sans que Uensemble
G (M, 0) soit nécessairement réduit au point M pour tout M dans Uespace D considéré.
Nous laissons de cdté le probleme de conditions nécessaires et suffisantes pour que
les conditions de Définition 4.1 puissent étre satisfaites, sans que G (M, 0)=M par-
tout dans D.

En tant que la transformation ponctuelle F (M,¢t) satisfasse & la propriété du
groupe, on aura
4.2) GM,t+1)=G((F(M,1), 1)

pour toutes les valeurs réelles ¢, 7.

Soit L* (M) [L™ (M)] Uensemble de points d’accumulations de G (M,t) pour t— + oo
[pour $— — oo}, ¢’est-a-dire de Pensemble-mobile au temps £. Définissons L7 (M) [Ly (M)]
comme ['ensemble de points d’accumulation au sens fort de G (M,t) pour t—+ oo
[pour t{— — co], cela signifiant que Lj (M) [L; (M)] est l’ensemble de points N a
chacun desquels on peut faire correspondre-sur G (M,t), pour tout £=¢, [pour tout
t<1?], un point N (8), tel que

N(@#)—~N quand {—> 4 o [quand t— —oo]-
L* (M) est 'ensemble de points N & chacun desquels une suite de valeurs ¢,
t, <ty <>+ oo,

et de points correspondants N, €G(M,t;), (j=1,2,...) existent, de sorte que N,—~N
pour j—>co,

Si H est un sous-ensemble de L* (M) tel qu’il existe une suite t;, - + oo, in-
dépendante de N, tel qu’'a tout point N de H il correspond sur G(M,¢) (j=1,2,...)

un point N;, de sorte que N,—~N (pour j—>oo); dans ce cas nous désignerons H par
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L} (M) et nous l'appellerons ‘un ensemble d’accumulation complet’ de G (M,t) pour
t—+ co. Un ensemble composé d’un seul point de L* (M) est un ensemble L: (M).
Dans la section 5 nous donnerons un exemple d’un sous-ensemble, composé de deux
points de L* (M), qui n’est pas un ensemble L; (M) (si Pon suppose de G (M, ?)
seulement que cet ensemble soit fermé et qu’il varie continfiment avec le point M).

Dans tous les cas on a
(4.3) L (M)< L (M)< L* (M).

Les ensembles d’accumulation des espeéces Lf (M), Lf (M) n’étaient pas considérés
dans (D).

Soit E(M), <D, un ensemble fermé (dans U,) variant contindiment avec M sur

P, < D, parfait (dans U,). Introduisons les fonctions

(4.4)  O(M,t)=distance de G(M,t) et de E(M), =|G(M,t)—E(M)|;
hy(M,ty="Vécart de G (M,t) & E(M); hy(M,ty="écart de E(M) & G(M,1);
h(M,t)=Lécart mutuel de G(M,¢) et de E(M).

Selon (D; p. 92) on peut considérer I’écart d’un ensemble 4 & un ensemble B

de la maniére suivante:

(4.4a) écart (4, B)=max. (N € A)d(N, B),

od 6(N, B) est la distance du point N & l'ensemble B; &(M,t) est le plus grand de
hy(M, 1) et de hy(M,t). '

Dire que l'ensemble G(M,t) varie continiment avec le point M revient & ce que
Pécart mutuel de G (M,t) et de G(M,t), I'écart mutuel (G(M,t), G (M, 1)), tend vers
zéro quand M,—M.

De la maniére dont M. Denjoy l'a fait dans (D; p. 214), envisageons les diverses

hypothéses suivantes.

Les HyrorHESES 4.5. Pour tous les M sur P, <D, parfait (dans U,) on a:

(4.52) LY (M)E(M)=0 (vide);

(4.5b) L*(M)E(M)+0 (non-vide);

(4.5¢) L' (M)< E(M);

(4.5d) Li (M) > E(M);

(4.5¢) le cas olt (4.5¢) et (4.5d) ont lieu simultanément;

(4.51) L (M) o E(M).
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Moyennant les fonctions (4.4) ces hypothéses sont correspondamment équivalentes

aux conditions (pour {->+ oo et pour M sur P):

(4.53) lim 6(M, t)>0;
(4.5Db) lim §(M,1)=0;
(4.58) lim A, (M, )=0;
(4.5d) lim o (M, t)=0;
(4.58) lim A(M,t)=0;
(4.5f) lim hy (M, t)=0.

Dans la section 5 nous établirons les équivalences
(4.5d)>(4.5d) et (4.5f)(4.5f);

en outre nous y considérons aussi le cas général ou L* (M) > E(M).

DErINITION 4.6. Soient O,(M, &) et O,(M, ¢, £} respectivement les ensembles
de points distants de E(M) et de G(M,t) [=F (I, ¢)] de moins de e.

De la méme maniére dont certaines conclusions étaient établies dans (D; p. 214,
215), comme des conséquences des hypothéses 1°—5° (D; p. 214), nous sommes menés
aux résultats suivants.

(4.7a). Dans 'hypothése (4.5a) il existe un ensemble K (P), < P, fermé et non-
dense sur P de sorte qu’a toute portion & de P, disjointe de K (P), deux nombres

7 (@) (fini), y (@) (positif) correspondent, tels que I'inégalité ¢t>n(®) entraine
S(M,t)=|G(M,t)—EM)|>y(@ pour M sur &;

K (P) peut étre vide.

Dans les hypothéses (4.5¢), (4.5d), (4.5e) il y un ensemble K(P, &) (vide ou
non), < P, fermé et non dense sur P, de sorte qu’a toute portion & de P, disjointe
de K (P,e), il correspond un n(®, &) fini, tel que pour

t>n (o, £) et pour M €d
on a respectivement :
(4.7¢) dans Uhypothése (4.5¢), b, (M,t)<e, c’est-a-dire ’ensemble O, (M, £) (Définition
4.6) contient l'ensemble G(M,1);
(4.7d) dans Uhypothése (4.5d), hy(M,t)<e, donc 'ensemble O,(M, ¢, &) contient I'en-
semble E(M);
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(4.7¢) dans Uhypothése (4.5¢) on a simultanément les conclusions de (4.7¢) et de (4.7d):
0, (M,¢e) oG(M,t), O,(M,t,¢) > EM).

Pour établir un lien entre les résultats (4.5-4.7¢) et les notions de stabilité
considérons d’abord le cas ol

(4.8) G(M,0)[=IR 4.1a)]=M = E(M);

Pensemble-mobile au temps t=0 sera le point M =G (M,0)=F(M,0); I'ensemble-
mobile au temps ¢ sera le point M'=G(M,t)=F(M,t); Pensemble-trajectoire de
M (=I) sera la trajectoire C(M) au sens ordinaire; les ensembles L* (M), L~ (M),
Li (M), L; (M), introduits plus haut, seront les ensembles de points d’accumulation
de F(M,t) pour t— + o et pour {—> — oo, respectivement, soit au sens ordinaire, soit
au sens fort; en nous rappelant les notions de stabilité de Poisson (de la trajectoire
C(M)), c’est-a-dire de stabilité (+), ou bien (—), ou bien (+, —) (voir le texte au
commencement de la section 2), nous observons que la stabilité (+), par exemple,

pour une trajectoire C(M) aura lieu quand pour le point M considéré on a

(4.81) Lt (M)3M (alors M est un ensemble L} (M));

ceci veut dire, quand M est un point d’accumulation de M'=F(M,t) pour t— + oo;

(4.8f) est précisement la condition (4.5f), qui équivaut & I’hypothese (4.5?):

(4.81) lim hy(M,t)=0;

t->+ 00
ici hy(M,t) est l'écart (4.4) du point M’ =F(M,t), autrement dit hy(M, 1) est la
distance O(M,#)=|M —M'|. Il est évident que dans le cas (4.8) ’'hypothése (4.81)

(e.g. (4.81)) équivaut & Phypothése (4.5b) (e.g. & (4.5b)). Dans la suite les cas (4.5b),

(4.51) seront examinés en s'appuyant sur le théoréme de M. Denjoy dans (D; p. 215).
Encore dans le cas (4.8) considérons 1’hypothése (4.53), c’est-a-dire (hy(M, 1)

étant o(M, 1)):

(4.8d) lim |M - F(M,t)|=0.

t=>+o00
Or, au moins dans le cas ou F(M',t) posséde dans D la propriété de continuité:
(4.9) M,—M', t,—t' entraine F(M,,t,)—~F(M,1),

dans cette hypothese de continuité la relation (4.8d) entraine que M soit un point
d’égquilibre; c’est-a-dire, que F(M,t)=M pour tous les ¢{. En effet on sait (Nemietsky
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et Stepanoff (NS; p. 351)) que, si F(Q,¢)—>M (pour {— + co) pour un point @, alors
M sera un point d’équilibre. Si G(M,0)=M =E (M) sur P, la condition Lf (M)3 .M
(e.g. 4.5Q) implique que P consiste de points d’équilibre.

L’hypothése (4.5¢) dans le cas (4.8), & présent considéré, signifie que L* (M)=M
sur P; ceci équivaut & la condition L} (M)=M; nous venons d’indiquer que dans
ce cas P est formé de points d’équilibre, L’hypothése (4.5¢) au cas (4.8), est la ré-
union des hypothéses (4.5¢) et (4.5d)

L*(My=M=L (M) (sur P);

ce cas donc ne présente rien de nouveau.
Envisageons maintenant Uhypothése (4.5a):

(4.10) Dlensemble L*(M) et le point M sont disjoints dés que M est sur P, c’est-
a-dire, tout point d’accumulation. de M'=F(M,¢), pour {— + oo, est distinet de M,
pour tout M sur P; cela veut dire que chaque trajectoire C(M) (M sur P) n’est pas
stable (+) au sens de Poisson—nous dirons C(M) est ‘instable (+) (au sens de
Poisson).

DiriNiTION 4.11. Dans le cas d’un point-mobile M, C (M) étant la trajectoire de
M=F(Mt) [F(M,00=M; —oco<t<-+ o], on dira que Vinstabilité (+) [(—)] est
uniforme sur un ensemble H, si des nombres y (positif) et # (fini) existent tels que

(4.11") |F(M,t)~M|>y pour t>75 [t<n]

pour tout M sur H; c’est-d-dire, si la distance de point M (sur H) a la partie de
(M), pour laquelle ¢># [t<n], reste supérieure & y positif.

Dans le cas (4.5a) (avec (4.8)) on a (4.10) et, selon ’énoncé (4.7a), il existe un
K (P), <P, fermé et non-dense sur P, tel qu’a toubte portion @ de P, disjointe de
K (P), deux nombres #n(®) (fini) et y(®) (positif) correspondent, de sorte que I'iné-
galité t># (@) entraine -

|F(M,t)—~M|>y(@) partout sur @.

En tenant compte de Définition 4.11 on aboutit & la constatation suivante.

(4.12).  8i chaque trajectoire C(M) pour M sur un ensemble P, <D, parfait (dans U,)
est instable (+) (au sens de Poisson), un sous-ensemble K (P) de P, fermé et non-dense
sur P, existe tel que D'tnstabilité (+) est uniforme sur toute portion & de P, disjointe
de K (P).
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Revenons aux ensemble-mobiles et les ensemble-trajectoires (Définition 4.1); con-
sidérons le cas ot E(M)=M sur P. L’hypothése (4.5a) signifie que le point M est
étranger & L* (M) pour M sur P:

(4.13a) lim 6(M,#)>0. od 6(M,t)=|M—~G(M, 1)

t—>+ 00

La condition (4.5b) équivaut & M € L* (M) pour M sur P:

(4.13b) lim 6(M,t)=0  (sur P).

t>+00
Si (4.5¢) a lieu sur P, on aura L*(M)=M et

(4.13¢c) Rk (M,t)—>0 sur P, ou h,—=Vécart de G(M,t) & M, donc h,=le maximum
des distances des points de G(M,t) et de M; dans ce cas G(M,t)—M, donc il y
aura une trajectoire ponctuelle tendant vers M pour {—>co; par 13 (NS; p. 351) M
sera un point d'équilibre, cela étant pour tout point M de P. L’hypothese (4.5d)
équivaut & M € Lf (M) (pour M sur P), donc &

(4.134) lim A, (M,t)=0, ou h,=1écart de M & G(M,t), =6(M,1).

La condition (4.5e) signifie que L*(M)=M = L; (M) et cela ne représente rien de

nouveau. Maintenant examinons les cas (4.13a), (4.13d) (avec E(M)=M).

DEFiNITION 4.14. On dira que I'ensemble-trajectoire C (M), ou WM =G(M, 0)
(et M =Q(M,t)=F (I, t)), est stable (+) spécialement au point M (qui se trouve sur
M), ¢'il existe un suite ¢,, — + o0, et des points N, € G(M, 1) (»n=1,2,...), de sorte
que |N,—M|—>0, cest-a-dire, si M est un point d’accumulation des ensembles
G(M,t) pour t—>+oco: M€EL*(M). Il y a une définition analogue oii I'on remplace
(+) par (—) ou bien par (+, —). Quand il n’y a pas de stabilité (+) de la tra-
jectoire C(IN)=C(G (M, 0)) spécialement au point M, nous dirons que C(IN) est in-
stable (+) spécialement & M—c’est le cas o M est étranger & L*(M); on définit
aussi d’une manitre analogue Uinstabilité (—) et Uinstabilité (+, —) d’une ensemble-
trajectoire C (M), spécialement au point M. Si Pensemble H< D et #'il existe des

nombres, y =y (H) positif et 5=z (H) fini, de sorte que

(4.14') 6(M,t)=|M —G(M,t)|>y pour tout M sur H et pour tout ¢>7, nous dirons
que Dinstabilité (+) des ensemble-trajectoires C (IN) [ou N =G (M, 0)] spécialement au
point M est uniforme sur H (pour M sur H).

Le cas (4.13a) (avec E(M)=M) équivaut i linstabilité (+) spécialement & M

sur P; selon (4.7a) on conclut qu’il existe un ensemble K (P) et qu'a toute portion
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@ de P, disjointe de K(P), des nombres y(®), n(®) correspondent, comme on I'a
indiqué dans le texte de (4.7a); en vertu de Définition 4.14 on conclut comme
il suit.

(4.15).  8i chaque ensemble-trajectoire C (M) (ou M=GQ(M,t)) pour M sur P, <D,
parfait (dans U,) est instable (+), spécialement au point M, il existe un ensemble
K(P), <P, fermé et non-dense sur P, tel que Uinstabilité (+) des ensemble-trajectoires
C (M), spécialement au point M est uniforme sur foute portion @ de P, disjointe de
K (P).

Dans le cas (4.13d) (avec E(M)=M) on a

(4.16) [M—-GM,t)|~0 (M sur P) pour t— + oo.
Nous laissons ce cas de c6té (probablement (4.16) entraine que les points M sur P
soient des points d’équilibre).

Cas 4.18. L’ensemble E (M), introduit & la suite de (4.3), est contenu dans
M=G(M,0).

DeFrinNiTION 4.19. Considérons le cas (4.18). Si pour un point M on a
L*(M)E(M)=0 (donc lim §(M.t)>0, pour t—+ oo, ot 6(M, t)=|G(M,t)— E(M))),

nous dirons que lensemble-trajectoire C (M) (M =G (M, 0)) est instable (+) spécialement
o E(M); alors il existe un 6>0 et un ¢, fini, de sorte |G(M,¢)—E(M)|>d pour
t=t,. L’alternative de linstabilité (+) spécialement & F (M) s’appellera stabilité (+)
de C(IN), spécialement & E(M); c’est le cas ol

lim |G(M,t)— E(M)|=0 (pour t—oco);

c’est-d-dire, le cas ol il existe une suite de valeurs ¢, — + co (pour j— + o0), telle
que |G(M, t;) — E(M)|—O0 [il existe alors une suite de points N,, €EG(M,, 1) (j=1,2,...),
—E(M)]. 11 y a des définitions analogues avec ( — ), ou bien avec (+, — ) au lieu de (+).

REMARQUE 4.19. En tenant compte de cette Définition, on voit que I’hypo-
thése (4.5a) équivaut & instabilité (+) des ensemble-trajectoires €' (IN) (M =G (M, 0)),

spécialement & E(M) pour M sur P, tandis que Vhypothése (4.5b) revient & ce
qu’il y a stabilité (+) spécialement @ E(M) pour M sur P.

DerinIiTION 4.20. Soit E(M)< G(M,0). Si pour un point M on a

E(M)< Ly (M) (donct Lm h,(M,t)=0, on h, est Pécart de E(M) & Q(M, 1)),
>+ 00
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on dira que Iensemble-trajectoire ‘C'(IN) correspondante est stable (+) au sens fort
relativement ¢ E(M).

L’espéce de stabilité que nous venons d’indiquer revient & ce que, si @ est un
point quelconque de E (M), il existe sur G(M,f) un point N (f), tel que N (#)—>@Q
pour {— + oo,

RemMaARrRQUE 4.20. L’hypothése (4.5d), dans le cas (4.18), revient a ce qu’il y
a de stabilité (+) au sens fort, relativement & Iensemble E (M), pour M sur P.
En tenant compte des Définitions 4.19, 4.20 et des Remarques 4.19'; 4.20', en

vertu de (4.7a) et de (4.7d) on obtient, respectivement, les résultats suivants.
(4.21) Soit E(M)< G(M,0) sur P et supposons que les ensemble-trajectoires

c@M) M=6(M,0)
sont instables (+), spécialement & E(M) pour tout M sur P. Il existe alors un en-
semble K (P), <P, fermé et non-dense sur P, tel que linstabilité (+), spécialement
a E(M), est uniforme sur toute portion @ de P, disjointe de K(P)- c’est-d-dire, que

pour toute telle portion @& des nombres 7 () (fini) et y (@) (positif) existent de sorte que
(4.21) |G(M, )~ E(M)|>y(®) (pour M sur @& et pour ¢>7(®)).

(4.22) Encore dans le cas 4.18, supposons que pour M sur P Pensemble-trajectoire
CM) M=G(M, 0)) est stable (+) au sens fort, relativement & E(M). Alors il existe un
ensemble K (P,¢) (qui peut étre vide), <P, fermé et non-dense sur P, tel que la
stabilité (+) au sens fort, relativement & E (M), est uniforme & ¢ prés pour M sur toute
portion & de P, disjointe de K (P, ¢)— c'est-d-dire, que pour chaque telle portion

@ il existe un # (@, &) fini, de sorte que
(4.22') hy(M,t) [=Décart de E(M) & G(M, t)]<e
pour M sur @ et pour t>9 (@, &),
ou, encore, que l'ensemble O,(M,t, &) (de points distants de G(M,¢) de moins de ¢)
contient E(M) (M sur &, t>5(®, &)).

DEFINITION 4.23. Soit E(M)c G(M,0) (M sur P) d’accord avec Cas 4.18.
Si pour M sur P les ensemble-trajectoires C (M) (I =@ (M, 0)) sont stables (+), spé-
cialement 3 K (M), on dira que la stabilité (+ ), spécialement & E (M), est quasi-uni-
forme pour M sur P pourvu que, étant donne &£>0 et N fini, un nombre fini de

valeurs de ¢ supérieures 3 N existe:

(4.23") <ty <o <ty
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de sorte que pour tout M sur P on a
(4.23") |G M, 7)~EM)| (=6(M, ))<e, ou T=lyan,

k(M) étant un entier (généralement variant avec M) parmi les entiers 1,2,...r.
En tenant compte du théoréme de M. Denjoy, qui se trouve dans (D, p. 215),
en y posant
X=M, T=t, (X, T)=0(M,t), e={ty<t< + oo},
Ty= + o0, A=0, nous déduisons que I'hypothése (4.5b) (c’est-a-dire (4.5b)):
lim §(M,t)=0 (pour {— + o0),

sur P, entraine que, étant donné un ¢ et un N fini, des nombres ¢, ,, ... ¢ (r fini),
supérieurs 4 N existent de fagon que &(M, L, ) <e sur P, ot k(M) est parmi les
entiers 1,...7. En nous rappelant la définition de la stabilité (+), relativement

E (M) (Définition 4.19), nous concluons ainsi:

(4.24) Dans le cas 4.18 (E(M)< G (M, 0) pour M sur P), siles C(IN) (M=G (M, 0))
sont stables (+), spécialement ¢ E (M) pour M sur P, il s’ensuil que la stabilité (+),

spécialement & E (M) est quasi-uniforme sur P.

DirivniTion 4.25. Nous disons que ’ensemble-trajectoire C () (N =G (M, 0)),
pour un point donné M, est stable (+), relativement & E(M) (< G(M,0)), s’il existe
une suite ¢;, — + oo avec j, de sorte qu’a tout point @ de E (M) des points

(4.25") N, eQ(M,t), §=1,2, ..

.

correspondent, tels que N;—Q quand j—co; en général la suite {f;} peut tenir & la
position du point M et de @ sur E(M); dans le cas ou on peut choisir les # dans
(4.25’) indépendant de @ sur E (M), on dira que l’ensemble-trajectoire est stable (+),
complétement relativement & E(M).

On vérifie tout de suite que la stabilité (+ ), compléte relativement & E (M), équivaut
& E(M)< L (M)—donc & Uégalité im hy(M,t)=0; la stabilité (+ ), relativement & E (M)
équivaut & la relation E(M)< L“‘(—JE) (voir la section 5).

On remarque que la stabilité (+), compléte relativement & E (M), est intermédiaire
entre la stabilité (-+) au sens fort relativement & E (M) et la stabilité (+ ) relativement
8 E(M); en effet cette espice de stabilité inclut celle-13, est incluse dans celle-ci.

Considérons pour un moment le cas ot E(M)=M; alors la stabilité (+), com-
pléte relativement & M, revient & ce que M € L* (M), c’est-d-dire au cas (4.5b):

lim §(M,t)=0 (h(M,t)=|M -G (M, 1)|=6(M,1);



214 W. J. TRIITZINSKY

done, si E(M)=M, la stabilité (+), compléte relativement & M, équivaut & la stabilité (+ ),
spécialement & M (Définition (4.19).

En vertu du théoreme de M. Denjoy (D; p. 215), en y posant X =M, T =t,
X, TYy=hy(M, 1), e={ty<t< + o0}, Tyg=+oc, A=0 et en tenant compte de Dé-
finition 4.25, on conclut comme il suit.

(4.26) Soit E(M)< G(M,0) pour M sur P. Si les ensemble-trajectoires
cM) M=¢G(M,0)

sont stables (4 ), complétement relativement @ E (M) pour M sur P, cette espéce de stabi-
lité est quasi-uniforme sur P; c’est-d-dire, si ¢ positif et N fini sont donnés, un nombre

fini de valeurs t,,¢,,... ¢, supérieures 4 N existent, de sorte que
(4.26") ho(M, teay) <e pour M sur P,

olt lxqy est parmi les & (5=1,...7).
Remarquons enfin que les développements de la section actuelle peuvent étre
étendus au cas ou D (invariant par F (M, t)) est non-fermé dans U, ; alors les désigna-

tions ‘fermé’, ‘parfait’, ‘point d’accumulation’ devraient étre entendues dans D.

5. Stabilité d’ensemble-trajectoires (suite)

Les relations (4.5a)-(4.51) équivalent respectivement aux relations (4.5 5,)—(4.51) dans
les seules conditions que G (M, 1) (contenant M), =D, et E(M), < D, soient fermés (dans
U,) et varient contindment avec M € D. Les développements de la section actuelle, anté-
rieurs & (5.11), sont dans les conditions relativement a G (M, 1), E(M) que nous venons
d’indiquer (G(M,t) ne sera pas d’accord avec Définition 4.1).

Etablissons d’abord I’énoncé suivant.

(5.1) Les conditions (4.5d), (4.5 (_1) sont équivalentes.
En effet soit (pour le point M considéré)

(1°) Li (M) > E(M).

Si (4.5&) ne s’ensuit pas pour M, une suite ¢;, = + oo, et un a>0 existent, tels
hh(M,t)za (1=1,2,...);

d’olt sur E(M) il y a un point Q(j) tel que

QG —G(M. )| za.
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Noration 52. Dans la suite S°(4, ¢) [S(4, )] sera la sphére ouverte [fermée]
de centre 4 et de rayon p,

|P—Al<o [IP-4|=ql

Pour une suite j, (¥=1,2,...), > + oo, on a Q(5)>Q*€E(M); S*(Q(j.), x) est
dépourvu de points de G(M, ¢;,); le voisinage S°(Q", a/2) est contenu dans 8%(Q ,), »),
dés que |@—Q(j,)|<«/2, donc pour »>y(x); par conséquent S°(Q*, «/2) est dépourvu
de points des G(M, ;) (v=wy); t;,—>oc; par la Q* n’est pas un point d’accumulation
au sens fort des G(M,t) (pour {— + oo) et, donc, @° ne peut étre sur Ly (M); c’est

une contradiction & (1°) (puisque Q* € E(M)); on conclut que (4.5d) entraine (4.5d).
Réciproquement supposons que

(2°) lim A, (M,8)=0  (t— + oo).
Soit @ un point particulier de E(M); G(M,t) étant fermé (dans U,), un point N,

existe sur G(M,t) tel que |Q—~G(M,t)|=|Q—N,|; selon la définition de hy(M,t)=
Pécart (E(M), G(M,1)) et en vertu de (2°), on a

|@—N.|<hy(M,t), >0 pour i— -+ oo;

done Q€ L} (M), c’est-a-dire E(M)< Lf (M); (5.1) est vérifié.
(8.3) Les conditions (4.5f), (4.5?) sont équivalentes.

Supposons qu’il existe un ensemble LI (M) (définition dans le texte qui précéde
(4.4)) tel que

(3°) L (M) > E(M).

Il existe une suite t;, -+ oo, telle que, si @* est un point de L; (M), des points
N;, €G(M,t,), existent, de sorte que N,—~Q"; on peut prendre les t; les mémes pour
tous les Q* sur LY (M). Si (4.51) ne s'ensuivait pas & cause de (3°), c’est-a-dire, si

lim hy (M, t)>0, on pourrait trouver un >0 tel que
ho(M,ty =« pour tout t=1t(a);
donc sur E(M) il y a un point @ (t) de sorte que
Q) -GM,t)|za (t= ().

Pour une suite partielle {t,} de {#} on a Q(t,)—>Q*, ot Q" est un point sur E(M).
Dés que la sphére 8°(Q(t,), «)=s5, a son centre Q(f,) dans S°(Q*, «/2), c’est-a-dire

pour »>w(x) (v(«) suffisamment grand), il en découle que S°(Q*, «/2)< s,; s, est
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dépourvu de points des G(M, ), »=1,2,...; par 1a le voisinage 8°(Q*, «/2) de Q*
ne contient pas de points des ensembles G(M,t,) (v=v(a)); or Q*, étant sur E (M),

est sur Lf (M) et d’apreés le texte suivant (3°) on trouve des points N;, € G(M, ;)
(les t sont indépendants de @), tels que N,—Q*; en particulier, N; ->Q"; c’est

contraire & la constatation en italiques, donnée plus haut; conséquemment (4.5f) im-
plique (4.5%).
Posons maintenant que
lim A, (M, t)=0.
Pour uneé suite ¢, >+ o0, on a o
' hy (M, £;)—0.

Soit @ un point particulier, mais quelconque, sur E(M); on note que
|@—G(M, t)|<hy(M, t), >0 pour j—> + oo;

les G(M,¢;) étant fermés (dans U,), des points N (t;), €EG(M,¢), 7=1,2,..., existent
de sorte que |Q—G(M,t)|=|Q—N()|; dot

[@—N(t)|=0 (j>o0)

et lon voit que Q(€E(M)) est un point d’accumulation des ensembles G (M, 1)
moyennant une suite de valeurs ¢,

tl’ t29 o>+ oo}
la suite {#;} ne dépend pas du choix de @ sur E(M). Par suite.E (M) est contenu
dans un ensemble LS (M); autrement dit (4.5?) entraine (4.5f) et la constatation (5.3)

est vérifide.
ExXEMPLE 5.4. Soit dans le plan complexe G(M, ) le segment linéaire

(5.44) rét (G=V—-1), od 1-6<r<1+48 (0<d<l);

soit E (M) les deux points 1, —1.

Dans cet exemple:

(1) L*(M)=Lanneau 1-6<r<1+4;
(2°) LY (M) >E(M);
(3% aucun ensemble LS (M) contenant E (M) n’existe;

4°) hy (M, t) =Vécart (E (M), G(M,t)=V2—-28+6=v(d)>1.
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Les énoncés (1°), (2°) sont évidents; (4°) s’établit en remarquant que le minimum
de hy(M,t) a lieu pour t=mx/2, 37/2, 5n/2,... et que ce minimum vaut »(9);(3°) est
une conséquence de (4°) et de (5.3) (c’est-a-dire, (4°) signifie que lim %, >0, (4.5}) n’a
pas lieu, done (4.5f) doit étre en défaut). Pourtant on peut vérifier (3°) directement;
en effet, soit t; une suite, — + oo, telle que G(M,¢;) contient un point N;, —>1; pour
7279, ou j, est suffisamment grand, les segments G(M,¢;) sont situés & droite de
Paxe d’imaginaires, donc & distance supérieure & »(d) (>0) de (—1): d’ott on voit
qu’il n’existe pas une suite #;, indépendante des points de E (M), de facon que sur
G(M,t;) se trouvent des points Q;, N; (=1,2,...) tels qua la fois: @,—~ —1 et
N;—1; (3°) &ensuit. Si Pon veut, on peut modifier la définition de G (M,t) pour
—2n<t<2x de sorte que G(M,0) contienne E(M) (par exemple, G (M,0) soit le
segment (—1, +1)); dans ce cas les caractéres (1°), (2°), (3°) sont maintenus, tandis
que (4°) a lieu pour {t|=2x et 'on a encore lim %,(M, ¢) >0, quand {— + o, ou bien

quand {— — co.

ExeEmMPLE 5.5. Soit l'espace considéré le plan complexe et désignons par
S[z,0] le contour du cercle de centre z et de rayon o; soit s, une suite de nom-

bres supérieurs & 1, tels que 2=s;>8,>8,>-+-, =1, Définissons une courbe simple,

continue C' comme il suit:
(6.5a) de 27 & —s, C est le petit arc de S[0, 2] joignant 27 et —s,;

(5.5b) de 83, & —8gp (de —82, 3 & S2,_q) C est I'arc de S[0, s3] (de S[0, s2m_1])
au-dessus de l'axe réel, m=1,2,...;

(5.5¢) de —Sam & —Samy1 (de Samir & Samye) C est l'are de

~Sam —S2mi1  Sem — Somy1 Sami1 T 8o S —Sam+e
S[ m2 m+ , m 5 m+ de S m+ 5 m+2’ m+12 m+ au-dessous

de Paxe réel, m=0,1,.... Soit 2(!) un point sur € pour ¢=0, ¢ valant la longeur
de l'arc de C, joignant 2¢ et z(f). Pour le point M =2(0), considéré, soit 'ensemble
G(M,t)=G(2(0),t) le segment sur la normale & C au point z(f) de longeur I(t) et
ayant son centre au point z(f). En choisissant convenablement I{¢), >0, comme une
fonction tendant continiiment vers zéro (pour ¢ croissant indéfiniment & partir de

t=0), les conditions suivantes sont satisfaites & la fois:
(56.1°y les ensembles G(M,t,), G(M,1,) sont disjoints, dés que 0=¢, <f,< + 0o}
(5.2°) L* (M) est larc circulaire de points €'%, 0<0<n.

(5.3°) L*(M) est disjoint de G(M,?) pour 0=<t< + oo,



218 W. J. TRIITZINSKY

(5.4°) si E(M) est un sous-ensemble quelconque de L* (M), composé de deux points
distinets, aucun L7 (M) contenant E (M) n’existe;
(6.5°) en posant hy(M,t)=1écart (£ (M), G(M,1)), E(M) étant un ensemble dont il
s'agit dans (5.4°), on aura Xm h,(M, 1) >0 (- + o).

Examinons maintenant—les conditions nécessaires et suffisantes, ol intervient
Vécart de E(M) (ou de certains sous-ensembles de E(M)} & G(M,t), pour qu'on ait
L7(M)>E(M). En général, si H est un ensemble quelconque, qui peut dépendre

de M, écrivons

(5.6) by n (M, t) =Vécart (H, G(M, ¢)).

(5.7) Si H est un ensemble fermé (dans U,) et § est un nombre positif, il existe
un nombre fini k() de points Q;(=@Q;(d8)) (j=1,...,%(d8)) sur H, tels que

k(6)

Hc 3 8(Q;,08) (notation (5.2)).

En effet, la famille d’ensembles {S(Q, 8)}, ot @ décrit H, couvre H fermé; d’on,

d’aprés le lemme de Borel-Lebesgue, la conclusion dans (5.7).

(6.8) Si H est fermé (dans U,) et & est positif, il existe une décomposition, dite du
type-(9) :
k()

H= 3 H, (k(3) fini),
j=1

ol les H; sont disjoints et H;< S(Q;9), les @;(=@;(d)) étant certains points sur H;
on peut disposer qu'un H; particulier soit fermé.
En tenant compte de (5.7), si I'on veut par exemple que H, soit fermé, on

peut réaliser une décomposition du type-(6) en posant
(6.8a) H,=HS(@,d), H,=HS(Q,,d)—H,, H;=HS(Q3,0)-H,—H,, ....

Dans la suite on pourra invariablement utiliser des décompositions du type-(d), con-

struites d’accord avec le texte au commencement de la section 7.

TuHEOREME 5.9. Pour qu'un ensemble E(M) fermé (dans U,) soit contenu dans
Densemble L+ (M) de points d&’accumulation de G(M,1) (pour t— + oo) il faut et il
suffit que E(M) ait une décomposition du type-(6) pour tout 6>0:

k)

(5.9a) ‘ E(M)= 3 E, (M),
j=1
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de la sorte que (avec la notation (5.6))
(5.9b) 1141_1 hz,Ej’a(M) (M, )6 (G=1,...,k(5); t—+ o).

Supposons d’abord que
(5.10) LY (M) >E(M);

ceci revient 3 ce que

(1° lim 8o(M, ) =0, ob do(M,t)=|Q—G(M,1)]

pour tout Q€ E(M). Soit pour le présent @ un point particulier sur ¥ (M). Sur
G(M,t) il y a un point N (t), tel que do(M,t)=|N (f)—@|. Sur S(Q, d) se trouve
un- point R (¢, ), tel que

ko, sa.0 (M, t) =Yécart (S(Q, ), G(M,t))=|R(t,8)—G(M,1)|;
pour tout point N, €EG(M,t), on a
|N—-R(t,0)|z| Rt 6)-G (M, 1)];
c’est vrai en particulier pour N (¢), done

(2°) he.sca,0 (M, ) S|N @) —R(t, 6)|<|N () - Q| +|Q - R, )]
<8o(M,t)+8 (puisque |@— R(t, )| < ).

D’aprés (1°) il existe une suite (), pouvant dépendre de @ et tendant vers + oo,
telle que do(M,t;)—0. En posant t=¢; dans (2°), on conclut que

lim kg, 50,0 (M, ;) <8, done lim hy s.g.6 (M, ) < 8;
i T
de 1a
(3°) lim o (M,t) <6, dés que H< 8(Q,9) et pour tout Q€ E(M).

7

Soit (5.9a) une décomposition quelconque du type-(0) de E(M); on a E, s(M) < S(Q;, 8),
ot les @; (j=1,...,k(d)) sont certains points sur E(M); en vertu de (3°), en y posant

H=E1,5(M)» Q=Qi5 j=1""’k(6):

on obtient la condition (5.9b).

Réciproquement supposons que pour tout 6>0 E (M) a une décomposition (5.9a)
du type-(6), telle que (5.9b) a liew. S’il ne résulte pas que L' (M) = E (M), un point
Qo sur E (M) existe, tel que
(1) [Qo—L* (M)|=1>0.

15— 563801, Acia Mathematica. 95. Tmprimé le 3 mai 1956.
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Si 0<p<7, le voisinage S(Q,, ¢) de @, ne contient pas de points des G'(M, t), t =t (g).
Prenons 0<d<p/3; soit (5.9a) E(M)=3 E,; une décomposition du type-(d), corres-
i

pondant & cette valeur de 8, pour laquelle on a (5.9b):

(2,) 0s2;=Hm hy g, (M, )< (j=1,...,k(5))-

D’accord avec la remarque, faite 4 propos de (5.8a), nous disposons de la sorte qu’a
la fois:

(30) E, s, < 8(Q,,9), contient Q,, s est fermé,

Q, étant un point sur E(M). On a 8(@,, 6) < 8°(Qy, 0); en effet, | @, — @,|<d (<o) et
la distance entre les surfaces de S(Qy, d), S(Qy ¢) vaut au moins o—24, >g/3. Or
Pécart qui intervient dans (2,) est le maximum, pour N € B, 5, de | N — G(M, ¢)|; il vaut

|N.—G(M,t)|, oo N, est un point sur E,, fermé; enfin on voit que
(4) ho,p, (M, t)=|N.—8;| pour certains points N, € E, 5, S,€G(M,1).

Selon (2,) une suite de valeurs f, — -+ oo, existe pour laquelle ks z ,(*)—>4;; en

choisissant convenablement une suite partielle {t;} de cette suite, on peut disposer,

qu'en méme temps

(50) Ny—>N*(€Ey,), 8>S (EL" (M), |Ny—8,|—~|N*"—-8"|=1,

ot 0=<4,<4. Or @, N sont sur le sous-ensemble E;; de S(Q,, d) [(3,), (5)]; donc
|Q,— N*| vaut au plus le diamétre de 8 (Q,, d):

. |Q—N*|=24;
d’autre part, d’aprés (5,), (2,)-
|N*—8*|<4;
par 13 on conclut que
[@o—8*|<|Qo— N*|+|N*—8*|=35<p,

c’est-a-dire, que le point 8* sur L*(M) se trouve dans le voisinage S°(Q,, o) de Q,;
iy a ‘contradiction; donc Vhypothése en italiques, qui précéde (1), entraine que
L*(M)>E(M). Théoréme 5.9 est établi.

Dans les énoncés (5.1), (5.3) et Théoréme 5.9 on n'exige pas qu’il s'agisse d'un
mouvement d’un ensemble-mobile G(M,t) sur son ensemble-trajectoire, d’accord avec Dé-
finition 4.1.

Considérons maintenant du point de vue de stabilité le cas général, ou G (M, 1)
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est un ensemble-mobile [le long de son ensemble-trajectoire C(G(M,0)], Définition 4.1

étant satisfaite, de sorte que
(6.11) LY(My>EM) (pour M sur P),

E (M) étant un sous-ensemble fermé de G(M,0), variant continiiment avec M sur P.

Selon Définition 4.25 la condition (5.11) veut dire: les ensemble-trajectoires

cCM) M=G(M, 0))

sont stables (), relativement E (M), pour tout M sur P. D’aprés Théoréme 5.9
E(M) a une décomposition (5.9a) du type-(6) pour laquelle (5.9b) a lieu, cela étant
pour tout 4>0 et pour tout M sur P.

DEvixNiTion 5.12. Supposons que E' =E'(M) est un sous-ensemble de E (M)
(€ G(M,0)) pour M sur P et que les ensemble-trajectoires C (M) =G (M, 0)) sont
stables (), relativement & E (M), pour M sur P; si § est un nombre positif, nous
dirons que la stabilité (+), relativement ¢ E' (M) est quasi-uniforme & & prés, pour M
sur P, pourvu que, ¢>0 et N fini étant donnés, un nombre fini r=r (¢, N) de va-

leurs ¢, ... ¢,
N<t <ty < <t,
existe, de sorte que

(5.12") b, g (M, tyan [=Décart (E', G (M, tyan))] <O+

pour M sur P, ¢, étant parmi les £;(5=1,... 7).

On note que la stabilité (+) quasi-uniforme, dont il s'agit dans (4.26), est dans
le sens de quasi-uniformité & zéro pres, relativement E ().

En revenant & I’hypothése (5.11) et en tenant compte du théoréme topologique
de M. Denjoy (D; p. 215, 216), dans le cas «d’une plus petite limite bornée supé-

rieurement», en y posant
X=.M, T=t, f(X, T)=k2,g},6(M;(M,t), 6={t0§t<+oo}’
To=+ oo, A=0 (cf. (5.9Db)),

on conclut ainsi (en faisant en sorte que A...(---) soit continu en M):

si £>0, N fini sont donnés, ¢,,...¢ (» fini) supérieurs & N existent, de fagon que

he,g; gan (M, 7)<0+¢ (M sur P), v=1(M) étant parmi les ;.

En raison de Définition 5.12 (5.12°) et de Théoréme 5.9 on déduit le résultat

suivant.
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TrforEME 5.13. Supposons que les ensemble-trajectoires C (M) (M=G (M, 0))
sont stables (+), relativement & E(M), < G(M,0), pour M sur P. Alors pour tout 6>0
1l existe une décomposition

(5.9a) EM)= %TE,,,,(M ) . du type-(5) (définition 5.8),

de sorte que la stabilité (+), relativement & E; 5(M), soit quasi-uniforme & 6 prés pour M
sur P et pour j=1,... k(d).

6. Stabilité sur des ensembles partout demses et sur des résidnels

En tant que F(Q,t), pour t fixe, varie continiiment avec le point @ dans D, la
transformation ponctuelle F({Q,¢} établit une correspondance bicontinue et biunivoque
entre les points de G(M,0) et de G(M,t) (t=0),

Q=F@Q,t) (Q sur G(M,0), @ sur G(M, ).

(6.1} Si le mouvement d’ensemble-mobile G(M, t) est stable (), relativement & un ensemble
G(M, t,), le mouvement sera stable (+ ) relativement & tout ensemble G (M, t) (M étant fize).

Sans perte de généralité on peut poser #,=0. Donec selon I’hypothése on a
1) G(M,0)< L™ (M),

ot L"(M) est I'ensemble d’accumulation des ensembles G(M,¢t) pour ¢— + co. Soit
t+0 une valeur fixe et soit ¢ un point quelconque sur G(M,t). A Q sur G(M,¢)
correspond le point @Qu=F (@, t). En raison de (1°} il existe une suite ¢;(j=1,2, ...),
—4o0, et des points N;, €EGF(M,t), de sorte que N;—@, Puisque F(N,?) varie
continliment avec N, il découle que

lim F (N, t)=F (lim N, )=F (Qy, ) = Q.

Or F(N;t) est un point sur G(M,¢+1¢). On voit que, pour la suite £;+¢, — + oo
(avec 7), il y a des points N;(=F(N,t)), €G(M,t;+t), tendant vers le point §Q.
Cela signifie que @ appartient 34 L' (M) et que G(M,t)< L' (M). Selon définition le
mouvement est stable (+), relativement & G(M,1); Uénoncé (6.1) est établi.

Pour le cas d’un mouvement de point-mobile le résultat (6.1) est connu [voir (D;
p. 196) et (D; p. 152)]. Le corollaire suivant découle.
(6.2) 8¢ le mouvement d’ensemble-mobile G(M,t) est stable ( + ), complétement (Définition
4.25) relativement & un ensemble G(M,t,), le mouvement sera stable (+), complétement
relativement a tout emsemble G(M,t) (pour le M considéré).
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En effet, reprenons la démonstration de (6.1); posons encore ¢, =0; les {; peuvent
étre choisis indépendamment de @, (=F (@, —t)) sur G (M, 0) donc de @ sur G (M,1t);
alors la suite ¢;+¢, — + oo, pour laquelle il y a des points

N, €Q(M,t;+1), >Q (t fixe),

sera indépendante de @ sur G (M,1); d’ou G (M,1) est contenu dans un ensemble
L (M) (définition dans le texte & la suite de (4.2)); LF (M) peut possiblement tenir
at; dod la conclusion dans (6.2).

Reprenons encore la démonstration de (6.1) dans le cas de stabilité (+) au sens
fort relativement a G (M,1,) (Définition 4.20). En prenant #,=0 nous supposons que
G(M,0)c L} (M), ot L (M) est défini d’accord avec le texte qui suit (4.2). Pour
t, =0, fixe soit @ un point sur G (M,t); Q,=F(Q, —t)€EG(M,0); pour tout T on
peut trouver un point N €G (M, 1), tel que N,—~>@, pour v— + oo; d’aprés la con-
tinuité de F(N,?) on a

F(N.,t)>F(Q)t)=Q pour 7—> + 0c0;

F(N,,t)€G(M,7+t); donc @, qui est un point sur G(M,t), appartient & L} (M)
(Lf (M) est indépendant de t). Par suite on conclut ainsi.

(6.3) Si le mouvement de G (M,t) est stable (+ ), au sens fort relativement & un ensemble

particulier G (M,t,), ce mouvement sera stable (+), au sens fort relativement @ tout en-
semble G (M,t) (cela étant pour le M considérs).

DiFiNiTiON 64. Un mouvement d’ensemble-mobile G(M,¢), ou simplement
Pensemble-trajectoire C (M) (I =G (M, 0)), sera dit ou bien (1°) stable (+), ou bien
(2°) stable (+) complétement, ou bien (3°) stable (+) au sens fort, dans les trois cas
respectifs, ol les especes de stabilité indiquées ont lieu relativement & un @ (M, ¢,) pour
une valeur particuliére ¢, de 1.

En vertu de (6.1), (6.2), 6.3) dire qu'une ensemble-trajectoire est stable selon

Définition 6.4 équivaut & ce que la stabilité, du genre indiqué, a lieu relativement
& G(M,1) pour toute valeur de i.

THEOREME 6.5. Si les ensemble-trajectoires C (M), ou M =G (M, 0), sont stables (+)
complétement pour tout point M appartenant & un ensemble partout demse dans D, il
s’ensuit qu’il existe un résiduel R de D pour tout point M dugquel Uensemble-trajectoire
C (M) M=G(M,0)), est stable (+) complétement.

Ce résultat est du genre du théoréme de M. Denjoy dans (D; p. 196). Soit
M, (n=1,2,...) des points partout denses dans D de sorte que toute ensemble-trajectoire
C (M), ou My, =G (M,,0) (n=1,2,...), soit stable (+) complétement. Posons
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(1°) hy (M, t) = Vécart ((G (M, 0), G(M, t)).

Puisque pour tout ¢ fini 'ensemble fermé @ (M, t) varie contintiment avec le point M,
Pécart hy (M,t) est une fonction continue de M. D’accord avec la remarque qui suit
Définition 4.25 (ou I'on pose E(M)=G(M,0)) on a

km hy(Mnt)=0 (n=1,2,...).

t->+00
Il existe une suite ¢, ;, =+ co avec j, telle que
hy(Mn,tn,;)=0 pour j— + oo,

Par 13 on trouve des entiers j(r) de fagon que

(2°) ho (Mp, tn1ny) < i, tbhim>n, n=1,2,...

Vu la continuité de hy(M,t), un g,>0 existe tel que

(3%)  hy (M, tn 1) = Pécart (G-(M, 0), G (M, tn_cn)) <% pour M < 8% (My, )
n=1,2,... (Notation 5.2).

Selon le théoréme topologique dans (D; p. 139) il existe un résiduel B de D, tout
point duquel appartient & une infinité des sphéres S°(M,, g,); done, si M est un
point sur R, une suite n, (M) (k=1,2,...), > + oo, existe de sorte que

M€ S8*(M,,0,) pour n=ny (M), ny(M), ...

et que

2
h2(M,tn,j(n))<; pour n=n, (M) (k=1,2,...);

par 1a et puisque ¢, ;4> n et que n=mn,(M)-—>+00 avec k, on obtient

lim A, (M,t)=0  pour tout M € R.
t>+ o0
Par suite un ensemble d’accumulation complet L7 (M) existe, tel que G (M, 0) = LS (M),
ce qui signifie que l'ensemble-trajectoire C (M), ot W =G (M, 0), est stable (+) com-
plétement pour tout point du résiduel R; le théoréme est établi.
En écrivant dans (2°) I, =G (M,, 0), on aura G (My, ta,jony)) =F (M, tn,jony=Mn et
M, =F M., —tn jwm); done

’ o1
(4°) Pécart (IR, F (M, tn jny)) = Vécart (F(Mn, —tn.jny), W) < "
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En tenant compte de l'identité G (F(M,t),0)=G(M,t) et en posant
(5°) Tn=tn,jon (>10), My =F (M, 12),
on déduit que (4.2)
Wi =G (M, 70) = G (F (M, 72), 0) =G (M, 0), F (Wi, 1) =G (M, —12)

et (2°) que 7, —>+oo0 avec n; d’aprés (4°)
®) I (M3, — ) = Vécart (6 (M, —72), G (M3, 0)) < -
Pour un ¢ fixe hl (M',t) varie continiment avec le point M’ (dans D); donc il existe

un g, >0, tel qu'en raison de (6°)
/ 2 .
(79 hy (M, _T")<7_¢ (n=1,2,...) pour M'€8°(M,,o.).

Si les My (n=1,2,...) éaient partout denses dans D, on pourrait trouver un résiduel
R’ de D, tout point M’ duquel appartient & une infinité de sphéres S°(M;, 0.);
alors selon (7°) on aurait

2
hy (M, —Ts,) < ; (»=1,2,...), pour tout M’ € R’,

t4

ol n, est une suite, — + oo avec v, qui dépend de M’; puisque (2°) Ta, (> M) >+ 00

avec », cela voudrait dire que

(8°) lim A, (M,{)=0 pour MER'.

t>-o00
Ici la notation A, (...) est d’accord avec (4.4), si 'on y pose E (M) =G (M, 0). Quelle
est la signification, du point de vue de la stabilité, d’une relation limite telle que (8°)?

(6.6) Le genre de stabilité (—) par rapport & G(M,t,), qui correspond 3 la rela-
tion limite
(6.6a) lim A, (M, t,;t)=0, ou h1 (M, t,; 1) = Pécart (G(M, t), G(M, to)),

t>— o0

N

' revient & ce qu’il existe une suite #; (j=1,2,...), > —oco et pouvant tenir & M et
a ty, de sorte que
(6.6b) L {G (M, t)} = G (M, 1,),

otv L™ {G(M,1;)} est Pensemble de points d’accumulation, pour j—>oo, des ensembles

G(M,t;). Soit N; un point, pris au hasard, sur G (M,t); la stabilité (—) par rapport
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\

& G(M,t,) équivaul & ce qu'il existe une suile t;, - — 00, de sorte que toul poini
d’accumulation de tout ensemble {N,, N,, ...} (correspondant & cette suite) est contenu
dans G (M, t,).

REMARQUE 6.7. La stabilité du genre, que nous venons d’indiquer, entraine
Iinclusion
(6.7a) L~ {F(N,t;)}<G(M,t,) pour tout point N sur G(M,0).

En effet, supposons que (6.6b) a lieu. Si (6.7a) ne s'ensuit pas, il existe un
point N, sur G(M,0) et un point 7 de L™ {F (N, ¢t)} disjoint de G (M, ty); pour une
suite j,, —+oo avec v, on a F(Ny, 1 )—>T; en prenant 0<2¢< |7 —G (M, ty)| et en
notant que les G(M,t;) se trouvent dans ’ensemble O, (M, t,, ¢) de points distants
de G(M,t,) de moins de &, dés que h (M, %y; 1) <e — done pour j=j(e), on voit que
le voisinage S°(T,¢) de T est dépourvu de points des ensembles G (M,t;) pour
J»27(¢); mais le point F (N, ;) est sur G(M,,); on a aboutit & une contradiction;
d’ou (6.7a).

Revenons aux développements (1°)-(8°), qui se rattachent & Théoréme 6.5. Nous
avons noté que, si les M,=F (M, t,) (Tn=tn jm) Sont partout denses dans D, il
existe un résiduel R de D tel que (8°) a lieu, c’est-d-dire que (avec la notation
dans (6.6a)):

(9°) lim A, (M,0;t)=0, ou A,(...) = Vécart (G(M,1), G(M,O0))
t570

pour M sur R'. En raison de (4.2)
(6.8) @ (M, 1) =G (F (M, 1), t—t,).
Selon (6.8) on obtient
(6.9) By (M, ty; 8) = Décart (G (M, 1), G (M, 8,) =

Pécart (G (F (M, t,), t —t,), G(F (M, 1), 0)) =hy (F (M, ty), 0; ¢ —1t,).
D’aprés (9°), t;=t;(M), tendant vers — oo et possiblement dépendant de M sur R',
existe tel que %, (M,0;t)—~>0; donec, si le point F(M,1,) aussi appartient ¢ R, en
vertu de (6.9) il résulte que

hy (F (M, t,), 0; t;)—~>0,

pour une suite #;—> — oo, et que (6.9)

hy (M, b5t +1)—>0,  Lim B, (M, 2;8)=0  ((6.6a)).

t->—00

On peut maintenant faire I’énoncé suivant.
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THEOREME 6.10. Posons-nous dans les hypothéses de Théoréme 6.5. Ainsi 1l
existe un ensemble dénombrable {M,} (n=1,2,...) partout dense dans D, de sorte que
pour tout M, Uensemble-trajectoire C (M), ou My =G (M, 0), est stable (+) compléte-
ment. Les tn=tnimy [>n;n=1,2..] édant des nombres inlroduils dans (2°), suppo-
sons que

(6.10a) les M, ~=F (M, v.) sont partout denses dans D.

Il existe alors on résiduel R’ de D en tout point M dugquel I'ensemble-trajectoire est
stable (—) par rapport & G(M,0) [au sens que lim lécart (G(M,1), G(M,0))=0;

t>-—-o0
voir (6.6), (6.6a), (6.6b) avec {,=0]; de plus, pour M fixe sur R’ 'ensemble-frajectoire
C(M), on M=G(M,0), sera stable (—) par rapport & Uensemble G(M,t;) pour tout i,
pour lequel le point F(M,1,) lui aussi appariient & R'.

ReMARQUE 6.11. Pour tout M sur le résiduel RR' de D il y a & la iois la
stabilité pour les ¢ infinis positifs au sens complet, d’accord avec Théoreme 6.5, et

la stabilité pour les ¢ infinis négatifs an sens que nous venons d’indiquer.

REMARQUE 6.12. Pour que l'hypothése (6.10a) soit satisfaite, pour un choix
de j(n), il suffit que le long toute ensemble-trajectoire C (M,) (n=1, 2, ...) Yensemble-
mobile au temps ¢, G (M, t), ait son diamétre d (M,, t) tendant vers zéro pour t— + co.
Pour démontrer cet énoncé prenons les j(n), —>+ oo avec n, de sorte que (2°) & la
suite de Théoréme 6.5 ait lieu, ainsi que les inégalités d (M, 1,) <1/n (avee 1, =tn, j(m)-
M, €G(M,,0), est & distance ne surpassant pas h,(M,, 1.) (<1/n); il existe donc
un point @,, € G(M,, 1,), de fagon que

1
lQn "'Mnl < ;I/’
Q. et M, (=F(M,,1,)) tous les deux étant sur G(M,, 1), on aura

|91~ Qu] 5 d(My, 7)< 1
par conséquent

[ Mo~ M| < | Mu—Qul + IQn—Mn|<% (n=1,2,...).

Puisque lim | M, — M,|=0 et que les M, sont partout denses dans D, il résulte que
les M, le sont.

Supposons maintenant que les ensemble-trajectoires C(IM,), o M, =G (M, 1),
(n=1,2,...) sont stables (+) (Définition 6.4), les M, étant partout denses dans D;
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donc il y a stabilité (4 ), relativement & G{(M,, ) pour tout ¢,. Selon définition la
stabilité (+) pour un M, équivaut 4 l'inclusion

(a,) G (M., 0)c L* (M,,).

Selon Théoréme 5.9 ceci revient & ce que pour tout 6 >0 Pensemble G (M, 0) a une

décomposition du type-(0) (cf. (5.8)):

kn®

(a,) G(M,,0)= j; Gy s (M),

de sorte que

(ag) lim hy (G5 (M3);0)<0  (j=1,..., ka(d) fini),
t—>+00

ol

(ay) Ry (G 5 (M) t) = Vécart (G 5 (My), G (Ma,t));

dans (a,) les G; (M) (9, n fixes) sont disjoints;

G s(My)<8(@n5,0), @n; =@ 1(0) € G(My, 0).

En raison de (a,) il existe une suite ¢, ;=1%,(j,d), >+ co avec i, et un nombre

y(n,4,0) (=0), de sorte que
hz(Gi,d(Mn)§tn.i)—>)’(n, ?., 6)’ éa’ pOllI‘ i~>+oo'

On peut trouver un entier ¢(n)=1(n, j, ) de sorte que

1 .
(613) hz (Gi,d(Mn); Tn) <dé+ ;’ Ta=Tn (7» 6) =tn, imy>MN;

ai=1 9 L (&Y m=1 9
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On trouve un résiduel R(6) de D de fagon que, si M € R(d), on a
M eS8 (M,,0,) pour n=mn,=n,(M,3d), >+ oo avec v;
par suite les inégalités (a;) ont lieu, pour M € R(d) et pour n=mny, n,, ...; nous
choisissons les n, (M, §) suffisamment grands afin que
(6.14) hy (G3r (M); Tn,(j, 0)) <26 pour M E€R() (j=1,...,kn,(0));

selon (6.13) on a

(6.14a) Tn,(J, 0) (>n,) > + oo avec v (j=kn,(0));
on note que (6.14) a liew pour 6=1,1,%, ... pour M sur le résiduel
(6.14b) R=R(1)RG) RQ) ...,

qui est indépendant de § et de 6.
Nous allons démontrer que

(6.15) C (M) MM =G (M, 0)) est stable (+) pour tout M € R (6.14b),

c’est-a-dire, que G(M,0)< L* (M) sur R.
En effet, au cas contraire il existe un point M sur R et un point @, sur G (M, 0),
de sorte que

(by) |Qo—L* (M)]|=7>0.

En prenant 0 <g <7, on note que le wvoisinage S (Q,, o) de Q, ne contient pas de points
des ensembles G (M,t) pour t=t(p) (assez grand). Posons d=1/s, ou s est un entier
tel que 0<1/s<p/4. Soit

k
(b,) G(M,0)= 5 G (M)  [k=kn(3), n,=mn, (M, 0)]
j=1

une décomposition du type-(§) d’accord avec (ag); on a
(h) Qo € G2y (M), ot §' =7 (M, ¥, ) (=kn,(8)),
cela étant pour »=1,2,...; on observe que

(bs") Gy (M) 8(Q(»,9),0), le centre Q(v,0)=Q (M, ,0) étant sur G(M,0),

()

et que

@, 8,98 Qo) 10-Q0 )=
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D’apres (6.14)-(6.14b)
1
(by) h(v, 6)=h2(Gj’f76(M); T, (77, 0)) <20 [j’=7'(M, 7, 8), = S’ y=1, 2, ] .

Or & (v, 6) = Vécart (G}7 (M), G (M, 7a,(j’, §))) est le maximum pour N € GYr, (M) de la
distance |N —Q (M, Tn, (1", 8))|; il se peut que ce maximum ne soit pas atteint, puisque
G» (M) n’est pas nécessairement fermé. Etant donné un & >0, il existe un point
N'=N'(M,»,0) €G> (M), de sorte que

h(v,8)—&,<|N' —G(M, ., (j,8)| < h(r,6).

Sur G(M, ...) fermé il se trouve un point § =S (M,», d), €EG(M, ...), tel que
|[N'—~G(M,...)|=|N —8'|; donc

(bs) h(v,8)—e,<|N' =8| < h(»,0) (N €G) (M), 8'"€G(M, 1y, (j, 0))]-
On observe [(b,), (6.14a)] que

(be) Tn, (7, 8) =T (M, », 8) (>n, (M, §))—> + oo avec ».

Choisissons les ¢,—0 pour y— + oo. Soit »,,¥,, ... une suite infinie d’entiers positifs,

—> + oo, choisie de telle maniére qu’a la fois les quatre limites
liim h (v, 8) = hy, liim N (M, ,8)=N"(M,5H), liim S (M, v, 8)=8(M, ), Iiim Q:,0)=¢
(cf. (b)) existent. Selon (b,), (b;) on aura
(bs) | N'(M,8)—8 (M, 8)|=hy=2.
Rappelons-nous que
Q) EG(M,0), N(M e (McG(M,O),
Gl (M) <=8 (Q(v,0),8) (=8°(Qy 0), |Qa~ Q)| =6;

done
(bs) QIEG(MaO)y N,(M’a)EG(M:O)» AW(M’(S)ES(QI>6)(CS(QO’@))J |Q0—QII§6

D’autre part 8" (M, v, 8) € G(M, 1 (M, v, 8)) (bg) et (M, »;, §) tendant vers + oo avec 1,

on voit que

(by) le point §'(M,é8) € L* (M),

L7 (M) étant 1'ensemble de points d’accumulation des ensembles G(M,t), pour t— + oo,

Or selon (bg) les points N’ (M, §), @, se trouvent dans la région sphérique S(Q’, §); d’oit
|Qo—N'(M,9)| =2,
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et en vertu de (b,) on obtient

4
|Qo— 8" (M, 8)| < |Qo—N' (M, 8)| + |N'(M,8) -8 (M,5)|<46= S<e

c’est-d-dire, le point S'(M,8) de L* (M) (by) se trouve dans le domaine sphérique

8°(Q,, 0); c’est une contradiction & (b,) (ou 7>p). Nous avons établi (6.15), ce qui
nous permet de faire I'énoncé suivant.

TEXOREME 6.16. Si les ensemble-trajectoires C (M) (M =G (M, 0)) sont stables (+)
(Défimition 6.4) pour M sur un ensemble partout dense dans D, il en résultera qu’il
existe un residuel R de D, tel que Uensemble-trajectoire O () (M =G (M, 0)) sera stable
(+) pour tout point M de ce résiduel.

7. Stabilité sur des ensembles partout denses et sur des résiduels (suite)

Démontrons maintenant la possibilité des décompositions du type-(d) avec le
caractére de continuité spécifié & la suite de 6.13. Soit M’ un point particulier et
soit G(6/4) lensemble de points & distance <d/4 de G(M’,0). Considérons la famille
{S(Q,8/2)} de toutes les sphéres (fermées) dont les centres @ sont sur G (M, 0)
(6>0 étant fixe); selon le lemme de Borel-Lebesgue il y a un nombre k'(d) fini de
ces sphéres, S(Q;,8/2) (i=1, ... k,(8)), de sorte que

Ky @

(19 > s(eng)=aar0. geanr,o.

Si @° est un point quelconque sur G(8/4)—-G(M'0), il se trouve un point N sur
G(M',0), tel que |@Q—G(M',0)|=]|Q°~N|; on a |Q"—N|<4/4; N appartient &
une sphére §(Q;,8/2), donc |Q;— N|<8/2; conséquemment [Q;—@Q°|<|@;— N[+
| N —@°| <34, cest-d-dire @Q° € 8(Q;, 24); d’ou
wo 5
@) > 80,19 26():
j=1 4
Nous réalisons une décomposition de G (M’,0) du type-(d):

k(@&

(3°) GM',0)= 2 Gs(M),
j=1

en posant

(4°) Grs(M)=8(Q1, 0) G(M',0), Gos(M')=8(Qs 8) G(M',0)~Grs(}M),
G (M')=8(Qs, 8) G (M',0) — G5 (M') — G, (M), ...
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Considérons Vensemble G (M, 0) et soit M variable dans un voisinage de M’
(MeG(M,0), MeG(M',0);

selon T’hypothese (4.1Db)

(5% h(M, M') = Iécart mutuel (G (M, 0), G(M’, 0))~>0, quand M- M.

Choisissons @; sur G(M,0) & la distance minimum de Q;. Il S’ensuit alors que

(6°) 1@~ Qi[>0 avee [M—M'|  (j=1,..., kn(5));

en effet, au cas contraire il existe un j=7, et une suite de points M, tendant vers
M, pour laquelle Q;~@Q; +Q;, ou @; est un point sur G(M’,0); il y aurait une
suite infinie de points M, —M’, pour lesquels les ensembles G(M,0) n’ont pas de

points dans un voisinage du point @;, qui appartient a G(M’,0); ce serait con-

A

traire a (5°). En tenant compte de (5°), (6°), on trouve un v(5) positif (qui peut

dépendre de M’), tel que

(7°) h(M, M’)<»(d) entraine ;€S (Qf', g) ’

j=1,..., k() G(M,O)CG(Z)'

Il découle que S(Q;, 8) S (Q;,2d); donc en vertu de (2°)

k’(6)

(8°) ;s(Q,-, 6)DG(§> SG(M,0) pour h(M, M')<w(8),

les @, étant certains points sur. G(M,0). Ceci permet d’effecteur une décomposition
de G(M,0) du type-(8), tout & fait & la manitre de celle de G (M’, 0) [(3°), (4°)]:

k') ,
(9°) G(M,0)= 3 Gy (M),

(10°%) Grs(M)=8(Qy, 8) G(M,0), Gps(M)=8(Qy, ) G(M,0)~Gi4(M),
Gs.6(M) =8 (Qq, 8) G(M, 0) ~ G s (M) — G, (M), ...,

pourvu que h(M,M')=<»(d) (7°); ici les points @;, € G(M, 0) peuvent tenir & M — les
@; sont choisis comme on I'a indiqué & la suite de (5°).
Si A(M'), B(M) sont des ensembles, M’ est un point fixe et h(M, M’) est

I'écart mutuel de ces deux ensembles, nous écrirons
(7.1) B(M)~A(M")

pour dénoter que h(M, M')—>0 avec |M —M'|.
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D’aprés (6°) S (Q;, 6) ~8(Q;,8) (j=1,2,..., k' (8)); (5°) signifie que G (M,0) ~ G (M',0).
En comparaissant les deux décompositions [(9°), (10°)], [(3°), (4°)], on obtient d’abord
@Qys(M)~Gys(M'); puis, tour & tour:

8(Qs, 8)~8(Q5,6), S(Qy 8) G(M,0)~8(Qs,8) G(M',0),
Go,s (M) =8(Qy, 8) G(M, 0) — G5 (M) ~ S8 (Qs, 8) G(M’, 0) = Gy,5 (M) = Go,s (M');
tout pareillement on obtient G s(M)~ Gss(M’) et ainsi de suite; on établit
(7.2) Gio(M)~ G (M), §=1,2,..,F ()

Nous avons donc vérifié la possibilité de la réalisation de (6.a5). En utilisant la

notation plus détaillée:
(7.3) Gio(Mn) = Gy5(Mn, 0), Gfs(M)=07s(M,0),

nous envisageons les deux décompositions du type-(8) (6.a,), (6.a5) des ensembles
G(M,,0), G(M,0). D’accord avec (3°), (4°), ou 'on pose

M=M, ¥©@)=k.), Q=%

on effectue la décomposition (6.a,) ainsi:
kp )
(10) G(Mn, 0) = 21 Gj.ﬁ (Mn’ 0), Oﬁ Gl,ﬁ (Mn, O) = S(QZ, 1> 6) G(Mn, 0)9
j=
GZ a(Mn: O) = S( 2,25 6) G(Mns 0) - Gl,ﬁ (Mm O)-
G3,6 (Mn, 0) = S( :LL,& 6) G(Mn, O) - G],d (Mn, 0) - G2,t§ (Mn: 0); vee
ici les @n;=Qr ; () € G(M,, 0); d’autre part selon (9°), (10°), ol &' (8) =k (9), @ = @1
nous effectuons la décomposition (6.a5) comme il suit:

K, (&)

(20) G(M,0)= ]_; G7s(M,0), ot GTs(M,0)=8(Qn1,8) G(M,0),

G20 (M, 0) = 8(@n,2, 0) G(M, 0) - G75(M, 0),
Gs.5(M, 0)=8(Qns, 0) G(M,0)—GLs(M,0)—G34(M,0), ...,
Qn;=Qn,;(0) € G(M,0), pour |M—M,|=13(d);

ici 77 (8) positif est choisi suffisamment petit afin que

(3¢) h(M, M,) = Vécart mutuel (G(M,0), G(M,, 0)) = v, () (>0),
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vn (0) étant si petit que (d’accord avec (5°), (7°))

(4 Qses(eng)s GULOSG(3) imL k)

G, (6/4) désignant I'ensemble de points distants =§/4 de G (M, 0).

Norariox 7.4. Nous écrivons (pour M assez proche de M,)

(7.4a) RO (M, ty; t) =Vécart (G} s (M, t), G (M, t,)),

(7.4b) B8 (M, ty;t) =1écart (G 5 (M, t), G( M, 1)),

ol

(7.4¢) GFs (M, t)=F (G]'s(M,0),t), Gs(Mn,t)=F(G;s(My,0),t).

La transformation ponctuelle F(Q,t) établit une correspondance bicontinue et
biunivoque entre les points de G(M,¢) et de G (M, 0); done [(2,), (7.4¢)] la formule

Kp (6)
(50 GUL = 3 G

représente une décomposition de G (M, ), les G5 (M, t), j=1, ..., ks (0), étant disjoints;
tout pareillement [(1,), (7.4¢)] on a la décomposition

K5 (8)

(60) G(Mm t) = igl GJ’.G (Mns t)'

En rappelant la définition (5.8) des décompositions du type-(§), on observe que,
tandis que les décompositions (2,), (1,) de G(M,0) et de G(M,, 0) sont du type-(d)
(avec l'intervention de certaines sphéres de rayon §), les décompositions (5,), (6,) sont
d’un genre que nous appellerons type-(d(n, t)); de plus, en construisant les G75(M, 1),
G;5(M,, 1) on n'emploie pas directement des sphéres, mais plutdt les transformations

des sphéres, qui interviennent dans (1), (2,):
(To) 8(Qni,t;0)=F(S(Qn.i, 0), ), S(Qr:i, t;0)=F(S(Qr:1,0),1) (=1, ..., %:(9)

[ici F'(H,t) signifie 'ensemble de points F (N, t), quand le point N parcourt ’ensemble
donné H]; les ensembles (7,) ne sont pas en général des sphéres, mais ce sont topo-
logiquement des sphéres; le point F (@, ;, t), qui correspond au centre @, ; de 8(@..;, d),
est dans lintérieur de S (Q.: f; 8); on fait une remarque analogue relativement
F(Qr i, t). En tenant compte de (1,), (2,), (7,) on obtient
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(80) GLo(M,t)=8(Qn1,t;0) G(M, 1), G3s(M,t)=8(Qnz2 t;0) GM, 1)~ GLs(M, 1),
5o (M, 1) =18 (Qn,3 t;8) G(M, 8) — GLo(M, 1) — Gos(M, 1), ...;
Grs(Mu, t)=8(Qn1,8;0) Q(Mn,t), Goo(My,t)=8(Qn 2 t;0)G(Mn,t)—Crs(Mnt), ...;
on suppose ici que | M —M,| < 15 (8) daccord avec (3,), (4,);
(9) o (M, )= 8(Qn.s> 50),  Gyo(Mn, )= 8(Qn,s: t; 0)-

DeriniTIiON 7.5. Soit D, un sous-ensemble quelconque, fermé et borné, de D;

8 D, il correspond un module de continuité wu(u,t) [>0, défini pour O <u=wu, et
pour ¢ fini, u—0 avec u] de la transformation F(4,?), de sorte que
(7.5a) |[F(@Q", )~ F(@Q,t)] =u(l@ —Q|,t) pour @,Q" sur D,

(on a |Q"—Q|=u(Q"-¢] 0).
Soit M sur un sous-ensemble quelconque D, fermé, borné, de D; alors il existe un

autre sous-ensemble D, fermé de D, tel que D, D, et que (7.5a) ait lieu pour
(7.5b) Q",Q sur G(M,0) et M sur D,.
[G(M,0)c D, pour M € D,]. En raison de (5;), (6,), (8), (9,) et vu que

F(Qn,i: t) € G(]”: t)5 F(QZ,J’; t) € G(Mn, t)7
on déduit

8(Qns£; 0) = 8(F (Qn., 1), 8(n, 1)), 8(Qns,t;0) = S(F(Qnss 1), d(m, 1)),
ol on peut prendre
(7.6) d(n,ty=u(d,t) (si M€D,, M,€D,)
et on est mené au résultat suivant.

(1.7)  Pour M, M, € D, (Définition 7.5) les décompositions (5,), (6,) de G (M, t), G (M, t)
sont du type-u (8, t) (définition (5.8)), pourvu que | M —M,| = 17 (8) (cf. (30), (40)); pour
tout t fini %im u(d, 8)=0.

—0

Revenons maintenant aux conditions de Théoréme 6.16. Introduisons

HyroruisE 7.8. d(G(M,,t)) désignant le diamétre de G (M,,t), on a
(7.8a) lim d(G(M,,1)=0 (n=1,2,...).
t>+o0

Dans la suite nous prendrons §=1/n et choisirons

(a1) j=1j(n) (ékn (0) =k, (}L) = k)

16 ~ 563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 3 mai 1956.
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de sorte que (avec la notation (7.3))

(az) Mn € G/’ 1/n (Mn, O)

La possibilité d’un tel choix de j découle de ce que M, €G(M,,0), tandis que (1,)
G (M, 0) =3 Gy 1n (M, 0) (i=1,...,k,). En tenant compte de I'hypothese (7.8) et

de (6.13) (avec 6=1/n, j=7(n) (a,)), nous choisissons une suite d’entiers
i—i(n)(—i n l)) n=1,2
> 77 n 3 Ay aeey

(a5) koG 1m (M, 0); 7a) = Pécart (Gy, 1n (My, 0), G(M,, 7,))

tels que [6.a,), (7.4Db)]

2
:hil'lln(Mn,Tn;O)<;’ Tn=ln,iny> M, d(G(Man))<%‘
pour n=1,2,.... Selon (6.a;), (7.44a)

. 3
(ay) Vécart (G 1 (M, 0), G (M, 1)) =™ " (M, 1,; 0) < -

pour M € 8°(M,, 0,), o pn=pn(1/n), n=1,2,...; ici o, positif est choisi suffisam-
ment petit et certainement ne surpassant pas Tz (l/n) (voir (3,), (4,)). Vu (as), (6.8),

on observe que

’ ! i ! 2
(a5) Técart (G 1yn (Mn, —Tn), G(Mn, 0) =~ """ (M7, 0; —1,) < - (n=1,2,..),

Y

ou
(2¢) M, =F(M.,, 1)

Tout pareillement en raison de (a,), (7.4a)

. 3
(7.9) Vécart (G 10 (M, —12), G(M', 0)) =k ™" (M',0; —1,) < -

pour M'=F(M, t,) € F(S*(M,, 0.), T»), n=1,2,... donc, en tenant compte de la

notation (7,), on voit que (7.9) a lieu pour
(aq) M €S (M., ta;0,) [S°(---) = Pintérieur de S(---)];

on observe que le point M, (a,), qui correspond & M,, est contenu dans le domaine
(ouvert, connexe) S8°(M,, Tn; 0n); il existe un g;, positif de sorte que la spheére

S(M;,,Q;) soit contenue dans S°(M,, 7.;0.); dou (7.9) a liew pour
(7.9a) ' M €8 (M, o) (n=12,..).

Or on peut établir le résultat suivant.
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‘(7.10) Les M, étant partout denses dans D, dans Uhypothése (7.8) Uensemble M M, ...
[(ag), (a4)] jouit de la méme propriété.

En effet, notons d’abord que
BV (M, 743 0) (8g) = max. |Q—G(Mn, 1.)| pour @ € Gy 1n (M, 0),
ol j=j(n) (a,); M, (a,) étant sur G, 1, (M,, 0), selon (a;) on obtient

. 2
| My~ G (M, ta)| S W V()< —

sur G (M,,7,) un point N’ existe de sorte que le premier membre est |M n—N '|;
done |M, — N'|<2/n; d’autre part les points N', M, =F (M., 1) (8) tous les deux

étant sur G (M,, t.), on voit que
¥ =ML S (G (M) <5 (a);
done en vertu de l'inégalité triangulaire:
| M= M| S | M= N+ |V B <

la conclusion dans (7.10) s’ensuit.
En tenant compte de (7.9), (7.9a) et du fait que les M, sont partout denses
dans D, selon le théoréme dans (D; p. 139) on conclut qu’il existe un résiduel R', < D,

tout point M duquel appartient a une suite infinie de sphéres ouvertes:
MGS“(M;,V,Q:,V), n,=mn,(M), v=1,2, ...,

olt n,~>oo avec »; de plus

' 3 ..
(7.11) Pécart (Gfyn (M, — 12), G(M, 0)) < - =i (a1))
pour n=mn;, Ny, ... et pour M sur ce résiduel R'. En nous rappelant (2;), (5,), (8¢),
avec n=mn,,0=1/n, t= —Ta,, nous observons que l'ensemble Gj’fvlm(M , —Tn) figurant

dans (7.11) est un composant dans la décomposition
o

(7.114a) G(M, —ta,) = 2 G (M, =) (K =kn,, MER');
i=1 7

selon (7.7) cette décomposition est du type —u(l/n, —t,), ot n=mn,; si dans (7.11a)
on suppose que M appartient & une partie bornée de R’, le module -de continuité
pu(-++) (Définition 7.5), qui intervient dans (7.11a) correspondra & une certaine por-

tion bornée de D, d’accord avec (7.5)(7.7). Nous allons établir le résultat
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(7.12) Dans Phypothése 7.8 et si les M, sont partout denses dans D, on aura
(7.12a) L™ (M)G{M,0)+=0 pour tout M sur R,

ot R’ est le résiduel introduit & propos de (7.11).

Ecrivons H (v) pour Gfny, 1yn (M, —7,), o4 n=n,; Pécart
R [=RY™"(M,0; —1,)] (n=mn,)

au premier membre dans (7.11) est le maximum de |Q— G (M, 0)| pour @ sur H (»).
En prenant un point (quelconque) @, sur H(») on peut trouver un point @, sur
G (M, 0) tel que |Q,—G(M,0)|=]|Q,—@Q.|; vu (7.11)

s . 3
le.-@l=hr<" =12

Une suite v, (s=1,2,...), > + oo, existe pour laquelle Q,’,S converge vers un point @’
sur G (M, 0); on obtient

' ' ' 3
-, |-, +19,-9,1<|9-a,l too beEwss=12,00

par 1a, @,,—~@" quand s—>oo. Or @, est sur H (v;), c’est-a-dire sur
Gy 1m (M. —10), G (M, —1,), o1 n=n, et v=1y,;

d’autre part (a,), Ta,, >mn, (¥=17,), > + oo pour s—> oo ; conséquemment @' sur G (M, 0)
est un point d’accumulation pour les ¢ infinis négatifs des ensembles G(M,t) (si M

quelconque fixe est sur R'); d’ou la conclusion (7.12a).

REMARQUE 7.13. Selon Définition 4.19 la relation (7.12a) peut étre exprimée
en disant que, pour M € R', P'ensemble-trajectoire C (M) (M =G (M, 0)) est stable (—),
spécialement o G (M, 0).

(7.14) Dans Uhypothése 7.8 et les M, étant partout denses dans D, on aura
(7.14 a) L~ (M) G(M, t,) =0,
dés que le point F (M, t,) est sur le résiduel R'.

Pour établir ceci notons d’abord que dans (7.11) j=j(n), 7, sont indépendants du
point M, € R’, dont il s’agit dans cette formule; d’autre part les valeurs n, (v=1,2, ...)
de n peuvent tenir &4 M. En posant M,=F (M,t,) et en supposant que F (M,¢) € R,

nous envisageons (7.11) pour M,:

3
l’écart (G;l(n), 1yn (MD’ - Tn), G(Mo’ O)) < ;'/,
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ot n=mn,(M,) et
an(n), 1/n (Mo, '_Tn)CG(Moa —Tn);

en raison de (6.8) ces formules équivalent &

(by) Técart (G, 1m (F (M, t0), —7a)s G(M, £5)) < %
avec n=mn,(My)=mn,(F(M,1)) et

(by) Gy 1 (F (M, 1), —Tn) = G(M, ty—15).

Moyennant un raisonnement du genre employé pour démontrer (7.12), (7.12a), &
partir de (b;) et de (by) il résulte que G(M,t,) contient au moins un point @, qui
est un point d’accumulation des ensembles G(M,,—1,) (en effet des ensembles au
premier membre de (b,)) pour f,— 7, =ty— T, — — o; d’ont la conclusion (7.14a).

En tenant compte de (7.12) et (7.14) nous résumons ainsi.

THXOREME 7.15. Supposons que les ensemble-trajectoires C (IN) (M =G (M, 0))
sont stables (+) (Définition 6.4) sur Uensemble M,,M,.... partout dense dans D;
alors sur un certain résiduel R de D on aura la conclusion de Théoréme 6.16. Supposons
de plus que le diamétre d(Q (M ,, 1)) de G (M, t) tend vers zéro pour t— + o0 (n=1,2,...).
Alors il existe un résiduel R’ de D (voir le texte & propos de (1.11)) de sorte que, pour
M sur R', Uensemble-trajectoire C(IM) M=G(M,0)) est stable (—), spécialement &
G(M, 0) (Définition 4.19, aussi (7.12a)); en outre C(M) (IR =G (M, 0)) sera stable (—),
spécialement & toute position G (M, t,) de Uensemble-mobile, pour laquelle le point F (M, t,)
lui aussi est sur R’ (cela signifie (7.14a)).

REMARQUE 7.16. Dans les hypothéses indiquées, pour M sur le résiduel B R’,

il y a & la fois la stabilité des especes specifiées pour les ¢ infinis positifs et negatifs.

REMARQUE 7.17. Les conclusions dans les théorémes 6.5, 6.10, 6.16, 7.15 con-
statent que pour le point M sur un résiduel de D l'ensemble-trajectoire C(IN), ot
M=G(M,0) (ou dans des cas particuliers — simplement la «trajectoire d’un point-
mobile»), est stable (+) ou (—) dans un des plusieurs sens. Or un résiduel contient
toujours des ensembles parfaits (de U,) [M. Denjoy (D; p. 143)]. D’autre part dans
(4.12), (4.15), (4.21), (4.22), (4.24), (4.26) et Théoréme 5.13 nous avons établi certains
réultats (de caractére topologique) quand la trajectoire d’un point-mobile M, ou l'en-
semble-trajectoire d’un ensemble-mobile G (M, 0), jouit de propriété de stabilité d’une
des plusieurs espéces considérées, pour M sur un ensemble parfait P. Conséquemment
on peut lier les théorémes 6.5, 6.10, 6.16, 7.15 avec les résultats que nous venons

d’indiquer.



240 W. J. TRIITZINSKY

8. Stabilité de Liapounoff

Comme nous l'avons fait dans les sections antérieures, nous supposons que F (M, f)
[spécifiant la position du point-mobile au temps ¢(F(M,0)=2M) sur la trajectoire
C(M)] varie continiment avec le point M, € D, pour tout ¢.

HyporHESE 8.1. Soit D, un sous-ensemble quelconque fermé borné de M ; suppo-
sons que la continuité de F(M,t), comme fonction de M sur Dy est uniforme par rapport

a t sur tout segment fini a <t<pf.

La condition qui intervient dans cette hypothése n’est pas trés étroite; un tel
mouvement ponctuel peut étre facilement réalisé moyennant certains systémes différen-
tiels d’especes assez générales.

Correspondant & un D, (< D) il existe un module de continuité u(u,t) (Défini-

tion 7.5), p(u,t)>0 pour O <u=u, tel que
lim g (u,t)=0 pour tout ¢ fini,
u—>0

de sorte que

(8.2) |F(M", t)y—F(M',t)| su(|M"'—M|,1)

pour M', M’ sur D, et pour tous les t; dans Uhypothése (8.1) & tout segment [, f)
finy il correspond un module de continuité u{u;a, B), indépendent de t, positif et tendant

vers zéro avec u (>0), de sorte que
(8-2a) |F(M", )~ F(M' )| <pu(|M"—M'|; a0, p)=pu(|M" —M'|; 8, )
pour M', M sur Dy et pour a<t=§f.

On peut toujours supposer que u(u,t), u(u;a, B) sont non-croissants pour u (> 0)

décroissant.

DiFINITION 8.3. Etant donnée une trajectoire ponctuelle particuliere C(M°),

nous dirons que le mouvement est stable (t,, + oo; L) relativement & O (M°), si

(8.3a) n(M° M;t)—~>0, quand M-—>M°,
ol
(8.3b) n(M° M;t) =max. (t=t,) | F(M,t)— F(M°¢t)|;

pareillement on définit la stabilité (¢, — oo; L) relativement & un C(M°).

On observe que
(8.3¢) n(M° M;t) < max. (t=t,) u(|M—M°|,t);

ici p(---) correspond & un D, contenant un voisinage de My, ot se trouve M. Aussi,
pour f, =t < + oo,
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(1 |F(M,t)—F (M t)| = (M° M3 t) S mpaus (| M~ M| &)
= max. (|[N-M°| < |M--M°|) 5(M° N;t,);

on voit que (8.3a) équivaut & ce que Nue(0; ) >0, quand 6 (>0)—0. Dans 'hypothese
(8.1) supposons que

(2°) | |F (M, 1)~ F (M, 1) | < &
et que le mouvement est stable (f, + oo; L) relativement & C(M?); alors selon (8.2a),

ol (a, B) est le segment d’extrémités 0, —f, et M" =F(M,t,), M'=F (M’ t,), t= —t,,
on obtient

(3% |M—M°| < u(|M"—M'];0, —t,) < ule; 0, —ty).
Eecrivons
(4°) 0(e)=0(e, tg) =nan (e (g5 0, — )5 %9);

on observe que d(¢)>0 pour e—>0 et que 6(e)>0 avec e.
En raison de (1°)—(3°) on conclut ainsi:

(84) Soient MY i, fixes; dans Uhypothése 8.1, si le mouvement est stable (t, + oo; L)
relativement & la trajectoire O(M°), il s’ensuit que pour tout £>0 il existe un §(g) >0,

indépendant de t et —>0 avec &, de sorte que

(8.4a) | F (M, t,)—F(M° t;)| <& entraine
|F(M,t)—F(M° t)| < d(c) pour t,<t< + oo

d(g) (4°) est indépendant de M, t, mais peut tenir & M®; 8 (g) (>0)—0 avec e. On peut
établir la réciproque.

En vertu de (8.4), (8.4a), dans I’hypothése 8.1, la stabilité d’un mouvement au
gens (t,, + oo; L), relativement & une trajectoire particuliere C (M%), revient & la stabilité

au sens de M. Liapounoff, relativement & la méme trajectoire (sur (I, + o)).

(8.5) Dans Uhypothése 8.1, si pour un t, particulier le mouvement est stable (ty, + oo; L)
relativement & C(M°), il en sera le méme au sens (t;, + oo; L) pour tout t, fini.

En effet, si ¢, >t, la conclusion dans (8.5) est une conséquence immédiate de
Définition 8.3. En outre, si ¢, <?, on obtient (1°) ainsi que (8.2a):

|F (M, 8)—F M t)| Su(|M —M°|; t,,t,) pour £, <t=t,;

soit u, (u) une fonction qui décroit vers zéro avec u (>0), telle que
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iy (u) Z e (5 tg),  py (u) Z e (u;ty, £);
on a
IF(M»t)—F(Mo:t)lél"’l(lM—‘MﬂD (t1§t< —}—oo)’

ty (u) étant indépendant de ¢, la conclusion dans (8.5) s’ensuit.
TEHEOREME 8.6. Dans Uhypothése 8.1, les M, (n=1,2,...) éiant partout denses
dans D, si le mouvement est stable (t,, + oo; L) relativement & chaque trajectoire C (M)

(n=1,2,..)), il Sensuit qu’il existe un résiduel R de D de sorte que, pour tout point
M de R:

la trajectoire C(M) est la ‘limite’ d'une suite de C(M,), ou n=n,(M)—> o avec v,
au sens uniforme par rapport au point mobile au temps t, pour TSt< + oo, T dtant

arbitratre — cela voulant dire que pour le point M (€ R), considéré, on a
(8.6a) |F (M, t)y—F(M,,, t)|-~0 pour y—oco
uniformément par rapport & t pour T=t< +oo.

En effet selon '’hypothése il existe une fonction u, (u) positive et —0 avec u (>0),

telle que
|F(M,t)—F (M t)| < pun (|M—M,|) pour —n=<t< +oo et n=1,2,...;

les seconds membres ici étant indépendants de ¢, il en résulte que

R | -

|F(M,t)—F (M, t)| < (—n<t< + o),

dés que M€ 8°(M,, 0n), ot M €8°(My, pa), les p, positifs et suffisamment petits étant
indépendants de t. Vu (D; p. 139), il existe un résiduel B, <D, de D, tout point
duquel appartient & une infinité de sphéres S°(M,, p,); ainsi pour M sur R on aura

1
MeS*(M,,,0.), |F(M, t)—F(M,.v,t)lgn— (—n,=t< +o00; »=1,2,...),
ou n,=mn,(M) tend vers + oo avec v; le théoréme est établi.

REMARQUE 8.7. La conclusion incorporée dans Théoréme 8.6 représente ce que,
peut-étre, on pourrait exprimer en disant que le mouvement est stable (+; L), au sens
faible, relativement a la trajectoire C(M); ou bien, que le mouvement est faiblement
Liapounoff-stable, pour t— + oo, relativement a C (M); C (M), pour le point M considéré,
est ‘limite’ au sens de (8.6a) d’une suite de trajectoires, relativement & chacune des-

quelles le mouvement est stable au sens ordinaire de Liapounoff (pour - + oo).
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(8.8) La stabilité (+; L), au sens faible, est impliquée par la stabilité (r, + oo; L)
(dans I'hypothese 8.1).

En effet, supposons que le mouvement est stable (r, + oo; L) relativement une
trajectoire C (M°) donnée; donc
(ay) | F (M, v)— F(M° 1)|<e entraine

|F(M,t)—F(M°t)|<6() (t=7; O(e), >0, >0, avec &)
ici on peut prendre &(g) non croissant pour £>0 décroissant. Pour 7 fixe, M° est
limite d’une suite de points M’, = M°, tels que | F (M’, v) — F (M°, v)|—>0. Considérons
un M’ +=M° particulier, suffisamment proche de M° de sorte que
(82) | P (M, 7)~ F (M, 7)| <e;
alors selon (a,)
(a;) |F(M',t)—F(M° t)|<b(e) (t=7).
Soit M variable tel que
() |F(M,7)—F (M, 7)|<e;
alors ((a,), (a,)]
(85) |F(M,7)—F (M 7)|<|F(M,7)—F (M, )| +|F (M, )~ F (M 7)| <&+ (e);
vu (ag), il resulte (a,) que
(ag) |F(M,8)—F(M° )| <6,(e)=68(e+6(e)) (—0 avec £)
pour T=t< + co; de plus [(ag), (a,)]
(a) |F(M,t)—~F(M',¢)|<|F(M,t)—F (M)
+{F (M t)—F(M', )| <d,(e) + () (—0 avec ¢)

pour T<¢< +co. Puisque (a,) entraine (a,), le mouvement est stable (t, + oo; L) rela-
tivement & C' ('), pour tous les M’ infiniment voisins de M°; quand M’'—M® on peut

choisir ¢ (>0)—0; la constatation en italiques que nous venons de faire, ainsi que (a,),

signifient que le mouvement est stable (+; L), au sens faible, relativement & C (M°);
Vénoncé (8.8) est verifié.

Dans les conditions du théoréme soit E, ’ensemble de points M, € D, tels que
le mouvement est stable ( +; L), au sens faible relativement & M. L’ensemble E,=D — E,
consiste des points M’ d’instabilité faible (+, L); cet espéce d’instabilité est simple-

ment lalternative de la stabilité que nous venons de mentionner. Si M’ est un point
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de E, et si les M, {(r=1,2,...) constituent une suite de points, qui convergent vers
M’, le mouvement étant stable (r, -+ oc; L) relativement a chacun de ces M, — alors
il s’ensuit que la ‘convergence’ des trajectoires C(M,) vers C'(M) est non-uniforme

par rapport & {, pour T=#< + oo; c’est-a-dire que l'uniformité de convergence, par

rapport & ¢t (v=¢< + o), est en défaut.

(8.9) Dans I'hypothése (8.1) et sans hypothése relativement aux M, (n=1,2,...), st
Uensemble d'instabilité E; est inexhaustible (n’est pas gerbé), E;=D—D; ne sera pas
un résiduel — dans ce cas, d’aprés le théoréme, les M, ne seront pas partout denses
dans D.

9. Pénétration dans tel ensemble donné d’avance

Comme dans les sections 4-8, soit D fermé dans U,, possiblement non borné.
La correspondance biunivoque et bicontinue Q' =F (Q,t), pour ¢ fini fixe, entre les
points @, @ dans D, constitue une transformation ponctuelle laissant D invariant.

Posons en particulier

(91) FUQ=F@=F(@Q1H=¢", FUQ=F@Q -1)=¢" F%Q=g,

Si E est un ensemble quelconque dans D, nous employons la méme notation; F (B)=
FU(E) est 'ensemble de points F™{Q) obtenu en laissant le point @ décrire E,
F™E)=E, F™(B)=FY F"-1(f)=F" Y F"*1(B) (n entier) est 'ensemble de points
F(Q,n) obtenu quand le point ¢ parcourt E.

DeriNiTION 9.2. G(M,t) (Définition 4.1) désignant un mouvement d’un en-
semble-mobile sur les ensemble-trajectoires C (IN) (ot M = G (M, 0)), défini pour tout M
sur D, nous écrivons E (P) pour désigner la réunion d'ensembles G(M,0), obtenue en
laissant le point M parcourir Uensemble donné P (< D).

La définition suivante d’'une classe (C') d’ensembles K est & peu prés celle que
M. Denjoy & donnée dans (D; p. 152 sq.) pour fonder le raisonnement de Poincaré

sur la rentrée des trajectoires stables (ponctuelles) dans tel ensemble donné d’avance:

(9.3) Tout ensemble E de (C) est fermé (borné) et contient des ensembles parfaits; de
plus, si E€(0):

(1°) toute portion de E, contenant un ensemble parfait, appartient & (C);

(2°) les transformés FW(E), FI"V(E) sont dans (C);

(3°) 4 E donné il correspond un entier N =N (E), de sorte que toute suite conte-
nant au moins N transformés de E, en contient deux ayant en commun un ensemble
He ().
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Dans la définition dans (D; p. 152) d’une classe (C) les ensembles de (C) sont
toujours parfaits (dans U;).

(9-4) La classe (Cy) est définie par rapport 4 un mouvement G (M, t) d’une ensemble-
trajectoire; ce sont les ensembles parfaits (bornés) P, — D, pour chacun desquels
I’ensemble E (P) (Définition 9.2) est dans la classe (C) (9.3).

(9.5) L’ensemble E(P) est fermé et contient des ensembles parfaits.

Afin de démontrer (9.5), notons d’abord que (P étant parfait)
1 E(P)= , 0);
(1) (P)= 5 G (M, 0)
G(M,0) contient M, donc E(P)>P. Soit @ (j=1,2,...) une suite de points,

Q;€E(P), qui converge vers un point Q. Vu (1) & tout @; il correspond un M;,
tel que

(20) Q €EGM,;,0), MeP.

. . PN . N *
Pour une suite d’entiers j, j,, ... les M, convergent vers un point, soit M*; M* sera

sur P parfait; de plus (1,)
(30) E(P)>G(M*,0).
Selon hypothése G (M, 0) varie continfiment avec M, conséquemment
(4) k, =Técart mutuel G (M*,0), G(M;,,0))—>0 (pour y—>oo).
Supposons, ’il est possible, que @ n’est pas sur G (M*, 0) fermé; alors
6=|Q—GM*, 0)|>o0.
un entier y, existerait tel que
10, ~ 0" 0)|> 2 w2
h, étant le plus gra;hd' des deux écarts
Pécart (@ (M*, 0), G (M;,,0)), Vécart (G (M,,,0), G(M*,0))=n,
et @, (2,) étant sur G(M; ,0), on aurait

hygmz|ij——G(M*,O)|>g pour »=y,;

ceci est contraire & (4,). Donc @ est sur G(M*, 0) et (3,) on voit que @ se trouve
sur E(P). D'ou E(P) est fermé; (9.5) est etabli.
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En examinant la démonstration du théoreme dans (D; p. 153), que M. Denjoy
a donnée dans (D; p. 154, 155), on observe que ce raisonnement s’applique quand
on modifie la définition des classes (C), comme nous l'avons fait dans (9.3). Afin
de s’en apercevoir il faut seulement remplacer les ensembles parfaits, qui interviennent
dans la démonstration, par certains ensembles fermés, chacun contenant un ensemble

parfait; aussi on fait emploi de la remarque suivante.

(9.6) St E€(C), daccord avec (9.3), ou plus généralement si E est fermé (borné) et
contient un ensemble parfait, on peut trouver une portion de E de diamétre si petit que
Pon wveut et aussi contenant un ensemble parfait; st E € (C), celte portion appartiendra
a (C) (selon (9.3, 1°)).

Voici le théoreme (D; p. 153) pour notre classe (C).
(9.7) Soit E(<D) un ensemble quelconque de la classe (C) (9.3, 1°, 2°, 3°]; soit W (E)
Uensemble de points @ sur E, tels qu’'a chacun Q de W (E) une suite infinie d’entiers

positifs correspond, n,=n, (Q) w=1,2,...; n,(@)—>cc avec v), de sorte que (9.1):
(9.72) QU =F"(Q), €B, ~Q  (pour v—>oo).
Lensemble W (E) est partout dense sur le noyau parfait N(E) de E.

On vérifie d’abord que W (E), ou E € (C), contient un point. Soit @ une portion
quelconque de E; si & ne contient pas un ensemble parfait, nous n’en pouvons rien
conclure; mais si @ contient un ensemble parfait, @ sera dans (C) selon (9.3, 1°) et
W (@) sera non-vide; done pour toute portion & de N (E) I'ensemble W () existe;

par la la conclusion dans (9.7).

THEOREME 9.8 Supposons que P (< D) parfait et toutes les portions de P sont
dans wune classe (Cy) (Définition 9.4); soit E* (P) Uensemble de points M’ sur P, tels
quw'a chaque point M' de E*(Q) une suite d’entiers positifs n, (v=1,2,...), qui tendent
vers + oo, correspond de sorte que G(M’,0) contienne un point Q', vers lequel tend la
suite de ses transformés Q'™ (=F (@', n,)), le point Q'™ étant sur un ensemble G(M,,,0)
et M, étant sur P (v=1,2,...). Cet ensemble E*(P) est partout dense sur P.

En effet, notons d’abord que l'ensemble

(a) E(P)= 3 G(M,0)

est de la classe (C) (9.3). L’ensemble W (E(P)) (< E(P)), défini d’accord avec (9.7), est
partout dense sur le noyau parfait N (E(P)) de E(P). Si ' est un point sur W (E(P)),
done sur E(P) (a,), d’aprés (9.7), (9.7a) il s’ensuit qu’il existe une suite infinie d’en-

tiers positifs, n,=n,(Q") (v=1,2,...), >+ o avec », de sorte que
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() Q", €E(P), >¢';
vu (a,) des points M’, M, existent, tels que
(ag) | Qea(M,0), Q™eG(M,,0, M€eP, M,€EP.

M’ est un point de E*(P). Selon I'hypothése toute portion @ de P est de la classe
(Cy); en raison des développements que nous venons de donner, E* (@) existe pour

toute portion @ de P. D’ow la conclusion du théoréme.

REMARQUE 9.9. Pour tout point M’ sur I'ensemble E*(P) du théordme l’en-
semble-trajectoire C(IM'), ot WM =G(HM',0), est stable {+) spécialement & G{(M',0)
(Définition 4.19).

Cet énoncé s’établit en notant que (a;) G(M’,0) contient @' et que G (M’,0) =
G(M', n,) contient le point @'V {=F (', n,)); donc la distance entre G(M’, 0}, G (M, n,)
satisfait 4 I'inégalité

|G, 0) -G (M, n) | <|Q —Q2;

vu (a,) le premier membre ici tend vers zéro, d'olt

(9.98) Lim [(@ (M, 0)— G(M', )] =0 (M’ € B*(P));
t—>+o0
la conclusion dans (9.9) découle d’aprés Définition 4.19.
L’espéce de stabilité, dont il s’agit dans le théoréme et qui a lieu pour 'ensemble-
trajectoire C(M') (o W =G (M’,0)) si M’ € E*(P), est en général plus stricte que la
stabilité (+) spécialement & G(M’,0).

REmMaArRQUE 9.10. Si pour un point M’ donné, » désignant des entiers et d(---)
désignant le diamétre de (---), on a

(9.10a) lim |G(M,0)~ G (M, n)| =0, dG(M’,n)—>0

pour m»—> + oo, il g'ensuit que sur G(M’,0) il existe un point @, de sorte que pour
une suite d’entiers n,, >+ oo avec », les ‘consequents’ @™ de @ convergent vers ¢.
Afin de vérifier ceci notons d’abord (9.10a) que pour une suite », on a

(M, ) =G, 0)—G (M, n,)|->0.

Sur G(M'0), G(M', n,) on peut trouver des points @, , Q:,v, respectivement, de fagon
que 7(M’',n)=|@Qs, —@s| En choisissant une suite partielle de n», (v=1,2,...),

mais en gardant la méme notation, on peut disposer de sorte que

|@—@Qx,|—>0, ot @ est un point sur G(M’, 0).
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Par suite
Q- Q™| =|Q—@n,|+|@n,— @n, | +|@n, — @]
<|Q— Q|+ (M, n)+dG (M, n,);

le troisitme membre tend vers zéro; d’ou la conclusion dans 9.10.

Si @ est un point sur E(P) (Définition 9.2), désignons par H(Q) Uensemble de
points M sur P, pour lesquels G(M,0) contient Q; H (@) existe. Dans les hypothéses
du théoréme, si Q€ W (E(P)) (< E(P)), soit H(Q) 'ensemble correspondant; pour tout
M de H(Q) il existe une suite n, (— + o), de fagon que Q"™ est sur G(M,, 0), o
M, est sur P, et que Q"—>Q (Q étant sur G(M,0)); un tel point M appartient a
E*(P); par suite H(Q)< E*(P) et on voit que la réunion des H(Q), décrivant
W (E(P)), est contenue dans E*(P). D’autre part, si M’ est un point de E*(P),
G(M’,0) contiendra un point @', tel qu'une suite de conséquents Q" [€ G (M, 0)
avec M, € P] existe, de sorte que Q""'—>@' — c’est une conséquence de la définition
de E*(P); ce point Q' appartient & W (£ (P)) et M' € H(Q'); par 1a E*(Q) est contenu
dans la réunion des H (@), @ parcourant W (E(P)); conséquemment

(9.11) S H@=E(P)

Qe W(E(P)

(9.12) Nous dirons que les ensembles E constituent une classe (C), si les conditions
(9.3, 1°), (9.3, 2°) ont lieu, tandis que la condition (9.3, 3°) est modifiée ainsi:

(3°) & F donne de (C) il correspond un entier N =N (E), tel que toute suite de =,
=N, conséquents de E en contient deux, ayant en commun une portion de l'un et
de lautre, cette portion contenant un ensemble parfait (selon (9.3, 1°) une telle por-

tion appartiendra a (C)).

(9.13) La classe (Cp) consiste d’ensembles parfaits P (< D), pour chacun desquels
E (P) (Définition 9.2) appartient a (C) (9.12).

Une class (C) (9.3, 1°, 2°, 3°), dont tout ensemble contient la fermeture d’'un en-
semble ouvert, est une classe (') (voir (D; p. 155)).

En suivant 3 peu prés la démonstration donnée par M. Denjoy dans (D; p.

155-157) pour sa classe modifiée (C) on aboutit & I’énoncé suivant.

(9.14) 8i E appartient & une classe (C) (9.12) et st W(E) est défini comme dans
(9.7), (9.7a), il sensuit que W (E) est un résiduel du noyau parfait N (E) de E.

Si P est un ensemble parfait de (C,) (9.13), I'ensemble W (E (P)) [(9.7), (9.7a)]
sera un résiduel du noyaus parfait N(E(P)) de E(P); dans ce cas la question se pose
si ensemble E* (P), défini dans Théoréme 9.8 et done représentable sous la forme (9.11),

est un résiduel de P. A présent nous laissons cette question de coté.
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10. Pénétration dans tel ensemble donné d’avance (suite)

Nous allons maintenant fonder notre raisonnement, sur la pénétration dans tel
ensemble donné d’avance, moyennant les hypothéses topologiques, incorporées dans

la définition suivante.

DeriNiTION 10.1. Une classe (C*) d’ensembles parfaits P (< D) est définie
ainst :
(10.1a) toute portion de P (de (0*)) est dans (C*);
(10.1b) les transformés FU(P)(=PM), F-Y(P) (=P (9.1) sont dans (C*);
(10.1¢) & tout P de (C*) il correspond un entier N =N (P) de fagon que dans toute
suite de N transformés (de rangs croissants) de P, '

pa piral - pinyl

on peut en trouver deux, P'=P"l P =Pl on ¢<j, de sorte que (avec la nota-
tion de Définition 9.2)

(1°) E(P')-P"” contient un ensemble de (C*)
et que
(2°) P’ - E(P") contient un ensemble de (C*).

On peut admettre les conditions (10.1¢, 1°) (10.1¢, 2°) comme satisfaites pour
différentes couples d’entiers ¢ <j; dans la suite nous envisageons des classes (C*) sans

une de ces deux conditions.

TEEOREME 10.2. Envisageons un ensemble P € (C*) (Définition 10.1). Soit
Wi (P) Vensemble de points M sur P tels que si M € W} (P), il existe une suite de con-

séquents de M (de rangs mon-décroissants), M™®, tels que
(10.2a) |M™"—@(M,0)| (= la distance de M & G (M, 0))—>0 pour k—oo.

En outre, soit W3 (P) Uensemble de points M sur P, & chacun desquels des entiers
ny Sny=--- correspondent, de sorte qu'tl y a sur P un point Qy, tendant vers M, tandis

que Uensemble -G (Qy, 0) contient un point Ny, dont le consequent NY'¥ satisfait aux
conditions

(10.2b) NyKeP (k=1,2,...), NPY—M (pour k—oo).

Les ensembles Wi (P), W3 (P) ont en commun un ensemble W*(P) partout dense sur P.
De plus, sans la condition (10.1¢, 2°) Wi (P) sera encore partout dense sur P.



250 W. J. TRIITZINSKY

Notons d’abord que, si H (< D) est un ensemble quelconque et n est un entier,
(1) EH™)=E H)™.
En effet

E(H) =M§HG’ (M,0), EH)™ =MEZHG(M, 0y =MEZHG(M, n)

= SeMm 0= > @™ 0= S @, 0)-EHEM).
MeH MM e gnl M'e HIM]
Nous écrivons
(20) H=0(C"
et dirons que H est vide (C*), si H ne contient aucun ensemble de (C*).

Dans la suite de transformés P, P, ..., P U ot N=N(P), soit § le plus petit
rang, de sorte que les conditions (10.lc, 1°), (10.1¢c, 2°) aient lieu & la fois pour
P=PH P'=P" ou i est un entier, =0, inférieur & j; il existe deux ensembles
H', H’ de la classe (C*) de sorte que

(30) H < E(P[i]) . P[i], H' < P[i] . E(P[f]) ;
on outre, si 0=m <4, on aura

(4)) ou bien E(PY)-P"™=0(C*) ou bien P¥.E(P™)=0(C*), dés que ¢ (=0) est
inférieur & m. Démontrons maintenant que ¢ =0. Si >0, appliquons la transformation

F©" (9.1) dans les formules (3,); en tenant compte de (l,), on obtient
A'=H'CSc B(P)- PV, A" —H"Y< P B{PYY)

A’, A” sont dans (C*) (10.1b); en écrivant m=47—1¢ (0<i<j), on déduit (vu que
A' = P A" < E(P)™):

Bl=A't""Mc P, (*=A4"""cE(P);
(a1) B'M (=A< E(P), (a) C'"(=4")cP;
(&3) Bl [m} — P[m], (314) Ol[m] o E'(P)[’"] =K (P[m]) ;

selon (10.1b) les ensembles B!, C', B''™ ('™ appartiennent a (C*); en raison de
l(ag), (a;)] et de [{a,), (a,)]
(59) E(P)-P"™=0(C*), P-E(P™)=0(C")

(c’est-a-dire, les ensembles dans (5,) contiennent, tous les deux, des ensembles de (C");

mais m (=7—1) est inférieur & §; donc il y a contradiction & (4,); 4 faut que +=0.
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Nous revenons au texte qui précéde (3,), (4,). Parmi les transformés P, P, P&

il y a un premier, soit P™, tel que
(65) E(P)- P™ contient un H' €(C"),
P-E(P™Y) contient un H'' € (C*);
pour m=1,2,...,n—1 (si n;>1)
(7o) ou bien E(P)-P™=0(C*), ou bien P-E (P™)=0 (C*).
Vu que H'< P™, il y a un ensemble P,, tel que (6,)
(8) P, (=H'"™)c P, Py (=H)<E(P), P,e(C%);
on peut supposer (4 (---) désignant le diamétre) que
(90) 5(P) <}8(P)

[en gardant la méme notation pour P,, H' (= P"), on remplace P,, si c’est nécessaire,
par une portion convenable, comme dans le cas analogue dans (D; p. 154); on tient
compte de (10.1a)]. En outre (6,) H' < E(P)™, donc il existe un ensemble H,, de
facon que

(10,) Hy(=H""™)<E(P), H"™(=H")=P, H€(C");
0

on peut faire en sorte que 6 (H;)<id(P). En procédant ainsi pas & pas, nous obte-
nons des ensembles P, (k=1,2,...), en nombre infini, ainsi que des ensembles H,,

(k=1,2,...) et des entiers n;, de fagon que

(11,) PSP oP,5--, Pye(0%), (P)<2%8(P), H,€(C%;
(12,) PP c E(Py.), HiC E(Pey), HIW e Py, k=1,2,..,

ot Py=P. Les ny, sont choisis successivement pour k=1, 2, ..., comme les entiers les
plus petits possibles (comme n; 'était dans (6,)) afin de satisfaire (11;), (12,). Pareille-
ment au cas analogue dans (D; p. 154), les n, sont mon-décroissants. Notons d’abord
quen vertu de la définition des ensembles E(---) on a E(H')>E(H"), d&s que

H' 5 H”". Démontrons que ny=n,. Si n,<mn,, on observe.que (12,

(13,) Pyic E(Py), Hy,<E(P), H{"<Py;
par la
(14,) E (P) P > [E(P,) Py =] PY € (C*);

d’autre part, B (P"™) > E (P{™)=E (P,)™, d'ou (13,
17— 563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 3 mei 1956.
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(15,) PE(P™) > [P, E(P) > P, HiW =1HYW € (C*);

les formules (14,), (15,) sont contraires & (7,) pour m=mn, (n, étant supposé inférieur

a n)); conséguemment n,=n,. Les inégalités
(16,) NSNS S SN = e

découlent moyennant linduction, en suivant des procédés du genre intervenant pour
vérifier que n,=n,.

L’ensemble commun aux P, (k=1, 2, ...) (11;) est un point unique M € P. M étant
sur P, pour k=1,2,..., on a M€ P, done (12)

(17,) M"™eE (P, ) (k=1,2,..).
On observe que
E(Py) (= 2 G(Q0)>(M,0);
QePy
les E(P,_,) sont fermés (9.5), de plus en raison de (11;)
(18, E(P)>E(P,)>E(P)>, E*=[]E(Pr1)>G(M,0);
k=1
E* est fermé. Nous allons établir que
(19) E*=G(M,0)(=E M)

[cela étant vrai méme si les P, sont seulement fermés]. En effet, si E* contenait

un point @’ n’appartenant pas & G (M, 0), on aurait
Q' — (M, 0)|=56>0, QEEP) (k=1,2,...).

Sur P, il y a un point M,, tel que @ € G (M, 0); puisque Il P.=M, M, tend vers

M pour k—oco. On observe que
(20,) 0 <8 = Pécart (G(My, 0), (M, 0)) =nx;
G(Q, 0) varie continiment avec le point @, donc

o = D'étart mutuel (G (M, 0), G(M, 0))—0;

%k, qui ne surpasse pas oy, doit tendre vers zéro; on aboutit & une contradiction
4 (20,); (19,) est vérifié. Bn récapitulant, MU (17,) est sur E (Py_;) fermé, pour
k=1, 2, .., €t HE(P;C,I):G(M, 0) (180)5 donce

(21y) Lt {M™} < G(M, 0),
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ou le premier membre est lensemble de points d’accumulation de la suite de points
M™ (E=1,2,...). Pour les raisons pour lesquelles (4.5¢) équivaut & (4.58) on note

que (21,) revient 3 ce que
Vécart (M™, G(M, 0))=|M" ' — G (M, 0)|~0  (pour k—co);

c’est précisément 1'énoncé (10.2a). M (=11 Py) est un point de P appartenant & Uen-
semble W1 (P), défini dans le théoréme; par suite Wi (P) existe, dés que P est dans la
classe (C*).

Considérons maintenant les ensembles H, [(11,), (12,)]. Soit un point quelconque

sur Hy; puisque Ny € E(P;_q), un point @, existe sur P, , tel que
(23,) N.€G (@, 0), QM

[@.—M parce que P, P, --=M]. D’autre part (12,)

(24,) Nrle HMW e PP, NMW—>M.

Le point M appartient donc & Uensemble W3 (P), dont il s'agit dans le théoréme ; cet
ensemble ainsi existe. M (=P, P, ---) est un point qui se trouve & la fois sur Wi (P)
et sur W;(P); lensemble W7 (P) W3 (P) existe. En vertu de (10.l1a) ce résultat
g’applique & toute portion & de P. Conséguemment W71 (P) Wj (P) est partout dense
sur P de classe (C%).

REMARQUE 10.3. L’ensemble Wi (P)W; (P) contient un sous-ensemble W7} ,(P)
partout dense sur P, avec la propriété additionnelle que pour tout point M de
W1 2(P) on peut disposer de sorte que les deux suites n; ( =n, (M)) intervenant dans
(10.2a) et (10.2b), respectivement, sont identiques. En effet, cela se voit, si I'on re-
présente P comme une somme dénombrable de portions @ (s=1,2,...) de diamétre
tendant vers zéro, telles que tout point de P est contenu dans une infinité des @s;,
et si sur toute @, nous trouvons un point M; de W7 (@;) W3 (@) (donc de W (P) W3 (P)
d’accord avec nos développements, donnés plus haut pour le point M =P, P, ---;
Pensemble Wi o(P)={M,, M,, ...} aura les propriétés voulues.

Si Yon se passe de la condition (10.l1¢, 2°) dans la définition de la classe (C*),
Vensemble Wi (P) restera partout dense sur P; ceci s'ensuit quand on reprend les déve-
loppements (1,)-(24,), avec des modifications assez évidentes, qui résultent de ’omis-
sion de (10.1¢, 2°). Théoréme 10.2 est démontré.

THEOREME 10.4. Soit P€E(C*) (Définition 10.1), mais sans condition (10.1¢, 1°),
Soit W1 _(P) Vensemble de points M sur P tels quz, si M € WT _(P), il existe une suite
de précédents d2 M,



254 W. J. TRJITZINSKY
M-l O<n =ny,=--),
de fagcon que

(10.4a) | M= —G(M,0)|—>0 pour k—co.

Cet ensemble Wi _(P) est partout dense sur P.

Si les deux conditions (10.1¢, 1°), (10.1¢, 2°) n’ont pas lieu simultanément pour
les mémes couples (¢, §), ol 7 <j, mais si (10.1¢c, 1°) et (10.1¢, 2°) ont lieu séparément
(c’est-a-dire, pour certaines couples (4, j)), avec i <7, les couples pouvant étre différentes
pour (10.1c, 1°) et (10.1¢, 2°) — dans ce cas les ensembles W1 (P), W1 _ (P) sont encore
partout denses sur P. Ce résultat s’ensuit de Théoreme 10.4 et de la remarque ter-
minant I'énoncé de Théoréme 10.2.

Pour démontrer ce théoréme observons d’abord que dans la suite P, P, ...,
PV-N(N=N(P) de Définition 10.1) il y a un transformé P’ de rang minimum, de
sorte que (10.1c, 2°) a lieu pour P'=P%, P” =P pour un i (=0)<j; il existe un P,

de (C*), que nous prenons de diamétre inférieur a &(P), de sorte que

Plc P‘“E(Pm),
tandis que, pour 0 =m<j,

POYE(P"™)=0(C*) (notations de (2,)),

dés que ¢ (=0)<m. Comme dans le texte & la suite de (4,) on établit que i=0.
Donc parmi les transformés P, P™, P ... on trouve un premier, soit P, de sorte
qu’il existe un P, (avec 6(P;)<31d(P)) de (C*), tel que

PE(P™) > Py,

P,c E(P)™, donc P"™ < E(P). Puis nous opérons sur P, (< P), comme nous I'avons

fait sur P. On obtient une suite

PoP 5--5P. 1oPc>-- [ou §(Py)<2%§(P)]

d’ensembles de la classe (C*) et une suite d’entiers 0 <n; <n,=<.--, qui sont choisis

les plus petits possibles, de sorte que
(b)) Prrdc E(Pey)  (k=1,2,...; Py=P).

La démonstration que n,=n,<:-- se fait comme dans le texte qui suit (12,). Le
point unique M, commun 3 tous les Py, a son transformé M "*' sur P "#, donc (b,)
sur K (Py_), cela étant pour k=1, 2,.... En tenant compte de (18;), (19,) on
déduit que
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(bz) L— {M[gnk]}CG(M, 0)’

ou L™ {---} est Pensemble de points d’accumulation de la suite M" "< (k=1,2,...);
(by) équivaut & (10.4a); donec Wi _(P) existe; le théoréme s’ensuit en vertu de la condi-
tion (10.1a).

Introduisons une classe (C*), modification de (C*), comme il suit.

DeriNiTion 105, (C*) est une classe (C*), selon Définition 10.1, avec les

conditions (10.1¢, 1°), (10.1¢c, 2°) sous la forme plus stricte:

(10.5¢, 1°) E(P') et P” ont en commun une portion de l'un et de l'autre,

(10.5¢, 2°) P’ et E(P”) ont en commun une portion de I'un et de I'autre.

Les portions indiquées dans (1°), (2°) nécessairement appartiennent & (C*). Nous
faisons pour les conditions (10.5¢, 1°), (10.5¢, 2°) et pour la classe (C*) une remarque
de la sorte faite & la suite de Définition 10.1 pour (10.l¢, 1°), (10.1¢, 2°), (C*).

THEOREME 10.6. Si P€(C*) et si les ensembles Wi (P), W3 (P), Wi _(P) sont
ceux dont il s’agit dans les théorémes 10.2, 10.4, il sensuit que Wi (P) W3 (P) Wi _(P)
est un résiduel de P, en effet contient un résiduel normal. Sans condition (10.5¢, 2°)
Wi (P) sera encore un résiduel de P; sans condition (10.5¢, 1°) Wi _(P) sera un rési-
duel de P,

Avant d’établir ce théoréme notons d’abord que les suites non-décroissantes des
entiers ny, (k=1,2,...), qui interviennent dans (10.2a), (10.2b), (10.4a), peuvent étre

supposées croissantes vers + oo, En effet, considérons la suite (n,), définie & propos
de (12,) et étant celle dont il s’agit dans (10.2a), (10.2b). 8’il existe un s fini tel que

(cy) NSNS e <My, = 8= M1 = Mgz = """,

c’est que, comme P'avait remarqué M. Denjoy dans un cas analogue (voir (D; p. 155)),
M doit étre un point double de la transformation F™ (notation 9.1). On aura dans

le cas, & présent considéré, et pour le point M envisagé
M7 =M= FNMy=F (M,s)=M=F(M,0) (pour k=k,).

Le mouvement le long de la trajectoire ponctuelle C'(M), défini par la transforma-
tion F(M,t) (onr t est continu), sera périodique, ou bien M sera un point d’équilibre.

Dans ce cas on peut poser (4 propos de (10.2b))
Qu=M, N.=M, N7 (=N)=M pour kzk,
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Par conséquent, dans le cas (c;) on peut disposer de sorte que n; tend vers + oo

(pour k— oo}, en posant
(cs) ng,.;=8+js pour §=1,2, ..,

Ny, Ny, ..., Ry, (=8} ayant la signification préalablement donnée (relativement (12)).
La vérification de la remarque en italiques (4 la suite de Théoreme 10.6) pour les ny,
dont il s’agit dans (10.4a), se fait de la méme maniére.

Comme une consequence de (D; p. 155), nous observons que, si P€(C*) et si

P™ est un transformé de P de rang k, les portions de P et de P se correspondent

Y

réciproquement. En répétant les développements a partir de (1,) jusqu'a (12,) pour

un ensemble P de (C*) on trouve des ensembles H,, P, tels que
(cg) PSP, o Py> 5P, 1DPy >, 8(P)<2%8(P), Pre(CY),

(c,) PP E(Py_y), Hic E(P..1), HYW< Py y(kzl), Hpe(C");

P est une portion de E(P)_;) et de Pk, H"%' est une portion de Py et de
E(P;”_’fl]). Il s’ensuit que P,, Hy sont des portions de P,_, et de E (P,_;), respec-

tivement. De plus n,£n,< ... et n, tend vers — + oo (d’accord avec (c;)—(cy)).
Puisque [(18), (19,), (c,)]

NE(P..1)=G(M,0), P'cE(Py,) fermé,
on a la formule, plus générale que (21,),
(cs) L*{P¥} < G (M, 0),

ol M est le point unique commun aux P, et L* {---} est 'ensemble de points d’ac-
cumulation (pour k— oo, donc pour n;— + co) des PU'4L  Pour les raisons, en vertu

desquelles (4.5¢) équivaut & (4.5¢), il découle que (c;) revient 4 ce que
(cq) lécart (P, G(M,0))—~0  (pour k—oo).

Puisque E(P,) >G(M,0), T'écart de P['¥' & E(Py) ne surpasse pas celui de PE 3
G(M,0); done (cg)

(e;) e =Lécart (PU'%), E(P,))—0  (pour k—>co).

Vu que HTW< Py y (cg) et que Pr< Py 1 (cy), on obtient
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or=20 (HEC"’C] + Py (L0 (Py_y) <27%+1 §(P))—0.

H, étant contenu dans E (P, _,), il en résulte que L' {H;} < G(M,0); pareillement &

(c5)—(c;) on déduit que
7x =1'écart (Hy, E (P,))—0.

P peut étre représenté comme une somme de ses portions P(n):
{cg) P=3P(m), O6(P(n)—=>0 (pour n—oo),
=1

de sorte que tout point de P appartient & une infinité de P(n).

Les resultats (c;) ... auront lieu pour tout P(n). Ainsi
(cg) i (n)=Técart (P! (n). B (Py(n))—>0, oy (n) =0 (HY* (n) + Py (n)) (< 277 8 (Py))
< 27 1§(P))—>0 (pour k—>o0);  ny=my (n);
71 (n) =Décart (H, (n), B (Py (n)))—>0 (pour k—>oo);

H, (n) est un ensemble associé avec P(n) de la méme maniére que H, l'est avec P;

ny—>+ oo avec k. En raison de (cg)
1 1
(C10) me(m) <~ wen) <=, me=mn(n)>s

pour kzk(n,s) (s=1, 2,...); nous faisons en sorte que k(n,s)>s. En suivant quelques-

unes des idées de M. Denjoy (D; p. 155, 156), posons.
(¢11) 0n,s=0(Pien,s (n) =Lensemble de points internes de Py s (n) par rapport & P;
les ensembles

(012) On,s, O;= Zon,s

n

sont ouverts sur P. Toute portion @ de P contient une portion P(zn), donc elle

contient tout I'ensemble de la suite {cg) P(n) > P;(n) 2 Py(n) >...; ainsi {cy)
® D Prn,sy(n) D0n,s, @ O0s+0.

Par conséquent O; est partout dense sur P; Uensemble fermé. Fs=P — O, est non-dense

sur P; par 1a

(cys) R=P-3F.=J]O,
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est un résiduel normal de P. Soit M un point de B ; M appartient 3 tous les O, ;

par suite (c,)

{cq4) Me€oy,s, MEPyns,(n), ol n'=n'(s) et s=1,2,..;
vu (c,) (pour P, (n')),

(€15) M e Py (0 (s E (P -1 (0 (5))),

ou (k(n,s) étant le nombre introduit & propos de (c,))

(exe) () =k (s),8),  g(8)=nww (' (s);
de plus
(ex7) K(s)>s, q(s)(>s)>o0  (pour s—>co).
et (cy)

N sy (0 (8) =Técart (Pryn(5))*”,  E(Pi,(n'(5)))>0  (pour s—>oo).
Selon (c,), pour P(n), et parce que P(n)< P on a

0(Pe(n))<27*6(P(n)) <27 6(P);
donc (c;;)

(C1s) O(Prs (n' () <27¥98(P)<27°0(P)  (s=1,2,...).

A cause de (c;,) les ensembles parfaits Py, {n' (s)) ont le point M (de R) en commun ;

leurs diameétres tendent vers zéro (cq) ; il s’ensuit que

M =1;1Pk'<s> (n'(s)).
En tant que

O (Proisy—1 (0 () (< 27¥ 1§ (Py< 27§ (P))—>0  (pour s—>co)
et que P (n'(s)) est contenu dans Py. 1 {n’(s)), nous avons aussi
(e4) M=I;1Pk'<s)~1 (n’ ().
Evidemment

Pécart (P 1 (n'(s)), M)[=max (N € Py 1(n'(s))) | N— M |]—>0.
Nous allons établir que

(cgq) hs =Vécart (B (P .1 (0" (8)), G (M, 0))—0.
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En effet au cas contraire il existe un « positif et une suite d’entiers s; (j=1,2,...),
— 4+ oo, tels que hy—>a pour s=s;— co. Les s; peuvent é&tre choisis de telle
sorte que sur E (P _1(n'(s))) (s=s¢;) il y ait un point Qs tel que Qs].—>Q", ot @ est
un point & distance o de G(M,0);|Q* —G(M,0)|=a. Selon la définition de E (---)
un point st se trouve sur Py 1(n'(s)) (s=s;), de sorte que Qs,, est sur G(st, 0);

pourtant (c,,) entraine que
Ng—~M, J;="écart mutuel (G(N,;, 0), G(M, 0))—0,

G(N,0) variant continiment avec le point N. La distance |Qsi —G(M,0)| ne sur-

passe pas l'écart de G(N, ,0) & G(M,0); celui-ci vaut 4 au plus; d’ou
|Q,,~ G, 0)[(S3)—>0  (pour j—>o0) ;
ceci est contraire aux relations
Q,~@% Q" —G(M,0)| =a>0.

La formule (c,,) est vérifiée.

Le conséquent MW7 étant sur E (P s-1(n'(s))) (cy5), il résulte que
| MU — QG (M, 0) | (£ hs (cye))—>0  pour s—>oo;
en outre (c;,), ¢(s)= + co. Par 14 nous concluons que
L {M9N < G(M, 0), dés que MER,

ou les entiers ¢ (s)(— + oo) peuvent dépendre de M. L’ensemble Wi (P), mentionné
dans Théoréme 10.2, contient le résiduel R (c,3) ; Wi (P) est un résiduel de P (€ (C™)).

Pour M sur R (c;5), vu (cy) et (c,) et en tenant compte de la notation (c,) on
obtient

() chq'((gl (n' (8)) = Prrsy-1(n' (8)), His) (0 (8)) < E (Pro(sy-1(n' (8)))

puisque M est le point commun aux ensembles P _1(n'(s)) (dont les diamétres

tendent vers zéro), il résulte que

(Cap) Pécart (HEE (»' (s)), M)—0.

Si N, est un point sur Hy., (n'(s)), il découle (c,,) que

(Ca3) N; €G (§s, 0), @ étant un point sur Py._1 (' (8));

puisque d (Py.) 1 (0 (8)))—>0 et (cg) Prsy1 (#' (s)) = P, on obtient
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(Caa) Q:(€P)~>M;
en outre, a cause de la premiére formule dans (c,,),

NEE Hyoisy (' (8))9) € Prosy 1 (' (8)) 5
done en raison de (c;q)

(C25) NE (e P)—>M.

En vertu de (cy), (Cy) (Cy5) on voit que le point M sur le résiduel R (c;5) est
un point d’ensemble W3 (P), ainsi désigné dans Théoréme 10.2 ; conséquemment
Wi (P)(> R) est un résiduel de P.

Enfin on démontre que l'ensemble Wi_(P), introduit dans Théoréme 10.4, est un
résiduel de P (€(C*)); pour ce but on fait emploi de la démonstration de Théoréme
10.4 et des méthodes intervenant plus haut. Théoréme 10.6 est ainsi vérifié.

Au lieu de la transformation F™ (Q)=F (@, 1) (9.1) et de sa réciproque F'" 1 (Q)=

F(Q, —1) on peut employer la transformation

(10.7) FOQ)=F(Q« [FQ=F(@Q —a),

ou « est un nombre positif. Correspondant aux classes

(10.7 a) (C) (9:3), (Cy) (94), (C) (9.12), (Cp) (9.13), (C*) (10.1), (C*) (10.5)
on définit les classes
(10.7b) @y, (Coas (Day (Colas (CYa, (C*)a,s

en remplacant dans (10.7a) F® (et FU'U) F par F™ (et F'®).
Alors pour les classes (10.7b), dans les divers cas, on obtient les énoncés cor-

respondants :

(9.7) (C)a, Théoréme 9.8 (Cp)x, (9.14) (C),, Théoréme 10.2 (C*),,
Théoréme 10.4 (C*),, Théoréme 10.6 (C*),.

DEriniTION 108. (0%), est une classe d’ensembles parfaits, qui satisfont
aux conditions dans (10.5) correspondant & la transformation F™ (au lieu de F = F')
pour tout « positif ; (C*), est la partie commune des classes (C*), (> 0).

Si P€(C*),, Théoreme 10.6 aura lieu pour l'ensemble P, considéré comme
appartenant & la classe (C*), pour n’'importe quel « positif. Envisageons, par exemple,

Pensemble Wi (P), qui est W{(P) pour la transformation F*' ; Wt (P), est un rési-
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duel de P ; c’est I'ensemble de points M sur P, & chacun desquels il correspond une

suite d’entiers
N, =Nie,a (M) (k=1,2,..); O0=Zne 0= Nps1,0 3 lim ng = + oo,
k

de fagon que
| M6 — G (M, 0)] -0 pour k—oo ;

ici M“"kod=F (M, an;,) ; on peut supposer que
ang >k pour tout «>0 et k=1,2,....

Si a,(i=1,2,...) est une suite quelconque de nombres positifs, I"ensemble

W3 (P)o=11W3 (P)s,

sera un résiduel de P (étant la partie commune & une infinité dénombrable de rési-

duels) ; pour M sur ce résiduel on aura

(10.8") | F (M, 0 m0) — G (M, 0)|->0 quand k—>oo  (i=1,2,...).

REMARQUE 109. Si P€(C*), les ensembles de points M € P, pour lesquels
Pensemble-trajectoire C (M), ou WM =G (M, 0), est stable (+) spécialement ¢ G (M, 0),
ou bien est stable (—) spécialement & G (M, 0) (Définition 4.19), ces deux ensembles
sont des résiduels de P.

En effet, ces ensembles contiennent respectivement Wi (P) et WT_(P); chacun

de ceux-ci est un résiduel de P, d’aprés Théoréme 10.6.

11. Les récurrences (I*), la stahilité-GP et le cenire (I*) de mouvements

Dans cette section nous envisageons le groupe de transformations F'™ (n entier)
(9.11). L’espace D de mouvements sera fermé dans U,, possiblement non-borné (sanf
mention contraire), invariant par F®, F"1. Les ensembles G (M,t) seront selon Re-

marque 4.1'. Rappelons la notation

E(H)= 5 @ (M,0)

ou H est un ensemble quelconque dans D.

D’accord avec Nemietsky et Stepanoff (NS ; p. 359) nous dirons qu’une demi-
trajectoire ponctuelle M'™ est stable-L* (Lagrange) [L], si la demi-trajectoire M
(n=0) [M™ (n<0)] est situé dans un sous-ensemble compact de D (ou de lespace

considéré). Ici et dans la suite ‘compact’ veut dire ‘fermé dans U, et borné’.
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Nous dirons que la condition (D*)[(R")] est satisfaite dans D[R], si dans D[R]
il existe au moins une trajectoire M stable-L”, ou bien stable-L~ ; nous écrirons
De(D*)[(R*)], si D[R] satisfait a la condition (D*)[(R*)]. Si D[R] est compact,
D[R]€ (D*) [(B")].

Ayant en vue les conditions (10.1¢, 1°), (10.1¢, 2°), qui interviennent dans notre

définition d’une classe (C*), introduisons des notions de récurrence comme il suit.

DEriniTion 11.1. On dira que le mouvement dans l'ensemble invariant R,
contenu dans D et pouvant coincider avec D, est récurrent (I')[(II")] dans R, si &
tout ensemble H,< R, ouvert dans R un entier n,, positif et croissant vers + oo

avec k, correspond de sorte que, pour k=1,2,..., on a
(11.1 a) E(H) H"W %0 [(11.1b) H E(H™)+0].

On définit d’une maniére analogue les récurrences (I7), (II7).

Dans le cas particulier, ot G(M,0)=M pour tout point M de R, la récurrence
(I") dans R se confond avec la récurrence (II") (puisqu’alors (E(H)=H, E (H)" =
EH)"" = H"™) et on aura ‘la récurrence de domaines’ selon G. D. Birkhoff (voir
(NS ; p. 372,8q.), ou cette espéce de récurrence est définie pour un groupe continu
de transformations).

Nous dirons que le point M est errant (I*) [(II")] dans R (invariant et contenu
dans D), s’il existe dans R un voisinage O (M) de M (c’est-i-dire, un ensemble ouvert

dans R et contenant M) et un N positif, de sorte que

(11.2) E(O(M)) 0" (M)=0 (pour tout entier n=N),

[(11.2 a) O(M)E (0™ (M))=0 (pour n=N)];

il y a de pareilles définitions pour les points errants (I"), (II") dans R.

(11.3) La récurrence (I*) [(II*)] entraine la récurrence (II7)[(I7)] et réciproquement.
En effet, en appliquant la transformation F'""¥' & (11.1a), par exemple, on ob-
tient H E(H'""¥)%0 ; cette relation implique la récurrence (II7).

De la méme maniére il résulte que :

(11.4) Si le point M est errant (I7)[(II*)] dans R, ce point sera errant (II7)[(I7)]

dans R et réciproquement.

(11.5) Désignons par (I*) un quelconque des (I'), (II%), (I"), (II") ; Uensemble W (I*)

de points errants (I*) dans R est invariant.
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En effet, soit M un point particulier, errant (I*) par exemple ; considérons un
point M™, ot %k est un entier ; appliquons 3 (11.2) la transformation F™!; pour

n>N on aura

(1o) 0=E (O (M) 0¥+™ (M) = E (0" (M) (0" (M)™ ;
un voisinage (dans R) O, (M™) de M"™ existe de facon que

(2) O (M™) = O"(M), E(0x (M™)) < E (0" (M),

(O (M) = (0¥ ()™
vu (1), (2¢)
0=Ex (O (M™)) (Ox (M"))™  (pour n>N);

donc pour tout entier k le point M™ est errant (I'), dés que M lest.
(11.6) L’ensemble W (I*) (11.5) est ouwert dans R.

De cet énoncé découle, en notant que, si M est errant (I*), par exemple, et satis-
fait donc & (11.2) et si @ est un point dans O (M), qu'on pourra trouver un voisinage
0(Q)< O(M) ; alors O™ (@) < O™ (M), de sorte que E(0(Q))- 0™ (Q) étant un sous-
ensemble de l'ensemble au premier membre dans (11.2), sera vide pour tout n= N ;
Q est errant (I*) dans R.

En vertu de (11.4)

(11.7) W(It)y=WwaI), W{II*)=wda),
les ensembles
(11.7 a) R—-w{d"y, R-WdI)

de points non errants (dans R) (I") et (II'), respectivement, s’ils ne sont pas vides,
sont fermés (dans R) et invariants.
Si M est un point de R— W (I'), & tout voisinage O (M) dans R il correspond

un n;, >0 et tendant vers + co avec k, de sorte que

(11.8) E(O(M)) 0" (M)+0, O(M)E OV (M)+0
pour k=1,2,...; si M est sur R— W(II*), on aura
(11.8 a) O(M) E (O™ (M))=+0, E(0(M))0" ™ (M)+0

pour une suite ny (— + oc) convenable.

DErinNiTIiON 11.9. R(< D) étant invariant, nous dirons qu’un point M de R
est stable-GP* dans R — stable (+) dans R au sens généralisé de Poisson — si & tout

voisinage O (M) dans R un n,, —> + oo, correspond tel que
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(11.9 a) EOM) MT™+0  (k=1,2,..);

il y a une définition analogue de la stabilité-GP* dans R.
Dans le cas ot G(M,0)=M on aura E (0 (M))=0 (M) et la stabilité-GP* devient

la stabilité P* de Poisson au sens ordinaire. On note que (11.9a) entraine
(11.9b) ME@OU(M))+=0 (k=1,2,...).

Les relations (11.9a) (11.9b) impliquent (11.8). D’ou on conclut ainsi.
(11.10) Tout point M stable-GP* [(P"] dans R (< D) appartient & l’ensemble
R—W({I*)[R— W (IT*)] (11.7a) de points non-errants (I7) [(II*)] dans R.

On vérifie aisément que, si M est un point stable-GP* [GP™] dans R, il en est
de méme pour tout point M™ (n= +1, +2,..), c'est-d-dire pour la ‘trajectoire’ M,
(11.11) Si Tensemble R, < D, invariant satisfait & la condition (R*), l’ensemble

(11.11 a) R (I')=R-W (1) [R,AI")=R—-W@I")] (11.7a)

de points non-errants (I7) [(II7)] dans R sera non-vide.
Considérons, par exemple, W (I") qui est l'ensemble de points M errants dans
R, a la fois au sens (I") et au sens (II"); & M sur W (I') un ¥ >0 et un voisinage

O (M) dans R correspondent, tels que

(1) E (O (M)) 0™ (M)=0, O(M)E(O“"(M))=0 (pour n=N);
d’ou
(20) O (M) 0™ (M)=0, O(M)0" ™(M)=0 (pour n=N).

Done W(I') est contenu dans lensemble W qui s’obtient de W (I") dans le cas o
G(M,0)=M. Nous nommerons W Uensemble de points errants dans K au sens ordi-

naire. Par suite

(3,) R (I)=R-W{I*")>R—W=R,,

ol R, est l'ensemble de points non-errants dans R au sens ordinaire. Car on sait

que R, n’est pas vide (NS ; p. 373), il en est de méme pour R, (I*) ; (11.11) s’ensuit.

TutoriEmE 11.12. R(> D) étant invariant, compact, et R, (I"; &) designant
Uensemble de points de R & distance moins de e de B, (I')=R— W (I) [(11.11 a), (3,)],
tl en découle que tout mouvement M™ errant (I7) dans R ne reste qu'un ‘temps’ fini
hors de R, (1" ; ) et, en effet, hors de (R, ; &) =Uensemble de points de R & distance <e¢

de R, (3,) ; c’est-a-dire, & tout point M de et & £> 0 il correspond un N, (>0) fini, tel que
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(11.12 a) M™MeR (I' ;¢) et M™E(R, ;&) pour |n|=N,.

Ainsi toute trajectoire M dans W (I') s’approche indéfiniment de R, ; Densemble
W @) (< W) a des points d’accumulation sur R, .

En effet M errant (I') dans R est aussi errant au sens ordinaire; selon (NS; p. 374)
M™ reste un temps fini hors de I'ensemble (R,; ¢). Vu que R,(I'; &) con-
tient (R, ;&) il s’ensuit que M™ reste un temps fini hors de R, (1" ; &). Par 13
on obtient (11.12a). Si M€ W (I7), les points M™ (n= +1,+2,...) se trouvent tous
dans la ‘bande’ R, (I7; &)W (I*) (bordant R, (I')) et dans la ‘bande’ (R,; &)W (bor-
dant R;), & un nombre fini prés de valeurs de n. Les M™ sont dans W (I'), en
raison de linvariance de W (I*); la seconde relation (11.12a) étant établie, et & (> 0)
étant arbitrairement petit, on est mené & la remarque & la suite de (11.12a).

Si les ensembles R, (I*), R, ne se confondent pas, des points M existent qui sont
non-errants (I") dans R, mais qui sont errants au sens ordinaire dans R.

Si I'espace D de mouvements considérés est compact (donc D € (D*)), Pensemble
R, (I"Y=D—W (") de points de D non-errants (I*) dans D sera non-vide ; R, (I*)
est compact, invariant. En prenant R, (I") comme l’ensemble d’un mouvement

nouveau, on y trouve un ensemble
R, (') = R, (I") = W, (I") =0,
compact et invariant, de points non-errants (I") dans R, (I*); W, (I") est 'ensemble

invariant, ouvert dans R, (I")) de points de R, (I*) errants (I") dans R, (I"). On
P 1 1

obtient une suite finie ou transfinie d’ensembles R; (I'), W, (I"):
Ry(IM)=Rsy IM)+ We ("),

les Rg(I') (> Rs,1 (I')) sont non-vides, compacts. Si f+1 est un nombre de la
premiére espéce, Rs,i(I*) est P’ensemble de points de R;(I*), non-errants (I*) dans

R (1%); si B est de la deuxidme espece, on a
f; P
leﬁ (I+) H-Ry (I+) (7 < /3)

D’aprés le théoréme de Cantor il existe un nombre o (de classe II au plus)

tel que
(11.13) R(IY) =Ry (I")=Ryu1 (I") =Ruso (1) =... ;

R (I*) est compact, si D Dest.

DiriNiTioN 11.14. L’ensemble R (I')(11.13), qui est non-vide si D est com-

pact, est le centre (I*) de mouvements.
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Nous venons de construire le centre R (I7) d’une maniére analogue a celle utilisée
pour obtenir ‘Tensemble de mouvements centraux’’, au sens ordinaire, ou simplement
‘le centre’, selon G. D. Birkhoff (NS; p. 374, 375). On s’apercoit de ce que le centre
R (1%) contient le centre ordinaire.

Soit R,< D (compact), un ensemble invariant ; considérons

(11.15) R?(I*)=Vensemble de points internes & R, (I') (=R — W (I")) relativement &

R, R, (I*) étant l'ensemble de points non-errants (I*) dans R.

(11.16) Si RY(I") (11.15) n'est pas vide et si ( est un ensemble quelconque de
RY(I"), invariant et ouvert dans R, il s’ensuit que dans ¢ il y a récurrence (I7)
(Définition 11.1.).

Soit H un ensemble particulier, < ¢, ouvert dans G ; soit M un point de H ;
H=0 (M) est ouvert dans R ; puisque G< R, (I"), M est non errant (I") dans R,
done [(11.8) avec O(M)=H] on obtient

(11.16 a) E(H)H™+0, HE H"")+0,

n, étant une suite qui dépend de H et —+ o avec k; parce que H est un en-
semble quelconque ouvert dans @, on voit que (11.16 a) revient & la conclusion indiquée
dans (11.16).  Les ensembles H, H'="#' sont dans ¢ ; I'ensemble K (H) et ses trans-
formés sont dans D et peuvent avoir des points hors de G.

En raison de (11.10) et de la remarque & la suite de (11.10) on observe que si
une trajectoire MU (n=0,+1,+2,...) est stable-GP~ [GP~] dans D, elle sera située
dans Vensemble R, (I")[R,1I")] de points non-errants (I*) {(II*)] dans D- R, (I*) est la
réunion des ensembles W, (I7), R,(I") disjoints et invariants ; la trajectoire M'™ doit
se trouver entitrement dans W,(I") ou bien dans R,(I"). Or W, (I") est 'ensemble
de points errants (I') dans R, (I'). Si M™eW,(I"), la trajectoire M™ serait un
sous-ensemble (invariant) de points errants (I*) dans R, (I"); pour tout M® parti-

culier on aurait (11.2) :
(a,;) E(H)H™ =0  (pour tout n=N),

ott H, ouvert dans R, (I*) est un voisinage de M™; on peut prendre H,=w, R, (I'),
w, désignant un ensemble ouvert dans U, et contenant M ™. De plus (si c’est néces-

saire) choisissons w,, w,, un ensemble ouvert dans U, de sorte que
w,D > H, (3 M™),

tandis que w, D soit suffisamment proche & H,, au sens que, comme une conséquence

de (a,) (et possiblement en prenant H,,3 M™, assez petit) on ait
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() E(w,D) (w0, D)"=0  (tout nz=N).

Un tel choix de w, est possible & cause du caractére (4.1b) de continuité de G (Q, 0).
D’autre part (vu (11.9 a) pour M™)

E (0 (M")) MU0

pour tout voisinage O(M™) dans D (n,=ny, dépendant de ce voisinage et — + oo

avec k); en particulier on peut poser O (M™)=w, D ; d’ol
(8) E(w, D) M"*"W+0  (k=1,2,..).

L’ensemble (w, D)™ contient M"*™. Par 13 les formules (a,), (a;) sont contradictoires,
des que m,=N. Conséquemment la trajectoire MY est dans R, (1), quand elle est
stable-GP* dans D. De la méme facon on montre que M€ R, (I") et ainsi de suite.

Enfin par une induction transfinie on est mené au résultat suivant.

(11.17)  Les trajectoires {M™} (n=0, +1, +2,...) stables-GP* [GP"] dans D (11.9) sont
contenus dans le centre (I7)[(I1")] de mouvements (Définition 11.14), pourvu que ce

centre existe.

REMARQUE 11.17. En employant le raisonnement du genre intervenant plus
haut, on démontre qu’une trajectoire M stable-GP* dans D est non-errant (I')
relativement & l'espace de {M™1}.

En raison de (11.13) et puisque R;(I') = Rsy (I') + Ws(I'), on conclut que
Tensemble W, (I") de points de R (I*)=R,(I") errants (I*) dans R (I*) est vide.
(11.18) 8i D€ (D*) et R(I') est le centre (de mouvements dans D), il y a récurrence
(I*) dans R (I*).

La récurrence (I*) dans R (I') signifiérait qu’a tout H,< R(I"), ouvert dans
R(I*) un ny, — + oo, correspond tel que

(by) EH)H™ %0 (k=1,2,...).

Done, si I'énoncé (11.18) est en défaut, il existe un H,, < R(I*), ouvert dans R (I'),

pour lequel n, n’existe pas, c’est-a-dire :
(by) E (Hy) Hf" =0 (pour tout n=N,),

ol N, fini est suffisamment grand. Si M, est un point particulier dans H,, on peut

considérer H, comme un voisinage O(M,) de M, dans R(I'). En vertu de (11.2)

(avec O(M)=0(M,), N=N,, R=R(I")) (b,) signifie que M, est errant (I*) dans
18— 563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé lo 4 mai 1956.
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R(I)=R,(I"); done M,€ W,(I"). Il y a contradiction a la remarque qui précede
(11.18) ; (11.18) est werifié.
(11.19) Soit R,< D, fermé, invariant, et W1 (R) Uensemble de points M de R, tels
qu'il existe un ny, dépendant de M et + oo avec k, de sorte que | M"'¥'— G (M,0)|—0
(Cest pareille & la definition de W71 (...) dans Theoreme 10.2). L’ensemble GP ™ (R) de
points de R stables-GP™ dans R est identiqgue avec W7 (R).

Soit M un point de GP~ (R). Soit H,(»=1,2,...) une suite d’ensembles ouverts
dans R, M€ H,, tels que

H,.,cH, v=12,.., d(H,)—>0.
A tout H, il correspond un =, ,, —> + co avec k, tel que
E(H)M™.#+0 (k=1,2,..)

(M étant sur R invariant, les M™.«'€ R). Puisque

E(H,..)< E(H,..)< E(H,)< E(H,),
on obtient

MMEH)=-TIEH, .)<T1E(H)<TIEH,) ;

[1E (H,)=11E (1,).

Enfin en raison de (10.18,), (10.19,)) (pour des ensembles fermés)

done

(1) E*=T1E (H,)=G(M,0)
Choisissons des entiers
ny=mny,>1 ny=nek, >2, ..., N=Ngk,>S, ...

on aura MYS'€E(H)) (s=1,2,...), n; tendant vers + oo avec s, (¢,) entraine que
tous les points d’accumulation de la suite M™s' se trouvent dans G (M, 0), c’est-a-dire
que | M7S— G (M, 0)| >0 (rg—>+ o). Par )i

(co) GP* (R)< W% (R).
Supposons maintenant que M est un point de WT(R); donc
(c4) | M~ RG (M, 0)| >0 pour une suite ny=n, (M)— + co.

Remarquons que, si M est un point sur R et si H ouvert dans R contient M, il
g’ensuit que R G (M, 0) est & distance o (H) positive de R—RE (H) :

o(H)y=|RG(M,0)—(R—RE (H))|>0.
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En effet

R—REH)=R(E(R)—E(H)=RE(R—-H);
R —H est fermé dans R (donc dans U,); d’ot E(R—H) et R— R E (H) sont fermés ;
RG(M,0), R—RE (H), disjoints, sont tous les deux fermés ; done o (H)>0. M étant
sur W1 (R), un entier N (H)(>0) existe tel que

(cq) E(H)M™0 pour k=N (H).

Si (c,) était en défaut, il y aurait un voisinage (dans R) H, de M pour lequel

N (H,) n’existe pas, donc :

E(H,) M =0 pour une suite kj—> oo ;
nécessairement
|M[nkj]_RG(M, 0)| ZU(H0)>O;

Y

on aboutit & une contradiction & (c;) (avec k=£k;) ; (c,) étant vrai pour tout H ouvert
dans R et contenant M, il en résulte que M € GP* (R); d’ou

(cs) Wi(R)= GP' (R).
Lénoncé 11.19 sensuit en vertu de (cy), (c;).

(11.20) Soit G(M,0) assujetti aux conditions de la remarque 4.1’ ; soit R,< D,
fermé. Alors

(11.20 a) E (A) B est ouvert dans R,

dés que A4, B sont n’importe quels ensembles situés et ouverts dans R, tels que
E (4) B=0.

D’accord avec les développeménts 4 la suite de (c;) I'ensemble
R—~RE(A)=RE(R—A), ot R—A est fermé dans R,

est fermé dans R (aussi ‘dans U,) ; conséquemment R E (A) est ouvert dans R et
E(A)B=(RE(A)) B est un produit de deux ensembles ouverts dans R ; d’ou la
conclusion dans (11.20a).

TaHEorEME 11.21. Soit R,c D (compact), un ensemble invariant, fermé, on il y
a récurrence (1) (le centre R (I'), par exemple). Sur R les points M stables-G P* sont
partout denses.

Soit H un ensemble ouvert dans R. Le résultat voulu s’obtient quand on montre
que H contient un point M stable-GP*. Vu la récurrence (I') dans R, un entier

n, existe, tel que
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(dy) E(H)H™=+0, n,>1.

H™ est ouvert dans R, comme H lest. A cause de (11.20) (d,) entraine qu’il existe

des ensembles H’, ouverts dans R, tels que
H < E(HyH™ (< R);
Pensemble au premier membre de (d;) est un H'. Il s’ensuit que
(dy) H (=H'"™)c H, H"(=H')<E(H),
H, étant ouvert dans R ; nous faisons en sorte que (d désignant le diametre)
(ds) H cH, dH)<id(H).

En laissant H, jouer le r8le de H, on trouve un H, < H,, avec les propriétés (d,),
(d,) relativement & H, (au lieu de H) ; ainsi on obtient une suite infinie d’ensembles

H,(k=1,2,...) et d’entiers n,, de sorte que
HoH >H,>...; H; ouvert dans R ;
H.cHc,; dH)<2*dH); m>k;
(dy) "' E(H,_,) pour k=1,2,...; Hy=H.

La suite d’ensembles fermés H, oH, o..., leurs diamétres tendant vers zéro, pos-

sédent un point unique M en commun :

(d5) M:HEk=HHk-
M est un point de H qui, pour k=1, 2, ..., se trouve dans H;, d’ol (d,) :
(dg) M€ E (H, )< E(He_y) (k=1,2,..).

Pour les mémes raisons, pour lesquelles la formule (c;) a lien, nous avons
(d;) [1E(He1)=I1E (H,1)=G(M, 0).
A cause de (dg), (d;) et puisque nx (>k)—> + oo, on déduit que
L*{M"™} < G(M, 0), donc |M™ -G (M, 0)|—>0 pour k—oo,
ot L* {M™} est ensemble de points d’accumulation de points M (pour ngz— + o).
On s’apergoit de ce que M € W1 (R). Mais d’aprés (11.19) Wt (R) =G P" (R). Parce que

tout ensemble H, ouvert dans R, contient un point M de W7 (R), la conclusion du

théoréme découle.
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ReEMarqQUE 11.22. Daprés (11.17), (11.18) et Théoréme 11.21, si D est com-
pact, le centre R (I*) de mouvements est la fermeture des trajectoires { M} stables-
G P* dans D (ceci est analogue & un énoncé dans (NS ; p. 375)).

Dans Théoreme 11.21 et dans la remarque en haut le centre R (I") peut étre
remplacé par le centre R (II*), tandis que les ensembles W71 (...), GP*(R) soient
remplacés par Wi _(...) (définition comme dans Théoréme 10.4), G P~ (R), respective-
ment.

Voici un approfondissement de Théoréme 11.21.

TatoriME 11.23. 8¢ B, <D (compact), est invariant, fermé, et s’il y a récur-
rence (I*) [(II*)] dans R (le centre R (1*)[R(II*)], par exemple), les points stables-
G P* [GP7) forment un résiduel de R.

Ce résultat peut étre etabli en suivant les méthodes du genre que nous avons
utilisées dans la démonstration de Théoréme 10.6.

Les développements et les résultats de la section actuelle, ainsi que des sections
9, 10 peuvent étre formulés, convenablement modifiés et sans difficultés additionnelles,
quand au lieu du groupe F™ (n entier) on considére un groupe continu F (M, i)

(— oo <t< o) de transformations, laissant ’espace de mouvements invariant.

12. Considérations aléatoires et centre (I') d’attraction

Dans cette section Uespace D, imvariant par FM, FUU est fermé (dans U,) &
distance finie.
Soit £ un ensemble dans lespace D. Pour H, < D, définissons une fonction
numerique ainsi :
pe(H)=1 si HEF0, o¢p(H)=0 si HE=0.

De plus posons

(1) o (M, k)='=zkl<pg (G(M,7) (k entier >0);

Po(M)=limy o5 (M, K), Ps(M)=Tmyos(M, k) (b>+ <o) 3

1 -
PE(M)=limzaE(M,k), si _PE-:PE.
Ce sont les probabilités, supérieure, inférieure et ordinaire, d’infersection de Uensemble-
mobile G(M,n)[=G(M, 0", entier] avec Uensemble E, pour n—>+oo. Il y a des

definitions analogues pour n— —co. On peut écrire
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YEvidemment 0 < P;<Prz=<1. On observe que

(20) ¢ (G (M, ) s, (G(M, ])) si By < By
(30) Pr-n, (G(M, 1)) S e (G(M, ) + @s, (G(M, 7).
Donc (1,)

(4o) op (M, k)< o0z (M, k) si E,< E,;

(50) or i m (M, k)< 05 (M, k)+ 05, (M, k).

Quand E, E,=0, il se peut qu'a la fois G(M,§)E,+0, G(M,j) E,+0. Par consé-
quent, en général, inégalité dans (3,), (5,) ne peut étre remplacée par égalité, méme

si les ensembles E,, E, sont disjoints. Pour les probabilités on obtient [(2,) — (5,)]
(12.1) Py, (M)<Pr (M), Py (M)<Pg (M), siE < By
(12.1a)  Pr.g (M)<Pg (M)+Ps (M), Pg.r (M)sPg(M)+Ps (M)

En général, dans (12.1 a) on peut remplacer < par =, dans le cas ou E,, E, sont dis-

joints et les probabilités uniques existent, seulement si G (M,0 =M (G(M,n)=M").
Nous dirons qu’un ensemble F,c D, fermé invariant est centre (I') d'attraction

de mouvement d’ensemble-mobile G (M, §) pour j— + oo, si la probabilité (pour n— + o)

d’intersection d’ensemble G (M, j)([=G (M, 0] avec O(F, ¢) est 1 pour tout ¢>0:
(12.2) P, (M)=1 (w,=O(F,¢)

£

(iei w, est ensemble de points dans D & distance < de F).

Dans le cas @ (M, 0) =M on obtient le centre d’attraction (d’'un mouvement ponctuel
MY au semns ordinaire, dont la théorie a été développée par M. Hilmy [voir (NS ;
p. 390-395)], qui considére le temps comme un paramétre continu. Le résultat suivant

est un analogue d’un théoréme de Hilmy (NS ; p. 390).

THEOREME 12.3. Supposons que G (M,j)(j entier représente une ensemble-
trajectoire individuelle dans Uespace D, telle qu’il existe un ensemble Fy,< D, compact

pour lequel
(12.3 a) G(M,j)c F, (pour tout j=0).

Alors dans F, il existe un ensemble F', fermé, qui est centre (17) d’attraction de mouve-
ment d’ensemble-mobile G (M, ) et qui peut étre caractérisé comme ensemble de points

Q, € Fy, pour lesquels
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(12.3b) P,(M)>0 (s=8(Q,¢€) pour tout >0

(ici la probabilité supérieure est celle de l'intersection de s avec ensemble G (M, 7)
pour j—>+ oo ; S§{@, ¢) est une sphere ouverte).

Selon le lemme de Borel-Lebesgue on couvre F, par une somme finie d’ensem-
bles H;, ouverts dans F,, de diameétre d H,, <1 :

(1% F,=>H,,~%F,, ot Fi,=H,, est fermé dans U,.

On note que [(1,), (12.3a)]

(2°) %o’pu(M,k)=1, Pr=1

[dans la démonstration ci-aprés nous omettrons l'indication de dépendance des pro-
babilités extrémes et ordinaires de M]. Les entiers », qui interviennent dans (1°),

sont subdivisés en les »' et les »”, selon qu’on ait

(3°) Z_JFM,>0 ou Pp, . =0.

Les ' existent; sinon Py, < ZZ_)FM =0 et Pp,=0. Posons

(4°) F1=§F1,w (dF,, <),

F (< F,) est fermé dans U,. Vu que Fy—F, < X F,,., on a
Pr, s EPr,. =0 (3

de plus (12.1a) ._Ppug.l)pl'{‘qu_p' =Ps,; done (2°)

(5°) Py _p=0, Pp=1.

En laissant F, jouer le réle de F, nous trouvons un F,,c F;, de la méme maniére
ue nous venons d’obtenir F, & partir de F, (mais avec d Hy, <3) et ainsi de suite.
1 2P ° 2,

Moyennant I'induction on obtient

(ay) FyoF, oF;, 5 oF,>-; Fy(+0) fermé dans U, (k=1,2,...);
Ppk=l, PFk"Fk+1=0 (kzO), PFo—Fk=O; Fk—1=ZFk.v (somme flnie) M

(ag) Fk=ZFk,,:, Fy, fermé dans U,; dF,,<27%, Ppk.v,>0, P, ,.=0.

Envisageons maintenant l'ensemble compact

(12.4) L =P ()=[]Fi(< Fy)
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Pour k assez grand Fy< O(F',¢); d'ou (12.1) Pr < Porn(=1); en raison de (a,):
(12.4a) P,=1 (o' =0(F',e)) pour tout £>0.

S(Q, &) désignant Pensemble de points de D & distance <e¢ du point @, démon-
trons le résultat suivant.
(12.5) F' (12.4) est Uensemble de points Q, € Fy, tels que P,>0 (s=8(Q, €)) pour £¢>0.

En effet (4,) si au point Q@ de D un 5 correspond, tel que Py, =0 (s (n) =8 (@, 7)),
on aura Q € D— F’. Sinon nous aurions Q€ F' =[] F,, ou (a,)

Fo=2Fy,, dF,,<27", PF,M.>0;

ainsi

QEF:,, (k=1,2,..), vy étant un des » pour k;

le diamétre de F,, tendant vers zero (pour k—>oo) et Fy, < S(Q,n) pour k=k,

(k, suffisamment grand), on obtient (12.1):

p Fiov < Py,,=0 (d’aprés I’hypothése) ;

done PFk,v'k = 0 ceci est contraire a la définition des 3. D’autre part : (4,) st

P.>0 (s=8(Q,¢) pour tout £>0, tandis que Q € Fy, on aura Q€ F'.
Cela sétablit en notant que F,=3X H,;,, ou H,, est ouvert dans F,; par la

Q€EH,, pour un y, et il existe un voisinage F,S (@, ¢;) tel que (1°)
$,=F,8(Q,¢)< H,, < H,, =F,,, pour un ¢ >0.

Puisque G (M, j)< F,(j=0), on observe que g, (G(M,j))=¢s(G(M,j5) (j=z0), ou
8=8(Q, &) ; donc (1/k) o5, (M, k)y=(1/k)o, (M, k) et, en particulier P, =P,. D'apres
I’hypothése dans (4,) on aura 0< P, <P, (¢,=Fy,,,) ; P, étant positif, il s’ensuit que
QEF, et, en effet, F,S(Q,e)c F, pour 0<g<Zg ; opérons sur F, comme nous
Pavons fait sur F,; par induction il découle que QEF, (k=1,2,...); d’ou la con-
clusion dans (4,).

L’énoncé (12.5) s’ensuit en vertu de (4,), (4,)-

Soit Q€EF et Q =@ (un entier n,) ; nous voulons établir que @ € F'.A ¢>0

donné un >0 correspond, tel que
(b)) =" =8(Q, "< S(Q,e)=0".

Drapres (12.5), (1,)

o k
(b,) P, = lim % os (M, k)>0, o, (M, k)= > o, (G(M,74));
i=1
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(by) o (M, k)=05 (M, k).
Remarquons que

(b,) G (M,4). s+0[=0] entraine G (M, ]+ n,). s™+0 [=0]

et réciproquement. Démontrons maintenant que

(B) os (M, k) < ogina (M, k) +|ng]  (pour k> |nyl)
c’est-a-dire, que

(B,) A= ﬁ(Ps (G (M, ) S +]|ny| =I=k21 @so (G(M,9)) + |ng|  (s°=s").

5=1

On obtient (b,) s (G (M, )= s (G (M, j+n,), done

k ne+k
A= 200 (G (Mt mg) = 3 gu (G (M),

No+k

k
A== 3 @@= 3gu(G(M,5) 5
d’olt, si ny>0,

N+ k N,y
|A-%]= I 2 @ (G (M, ]) - Z%o(G(M,?'))‘ =n;
J=k+1 j=1
d’autre part, si ny= —m,<0 :

=21 = | F g @i~ 3 pe @M, 5)|-

0

3 e @ULY = 5 (@O )| <mo=lnol

J=-m j=k+1-m,

(B,) et donc (B) sont vérifiés. Or on déduit [(B), (b,)] :
Ellas(M k) < lim lau(]ll k)—f—M =P ;
k k S T k =

(by) 0<P, (= th%os (M, k)) <Py, ou s=8(Q,8), =8(Q,8)".

o’ (b,) contient s°, par suite P, (=P,)>0, ot o' =8(Q’, ¢) et ¢ est un nombre positif
quelconque. Conséquemment (12.5) le point Q' =Q™ est sur F', dés que Q lest;
F’ (12.4) est invariant, compact et F' satisfait & (12.4a). Nous avons établi que F’
est centre (I*) d’attraction de mouvement G (M,n) avec le caractére 12.5. Théoréme
12.3 est établi.
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DirFinNiTION 12.6. Si dans la définition de centre (I*) F d’attraction de
G(M,4), pour j— + oo, donnée & propos de (12.2), on omet la condition d’invariance,
nous dirons que F est un centre (I') faible d’attraction de mouvement G (M,7) (pour

j=>+ o0).

THEOREME 12.7. Supposons que dans Uespace D il y a une ensemble-trajectoire
individuelle G (M, 7), telle que

(12.7 a) G(M,5). Fp=0 (j=0,1,2,..),

ow Fy,< D, est un ensemble compact. Alors il se trouve dans F, un ensemble F' (+0)
fermé, qui est centre (I') faible d’attraction de G (M,j) ¢t relativement auquel ont liew

les propriétes suivantes :
(12.7b) st QEF’, il suit que Psq . (M)>0 pour tout ¢>0:
(12.7¢) si Prs@o(M)>0 pour tout £>0 et si QEF,, alors QEF'.

Nous construisons F’ précisement d’accord avec le texte & la suite de (12.3Db)
jusqu’a (12.4) ; F' est compact ; la conclusion (12.4a) reste valide dans les hypothéses
actuelles. Conséquemment F’ (12.4) est un centre (I*) faible d’attraction de G (M,7).
En examinant la démonstration de (4,) (& la suite de (12.5)), on observe que ce ré-
sultat est encore vrai; ceci revient & (12.7b). Pour établir (12.7 ¢) considérons un

point @, tel que
(e1) QEF,, Prswo(M)>0 pour tout e>0.

Introduisons la notation :

(c5) s(e)=8(Q,8), s(e)=Fo8(Q ), s(e)=F8(Qe)...;

on a s(e) os,(e) Ds,(e) o ---. Puisque (1°) F,=Z H,,, (Hy, ouvert dans F), il

existe un entier ¥, et un ¢ >0 de sorte que
(c3) 8 (&) < Hl.vxcﬁl.szlm'
En raison de (¢;), (c3)

(cq) 0<Py < Pr,, pour 0<e=eg ;
d’olt »; est un ¥ (4°) et il s’ensuit que

F,=ZF,, >Fy, >s(&);
c’est-a-dire,

(c5) Q€Es ()= F;, pour O0<esg
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(dés que Qe Fy). Or G (M, j)s, () =0 entraine G (M, §) s, (e) =0 (vu que s, (g) < s, (g)),
done @, (G (M,))=0 implique ¢, (G(M,5))=0; d’autre part, si G(M,7j)s, (¢)+0
{pour &=<¢,), on observe (c;) que le premier membre est un ensemble contenu dans
Fy, de 1a on aura G (M, j)s,(e)+0 et on voit que @ (G (M, ) =1 entraine
s, (G(M,5))=1 (e<¢). Par suite

Ps.00 (G (M, §)) = @, (G (M, ])) pour j20 et 0<e<eg :
d’olt (c,)

(06) 0<Ps,(e)=psg(e), (0<6§81).
Un ¢, existe, 0<¢g,<¢;, tel que pour 'ensemble s, (g,) (c,), ouvert dans F;, on a
8;(e) < Hay,< Hy,,= Fs,,

pour un »,, pour lequel H,, contient @ (F,=XH,,, H,, ouvert dans F,, @ €s,(¢)).
En vertu de (c;) (avec 0 <e=¢g,) on obtient

O<Psz(£)§PFsr"= (0<£§£2) H
v, étant un » et F, étant la réunion des Fs,,
2 2 :

Fy >5;(e5) D85(e)  pour e<e,;

par la
QEsy(e)= Fy, pour 0<eg<s,.
Par induction on établit I'existence d’une suite & 2¢,= ... de nombres positifs,
tels que

QEs,(e)= Fy pour O0<e=<g, et k=1,2, ...

Conséquemment Q€[] F,=F’, lorsque (c,) a lieu. Théoréme 12.7 est démontré.
Dans T'ensemble F’ en général il n’y a pas d’invariance. Pourtant nous démon-
trerons le résultat suivant.

(12.8) Dans les conditions de Théoréme 12.7 le centre (I7) F' (12.4) faible d’attraction
de G (M, j) jouit de la propridté que, si Q est un point sur F', le point QU1 (j de signe
variable) sera aussi sur F' pour tout entier §, pour lequel un g positif existe de sorte
que S (@, &)< F,.

En effet, soit @ un point sur F' et Q =@™, olt n, est un entier positif ou
negatif. Selon (12.7b) on a

(dy) Ps(q,e) >0 pour tout £>0.

Cette relation nous permet de répéter les développements (b,)—(b;) ; ainsi
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0<Piy =P (s(0)=8(Q,9). $*=5"1(Q,9)),

A

ot 6=0(e)>0 et s S(Q,¢); par suite
(d) Pso.>0 pour tout &>0.

Dans I'hypothése (12.7a) actuelle (d,) n’entraine pas gque @ € F'. D’apres (12.7c¢),
pour que @ € F’ il suffit que P, ou s (g)=F,8(Q’,¢), soit positif pour tout &> 0.
Si pour un entier n, un g,>0 existe de sorte que S(Q’, &)< Fy, on aura pour
O<egeg,: _
S(Q,e)=¢5"(¢) et (dy) Poy>0;

pour un tel n, le point Q™! sera sur F'. L’énoncé (12.3) est vérifié.

On pourrait pousser les développements de cette section plus loin, ayant en vue
quelques des résultats de M. Hilmy (NS ; p. 393-395), ainsi que la récurrence (I*)
(ou (IT*)) selon Définition 11.1.

13. Le théoréme ergodique dans une hypothése de Denjoy

Désormais nous ne supposerons pas que D soit fermé (au sens ordinaire ou & dis-
tance finie) dans un espace euclidien. Jusqu’ici nous avons étudié des développements
divers, fondés sur la transformation ponctuelle F(Q,t), ou bien sur la transformation
FYQ)=F (@) =F(Q,1) (9.1) (et son inverse F'"'(Q)=F(Q,—1)), ces transforma-
tions ayant seulement un caractére topologique. Sous telles transformations les en-
sembles fermés se correspondent réciproquement, le méme étant vrai pour les ensem-
bles ouverts. Dans la section actuelle nous procédons dans la supposition que D est

tnvariant par F (x,t) (sauf & mention contraire) et dans Uhypothése métrique que voics.

Hyporaise 13.1. Supposons que la transformation F=F (x,t), dont il g’agit en
haut, ainsi que son inverse F (x, —t) jouissent de la propriété que les fonctions, qui
définissent ces transformations, possédent des coefficients différentiels de premier ordre,
finis et continus dans D.

On peut prouver dans I'hypothése 13.1 que les ensembles suivants sont me-
surables :

W (E) (9.7) ; E* (P) (Théoreme 9.8) ; W1 (P), W3 (P) (Théoréme 10.2) ;
Wt _(P) (Théoréme 10.4) ;
cela reste vrai méme si I'hypothése 3.1 s’applique seulement par rapport a F&, FtU
au lieu de F (x,t), F(z, —1).
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Dans cette condition (D ; p. 126) les ensembles mesurables (au sens Borel-Le-
beigue) se correspondent ; en particulier les ensembles épais (de mesure positive);
ainsi que les ensembles minces (de mesure nulle), se correspondent. Posons
(13.2) M (m)= min. mes. HY), v, (m)= max. mes. H"!

(j=0,+1,42,..) pour H,< D, de mesure m. lci et dans la suite il est entendu que
la mesure B.~L. de D est finie. On observe que

(13.2 a) 0 < p; (m) <p; (m) (pour m>0) ;

lim 3, (m) ;g (m) =, (m)=m ;

m—0

u; (m) et v; (m) sont non-croissants pour m(>0) décroissant.
La condition métrique, dont M. Denjoy a fait Vemploi (D ; p. 157) dans le cas de
UVinvariance de D par F™, est la susvante
(13.3) 0<p(m) < mes. H? pour mes. H=m>0
et pour j=0, +1,+2, ..,
ou u(m) est indépendant de j, dans cette hypothese mes. H” <y (m) (pour mes.

H=m et j=0, 11, +2,..); les fonctions p et » sont inverses l'une de lautre.

L’hypotheése (13.3) a lieu, si les fonctions u;(m) (13.2) satisfont a
min. y; (m) (=u(m))>0  pour m>0.
3 !
Si D est invariant par F(z,¢)(f un paramdtre continu, — oo <t< + o) on pourra
envisager la condition (13.3) de M. Denjoy dans sa forme continue :
(13.3%) O<pu(m) < mes. F(H,t)<y(m)

pour mes. H=m>0 et —oco<t< + oo, ol y(m) vaut min. mes. ¥ (H, t) (pour mes.
H=m, —oo<t<+o0), u(m)>0 pour m>0 ; »(m) est la fonction inverse de L (m).

Dans chacune des deux hypothéses on a
pm)sm=v(m); u(m)|0, v(m)|0 avec m.

La condition (13.3) est satisfaite (D ; p. 152), §'il existe un invariant intégral

positif (invariance par FM)

(13.4) O (H)=[(z)dz, ®H"=®H), HeD,

ou f(x) sommable sur D est positif sur une plénitude de D ; la nullité de @ (H) et

de mes. H est simultanée.
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M. Denjoy a fait la conjecture (D ; p. 152, 153, en note) que, réciproquement,
Phypothése (13.3) entraine Vexistence d’un invariant integral positif sur D, avec I'in-

variance par F"; soit
. 1
(13.5) m;=m; (H)= mes. HY, &, (H) =E(m1 +odmy)

dans la condition (13.3) la conjecture est que la limite

(13.6) lim @, (H)=® (H)

k—>+ 00

existe pour tout H, < D, mesurable ; si c’est ainsi, ® (H) sera un invariant intégral
positif de la forme (13.4). On peut remplacer m; dans (13.5) rar mes. H™ (j=1,2, ---).
Quand la condition méirique de M. Denjoy est dans sa forme continue (13.3%, la

conjecture (du genre offert dans la condition (13.3)) serait la suivante. En posant

(13.5% O (H, r)=% fm(H,t)dt, ol m(H,t)= mes. F(H,1),
0
la limite
(13.6%) lim ®(H, v)=® (H)
T—>+00

existe pour tout ensemble H, < D, mesurable. Dés que cette conjecture soit réalisée,

@ (H) sera un invarjant intégral positif au sens que

(13.4%) O (H)=[f(@x)d=, @(F(H,1)=0(H),

H
f(x) sommable sur, D, f(2)>0 sur une plénitude de D. On peut faire une telle con-
jecture pour les t tendant vers — oo, clest-d-dire avec mes. F (H, —t) au liew de
mes. F (H, t).

(13.7) 8i D est invariant par F(z,t) et s’il y a une mesure u*, = 0, invariante (par
F (z,t)), p* (D) fini, le théoréme ergodique de Birkhoff a lieu (NS ; p. 481), sauf au
plus sur un ensemble de mesure u* nulle : il y a un théoréme ergodique aussi pour

le cas quand la mesure est invariante seulement par F™.

(13.7a) 8Si la conjecture de Denjoy était vraie, par exemple dans la forme continue,
il s’ensuivrait que le théoréme ergodique (13.7) a lieu avec u*=® [13.6° 4°], donc
sauf sur un ensemble D, de mesure B.-L. nulle :

1 T
lim ;f(p(F(x,t))dt existe sur D —D,, si _].|<p(z)|/(x)dz< oo,
3 D

>+ 00
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Selon (D ; p. 153), dans I'hypothése (13.3) il existe une fonction a (x) sommable
sur D, positive sauf au plus sur un ensemble e, invariant (par F')) de mesure B.-L.

nulle, telle que

(1,) mes. H" =mes. F (H, 1)=fa(x)dx.
H

En posant &(z)=1/a(2"""), on déduit (par induction) pour r=1:

(20 mes, H"' = f a(@ Na@ .. a@a(r)de,
H

mes. H‘"”=fb () b (2T LB (2 b (2) d
H
Pour k>0 on obtient {(13.5), (2,)]
1
(30) O (H) = [ q (@) dz, ¢ (@)= [a(2)+a(@)a(@™)+
H

+-ta@a@) .. a@* ),

3

pour ®_; (H) (k>0) on construit une expression analogue moyennant b (z). En vertu
de (13.3) et (13.5)

(45) um) O (H)y=v(m) (m=mes. H)

pour tout entier k>0 ; @, (H) est complétement additive et absolument continue,
comme une fonction d’ensemble mesurable B.-L. Puisque »(0)=0 et u(m)>0 pour

m >0, (4,) entraine que
(5,) la nullité de O, (H) et de mes. H a lien simultanément.

Pour k>0 cela s’ensuit aussi du fait que la fonction g (x) (3,) est positive sur la

plénitude invariante D —e, de D (les a (z')) >0 pour x € D —e¢,). Posons, pour k— + oo,

(6,) ¢ (2)=lim g (), @, (H)= J g(z)dx.

Le raisonnement actuel ne permet pas la constatation :
u(m) = @, (H) (m=mes. H), comme une conséquence de (4,).

C’est ainsi, vu le principe d’abaissement (Fatou), selon lequel on peut seulement
conclure que

(7o) ®, (H) < lim [ g (2) do = lim @, (H) < v (m) ;

H

on a lim @ (H) 2 pu(m), mais il est concevable qu'on ait @, (H)<pu(m) pour quel-
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ques ensembles H de mesure positive. Autant que gx (x)>0 sur D—e,, g(x)20 sur
D—¢,; si g(x)=0 sur une plénitude de D, on aura (6,) @, (H)=0 pour tout H,< D,
mesurable ‘et il n’y aura rien d’intérét. Considérons le cas ou ¢(#)>0 sur un en-
semble épais (invariant) de D (nous n’avons pas établi que ce cas peut étre réalisé).

Vu que @, (H) =v(m) (7,), g(x) est sommable sur D (dans tous les cas). Selon

(D; p. 153), c¢(x) étant sommable sur D, [ ¢(z)dx sera invariant par FU, si
H

(8o) ¢ (@) a(x)=c(2)

[en posant y==2", on obtient (1) dy=a(x)dz et J. c(y)dy=_j' ¢ (@™ a(x)dz]. Dé-
ml H

montrons que ®, (H) (6,) est invariant. En raison de (3,) :

(%) Fl e @=29 g ae@  @@zo).

Soit x un point sur D —e, ; pour une suite k;, —> -+ oo avec j, on obtient g, (a)—
g (z™), done (9,) :
g(x) £ lim g,y () =¢ (=) a (@).
7

D’autre part, soit k;, —+ oo avec j, une suite telle que gi i1 (2)—>¢(2); il s’ensuit

(%) que

q(2)=lim g, (z") a (2) 2¢ (=) a (),

Dot ¢(x)=¢ (M a (x) sur la plénitude D—e, de D ; mais cela est une relation
d’accord avec (8,). Par conséquent @, (H)(6,) est une mesure invariante, avec
®, (D)<y(|D|)<oo. Pourtant nous n’avons pas établi que @, est un invariant in-
tégral positif au sens de (13.4) (ce serait le cas seulement dans le cas olt ¢>0 sur
une plénitude de D) ; autrement dit, il est concevable que @, (H,)=0 pour un en-

semble H, epais.

(13.8) Dans V'hypothése (13.3) une conséquence de (13.7), avec u* =D« (6y), est que

le théoréme ergodique a lieu sauf au plus sur un ensemble de mesure @, nulle.
Dans ce résultat nous n’affirmons pas que l'ensemble exceptionnel est au plus

un ensemble de mesure B.-L. nulle. Pourtant dans un cas particulier nous allons

établir Uexistence des invariants intégraux positifs dans la condition (13.3) de Denjoy.

(13.9) Soit mes. D< oo ; D invariant par FU ; soient gy (x), ©i (H) les fonctions in-
tervenant dans (13.5), (3,),
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(13.9a) (@)= lim g (z), 7(2)= lim g (),

O, (H)=[q(z)dz, ©* (H)=[q(z)dz=;
i b4
dans Uhypothése (13.3), avec la condition additionnelle

(13.9b) @ (0) = Lim AUONY

m->0 M

il Sensuit que @, (H), ®* (H) sont des invariants intégraux positifs au sens de (13.4)
(donc ne g’annulant que pour les ensembles minces).
En effet vu (13.3) et (13.5)

(1) pH) <OH)<v(|H|) (*=L12,..);
la relation (3,) pour ® (H) signifie que
(a5) i (2) = Oy (2)

est la dérivée générale (au sens de fonctions d’ensemble mesurable) de @y (H) ; cette

dérivée existe sur une plénitude 1’ (que l'on peut supposer invariante par F™V) de D.

Soient m,, m,,... une suite de nombres positifs, -0, tels que
(ag) v'(0)=lim’%m)(pourm,>0,—>0)=ﬁm’me).
- m i

Les fonctions u(m), »(m) étant inverses 1'une de I'autre, on note que dans la con-
dition (13.9b)

P
() (1<) (0)—[2,(0) < 4 oo.

Soient H;(j=1, 2, ...) une suite d’ensembles fermés, H;>z, d H; (diameétre de H;)—0,

ayant un paramétre de régularité [voir, par exemple, S. Saks, Theory of the Integral,

p. 106] positif ; si # est un point sur D', on aura
1

(as) @i (z) (= Dx (z)) = lim ]

(I)k (Hj).

Ici et dans la suite | 4|, ol 4 est un ensemble, signifie la mesure B.-L. de A.
Choisissons les H; d’une telle suite de sorte que |H;|=m; ; vu (a,)

1
| H |

o, () < ™)
my

?

181 — 563801.
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en laissant j— + co on obtient [(as), (a5)] gx (x) < #' (0) fini. De la méme maniére on

trouve une borne inférieure de g (x). On déduit

(65) AO=q@)=v(0); A'0)=g@=g@®=v(0);
sur une plénitude invariante (par F™) de D ; donc

(a7) 7O H| =, (H) <O (H) =+ (0)|H|.

A la suite de (8,) nous avons déja établi que ®, (H) est invariant par FU; de la
méme maniére on montre que ®*(H) posséde ce caractére. En tant que 0< g’ (0),
(a¢) et (a;) entrainent la conclusion dans (13.9).

Dans le reste de cette section nous omettrons la condition (13.9b), en admettant
ainsi le cas ou g’ (0) soit nul (alors » (0)= + o). Nous allons maintenant démontrer,
sans emploi de mesures tnvarianies, le théoréme ergodique suivant, ot l'ensemble ex-

ceptionnel est définitivement au plus de mesure B.-L. nulle.

THEtOoREME 13.10. Soit mes. D fini, D étant invariant par F (x,t). Admettons
Uhypothése de Denjoy (13.3) (v(|D]) fini). Si @ (x) est une fonction mesurable et bornée
(J@ (@) | € ¢) dans Uespace D, la limite

>+ T

(13.10a) lim e qu)(F(x, t)dt
)

existe pour tout x dans D, sauf au plus sur un ensemble de mesure B.—L. nulle.

Remarquons d’abord que D dans ce théoréme pouvant étre non-compact, le
théoreme de N. Kryloff et N. Bogoliouboff (NS ; p. 514) sur l'existence de mesures
invariantes ne s’applique pas dans le cas actuel. Notre démonstration est partielle-
ment modelée d’aprés la preuve du théoréme ergodique de G. D. Birkhoff, donnée
par A. Khintchine (voir (K)) dans le cas ol une mesure invariante est donné.

Soit k un entier positif fixe, jusqu'a mention contraire. En posant
(1°) O, (H* ) =@y (H)+ 04,50 (H)  (r=0,1,..., k—1),
on obtient (13.5) :

ki (H) = (| H®V |+ oo 4| HE ) = (| HD |+ -+ | HP)),

kow + (H)= = (|H*" | 4o+ |[HO|)+ (| HO | + -+ | H).
Vu que (13.3) |HY'| < v (|H]),

(@) — o UHD Soun (H) = v ([H])  0sr<h);

—v(|H|) S orar (H)Sv(|H|) (r=k).
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Posons

(3°) a(z, 1) =6f @ (F(x,t)dt

' 1
Comme dans le cas considéré dans (K), il suffit de démontrer que ;a(x, i) tend vers

une limite, quand ¢ entier tends vers + co. Soient
o - -1 . .1 . Lo
(4°) @ ()= lim 7 a(x,t), @(r)=lim 3¢ (%, %)  (entier i— + oo),
i - 5

Supposons, si c’est possible, que deux nombres o <f existent, tels que

(13.11) @, (8)>0, § étant I'ensemble ol ¢ (z) <a, f<¢ ().

8 est invariant (par F(z,t)). Des sous-ensembles M;, M[ de 8 sont formés, selon
(K), qui correspondent d’une certaine maniére & un entier s, > 0, donné ; ainsi
M, (1=1) est I'ensemble de points sur S, tels que a (,!)>f1, tandis que a (z,j) < fj
pour §<1;

s-1
(5°) Mi=M,; Mf =M, ,—M, > M ;..
r=0

Mi=M,~M, 3 iwm1<z<s) M;=M1—M1,_§ S

i=l+1r r=0

les M, sont disjoints ; = §S; (la notation : A" =F(4,r)); de plus
1

@) S=SM= 3T M MITMEO=0 (s )% (1)

1=171=0

MPc M+ --+M,, pour 0Zr<l.
Pour H,< D, mesurable on déduit (3°) :

[a@, 1)d®. () f[ftp(F @, 8)dt] d Dy (') (o o' =a", z € H),

H] glrl1 ©

1
f[f<p(F(F 2,7),1)) dt] d O, (@) = [ [ [ ¢ (F (@, 7 +1)) dt] d Dy (=)
H o0

H
r+1

f (F (z, 1)) dt]d(l);C (&™) = J[a(x,r-l-l)—a(x, r)] d @ (2UY).

r

Done (1°)

1) [a@,1)d®;(@)=[[a@r+)~a@n]dd (@) +[[a(@r+1)~a(@r]do: (@)
H H

Hrl

19 — 563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 14 mai 1956.
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H étant mesurable et e étant un sous-ensemble variable mesurable de H, r=0,

posons
Ok (H) = min oy, (€), &, (H) = max gy, (e) ;
- eCH

eCH
désignons par of, (H)= | oy, (H)| + Gkr (H) la variation totale de la fonction oy,
d’ensemble mesurable. Vu que »(]e|) < »(|H|), on obtient (2°):

~Zo(|H]) S 0er (0 S Gur (S gy H]) (e H) 5

donc o}, (H), qui est une fonction positive non-décroissante d’ensemble H, satisfait

3 D'inégalité

[

r

(8°) ot (H)s = v(|H]).

= I

En tant que || < ¢, il s’ensuit (3°) que

la(x,r+1)—a(z,n)|<c;
d’ou (8°) dans ce cas

(9°) |‘|'[a(x,r+l)~a(z,r)]dak,,(x)l gHa(x,r+l)—a(x,r)|do§,,(x)
H H
<col, (H)gZ—Z—chH\)g%co ou ¢g=2¢v(|D]|) (rz0).
En vertu de (6°), (7°) il résulte que
(10°) [a(z,1)dd; (z) =1§1 ‘0 [ a@1)dd ()
Sg =1r= Mlt[r]
=:Zl I_: [a(x,7+1)—a(z,r)]d D, (x) +Jis;
71750 e

En vertu de (9°)

s 1-1 .
(11°) Jes= 2 2 f [a(z,r+1)—a(z,r]dow, (), ol |Jis|= fok_h;

Il
=N
<

[
(=

~ .

ici jo=> 31(I—1) est indépendant de k. Or sur M, < M,, (5°) on a a(x,l)>p1l;
1
par 13 [(10°), (19)]

[a(z1)dd, (z)= z [a@hdd (e )+Jk,s>5l_§1ld)k(]ll,*)+J,,,s

Ss B,

~
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8 I- s I-1
= 'Blzl rglo D, (Mr)'*‘Jk,s:ﬂlZi TZO [(ch (Ml*[r])"a'k,r (Mf)]"‘Jk,s 5
done [(6°), (29)]

(12°) Ja(@, 1) dd, (2)>BOu (S) +ers,  ro=Jis— B Ass,

Sg

s 1-1 .
ot Aks=2 > o (M), |Aws| <AL (¢,=»(|D])).

151759 k

Vu que |@| < ¢ on aura (11°):

(13°) ng,sléc’%’ ol ¢’ =c,+fc.

En tenant compte de (12°), (13°), «, B (x<p) étant les nombres dont il s’agit
dansg (13.11), on conclut ainsi.

(13.12) Dans les conditions du théoréme, si (3.11) a lieu, on aura :
fa(x, 1) d Dy () > f D (8;) + &k, 5 Isk,s|<c’7i:
SS

el pareillement

[@(51)d Qs (2) <o Bu (@) + Ens, | o] <"
Qs

(k>0), ol ¢’, ¢ sont des constantes (qui peuvent dépendre de «, B) s est indépendant
de k. @, est analogue & S;; Q< 8; Q,—~S.

Or [844|>0, ot 8z 5=28 (13.11); H,=8,Q—>S. En tant que &, (H)<» (|H]), on a
q)k(Qs):(Dk(Hs)"“a;c,s, (Dk(Ss)=(Dk(Hs)+6k,s,

ot ks, Oks, =0, ne dépassent pas vs=v(|S—H,|). De plus

Qfa(x, DdQ; (@)= [ +ors [a(@ )dD@)= [ +gus,

Hg Hy

ot |gx,s|, |ox s| ne surpassent pas cv,. Vu (13.12)

BOw (H) +yis< [a(z, 1)d Ok (2) <a O (H,) + pr. s
Hs

ici '}/k,s=ﬂ6k,s_9k,s+8k,s, yl'c,3=aallr,s“gl’c,s+§k,s. Done

(14) 0<p(H) =0 (l) < P52 =T
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si s=s, de sorte que |H,|>0 pour tout s=s, On obtient Iy , inférieur & ¢, j k™ +
+ ey s (¢, ¢, >0, indépendants de k, s). Prenons un s, =s,, tel que ¢, v, <3} pu (| H,}).
Il y a contradiction pour k tel que c;jsk ' <3} u(|H|). (M. A. Freed m’a signalé
qu'en general @;+S,). Donc S=8,; est mince pour toute couple de nombres w«, f.
En suivant maintenant le raisonnement, fait dans (K) pour un but analogue, on forme
une suite &; (=1, 2, ...) d'intervalles (o, B;), ot &; < f; et les extrémités des intervalles
constituent I’ensemble de tous les nombres rationnels. Nous venons d’établir que Sy, 4,
(’'ensemble de points tels que ¢ (x) <o, <f; <@ (x)) est mince ; leur réunion est mince ;
donc ¢ (z)=@ (z) sur une pléIZitude D' de D ; par suite [(4°), (3°)] lim (1/%)a(z,%)
existe —sur D', Théoréme (13.10) est vérifié.

Comme dans le cas d’une mesure invariante, la fonction
o1
(13.13) y(z) = lim ;f(p(F(x, t)) dt,
T>+00
o

dont il s’agit dans Théoréme 13.10 et qui existe pour x¢D— D, ot D, invariant par
F (z,t), est mince, cette fonction est constante sur toute trajectoire individuelle
(@ (F (z,t))=1v (z)) pour tout ¢ D— D, Selon la locution de Khintchine, nous disons
que le mouvement est indécomposable, ou bien ‘strongly transitive’, d’accord avec

Birkhoff, si A, < D, invariant et epais entraine mes. (D— A4)=0.

(13.14) Dans les conditions de Théoréme 13.10, si le mouvement est indécomposable dans
D, il existe une constante c telle que (13.13) :

(13.14a) y(x)=c sur une plénitude de D.

Ce résultat se démontre comme dans le cas d’'une mesure invariante (voir, par
exemple (NS ; p. 490)). La preuve dépend du théoréme ergodique et de Iinvariance
de y(x) par F (z,t), mais elle ne tient pas & l'existence d’une mesure invariante.

Dans les conditions du théoréme il s’ensuit immédiatement que
1 T
(13.15) fzp(x) dx = lim f(Pz (@)dz, @:(2)= z f‘P(F (z, 1)) dt.
D 700 ) 0

En outre, les formules
J'(p,(x)d:c——-fq)(x)d:c, fip(:c)dx=f(p(z)dx
D b b b

en général n’auront pas lien. Pourtant, si la mesure B.-L. était invariante (par
F (x,t)), ces relations serait valables ; le méme serait vrai, avec dz remplace par

du”, si u* était une mesure invariante (NS ; p. 491).
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Dans les hypothéses du genre de celles de M. Denjoy [(13.3), (13.3°)] il devrait

étre possible d’établir, outre Théoréme 13.10, plusieurs autres résultats ergodiques, ot

n’interviennent pas les mesures invariantes.
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