
LES COURBE  DANS L'ESPAOE ANALLAGMATIQUE 

par 

RENf~ LAGRANGE 
A DIJON. 

~ntroduction.  

Les ~ldments diff~rentiels conformes d'une courbe de l'espace ~ n dimensions 

se d~finissent le plus simplement s l'aide d 'un syst~me de r4fdrence mobile lib au 

point courant de cette courbe, et choisi de mani~re que son d~placement ne fasse 

intervenir que n 1 coefficients variables, et cela sous la forme la plus simple possible. 

Ce syst~me (te rdf6rence, de forme anallagmatiquement invariante, est un (n-~2)- 

sphere orthogonal qui, chez E. Cartan, s qui l'on dolt l'exposd syst~matique de cette 

m6thode ggn6rale, est effectivement constitu6 par n spheres s n 1 dimensions et 

2 points. 

On peut 6galement ddfinir les courbures conformes comme ~tant des invariants 

form, s avec les courbures de la courbe F dans un sous-espace de l'espace conform e E~. 

Soit en effet 2: une sphere s n--  1 dimensions de l'espace euclidien E s n dimensions. 

Le sous-groupe anallagmatique qui conserve la sphere Z (l~finit une g6om6trie 

riemannienne, autrement (lit un espace riemannien EZ dans lequel on peut ddfinir 

les n i courbures Yi de la courbe I '  s l'aide d 'un n-~dre de Frenet. L'espace euclidien 

lui-m~me est |'espace E2: pour lequel 2: est le plan de l'infini. Le n-~dre de Frenet 

se d~finit toujours ~ partir du vecteur unitaire tangent au point courant A, mais les 

autres vecteurs ne sont pas les m~mes suivant que le ddplacement s'~tudie s l'aide 

de l'~quipollence dans E ou de l'dquipollence dans E Z. La comparaison des deux 

dquipollences situe le n-~dre de Frenet dans E2: par rapport au n-~dre euclidien, et 

fournit les expressions des courbures anallagmatiques Yi dans E X en fonction de 
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l 'absolu X et  des courbures euclidiennes c i. C'est de ces expressions que dgcoulent  les 

invar iants  cherch~s, ce qui pe rmet  en m~me temps  d 'ob ten i r  les expressions des 

courbures c o n f o r m e s / ' i  en fonct ion des courbures euclidiennes c i, ou des courbures  

anal lagmatiques  Yi. Cette m~thode a ~t~ expos~e dans deux notes 1 aux C. R. A. S. 

et  pe rmet  ~galement de construire le (n+2)-sph~re  de Cartan.  

Ce m~moire n 'es t  pas le d~veloppement  de cet te  m~thode, qui me para l t  esquiss~e 

avec assez de pr6cision dans les notes ci t ies  pour  qu 'un  expos~ d~taill4 des calculs 

soit inutile. On d~veloppe ici une nouvelle m~thode,  don t  l 'espri t  est le mSme, et  qui 

a ~t~ sugg~r~e par  la forme m6me des r~sultats obtenus  dans le t ravai l  rappel~. Soit, 

d 'une  maniSre precise, ~ l 'di~ment 'd 'atc ~ euclidien, e t  'cl, c2;: : . ,  cn:~ 1 les courbures  

dans E ; soit da, y~, Y2 . . . .  , Yn-~ les ~l~ments homologues dans E2:. Dans E~, l '~l~ment 

d 'arc  conforme d S  et  n - - 2  des eourbures/"2,  Fa,. �9 �9 F~ s ' expr iment  en fonct ion des c i 

et  d e  leurs d~rivbes par  r appor t  ~ s sous la mSme forme qu 'en  fonct ion des Yi et  de 

leurs d~rivdes par  r appor t  h a. Pa r  contre,  une difference de forme y appara i t  pour  

les deux expressions de F~; en posant  

(1) ~ '~ ~ ~ ~ '~ ~ ~ ~ = , = (C~ +c1%) . (71. + 7 1 7 . )  l. ,. 

l ' i nvarmnt  du eihqui~tne ordre ~ correspond ~ l'6galit6 " 

' 

oh  les d~rivdes y;, 2', R" sont  prise s par  r appor t  h a, tandis  q u e  c~, l ' ,  l"  le sont  par  

r appor t  & s. Cette difference de forme s 'expl ique h l 'aide d 'une  observat ion int~res- 

sante  au t an t  qu'e!le est simple. La  courbure  euclidienne c x est susceptible de  deux  

ddfinitions correlat ives;  c 'est  d 'une  pa r t  la vitesse du vec teur  uni ta i re  t angen t ;  c 'est  

aussi l ' inverse d e la distance du point  couran t  A de la courbe s la vari~t~ caract~risti-  

que de F h y p e r p l a n  normal.  Dans l 'espace E2:, y~ repr~sente l a  vitesse d u  mSme 

vec teur  ex, mesu r~edans  cet espace; mais la deuxiSme d~finition dolt  8tre modifi~e 

pour  prendre  une forme invar iante .  L ' h y p e r p l a n  normal  d o i t  ~tre remplac~ par  la 

sphSre U~ s n - -1  dimensions, normale  h F e n  A, e t  aussi h 27; i l  revient  au mSme 

d'associer s A son inverse A '  p a r  r appor t  s 27, e t  de consid~rer la, bicourbe ( I F ' )  

Cf. Reng Lagrange: , Sur les invariants conformes d'une cottrbe ~, C. R. A. S., t .  212, 1941, 
p. 1 1 2 3 - - 2 6 ;  et * ProPri6tgs diff~rentielles des courbes de l'espace conforme A n dimensions *, C. R. A. S., 
t. 213, 194i, p. 551--553. 

C'est ce que j'appelle k dans la premiere note circe, p. 1126. 
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ddcrite par le bipoint (AA'): UI est la sphere normale h (FE')en (AA'), et la distance 

consid6rer est la d is tance ,  anallagmatiquement invariante, de ce bipoint (AA') b~ 

la varidtd sph6rique caractdristique de U1. En utilisant les ddfinitions mdtriques 

exposdes dans un article antdrieur 1, l'inverse dn carr6 de cette distance est justement 

7~--1, et l'analogie entre les deux membres de (2) est r&ablie. On pourrait craindre 

que disparaisse par contre la similitude de forme des expressions de Z et l, mais il 

n'en est rien, car la d@finition de ?2 doit 6galement &re modifi6e, et l'on constate 
que ,2-- 2 2 Yl ~Y~Y~ ne  change pas de valeur. : 

On est ainsi conduit ~ l'id6e que, dans l'espace EX, le n-vecteur de Frenet  n'est 

pas la gdndralisation la plus naturelle du n-6dre euclidien, et qu'au lieu d'utiliser des 

ddplacements de vecteurs, il est plus avantageux de d@finir les courbures d'une c0urbe 

par l '&ude de d6placements de plans dans l'espaee euclidien E, et de sph6res dans EZ, 

ces dernibres &ant  natureltement astreintes s rester  orthogonales k 2:. C'est ce qui 

est f a r  dans ce m6moire, avec le double avantage de lever l 'objeetion qui vient d '&re 

expos6e, eb de supprimer l'emploi toujours d@licat des ddplacements par 6quipollence 

riemannienne. 

J 'a i  dfi cependant modifier le n-plan de r@fdrence utilisd dans l'espaee euclidien, 

qui n'est pas form@ iei pax les faces du n-6dre de Frenet, mais par les d6riv6s suecessifs 

du plan normal; son sommet n'est pas sur F, mais au centre de la sph6re osculatrice, 

et les formules du ddplacement font intervenir le plan de l'infini, qui joue le r61e, non 

pas de 2: dans E y,, mais de la sph6re qui, dans E~, est orthogonale ~ 2: et aux n 

sph6res qui gdndralisent les faces du n-6dre euclidien. 

C'est dans le premier chapitre que sont dtablies les formules du ddplacement de 

ce n-6dre euclidien, qui font intervenir, outre les courbures habituelles c~, %, . . .  ca_ 1, 

un coefficient ca, qui s'exprime ais6ment en fonction de ces courbures et de leurs 

d6riv6es. Le deuxi@me chapitre est consacrd au m@me probl@me, dans l'espace EZ.. 

Dans le troisi6me chapitre, l'@tude compar@e des deux rep@res mobiles relatifs b~ E 

et E2: met en dvidence, non pas des sph6res invariantes dans l'espace conforme E~, 

mais des familles lindaires invariantes de sph6res, et permet en m@me temps de 

d6finir les courbures eonformes. Enfin le chapitre IV m0ntre comment  o n  peut 

d6duire de ces familles invariantes de sph6res ie rep6re de Cartan et les formules de 

son d@placement. 

L'algorithme et les notations utilis@s ~ partir du deuxi6me chapitre sont expos@s en 

i Cf. Ren6 Lagrange~ <( D@finitions e t  th6or~mes de m6tr ique anal lagmat ique  ~), Ann.  Ec.  Norm.  
t.  59, 1942, p. 1--42.  
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ddtail  dans  le p remier  chapi t re  du mdmoire  prdcddent  (~ Sur les produi t s  d ' invers ions ,  ~> 

et  que les renvois  utiles ddsig~mront pa r  la no ta t ion  (~ P. [. ~) . J e  prie le lec teur  de 

vouloir  bien s ' y  r epor t e r  au besoin. 

C H A P I T l ~ E  I 

Courbes  de l 'espace  euc l id ien  E h n d i m e n s i o n s .  

1. Si e~ (i : 1, 2 . . . .  n) sont  les ~ vec teurs  o r t h o n o r m a u x  du n-ddre de F rene t  

de la courbe C ddcrite pa r  le po in t  A, on a les formules  classiques 

(1) 

d A  = e l d s ,  

de1 
d s  = Cle~ ' 

-+ 
de2 =. 

Clel  -~  c2e-3 
d s  

den 1 

den _ 

d s  

C~t_2en--2 ~-Cn--len 

Cn_len--1 

oh les c i sont  les n - - 1  courbures  euclidiennes de C. Au lieu des vecteurs  e i, 

considdrons les faces du n-ddre, c 'es t  ~ dire les plans uni ta i res  1 

__~ ---> 

Pi -~ e i A P  , 

et  au lieu du vec teur  OA (O d tan t  un poin t  fixe quelconque),  le poin t  uni ta i re  

---->2 
A P  

A - -  

Au lieu de (1), on a l e  sys t6me 

1 Cf. P.I .  w 1, pour l'explication des notations qui suivent. 
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(2) 

d A  

ds 

d p l  
-- c l p ~ + P o  , 

ds  

dp2 
- -  cxPl + %Pa , 

ds 

dPn-1 
(~8 Cn-2Pn--2 AFen--tPn ' 

dp~ 
d8 Cn--lPn--1 ' 

oh P0 d6signe le plan de l 'infini 
__-+ 

Po ~ O •  = - - 1 .  

Posons encore w~ = p~, et dgrivons 12 premi6re dqu2tion (2); on obt ient  12 

deuxigme 6qu2tion (2) que nous 6crivons 

Posons 

- -  = q e ~  = c 1 A P - -  , si c 1 ~ = 0 .  
d 8  " \ C 1 / 

1 --N ----> l 

W2 ~ -  P2---- = % A  P + - -  wo , Wo = Po = - - 1  ; 
Ci Cl 

vJ2 est un plan unit2ire or thogonM ~ wl. On 6crit ainsi 

d ~  1 
-- Ci~2. 

ds 

Toujours  ~ l 'aide de (2), une nouvelle ddrivat ion donne 

oh 

1 
d - -  

dye2 c 1 
- -  - -  Clp I + C2 Pa -~  T ~ o  & d~8 

I 
d-- 

1 c i  

~ a  := Pa + c 2 -  ~ - 8  ~w~ 

= --Cl~Ii.~-C2~ 3 , 

si  % 4= 0 . 

~a est unitaire et  or thogonM ~ ~1 et v~ 2. On a ensuite 
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oh 

Posons donc 

-~ --c2v~2 q-c3m 4 , 

w4 = P 4 +  si  c3 4 = 0 .  

1 1 dr  2 
r 2 = - - ~  r 3 - -  

C t C~ d 8  ' 

1 / d r 3  
r4 = ~ - d s q - % r 2  ) �9 

Si l 'on a, d 'une  manidre gdndrale, 

(3) vJi -= p i + r i m o  i = 1, 2 . . . .  n ,  

la d6rivation donne, pour  i < n ,  

(4) dva i dr  ~ 
= - -  Ci-lPi-1 + Cipi+l -~ d 8  ~r~ = --  Ci-li~O'i-! + Ci~O'iq~i ' 

avee, pour  ri+l, l 'expression qui rdsulte de 

1 ( d r i _  1 ) 
(5) r i = - -  ~ - r  

ci_ 1 \ ds  

lorsqu 'on remplaee i par  i +  1. (5) vau t  pour  i = 3, 4 . . . .  n, avec r 1 = 0. Enfin  

d m .  dr  n / d r ~  \ 

que l 'on peut  6erire 

(6) 

8,vee 

(7) 

ds  

d r  n 

C n = -d~s+cn_lrn_ t .  

(7) a la forme (5) oh l 'on fait  i ----- n + l  e t  r,+ l = 1. Ainsi, au lieu du systdme (2), 

on obt ient  ici les formules 
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(8) 

avec 

(9) 

dA .... 

d~i~ 1 
- -  C l ~  2 , 

ds 

dwl 
ds - -  c i - l w i - l + c i w i + l  ' 

d v ~ n _ a  

ds 
Cn_2~n_2"~-Cn_l~ n , 

ds ~ - -  Cn--IZUn-I -{-" Cn~i~0 ' 

r 1 ~ -  O, r 2 - -  , r i +  1 ~:- C i _ l r i _  l i 
Cl C i 

- i - 1 ,  2,. n ,  

2, 3 , . . .  n ,  rn+ x -= 1 , 

V~o - -  O • A P  1 - -  1 .  

On a wiA -= --ri ,  de sorte que ces quanti t6s r i (i -~ 2, 3 . . . .  n) mesurent  les distances 

de A aux  plans wi; elles v6rifient des 6quat ions semblables k celles des wi. 

2. Les n plans wi fo rment  un n-4dre or thonormal ,  parall41e au n-4dre de Frenet ,  

don t  le sommet  est le point  
n 

(10) B --  A +  ~_~ r~e~. 
i - - I  

I I e n  r6sulte que 
__> 

n n--1 ~ d r  i 

dB_d8 - -  7 1 +  i=221r i( Ci - le i - l  ~ - c i e i + l ) - ~ r n ( - - C n - l e n - 1 ) - ~  i~=2 ' " e'i 

. - t  / dr i  \ ~ / d r .  \-+ 
- -  2 "  ( ~ s + c i - x r i - ~  c i r i + ~ ) e i + t  , + C n - l r n - ~ e n  

i "2 \ a 8  ! 

c'est  k dire 

d B  --> 
( l l )  - -  = . 

d s  e n e n  

B e s t  le centre de ia sph6re osculatrice, d 'apr4s la faqon m6me dont  les plans w i ont  
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dt6 obtenus.  D'ailleurs,  la ddrivde (le la sph6re 

S = ~ ( B P - - B A )  

e s t  

d S  
- -  c ~ e , ~ B P - - A B ( c , ~ e n - - e l )  = - - c , ~ e , ~ A P  = - - c ~ p  n ; 

d s  

(12) 

dquivaut  en gdndral 

(13) 

d S  d r . .  
donc - -  = 0 6quivaut  s pn = 0, s i c .  # 0. E n s u i t e - ' ~  = 0 6quivaut  s p , _ ~  = 0, 

d s  d s  

si c~ ~ # O, et  ainsi de suite, de sorte  que le syst6me 

d S  d ~ S  
S . . . . . . .  - -  - - 0  

d s  d8  n 

S = p ~ = p , _ l  . . . . .  P t = 0 -  
d n + l S  

Toutes  ces dquat ions sont  vdrifides par  A. Pa r  eontre,  l ' ad jonct ion  ~ (12) de ~ssn-~= 0 

dquivaut  s eelle de d p l  ~ c ~ p 2 - - 1  = 0, qui n 'es t  pas satisfaite par  A. S a done un 
d s  

contac t  d 'ordre  n ' avee  C au point  A, t o u t  au moins si aucun des c i n 'es t  nul, e t  est 
n 

bien la sph6re osculatriee. Le carrd de son rayon  est __Y'r~. S est la Vn_~ sphdrique 
i=2 

osculatr iee 1. Les m6mes calculs m o n t r e n t  que, d 'une  mani~re pills gdndrale, la Vk_ 1 

sphdrique osculatr iee est  l ' interseet ion de S par  la V~ plane, elle-m6me osculatrice, 

ddfinie par  les dquat ions 

P n  ~ P n - 1  = . . . .  P k + l  ~ -  0 . 

Son centre est la project ion de B sur cet te  V k, e 'est  s dire le point  

k 

i=2 

k 

et  le carr6 de son rayon  est ~_~r~. On voi t  imm&lia tement ,  comme pour  B, que 
i=~ 

(15) --dQ = -~ -~ 
d s  c k ( r k + l e k - ~ r k e k + l )  " 

II y a une certaine r6ciprocit6 ent re  A et  B. I1 r6sulte en effet  de (11) que 

d B  = ' ' e l dS  , 

1 Une V k repr6sente  une var i6 t6  b. k d imensions .  
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avec  

e I " ~  e n ,  d 8  ~ . =  e n d 8  . 

I1 suffi t  donc de r e m o n t e r  les dquat ions  (1) ~ pa r t i r  de la derni~re pour  voir  que les 

vec teurs  e t  les courbures  du lieu de B sont  

(16) 
e i = e n + l _  i i = l ,  2 , . . .  I t  , 

c i -  i =  1 , 2 , . .  n - - I  . 
~ n  

P o u r  que C soit sph6rique,  il f au t  e t  ii suffi t  que B soit  fixe, c 'es t  ~ dire que c n = O. 

c~ est  le n u m d r a t e u r  de la f rac t ion  qui reprdsente  la tors ion conforme de C. 

3. Le sys t~me (8) fair  in te rven i r  n coefficients,  au  lieu des seules n - - 1  courbureg  

cl, c~ . . . .  c._ 1 qui in t e rv iennen t  dans  les formules  de Ser re t -Frenet .  Cependant" c.  

n ' e s t  pas  inddpendan t  de ces eourbures ,  et s ' expr ime ,  d ' apr6s  les 6quations~ (9), en 

fonet ion de cl, c~ . . . .  c._ 1 e t  de leurs d6riv6es. Les n derni~res 6quat ions  (~), oh les ci 

sont  supposds  connus,  f o rmen t  un  sys t6me d '6qua t ions  diffdrentielle~s lindaires du 

p remier  ordre,  don t  les i n c o n n u e s  sont  w~, m s , . . ,  w,~, qu 'on  peu t  r6soudre e o m m e  

un sys t~me de Serret .  R a p p o r t o n s  les m i h u n  sys t~me de n plans uni ta i res  fixes qi, 

or thogonaux ,  associ6s au  p lan  de l ' infini ~0 - -  q0 = - -1 .  On a 

n 

(17) v~ i = ~,~ i~qk@~ioqo  i = 1, 2 . . . .  n ,  
]z--1 

avec  les condit ions d 'o r thogona l i td  

n 

w i w j  = ~' ,~ik~j~ = (Sij i ,  j = 1, 2 , . . .  n . 
k = l  

P o u r  chaque  indice k, les n coefficients 2ik (i = 1, 2 , . . .  n) vdrif ient  le sys t~me 

d '~quat ions  

(is) 

d ~  

ds 

d ~  

d~n 
ds - -  --c,~-l~n-1 �9 

i =  2, 3 , . . .  n - - l ,  

t andis  que les ~.~0 v6rifient  les ~quat ions 
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(19) 

Les vecteurs 

d ~  1 
- -  C l ~  2 

d s  

d 2 i  
Us - -  C i - l ~ i - l  ~ - C i ~ i + l  

d~n 
d s  - -  -~ cn 12n 1Af-Cn �9 

i =  2 , 3 , . . .  n - - l ,  

n -_-> 

e i =- X , ~ i k E k  , 
k = l  

___> 

oh les E k sont les vecteurs unitaires n0rmaux aux qk ,  sont alors eonnus. B dtant le 

point eommun aux n plans o) i ( i  = 1, 2 . . . .  n ) ,  A est donnd par (10), sans quadrature 

nouvelle. 

CHAPITRE II  

C o u r b e s  de l 'espace  eucl id ien ii n d i m e n s i o n s ,  

dot6 d 'une  sphe re  abso lue .  

4. L'espace euclidien E peut 6tre dotd d'une sph6re absolue 2:, fixe, et peut 

alors 6tre assimil6 ~ u n  espaee riemannien, que nous appelons E2:. E peut 6tre 

considdrd comme le cas limite de E2:, lorsque Z devient le plan mo de l'infini. Soit 

maintenant une vraie sphere 2:, reprdsent6e par exemple par la sph6re unitaire 

-----~ 2 

O P - - Q  ~ 
g o  - -  

2Q 

de centre 0 et de rayon ~. Dotons le point eourant (ou sphgre-15oint ) A de la eourbe U 

d'une masse 2, et posons 
~ -----> 2 

A o  = ~ A  = - -  - A P  . 
2 

Avee les notations du premier chapitre, posons 

(1) 

n - -_>.  

O A  = ~ - ' x ~ ,  
i=1 

O A  - -  o~ ~ 
a = u o 2 i  

2 0  
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L a  d6r iva t ion  le long de C donne alors 

n dx n d A -~ i -~ , -" --" 
d8 el ~ -  ei-~-~ xi( --Ci-lei-l~-ciei+l)' 

oh c o -~ O, ainsi que c~ qui n ' a  pas  ici la m~me signification que dans  (7; ]) ;  on a done 

__ I ~ - C l X 2  , 

dxi  

ds 

(2) I d x i - -  
ds ci_lxi_l +cixi+ l i =  2 , 3 , . . .  n ,  c,~ ~ O, 

avec  

d A  xl  

(3) ds  0 

Ceci pos6,  la d6rivde de A 0 est  

dAo ds - ~  ~ ~ - -~  
- -  � 8 9  

ds ds  

c 'est  une sphere  si ~ n ' e s t  pas  cons tant ,  et  l 'on  peu t  choisir ce fac teur  de mani4re  que 

--dA~ soit o r thogonal  ~ U 0. I1 r6sulte- de (20; P. I .)  que le centre  A1 de dA~ est  
ds ds 

donnd pa r  

--~ d A  d s  -~ 
A A1 -~ '~ - ~  "~ '~ d ,~ el , 

eb que le cart6 de son r ayon  est  k ~ /  . C 'es t  une  sph6re normale  ~ C au  poin t  A. 

L 'o r thogona l i t6  ~ U 0 s '6cri t  

dA  o d 
Uo ds --  ds 

d d 
(UoAo) = ~ (,~UoA) = ~ (,~a) -~ O,  

donc il f au t  et  i l  suffit  que ~a soit une constante .  Nous  p rendrons  s i m p l e m e n t  
1 

,~ ~ - ,  en supposan t  bien en tendu  a =~ O, c 'es t  s dire A hors  de U 0. Dans  ees con- 
a 

ditions,  
1 

(4) Ao ~ - A  , 
a 

done 

1 di~ 1 da x~ 

,~ d s  a d s  a9 
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(5) ds 2a ' 

oh 
] d 2  ] da 

(6) v 1 - -  
2 d s  a d s  a~ 

X~ 

Observons aussi que UoA o = 1. La  sphere uni ta i re  eorrespondant  h (5) est 

v~ ( - - ~  1 )  
(7) U I = ~ -  A f t  ) - - i  , 

~)1 
de sorte que (5) s'dcrit 

(8) d A ~  U~,  
da 

d 8  
oh da = - -  est la diffgrentielle de la mesure anal lagmat ique de l 'arc dans E Z. La  

6t 

d6rivat ion de (7), oh l 'on utilise les formules (24--27;  P. I.), donne 

dU1 adVl  ( - ~ 2  ~ )  
- -  A . P - -  

( 9 )  da 2 ds ~ ' 

oh 

(lo) 

____~ 

. dA~ 
A2 = A 1 + v l  ~ ,  

] ( d A l ~ ]  

-~ - \ V l -cl~i ] v 1 V 2 

en adme t t an t  que dr1 ne soit pas nul. La masse de la sphSre (9) est 

et  l 'on peut  dcrire 

0.2) 

a v e c  

on) 

a .dr1 I dvj 
~ 1 - -  

v2 ds r2 da ' 

dU1 
- -  y l U  2 , 

da 

u., =2- 

72 est par  d6finition la premigre courbure  de C dans EL,. UoU ~ = 0 donne UoU 2 = O, 

donc U~ est or thogonale  h U 0 et U 1. Cette sph6re ne passe pas par  A, et l 'on a 
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I 
Pa r  analogie avec le chapi t re  I, nous poserons Q~ ~-- - - .  

Yl 

5. Avan t  de poursuivre,  donnons une in te rprd ta t ion  m6trique int6ressante de 

U~Ao.  D'une  maniSre g6n6rale, soit 

U ~ -  
2 

une sph4re uni ta i re  or thogonale  ~ U o . Associons au point  A son inverse A'  par  

r appor t  ~ U0, et  6valuons la distance anal lagmat ique  du bipoint  ( A A ' )  k U,  telle 

que nous l 'avons d6finie dans un  m6moire ant6r ieurL Cettc distance ( A A ' ) U  est 

d6finie par  

( A A ' ) U  = 4 ( U A ) ( U A ' )  . 
2 

A A '  

Or la covariance de la puissance r6duite U A  dans l ' inversion par  r appor t  s U 0, qui 

conserve U, donne  
U A '  O~ 

U A  - - ~  ' 
O A  

donc 

enfin 

et ,  par  cons6quent,  

4~2(UA) 2 
( A A ' ) U  . . . . . . . . .  

2 2 ~ 

O A  A A '  

- - +  - -~ - - ~  2a  9 - -7 
A A '  = O A ' - - O A  = O A  - - 1  - -  O A  

\ - ~  / O A  

2 l 
( A A ' ) U  = _ ( U A )  2 = ( U A o )  2 . 

a ~ 

Ainsi U A  o m e s u r e  la d i s t a n c e  d u  b i p o i n t  ( A A ' )  d la  s p h e r e  U.  E n  part iculier ,  --92 

mesure la dis tance de ( A A ' )  ~ la sphere U 2, de m4me que, dans la g6om6trie de 

l 'espace euclidien E, r 2 mesure la dis tance du point  A au plan w2. 

1 Cf. Ren6  L ag range  : (( D6fini t ions  et  th6or6mes  de m6t r ique  a n a l l a g m a t i q u e  ,~, Ann.  Ec.  Norm.  (3) 

t .  L I X ,  fasc.  1, 1942, p. 8. 
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dU2 
6. Poursuivons  ma in t enan t  la d6rivation.  - -  est  orthogonal'e ~ U o et  U 2, done,  

dU,  da 
grhce s (12), d~ -+y~U I e s t  or thogonale  ~ Uo, U2 et  U~. C'est g6n6ralement  une 

sphere, de centre  A 3, de courbure  v a et  de masse V2. On peu t  done 6crire 

a v e c  

dr2 
(15)  y2~t'3 : ~ - J - y l ~ ' i  , 

qui se d6dui t  t ou t  de suite de (14) par  l ' ident if icat ion des te rmes  du second degr6. 

I1 rdsulte en outre  de (14) que 

1 d U 2 A  ~ 1 d __1 U2U1 1 dQ2 
U3A 0 --  __ 

r2 d~ r~dg (U~A~ T2 ~2 .da 

1 dQ2 
On posera donc ~3 ~2 da ' de sorte clue --Q3 mesure la dis tance ana l lagmat ique  

de (AA ' )  ~ la sph6re U3. E t  ainsi de suite;  on obt ien t  en g~n~ral un n-sphere or tho-  

normal  et  or thogonal  ~ Uo, avec 

(16) 

oh 

(17) 

dU~ 

da 
i ~ 2 , 3  . . . .  n - - l ,  

i - ~  1, 2 , . . .  n ;  

un calcul analogue h celui fair s par t i r  de (14) donne en outre  

(18) (AA')Ui+I = Ui+lAo = --e i+l ,  

a v e c  

1 ) 
(19) ~i+1 ~ -  - -  \ ~  - ~ i - - l ~ i - - 1  i ----- 2, 3 , . . .  n - -1  . 

dU,~ 
E n f i n ~ + y , , _ ~ U , _  1 est g6n6ralement  une sphere, or thogonale  h Uo, U a . . . .  U , ;  

elle est  centr6e au centre  radical  de ces n +  1 sph6res. En  appe lan t  ~n sa masse eL 

U,,+~ la sphSre uni ta i re  correspondante ,  on a 

dU,~ 
(20)  - -  Y n _ l U n _ l ~ - ~ l n U n + l  , 

da 
a v e e  
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1 /de.  \ 
( 2 ] )  Un+IAD-~- - - ~ n + l  = - - - n  ~ - [ ' - ~ n - l ~ n - 1 ) "  

Cependant ~=+~, done ? . ,  n'est pa s inddpendant d e  ~'x, 7~!,.- ~.-~; la somme des 

carr6s des distances anallagmatiques d 'un point A k un (n+2)-sph6re orthogonal 

6tant nul, on a en effet x 

(UoAo)2+(U~Ao)2+. .... +(U.+IAo). 2 = 0 ,  

donc, e n  ajoutant  ie terme ~ = 0, 

n+l 

(22) 2 ,  = o ,  
i=1 

qui ddfinit ~+i en fonction des autres ~i, donc de 71, ~'~ . . . .  ~._~. Ces n- -  l quantit6s:ci 

sont les n--1  courbures de C dans E2.  Pour conclure, il est clair que l'on a 

(23) dUn+a ~ - - rnUn , 
da 

c a r  
d Un+l 

d ~  +7~U~ doit 6tre orthogonM ~ Uo, U . . . .  U.+r. 

Dans E2,  le syst6me (8) relatif ~ E est ainsi remplac6 par 

(24) 

dAo 
- - - ~ - -  UI ~ 
dcr 

d U i  
dtr = 71U~, 

dU~ 
d~ --}'i-lUi-~+}'iUi+l ' 

dU,~ 

da 
- -  7,,_IU,~_I+},nUn+I , 

dUn+l 
d - - ~  = - ~, n U .  . 

1 C,es t u n e  propri6t6 616mentaire des coord0nn6es polysph6r!ques. D'ailleurs, il suffit, pour le 
d6montrer,  d 'uti l iser 1 a e0varianee de la distance analtagmatique dans  l ' inversion qu i t ransforme le 
(n + 2)-sph6re en le syat6me, form6 par  n hyperplans rectangulaires passant  par  O, associ6s aux deux. 
sphbres de centre 0 et  de rayons respectifs R et iR. 

2"2. Acta mathematica, 82. Imprim6 le ~ mars 1950. 
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C H A P I T R E  I I I  

C o u r b e s  dans  l ' e space  con fo rme .  

7. L'espace E27 est l'espace du sous-groupe anallagmatique qui conserve une 

sphere 2:, alors que l'espace conforme E c e s t  l'espace du groupe anallagmatique 

lui-m~me. Les mesures conformes d'une courbe sont les invariants d6duits des 

mesures dans E2: , lorsque 2: varie arbitrairement. On peut les obtenir en eomparant 

les mesures dans E2: aux courbures euclidiennes. Le point de d6part est naturellement 

(4;  I I ) ,  soit 
1 

(1) A .  = - A  . 
a 

Compte tenu de (8; I) et (24; II), sa diff6rentiation donne 

ou, grace ~ (6; II), 

(2) 

ds da 
Ulda = ~1 a - - A ~ ,  

U 1 = ~i~ l - -VlA , 

(3) 

a v e c  

X 1 
avec v~ = - - .  Une nouvelle diffdrentiation donne 

ae 

/ dvl \ 
y iU2 = a ~cI~71~2--v,~i~I--~s A ) , 

dvl 1--v~x~+c~x2 

ds " a~ 

Le carrd des deux membres de (3) fournit l'expression de ?x h l'aide des dldments 

euclidiens, soit 1 

(4) 

1 
Car w2A ~ - - r ~ - -  

cl  

dvl~ 

1 L o r s q u ' o n  d~finit  la p remibre  courbure /L  l 'a ide  du  n - v e c ~ u r  pr inc ipa l  que  p e r m e t  de cons t ru i re  

la connex ion  aff ine associ6e & E ~ ,  le carr~ de ce t te  courbure  v a u t  y l  ~ + 1, d'ofi r6sul te  tune anomal i e  d a n s  
les express ions  des  i n v a r i a n t s  confo rmes  en  fonc t ion  des  eourbures  d a n s  E ~ ,  pa r  r a p p o r t  & ces express ions  
en  fonc t ion  des  courbures  euc l id iennes ;  c ' e s t  la difference d o n t  il es t  parl6 d a n s  l ' i n t roduc t ion .  
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8. Pour  poursuivre  ais6ment  les d6rivations,  observons que l 'on peut  6crire 

Uo - 0 O e t-~Wo, 

oh 0 est  le centre  de la sphgre, donc pi = e i A P  est tel  que le produi t  t 

1 
(5) U o p i  = - -  - p i O  - -  

Q 
on en d6dui t  

(6) 

..__~ - - - - - ~  

e i A O  x i  
i =  1 , 2 , . . .  n ;  

X i -~ r i 
U o w  i ~--- U o ( p l q - r i W o ) -  

Q 

x i  On voi t  en part ieul ier  que P i - - - - A  (i = l ,  2 , . . .  n )  est la sph6re t angen te  en A ~ Pl 
ae  

e t  or thogonale  h U 0. Ces sphbres joueront  un r61e essentiel dans la suite. 

D6rivons ma in t enan t  l 'dquat ion (3), en posant  

II vient  

, de1 , d ~ l  

G1 = U s '  ~]1 - -  d o ' "  

1 t 
--  [ y i U 2 - ~ l ( - - y l U 1 - - ~ y 2 U 3 ) ]  a 

, d r ,  d 
- ~ a ( c l v J 2 % c , % ~ J a ) - - a ( c 2 1 - t - v ~ + 2 ~ s ) V ~ , - - ~ s ( a ~ s ) A .  

En  a jou tan t  membre  s membre  avec 

a a 

il v ient ,  grs h (4), e t  k ds  -~ ada,  

(7) 

La  mult ipl icat ion par  U 0 donne,  k l 'aide de (6), 

1 [ d 2 v l  ~ \ 

1 
oh, grs k cl = - - ,  

r2 

r # 
1 , c l x2~-c~c~x  a clr2-~-clc2r a 

= - (c lUow2+clc~Uov33)  - -  -f , 
a a~ a~ 

On utilise des formules (17; P. I.) et  (18; P. I.) du  produit  du plan de l ' in f in ipar  tm plan ou 
une sphbre. 
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.(8) Ca%+Cxc2r a = c, -- +czr = 0; 

ainsi (7) s'dcrit encore 

1 . ,  - " C~XZ'~- C1(~2X3 A 
( 9 )  a S ( ~ l U 2 - ~ - 7 1 7 2 U 3 )  : (3~$~-Va(~2W3 aq 

I1 rdsulte dgalement de (8) que le produit du second membre par A est nul, ce qu'on 

vdrifie aussi directement sur Ie premier membre; d'autre part, l'dldvation au carrd 

des deux membres donne 

I '2 2 2 = Cl _I._ClC~, 

ce qui met en 6vidence la relation covariante 

1 
( 1 0 )  ~ = - ,  

a 

entre 
:1 _1  

'2 2 2 --4- '2 2 2 -i 
( 1 1 )  1 = (C 1 -~(~1C2) e t  i ~ -  (~1 -4-)21~]2) �9 

La comparaison de (10) avec ds ----- ada fournit l ' invariant diffdrentiel 

da ds 
(12) dS = ~ l '  

que l'on choisit comme dlgment de l'arc conforme; c'est le pseudo-arc conforme de 

Delens. On a dgalement obtenu le point invariant 

A 0 A 
( 1 3 )  ~ o  = - 

l '  

qui reprdsente le point A de la  courbe C dans l'espace E c. 

9. En posant 2' d2 l' dl = ~ ,  = ~ ,  la ddrivation de (13) donne alors 

c'est ~ dire 

dq)0~ ~ tl' (14) -- U1-- A0----- w l - - T A .  

C'est une sphgre unitaire normale h C en A,  que nous appelons q~l, de sorte que 
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(15) de0  
d S  - -  q) l .  

Une nouvelle d6rivation fourni t  la sphere invariante  

(16) 
d r  ~' ' l' 

oh il est bien entendu que les fil6ments relatifs s EZ son.t d~rivfis par rappor t  s a, e t  

les 616ments euclidiens par rappor t  ~ s. Le carr~ de la masse de (16) est un  invar iant  

2F1, oh F 1 n 'est  rien autre  que la torsion conforme de Delens, 

2Fx = X2 [Y~+/X' '~  2 ~ ]  -- ~1,~] (~'~'U2AOj] = l 2 [c~_4_/l'\~[l) __2Cl (_/) w2A] l' ' 

[ 3 / '~ ' \~ / ~ ' \ '  [ c~+ / l ' \ 2  / l ' \ ' ]  
_ = / )+217)1 

ou enfin 

(~7) 2 G  = 2 ~ " -  ~ ' 3 + ~ x "  = 2zz" - ~ ' ~  +c,Z~ 3. 

C'est un  invar iant  du cinqui~me ordre. 

10. Ceci obtenu,  revenons ~ la sphere (9), et posons 

(18) 
(( ) ( x3 l 

' X3A  J[-ClC, 2 w 3 - - - - A  2 ? 12 v~2 ~ a~ \ aQ z j, V 3 ~. (ylU3-{-yl~,,3U3) = G 1 

a o z aQ t j  

l'~galit6 des deux derniers membres r~sultant de ce que V3 passe par  A, comme nous 

l 'avons observ6 au sujet  de (9)i C'est u n e  sphere unitaire,  t a n g e n t e  s C en A. En  

posant  aussi 
O~ 3 '  ,, = ~ Yl , 02 = ;t3ylY~, 

(19) t~ = 12c~, t~ = z3c,~3, 

on peut  encore dcrire 

(20) V~ : i ~ xi = Zo v,=_rt  v, =A , 
i ~  i=2 

et les coefficients 0~ s 'expr iment  en fonetion de 9)1, 73, a comme les t~ en fonct ion de 

Ca, %, s. D'apr~s la forme du dernier membre,  V 2 d~pend de l 'absolu X, mais la 

famille lin6aire de spheres dfifinie par V3 et  A est une famille invariante.  En  par- 
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ticulier, le plan t angen t  en A est invar ian t .  Observons aussi que Vz diff6re de U z 

sauf si ).2yly ~ = O. 

La  d~rivation de (20) donne  ensuite  une relat ion de la fo rme 

(21) 
dV2 

dS  

4 -- 4 --  ~ X i  
2 �9 i - -  ~/102U1-~ 0 3 U  i - -  --lc~t~p~ §  t~ \ p , - -  - -  A / A-~p,  A-flA , 

i=2 i=~ a~ 

oh a, fl sont  des coefficients qu' i l  est  inut i le  d 'expl ici ter ,  e t  oh 

(22) 

�9 / dO~ i-1 _ 7i0i2+1) Ol = J.{k~O[--}*i_102 

i 
7 ~ --  1 [dt"-t-c t i-1 c t i+'~ i = 2 , 3 , 4 ,  

s ' expr iment  respec t ivement  de la m6me fagon par  r appor t  g ~1, Yz, Ya, a e t  c 1, c2, c3, s. 

Bien en tendu ,  on ne conserve aux  seconds membres  de (22) que les te rmes  qui ont  

un  sens. On d6dui t  de (21) une 6galitd de la forme 

a i ~ 3 P i - - ~ A  A - a l p l + f l i A  , 
i=2 i = 2  

oh ~1, fll sont deux certains coefficients. Chaque sph6re Pi--  x i A  (i = 2, 3, 4) d tan t  
a0 

normale  g U1 en A, la mul t ip l icat ion des deux membres  par  U 1 = pl - -v~A donne 

t ou t  de suite ~1 = 0; compte  tenu  de (5), la mul t ipl icat ion par  U 0 donne ensuite  

fll = 0, e t  il reste 

(23) -~U -~ x~ A _.~0~ i =  ~ ' t~  p , -  
i=2 i=~ ar / 

La  sph6re ainsi mise en 6vidence au premier  membre  est t angen te  g C en A, son 
4 

plan t angen t  en ce point  d tan t  _,~t~Pl, done inddpendan t  de Z'. Sa masse 
i=9, 

1' {k 1' _ _  - i  2 " (24) F ,  - -  (0a) = (t~) 2 
2 i=2  * "= 

est un invar ian t  conforme du quatr i~me ordre qu 'on  appelle la premi&e courbure 

conforme. Il s ' expr ime en fonct ion de ~,~, Y2, ~s, a de la m~me fagon qu 'avec  c~, c2, ca, s. 

Cette  sph6re appar t i en t  g la famille lindaire d6finie par  U~, U s, U 4, mais pas, en 

g~n~ral, a u  faisceau de U2, U3, car 

--403 = ~ 3 0  ~ = ~371727a 



Les courbes dans l'espace anallagmatique. 347 

(25) 

avec  

diff4re g6n6ralement de z6ro. Si F~ + 0, d6signons par Va la sph4re unitaire eorre- 

spondante, c'est k dire 
4 ,1 ( ) 

Va~-- X O ~ U i =  2f f t i~p,~  Xi A , 

G t~ G '  

les 0~ s'expriment encore en fonction de Yl, ?~, ~3, a, comme les t~ en fonction de 

c 1, c~, ca, s. (21) s'6crit alors 

dV~ 
(26) -- - ~ r , o ~ u , + G G ,  

dS 

et Ux, V,, Va sont unitaires et orthogonales. On peut laoursuivre ~ partir de (25), 

dont la d6rivation donne 

(27) dVa x i 
dS '~qOaUl+"~'O4Uii=~ -~"i-=~ t4 Pi-- ~ A +aUl+flA , 

oh a, fl sont deux certains coefficients, et 

) - / d G  i-~ , 
= - 

- / d t ~ _ _  -~-1 .~+1~ 
i-=-- 2, 3, 4 , 5 .  

La multiplication de (27) par U 1 = pl--vxA donne tout  de suite a -~ --2y10~, et la 

multiplication par U 0 donne fi = 0. On met ainsi en 6vidence la sph4re 

~ 5 (, --A) 
( 2 s )  . , 2,  o,u, = _ri  p , -  

i=e i=~ a~ 

tangente s C en A, et dont le plan tangent  en ce point est ind6pendant de 27, bien 

que cette sph4re varie elle-m4me avec 27. Elle appartient s la famille lin6aire d6finie 

par Us, U3, U4, Us, mais pas en g6n6ral ~ la famille de U s, Us, U4, car 

Oz~= ;t~,40 ~ = 2*rlr~r~7, 
F ,  

n'est nul qu'exceptionnellement. Cette sph4re est orthogonale ~ Va, puisque U 1 et 

d Va le song, mais non g V~, I)'ailleurs 
dS 
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V dV3 -- V d'V2 

5 

mont re  que F2V~ + ~  "O~U iest orthogonale  g U~, Vz e t  Va; elle passe au poin t  A, et, 
i=2 

si/13 d6signe sa masse, supposde diffdrente de zdro, e t  V4 la sph6re uni ta i re  eorre- 

spondante ,  on peu t  dcrire 

(29) 

avec 

(30) 

oh 

(31) 

dVa 
- -  2 

d~,~ ~ I 0 3 U I - - F 2 V R ~ F 3 V 4  ' 

V4= ),'O~U,= ),-'t~(pr , 
i=2 i=2 a~) / 

1 --. 
oi = o ,+ r~o~) ,  

_. 
( t~+r~ ~), i = 2, 3, 4, 5;  

il est toujours  en tendu  que ne sont  conscrv6s aux SEconds membres  que les te rmes  

qui ont  un sens. L ' i nva r i an t  du cinqui6me ordre 

= 

est la deuxi~me courbure conforme. Il s'ex.prime de la m6me faqon avec $~, V2, Ya, T4, 

e t  c~,. .... c4, s. Obselwons encore que V4 fai t  par t ie  de la famille Us, Us, U~, Us, e t  

d6finit en A un plan  t angen t  invar iant .  

11. Le  m6me procddd fourni t ,  d 'une  mani~re g6n6rale, une sphere uni ta i re  

k+l k+l ( ) 
(32) Vk i tl x~ 

t angen te  h / ?  en A, or thogonale  h U~, V~, . . ,  V~_~, e t  don t  les coefficients 0~ s'expri= 

ment  en fonct ion de ~1, ~'~ . . . .  ~k et  de leurs ddriv6es par  r appor t  • ~ comme les t~ 

en fonct ion de Cl, c~ . . . .  c k et  d e  leurs d6riv~es pa r  r appor t  h s. ElIe appar t i en t  s la 

famiI le  lindaire de U~, Ua . . . .  Uk_l, avec 

0~+~ = ~3YD'2. �9 �9 ~'k 
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non nul  en g~n~ral. Son plan t angen t  en A est i n d @ e n d a n t  de X. D ' au t r e  par t ,  pour  

3 < h < /c-- l ,  on a 

d V h _  )~,~O~U_Fh ~Vh ~+Fh Vh+~. 
dS - - 

(33) 

E n  posant  

(34) 

i 
-. [dOk_ 0~-~ 0~+~ 

~i : l {dt~_ t i-1 C t I+1~ 
~+~ k - # g t c ~ _ ,  k - ~ k / ,  

la d~rivat ion de (32) donne: une relat ion de la forme 

(35) 
dVk 2 k+2 ~i k+2 ( ~ i  ) 

- - : ~ t k + l  Pi-- Xi = - - ~ l O k U l - ~ X O k + l C i  A +o~Ur§ 

don t  la mul t ipl icat ion par  U 1 ~ -  pl--vlA et  U 0 mont re  que ~ = --2~10 ~ et  fl : 0. 

On in t rodui t  ainsi la nouvelle  sphgre 

k+2 k+2 \ ) 
X k+lUi = X t k + l  P i - - - - A  , 
i=2 i='2 aQ 

t angen te  ~ C en A ,  avec un plan t angen t  invar ian t  en ce point.  Elle est  or thogonale  

U1, V2, V3 . . . .  Vk_ 2 et  V k, car, pour  2 < h < k- -2 ,  

e t  

Vh d V k -  V dVh 
dS kd ~ - -  - - V k ( - - ~ r l O I U i - - F h _ l V h _ l ~ - r h V h + , ) - - - - -  O,  

k+~ V dVk V~__~ k + i U i :  k ~ - ~  

Pa r  contre  

Vk_l d V k d Vk_ 1 2 
dS - Vk dS : :  " Vk(--~vlOk-lg~--Fk-2V~-~+Fk-~Vk) --Fk-~ ' 

k+2 
donc la sphere Fk_~Vk_l+ ~" O~+~U~ est or thogonale  ~ U~, V2, V3 . . . .  V k. Si sa masse 

i=2 
F k diffgre de z~ro, e t  si Vk+ 1 d~signe la sphgre uni ta i re  correspondante ,  on a 

(36) 
avec 

(37) 

~Vk __ " 2 
dS ~lOkU1--Fk-lVk-l-~FkVk+l ' 

/~k Vk+l 
~' i [ Xi = ~ ok+lu~ = X r  p~-  A 

i=2 i=2 ~ ' 
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oi~ 

(38) 

L' invariant  d'ordre k §  2 

(39) 

Rend Lagrange. 

�9 1 - i  i 
0k+ 1 = F ;  (Ok+l~'- I~k- iOk-1) '  

�9 1 7 i  i 

est la (k-- 1 )-6me courbure conforme. Les O~+i s'expriment en fonction de y~, Ys . . . .  Yk+l 

et de leurs ddrivdes par rapport k a comme les tk+ ~ en fonction de Cl, cs , . . .  %+1 et 

de leurs d6riv6es par rapport ~ s, de sorte que F k s'exprime de la m6me fagon k l'aide 

des mesures faites dans E• et de celles faites dans E. Enfin V~+~ appartient k la 

famille lindaire que ddfinissent Us, U3 . . . .  Uk+~, mais pas en gdndral ~ celle de 

Us, U3 . . . .  Uk+l, car 

1 ~k.+2 ~ k + l Y l  Y2- �9 �9 Yk+l (40) ak+s ~ k+, 

n'est nul qu'exceptionnellement. La rdcurrence est ainsi ~tablie jusqu'~ la sphere 

unitaire 
n+l n+l ( ) 

(4~) vn = 2~'o~u,  = 2 ' t ~  p , - - X ' A  , 
i=s i=2 a0 / 

tangente en A k C, avec en ce point un plan tangent inddpendant de X, et orthogonale 
d V,, 

UI, V2, V3,.. .  V~_I. Sa d 6 r i v 6 e ~ -  est orthogonale ~ Vs, V3 . . . .  V,_2, Vn, et se 

met encore sous la forme 

dV n n+~ n+~ ( ) 
- -  2 ~i ~i 2Ci __2r iO2nU1,  

la sph6re 

(42) 
n+1 n+l _ [ 

2" L't v,-x:A ] 
i=2 i=2 aQ 

ainsi mise en ~vidence, et dont les coefficients s 'expriment par des formules du type 

(34), est orthogonale s U1, V2, Va . . . .  Vn_s, Vn, ainsi qu's U o e t  A, c'est s dire 

n +  1 spheres ou point, lindairement distincts en gdndral, comme on peut le vdrifier 

immddiatement. Vn_ 1 ayant  les m~mes qualitds, (42) est cette sphere elle-m~me, 

la masse pros; d'ailleurs, 
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V .  1 d V "  dV,,_l 
- d s -  v . ~  - 

done 
d V,, 

(43) dS  

2 v . (  - ~,~o._~ u , - i ' . _ ~  v . _ ,  + r,,_~ v . )  = - r , ,_ ,  , 

- -  ~210n U1 - -  J~n--1 Vn- l~  

On voit en partieulier que, pour k ~ n, les formules (38) deviennent 

- i  i O.+~ + F._~O._~ = 0 
(44) 

7~ i t~+l +F~_l t ,_  1 = 0 
c'est ~ dire 

i =  2,3 . . . .  n-+-l, 

i 
(dO*n ~_~, oi-1 .ni+l~ 
\ da  - - . - 1  . - - r ~ .  } ---- --I'~_~0~_~ 

(44") 

\ a$  / - -Cn- l tn -1  

les seconds membres dtant eux-m6mes nuls pour i = n +  1. 

En r~sum~, nous avons le systSme d'dquations 

i ~ 2, 3 . . . .  n +  1 ,  

dV2 

dS  
- -  ~.710~Ul+F~V3, 

(45) 
dFk  

dS 
2 27aOk U1 --  Pk_~ Vk_~ + F~ Vk+ ~ , 

d V .  

dS  
- -  ~TlO~Ut--Fn-1V,~_I �9 
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CHAPITRE IV 

Le ( n + 2 ) - s p h 6 r e  de Cartan.  

12. Le syst6me (46; I I I )  d6finit les courbures conformes de la courbe C, mais 

en utilisant pour rep~re mobile un syst6me de sph6res qui n'est pas conform6ment 

invariant. On peut choisir avec beaucoup d'arbitraires un (n+2)-sph~re associ6 

chaque point A de C, mais cette d6termination se pr6cise si l 'on veut que ses rotations 

soient les courbures d6finies plus haut.  Ce (n+2)-sph6re comprendra d6jg le point 
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g6om6trique A, repr6sent6 pa t  (13; III) ,  et n sph6res orthonormales que l'on con- 

struira g: l'aide de U1, .V~, Vs . . . .  V n. II faudra donc le compl6ter ~vec une sphere ou 

un point. Le rel~re de Caftan comprend un deuxi~me point. 

Reprenons (13; III),  (15; III)  et (16; III) ,  soit 

Ao A 
(1) Oo---- ~ 1 

d#o ~' l' 
(2) d - S - -  ~ ----- U 1 - - - ~  Ao --- p ~ - - - [ A  , 

et enfin 

de masse ~/2F~. I1 r6sulte de la valeur de eette masse et de #or  ~-- 0 que 

( d~l F' ~ (1 d(~bl ~ 2/'1( 1 -- (ibl d(P~ 
= 2 r ,  ds) = J = o ,  

donc on peut 6erire 

(4) dr _ r # o + ~ v o ,  
dS  

oh ~0 est un point B invariant, situ6 sur ~ .  En outre, 

dr (5) ~ o ~ o =  ~ d ~ l _  _ r  --  1 
o d S  d S  " 

(3) donne 

(6) To = tr~U~ I 'U~+ - i  Ao,  

donc 
V~To = ~ I  V2U~ = 2ylO~ = 2s7171" �9 

Grs g e e  point invariant, nous pouvons dgfinir une sph6re invariante dans ehaque 

famille lin6aire invariante d6finie par Y k et A0 (k ----- 2, 3 . . . .  n), savoir celle qui 

passe par le point B. Cette sph6re: unitaire r  est de }a forme 

avec 
~ k ~ o  = Vk~o--I~ = 0 ,  

c'est h dire, puisque V k est orthogonale h U1 et A o, 
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ainsi 

(7) 

k+l 

i=2 

4k  2 : V k + 2 y l O k 4  o k : 2, 3 . . . .  n .  

Ces n--1 sph6res 4 k sont orthogonales entre elles, ainsi qu'~ (~1 et 4 o, comme le 

sont les V k. Le (n+2)-sph6re de Caftan est constitu6 par 41, 4~ , . . .  4 n e t  les deux 

points 40, ~o. 

La d6termination des rotations de ce (n+2)-sph6re fair d 'abord intervenir les 
dUo . 

6quations (2) et (4), puis -~s"  La d6rivation de (6) donne une expression de la forme 

d S  

t 
: )~(~71U2+~yx~,2Ua)--{-O~Ul-~-f lAo 

= V , + a U l + f l A o  = 4 ,+a41+f114o ,  

oh ~x, fl, fl~ sont certains coefficients. En outre, 

a : ~ds o d S  ' 

d T o  
= - : o ,  

done 

(8) d T ~  

d S  
- -  1"1141..[- 4 2  , 

Grhce b, (45; III) ,  la d6rivation de (7) donne,: pour k = 2, 

d4~ 

d S  
- -  J"t2 Va-~-oi41+ f l4o =/7~2(~3--~-or 

oh a, fl, fl~ sont certains coefficients, avec 

er = 41 d 4 2  - -  4 d41  
dS  -- 2 ~  - = 0 '  

_ ~ d 4 ~  d T o  

don0 

(9) d 4 ~  F~43+4o �9 
d S  
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Pour les valeurs de k sup~rieures s 2, il vient de m~me 

dZ F~_, Vk_~ + rk V~+,+ ~ r  +t~r = - -F, - ,r162162 + f l , r  

oll l'on fait F n = 0, avec 

a : r 1 6 2  r d e  1 
ds -- k-d~; : 0 ,  

dr _ r d U  o 
P, = - ~ ' o  d ~  - -  k , ~  = o ,  

donc 

dCk 
] c = 3 , 4  . . . .  n - - I ,  

den 
- / . - , r  dS 

Les formules du ddplacement du (n+2)-sph6re de Cartan sont ainsi 

0 o )  

dr  
- -  C X  ' 

db' 

dr 
. . . .  F ~ r  
d8 

d~o 
d8 

- -  / ' ~ r 2 4 7 1 6 2  

--  F~r  r  
dS 

dCk 
dS ~ - l q ~ k - l - ~ / ~ k C k + l  ' 

den  

dS 

k = 3 , 4 , . . . n - - 1 ,  

r  est la sph6re osculatrice ~ Fen  A puisque, r  dtant orthogonale & r ~o, ~bx . . . .  r 

o n  
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dq~ o d2r __ amr 
q)nqSo ~ ~b d S  ~ ~ ' ~  d S ' -  . . . . .  (I),~ d S  '~ - -  O ,  

donc ~b a un contac t  d 'ordre  ~ n avec C au point  A. On voit  de m6me que la var i f t6  

sph6rique d 'ordre  k - -1 ,  osculatrice ~ C en A, est l ' intersect ion de r r . . . .  Ck 

(k ~- n, n - - 1  . . . .  2), et  que son contac t  avec C est g6n6ralement d 'o rdre  k. 


