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TIBER RINGE. II. 

Von 

L.  R ] ~ D E I  u n d  T.  S Z E L E  

m SZn(~ED (U~GAR~). 1 

w 1. E in le i tung .  

Bezeichne R einen kommutativen Ring. ~ Ein Polynom f(x) in R nennen wir 

kurz ein R-Polynom, i~hnlich nennen wir eine in R definierte Funktion f(x) d. h. 

eine eindeutige Abbildung yon R in sich eine R-Funktion. Jedes R-Polynom erzeugt 

zugleich eine R-Funktion so, dass man in ihm die Unbestimmte als eine Variable 

auffasst, diese sind die ))durch R-Polynome darstellbaren R-Funktionen((. Die 

R-Polynome, die R-Funktionen. die durch ein R-Polynom darstellbaren R-Funk- 

tionen bilden je einen Ring, den wir bzw. mit R[x], R(x), R([xJ) bezeichnen. Offenbar 

gilt 

(1) R[x] ~-. R([x]) C R(x) ; 

die hier bezeichnete Homomorphie kommt so zustande, dass man jedem R-Polynom 

die durch es dargestellte R-Funktion zuordnet. 

Bezeichne p eine Primzahl, e ( >  1), m ( ~  2) natfirliche Zahlen, K(pe) den end- 

lichen K(irper mit pe Elementen, G den Ring der ganzen Zahlen, K den KSrper der 

1 Die erste Mitteilung ist ebenfalls in diesen Acta (Bd. 79. 291 320) erschienen und  wird mi t  I 

zitiert. Die vorliegende Arbei t  s teh t  mi t  I in engem Zusammenhang ,  ist t ro tzdem auch selbst/~ndig zu 

lesen. Hier  arbei ten wir mi t  anderen Mitteln als in I,  beide Methoden scheinen einander glticklich zu 

erg~nzen, denn keine scheint  allein f~hig zu sein zu allen unseren Resul ta ten  (in I I I )  zu verhelfen, auch 

lassen sich beide gewiss noch weiter ausbeuten.  Mehrere Resul ta te  von I gewinnen wit  hier einfacher 

wleder, teils veral lgemeinert  oder versch/~rft; attch die in I offen gebliebene Fragen  werden wir hier 

gr6sstenteils  beantwor ten .  

Die letzte Formel  in I,  S. 320 enth/~lt einen Druckfehler,  die Bericht igung s. hier im Satz 9. 

I n  I haben  wir das Zeitwort  ~)darstellen(( falsch konjugier t  (man lese ~)stellt dar(~ s ta t t  ~)darstellt((usw.). 

Es  entgli t t  unserer  Aufmerksamkei t ,  dass den in I,  S. 294 zitierten Satz ausser  Nagell auch schon 

P61ya ha t t e :  G. P6LYA, Rend.  Circ. Mat. Palermo 40 (1915), 1 16. 

E in  Ring soll s tets  mindestens  zwei Elemente  enthal ten,  nur  wenn n6tig wird stillschweigend 

auch der Ring mit  dem einzigen Element  0 zugelassen. 

14. Aeta mathematica, 82. Imprim6 le 8 mars 1950. 
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rationalen Zahlen, ~R(m) den Restklassenring mod m (gebildet in G) d .h .  G/mG, 

wobei (allgemein) ein Produkt  aR die Menge aller ~x (x E R) bedeutet. Spater werden 

wir mit R + die additive Gruppe (der Elemente) von R und mit ~(~ die Isomorphie 

bezeichnen. 

�9 In I haben wir uns das Problem gestellt, die R-Funktionen auf eine einfache 

Art durch Polynome ~)darzustellen((, die keine R-Polynome zu sein brauehen. Naeh I 

(S. 294, Satz 1) lassen sieh s~mtliehe R-Funktionen nur im Fall R ~ ~(pe) durch 

R-Polynome darstellen, wodurch diese ProblemsteIlung reichlich begriindet ist. 

Dureh das wichtige Beispiel R -~ ~(m) geleitet haben wir in I (S. 298, Grundsatz 

und Zusatz) ein ~)Prinzip(~ aufgestellt, das uns einen Weg er6ffnet hat, auf dem man 

die LSsung suchen kann. Dies gelang uns im Fall R = ~(pe) vollkommen (I S. 299, 

Satz 3). Dieser Erfolg hat  uns aufriehtig, eingestanden zu iibereilten Hoffnungen 

ermuntert ,  dass ngmlich viele andere F~lle sich mit der Zeit ~hnlich erledigen lassen 

werden. Inzwischen zeigte sieh uns aber, dass das gar nicht so iat, sondern nur ver- 

h~ItnismgsSig wenige Ringe auf diese Art eine LSsung des Problems zulassen kSnnen. 

Man kSnnte auch hoffen, dass man unser altes Verfahren passend ver~ndern 

kann, so dass weitere 16sbare Falle hinzutreten, eine nachtr~gliehe Kritik hat  uns 

aber gezeigt, dass e in  solches Bestreben seheitern muss, und so hat  man als eine 

Tatsache hinzunehmen, dass nicht alle Ringe fahig sind, um alle R-Funktionen 

dutch (R-Polynome oder sonstige) Polynome beherrsehen zu kSnnen. 

Genauer gesprochen, im w 2 werden wir auseinandersetzen, was wir fiir Eigen- 

schaften yon einer sinnvollen und begrifflich einfachen ,)Polynomdarstellung yon 

R-Funktionen(( zu verlangen haben. Einen Teil dieser Eigensehaften spreehen wir 

dann in ))Postulaten(~ aus (yon denen aber auch die iibrigen Eigenschaften eine 

Folgerung sind), die wir als Definition betraehten werden. Diese st immt mit der 

friiheren (in I) zusammen, und so bekraftigt sieh die Einzigkeit unseres (in I mehr 

intuitiv ausgearbeiteten) Veffahrens. 3 

w 2. A x i o m a t i s c h e  Def in i t ion  der  P o l y n o m d a r s t e l l u n g  von R - F u n k t i o n e n .  

Wir wollen uns vereinbaren, was wir darunter verstehen, dass gewisse Polynome 

f(x) (die nicht notwendig R-Polynome zu sein brauchen) R-Funktionen ~)darstellem. 

Das soll vor allem so verstanden werden, dass jedem solehen f(x) eine R-Funktion ] 

a Obige Einleitung setzen wir im w 3 fort. 
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eindeutig zugeordnet wird. Bezeichne g(x) ein weiteres der ~orgelegten Polynome, 

dem d a n n  die R-Funktion g zugeordnet wird. Damit unsere Polynomdarstellung 

gut brauchbar ist, verlangen wir, dass mit ], g zusammen aueh ]_+g, fg unter den 

dargestellten R-Funktionen vorkommen und diese eben bzw. durch die Polynome 

f(x) ~ g(x), f(x)g(x) dargestellt werden, d. h. die Zuordnung v o n ]  zuf(x) ein Homomor- 

phismus ist. Eine Vorbedingung hierzu ist, dass die Koeffizienten der betrachteten 

Polynome f(x) si~mtlich in einem und demselben Ring T (der vorli~ufig nieht not- 

wendig kommutat iv  zu sein braueht)liegen, und sowohl die f(x) als aueh die ] einen 

Unterring vom Polynomring T[x] bzw. vom Funktionenring R(x) ausmaehen. 

Wegen der Kommutativiti~t von R gilt aber unbeschri~nkt ]g  ~--g]; dies bedeutet 

naeh obigem, dass die Polynome f(x)g(x), g(x)f(x) dieselbe R-Funktionen darstellen 

mfissen, welcher Forderung man nur so auf eine einfache Weise nachkommen kann, 

dass man (den Polynomring T[x] d. h.) selbst T kommutat iv  annimmt. Wir maehen 

diese Annahme und sprechen deshalb in dieser Arbeit weiter nur noch fiber kom- 

mutative Ringe. 

Andererseits soll die Zuordnung yon f zu f(x) nich t  etwa dar in  bestehen, dass 

sich f unmittelbar aus den Koeffizienten von f(x)bestimmen li~sst, denn dann hi~tte 

man es eigentlich nicht mit diesen Polynomen selbst, bloss mit ihren Koeffizienten 

zu tun, und so wfirde man nicht mit Recht fiber eine Polynomdarstellung von 3 7 

spreehen kSnnen. Vielmehr sollen auch diejenigen Funktionen mit in Betracht 

gezogen werden, die so entstehen, dass man in den f(x) (ihre Polynomeigenschaft 

ausnutzend) Werte ffir x (aus dem Ring T) einsetzt. 

Wohl haben die f(x) ffir jedes x E T einen Sinn, wir wollen aber - -  das ist das 

wichtigste Moment  in unserer Begriffsbildung - -  eine grSssere Freiheit bewahren 

dadurch, dass wir x im allgemeinen nur in einer Untermenge S von T variieren 

lassen. Die Notwendigkeit diese r ))Verengung des Definitionsbereiches(( erkli~rt sich 

ni~mlich dadurch, dass - -  wie wir bald sehen werden - -  sich die Menge der durch 

T-Polynome darstellbaren R-Funktionen fiber R([x]) hinaus nur dann erweitern 

lassen kann, wenn Se ine  eehte Untermenge von T ist (Vgl,5). Das gesagte bedeutet ,  

dass man aus jedem unserer T,Polynome f(x) die durch die ))Funktionentafel(( 

x-~,f(x) (x e S) 

gegebene Funktion konstruiert und sich bestrebt, diese Funktionen zur Darstellung 

der Funktionen ] zu verwenden. 
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Selbstversti~ndlich verlangt man auch, dass die f(x) sich iterieren lassen, d. h. 

unter unseren Polynomen mit jedem Paarf(x),  g(x) z u s a m m e n  auch g(f(x)) vorkommt. 

Man mSchte dabei auch darauf nicht verzichten, dass die entsprechende Funktionen- 

tafel 
x -~ g(f(x)) (x e S) 

sich unmittelbar aus den beiden Funktionentafeln 

x ~ f ( x ) ,  x ~ g ( x )  ( xES)  

berechnen l~sst, und das kommt auf die Forderung 

(2) f(x) e S (x E S) 

hinaus. 4 Mit dem fiblichen Ausdruck bedeutet (2), dass dann f(x) (nicht nur in T 

sondern auch) in S eine Funktion definiert, die wir deshalb die durch f(x) erzeugte 

S-Funktion nennen dtirfen. 

Selbst die Konstruktion der f(x) zugeordneten Funkt ion ~ mit Zuhilfenahme 

dieser S-Funktion kann man sich auf eine einfache Art nur so vorstellen, dass 

man den gemeinsamen Erkl~rungsbereich S von diesen Funktionen (der nach (2) 

auch den Wertevorrat dieser Funktionen umfasst) einer eindeutigen Abbildung 

x -~ ~ (x e S, ~ e R) von S auf R unterwirft, diese auf beide Variabeln x, f(x) austibt 

und die R-Funktion f a l s  die Gesamtheit der so entstandenen Zuordnungen ~ ~ f ( x )  

definiert. Damit aber diese Funktion auch eindeutig ist, muss offenbar 

(3) f(x) -- f(y) (~ -- Y; x, y e  S) 
gelten. 

Nunmehr gilt auch umgekehrt : Ist  eine eindeutige Abbildung x ~ Y yon S auf R 

gegeben, so stellt jedes R-Polynomf(x)  mit den Eigenschaften (2), (3) eine eindeutige 

R - F u n k t i o n / d a r  (als Inbegriff der eben genannten Zuordnungen), und so dtirfen 

und wollen wir alle diese Polynome zu unseren Zwecken auch schon behalten. 

Insbesondere gelten (2), (3) fiir die konstanten Polynome f(x) -- c(E S), die offen- 

bar die ebenfalls konstanten R-Funktionen f - -  ~ darstellen, und so folgt aus der 

oben geforderten Homomorphie der Zuordnung von]zu f (x ) ,  dass selbst die Abbildung 

x -~  ~ v o n  S auf R homomorph sein muss. Eine Vorbedingung hierzu ist, dass S 

(einen Ring also') einen Unterring yon T bildet. 

Als Resultat dieser Uberlegungen definieren wir in den folgenden Postulaten I, 

a T r i v i a l  k a n n  m a n  (2) so b e f r i e d i g e n ,  d a s s  m a n  f t i r  S e i n e n  U n t e r r i n g  v o n  T n i m m t ,  d e r  a l l e  

K o e f f i z i e n t e n  y o n  d e n  f(x) e n t h a l t .  
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I I  endgiiltig, was wir darunter verstehen, dass durch gewisse Polynome f(x) R-Funk- 

tionen dargestellt werden: 

P o s t u l a t  I. Die f(x) bilden einen Unterring von einem Polynomring T[x], wobei 

T ein (kommutativer) Ring ist. 

P o s t u l a t  II.  Nach Angabe eines Unterringes S von T und einer homomorphen 

Abbildung x -> ~ yon S a u f  R besteht die dutch das PolynomJ(x) dargestellte (eindeutige) 

R-Funktion ] aus allen Zuordnungen 

(4) ~ ---> f(x) (x E S). 

Nach Postulat  I I  ist R e i n  zum Unterring S yon T homomorpher Ring: 

(5) T ~ S ~ R .  

In diesem Fall nennen wir T einen primitiven Ring von R und umgekehrt R einen 

abgeleiteten Ring von T, ferner nennen wir S einen Vermittlerring (dieser h~ngt von 

R und T a b  ohne im allgemeinen eindeutig bestimmt zu sein). Die Fi~lle T ) R (mit 

S -- R) und T ~  R (mit S -- T), insbesondere auch T -- S ~- R sind mit einbe- 

griffen. 

Damit (4) iiberhaupl einen Sinn hat, muss vor allem (2) gelten. Ein Polynom 

von dieser Eigenschaft nennen wir S-haltend. 

Damit  dann durch (4) eine eindeutige Funktion definiert wird, muss ausserdem 

(3) gelten. Ein Polynom mit beiden Eigensehaften (2), (3) nennen wit (fiir die gegebene 

Homomorphie) zulSssig. Man darf R dem Restklassenring S / I  gleichsetzen, wobei I 

das Ideal derjenigen Elemente von S bezeichnet, die bei der Homomorphie S ~  R 

auf 0 abgebildet werden. Dann bedeutet  ~ einfach die durch x representierte Rest-  

klasse rood I, und (3) nimmt die s Form 

(6) f ( x ) ~ f ( y )  (mod I) ( x ~ y  (mod I);  x, y e S )  

an, entspreehend daft  f(x) auch rood I zuli~s~ig genannt werden. 

Die zul~ssigen T-Polynome f(x) bi|den offenbar einen Ring. Aus der Homomor- 

phieeigensehaft der Abbildung x ~ ~ yon S a u f  R folgt ftir die Polynome f(x), g(x) 

dieses Ringes: 

f(x) •  -- f(x):~g(x), f(x)g(x) -- f(x) g(x) . 

Dies bedeutet  nach (4), dass die Zuordnung yon f zu f(x) wirklich homomorph ist 

und der Ring der zuli~ssigen T-Polynome durch diese Homomorphie auf einen 
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Unterring yon R(x), n/~mlich auf den Ring der durch T-Polynome darstellbaren 

R-Funkt ionen abgebildet wird. 

Wir bemerken, dass dieser Ring stets R([x]) umfasst, d. h. die Darstellung der 

R-Funktionen durch T-Polynome mindestens so viel leistet wie die durch R-Poly- 

nome. Das folgt n~mlich daraus, dass insbesondere die S-Polyn0me s~tmtlich zuli~ssig 

sind und die durch sie dargestellten R-Funktionen eben den Ring R([x]) ausmachen. ~ 

Das Resultat  fassen wir kurz zusammen im folgenden: 

Grundsa t z .  Ist ein. primitiver Ring T von R mit dem Vermittlerring S nebst einer 

homomorphen Abbildung von S auf R gegeben, so stellt jedes zuliissige T-Polynom f(x) 

verm6ge dieser Homomorphie eine R-Funktion / dar; dabei bilden die f(x) und d i e / j e  

einen Ring, die bei Zuordnung von f zu f(x) ebenfalls homomorph aufeinander bezogen 

sind. Werden alle R-Funlctionen auf diese Weise durch T-Polynome dargestellt, so 

nennen wir T kurz einen Darstellungsring far R (mit dem Vermittlerring S). 

Ein Vergleich mit I (S. 298, Grundsatz und Zusatz) zeigt, dass unser jetziges 

axiomatisches Verfahren (gemeint sind die Postulate I, I I  nebst den vorangeschickten 

(Jberlegungen) in der Tat  zu unserem alten ~)Darstellungsprinzip(~ zuriickgeftihrt hat. 

Die Angabe eincs Darstellungsringes ist als eine vollkommene L6sung unseres 

Problems anzusehen, dieser gfinstigste Fall t r i t t  aber, wie schon oben bemerkt, nur 

fiir wenige Ringe Rein ,  worfiber wir unten auch n/iheres erfahren werden. Deswegen 

wollen wir unsere Untersuchungen in allgemeinen Rahmen halten, indem wir ftir ein 

beliebiges Tripel (5) nach den durch die T-Polynome darstellbaren R-Funktionen 

fragen, in dieser Allgemeinheit haben wir ja auch schon den Grundsatz formuliert. 

Jeder  Wahl yon S, T in (5) entspricht dann (mit einem der Analysis entlehnten 

Ausdruck) eine ,)Funktionenklasse(( in R(x). 
Da ein Darstellungsring nur for wenige R vorhanden ist, so fragt man im 

allgemeinen nach einem optimalen primitiven Ring yon R; so nennen wir einen 

primitiven Ring T von R, wenn irgendein primitiver Ring yon R eine Polynom- 

darstellung nur von solchen R-Funktionen ermSglicht, die auch schon durch T-Poly- 

nome (bei Annahme eines passenden Vermittlerringes) darstellbar sind. Die Angabe 

5 N e n n e n  wir e inen  R i n g  S m i t  S ~ R e inen  h o m o m o r p h i n v e r s e n  R i n g  yon  R. Obige B e m e r k u n g  

1/~sst sich auch  so aussp rechen ,  dass  d u r c h  die P o l y n o m e  m i t  Koef f iz ien ten  in e inem h o m o m o r p h i n v e r s e n  

R inge  yon  R n u t  solche R - F u n k t i o n e n  darges te l l t  werden ,  die a u c h  schon  d u r c h  die R - P o l y n o m e  gel iefer t  
s ind.  E b e n  desha lb  wird fiir u n s  der  Fal l  T ~) S ~ R y o n  Wich t igke i t ,  d a n n  ist  n/~mlich die M6gl ichkei t  

ftir solche T - P o l y n o m e  v o r h a n d e n ,  die S - h a l t e n d  aber  keine  S - P o l y n o m e  sind,  u n d  somi t  even tue l l  

R - F u n k t i o n e n  aus se rha lb  R([x]) dars te l len .  
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eines optimalen primitiven Ringes ist jedesmal als eine bestm6gliche L6sung unseres 

Darstellungsproblems anzusehen. Insbesondere ist ein Darstellungsring stets ein 

optimaler primitiver Ring. 

Wir werden sehen, dass es auch solche R gibt, die ihre eigenen optimalen primi- 

t iven Ringe sind. Dies bedeutet  dann, dass keine R-Funktionen ausserhalb R([x]) 

eine Polynomdarstellung zulassen. Diese F~lle sind fiir uns im allgemeinen als die 

~mngtinstigsten(( anzusehen, eine Ausnahme bilden nut  die schon erw~hnten R ~ ~(pe), 

die ni~mlich auch schon Darstellungsringe ftir sich selbst sind. 

w 3. Fortsetzung der Einleitung. 

Nachdem wir unser altes Darstellungsprinzip (in I) im vorigen w auf mehr feste 

Grundlagen gestellt haben, wollen wir hier unsere weiteren Resultate zusammem 

stellen. Vor allem nennen wir den folgenden Satz, den wir leicht aus den Definitionen 

gewinnen werden: 

Sa tz  1. Ist T ein Darstellungsrin9 f~tr R mit dem Vermittlerring S und R" ein 

Unterring von R, so ist T zugleich Darstellungsring far R' mit demjenigen Unterring 

S' von S al8 Vermittlerring, der in der Homomorphie S ~ R R' entspricht. 

Betrachten wit eine in zwei Richtungen unendliche Folge ai (i . . . .  ,--1, 0, 1 , . . .  ) 

mit Elementen ~i aus einem Modul. Dann bilden die Elemente a i + l , a i  die Differen- 

zenfolge (der ai)- Durch n-malige Wiederholung entsteht die n-te Differenzenfolge. 

Die gegebene Folge al nennen wir arithmetisch, wenn eine der Differenzenfolgen 

konstant  ist, d .h .  aus lauter gleichen Elementen besteht. Gilt das zuerst ftir die 

n-te Differenzenfolge, so sagen wir genauer, dass unsere Folge arithmetisch yon 

n-ter Ordnung ist. 

Bekanntlich entsteht aus einem Polynom f(x) yore Grade n stets eine arith- 

metische Folge yon hSehstens n-ter  Ordnung, wenn man fiir x die Werte i~(i . . . . .  

--1, 0, 1 . . . .  ) einsetzt, wobei a ein Element des Koeffizienten-Ringes ist. Diese 

Eigensehaft fibertr~gt sich auch auf die R-Funktionen, die irgendeiner Polynom- 

darstellung fi~hig sind, wie wir das sparer unten genauer auseinandersetzen, u n d s o  

kommen wir zum folgenden: 

Satz 2. Damit eine R-Funktion f einer Polynomdarstellung fi~hig ist, ist notwendig, 

dass 

(7) f(i~) (i . . . . .  -- 1, O, 1 . . . .  ) 
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far  jedes ~ E R eine arithmetische Folge ist, auch m'a'ssen die Ordnungszahlen dieser 

Folgen ein Maximum haben. Der Grad eines darstellenden Polynoms ist mindestens so 

gross wie dieses Maximum. 

Dieser Satz  wird in unseren Un te r suchungen  die Rolle  eines wicht igen Hilfs-  

satzes  einfiillen, und  es wird  sich in der  H a u p t s a c h e  d a r u m  handeln,  wie weir sich 

die in diesem Satz  fo rmul ie r te  no twendige  Bedingung  u m k e h r e n  li~sst. Dieses 

~)Umkehrproblem(~ ist im a l lgemeinen keine leichte Aufgabe,  das wir nur  in wenigen 

(allerdings wichtigen) Fal len rest los erledigen konnten .  Das  gelang in der  H a u p t -  

sache mi t  Hilfe gewisser e lementar -zah len theore t i schen ,  auch an sich in te ressan ten  

Unte r suchungen ,  worfiber wi t  gleich hier ber ichten.  

Eine ganzzahl ige Folge ai(i . . . .  , - - l ,  0, 1 . . . .  ) nennen  wir arithmetisch yon 

n-ter Ordnung rood m, wenn die E l e m e n t e  der  n- ten  Differenzenfolge mi t e inande r  

kongruen t  mod  m sind und  dabei  n min ima l  ist. Anderersei ts  be t r ach ten  wir  eine 

endliche Folge  yon  m E l e m e n t e n  

(8) a 1 . . . .  , a m . 

Wir  nennen . . . ,  am, a 1 . . . .  , a,,, a I . . . .  die zugeordnete  zyklische Folge (weft es dabei  

auf  eine zyklische P e r m u t a t i o n  von  (8) nicht  a n k o m m t ) .  I s t  diese a r i t hme t i sch  yon  

n- te r  Ordnung,  so nennen  wir selbst  (8) eine (m-gliedrige) zyklisch-arithmetische Folge 

n- ter  Ordnung.  Es  erkli~rt sich dann  yon selbst,  was wir un te r  einer (ganzzahligen) 

zykl i sch-ar i thmet i schen  Folge (n-ter  Ordnung)  m o d  m zu ve r s t ehen  haben .  Wir  

beweisen die fotgenden an sich in te ressan ten  zwei vorbere i t enden  Si~tze: 

S a t z  3. Die p~-gliedrige Folge 1, 0 , . . . ,  0 ist zyklisch-arithmetisch von 

(9) rp ~ -  (r-- 1)pe-1-- 1 

-ter Ordnung rood pr (r ~ 1). Folglich ist jede p~-gliedrige ganzzahlige Folge zyklisch- 

arithmetisch rood jeder Potenz von p. 

S a t z  4. Ist m keine Primzahlpotenz, so ist eine m-gliedrige ganzzahlige Folge 

aa, . . . .  a,~ dann und nur dann zyklisch-arithmetisch mod m, wenn far  jeden maximalen 

Primzahlpotenzfaktor 6 p yon m 

(10) a i ~ a j  (rood P )  ( i ~ j  (rood P ) ;  l ~ i , j  ~ m )  

gilt. Insbesondere ist die m-gliedrige Folge l, 0 , . . . ,  O. nicht zyklisch-arithmetisch mod 

d (dim, d > 1). 

Wir nennen pe einen maximalen  Pr imzahlpotenzfaktor  von m, wenn pelm, pe+l X ~n gilt, woftir 
wir auch pe]lm schreiben. 
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B e m e r k u n g .  Nach diesen S~tzen verhalten sich die aus einer m-gliedrigen 

Folge gebildeten zyklischen Folgen sehr verschieden, je nachdem m eine Primzahl- 

potenz oder keine solche ist. In  dieser Arbeit wird uns der Beweis der ersten Behaup- 

tung von Satz 3 die gr6ssten Schwierigkeiten machen, 7 dagegen wird sich Satz 4 

ziemlich leieht gewinnen lassen. 

Unser wichtigstes Resultat wird der folgende Satz, den wir aus den Sgtzen 2, 4 

gewinnen werden : s 

Satz  5. Nur fur  Ringe von einer Charakteristilc p~ kann ein Darstellungsring 

existieren. 

Fiir den ersten, oberfl~chlichen Anblick macht dieser Satz einen niedersehla- 

genden Eindruek. Man bedenke sich aber, wie wiehtig insbesondere die endlichen 

p-l~inge vor allem in der Zahlentheorie sind, unter denen z .B.  aueh alle Rest- 

klassenringe rood einer Primidealpotenz vorkommen, die sich im Ring der ganzen 

Elemente eines absolut algebraischen Zahlk6rpers endlichen Grades bilden lassen, 

und so bedeutet Satz 5 keineswegs, dass die Idee der Darstellung yon R-Funktionen 

dureh Polynome von )>weniger(( Frueht  sei. Den bier genannten Fall hoffen wir in 

einer anderen Arbeit erledigen zu kSnnen, naehdem wir dies fiir die beiden Spezial- 

f~lle ~(p~), ~(p~), wie erw~thnt, schon in I getan haben. 

h n  folgenden werden wires  wiederholt mit den abgeleiteten Ringen yon K zu 

tun haben. Um diese anzugeben, nehmen wit eine beliebige (leere, endliche oder 

unendliche) Menge H yon verschiedenen Primzahlen. Mit KII  bezeichnen wir den 

Unterring yon K bestehend aus denjenigen rationMen Zahlen, deren Nenner ein 

Potenzprodukt von Primfaktoren aus H i s t .  Die s~mtlichen abgeleiteten I{inge von 

K sind, wie wir das sp~ter zeigen werden, vor allem die Unterringe von K d. h. die 

( l l )  R = rK H ((r,H) = 1), 

ausserdem nur noch die endlichen zylclischen Ringe s, d .h .  die 

7 Ubrigens wird aus dieser ersten Behaup tung  des Satzes 3 in dieser Arbei t  nur  beim Beweis 

vom Satz 9 Gebrauch gemacht .  Der Leser also, der sich fiir den Beweis des Sutzes 9 nieht  interessiert,  

mug den schwierigsten w 7 dieser Arbei t  (der den Beweis der ersten Behaup tung  vom Satz 3 enth~.lt) 

ruhig iibergehen und  s tu t t  dessen nur  die Bemerkung  14 (den einfachen Beweis der zwciten Behaup tung  

im Sutz 3) lesen. 

s Sind ulle Elemente  eines Ringes R von endlicher Ordnung  in R +, und  hubert diese Ordnungs-  

zahlen ein (endliches) Maximum m, so nennen wir m die Churakterist ik von R. Gleich hier vereinbaren 

wir uns,  dass wir R einen ,>p-Ring(( nennen,  wenn R + eine p-Gruppe ist, d. tl. wenn jecles Element  in R + 

eine Potenz einer und  derselben Primzuhl  p zur Ordnung  hat.  Un te r  einem ~zyklischen Ring(( vers tehen 

wir einen R mit  zykliseher addit iver Gruppe  R +. 
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(12) R --~ dG/mG (d21m) , 

wobei r, d natfirliche Zahlen sind und (r , / / )  -~ 1 bezeichnet, dass r zu allen Prim- 

zahlen a u s / / p r i m  ist. Unter  allen diesen Ringen (11), (12) gibt es auch keine iso- 

morphen. Man bemerke: Ist  / /  die Menge aller Primzahlen, so muss r---- 1 sein, 

und dann geht (11) in K fiber, ffir jedes s o n s t i g e / / i s t  r unendlich vieler Werte 

fi~hig. Es ist klar, dass (12) ein Unterring yon G/mG ~ ~(m)  ist, und so handelt sieh 

in (12) um alle nicht-isomorphen Unterringe s~mtlicher 9~(m). 

Je tz t  kommen wir auf den Spezialfall der zyklischen p-Ringe 8 yon Satz 5 zurfick. 

Ffir diese werden wir folgende Umkehrung yon Satz 5 beweisen: 

Sa tz  6. K ist ein Darstellungsring far  alle zyklischen p-Ringe. Nimmt  man diese 

nach (12) in der Form dG/peG (d21p e) an, so kann man dG jedesmal far  einen Vermittler- 

ring wdhlen. 

Dieser Satz enth~lt den Satz 3 von I (I, S. 299) fiber 9~(p ~) als spezialfall. 

In I haben wir auch die Frage untersueht, welehe 9~(m)-Funktionen sieh d u r c h  

K-Polynome darstellen lassen (s. unten). Wegen Satz 5 k5nnen diese im Falle m 4  p~ 

nieht alle 9~(m)-Funktionen sein. Man kSnnte fragen, ob man mit einem a n d e r e n  

Ring s tat t  K zu besserem Erfolg kommt. Wir werden das interessante Resul tat  

gewinnen, dass das unm5glieh ist und sogar folgendes gilt: 

Sa tz  7. K ist ein optimaler primitiver Ring yon allen seinen abgeleiteten Ringen R. 

Je nachdem es sich um einen Ring (11) oder (12) handelt, kann man selbst (11) bzw. dG 

far  einen Vermittlerring nehmen. I n  beiden Fdllen lassen sich alle R-Funktionen dutch 

K-Polynome darstellen, die der notwendigen Bedingung yon Satz 2 genibyen. 

Unter allen hier genannten Ringen R bildet 9~(m) den wiehtigsten Spezialfall, 

mit dem wir uns (wie auch schon in I) ausftihrlicher beseh~ftigen. Stets bezeichne e 

das Einselement yon ~(m), so dass dann die ie (i ~ 0 . . . . .  m - - l )  alle versehiedenen 

Elemente sind. Eine beliebige !~(m)-Funktion k5nnen wir in der Form 

(13) /(ie) = aie (i : 0 . . . .  , m - - l )  

annehmen, wobei die a i ganze Zahlen bezeichnen, die nut  mod m in Betracht kom- 

men. Ffir diesen Fall k5nnen wir Satz 7 dureh folgenden, mehr expliziten Satz 

ersetzen: 9 

�9 Sa tz  8. Die 9~(m)-Funktion (13) Idsst sich dann und nur dann dutch ein (G-hal- 

9 Vgl. Satz 14, w 11. 
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tendes, mod m zuldssiges) K-Polynom darstellen, wenn (10) gilt. Die anzahl dieser 

Funkt ionen ist 
(14) pPl .  Pk �9 "Pk , 

wobei die P1 . . . .  , Pk die maximalen Primzahlpotenzfaktoren von m sind. 

In einer anderen Form haben wit Satz 8 auch schon in I (S. 313, Satz 11) 

gewonnen, hier wird auch der Beweis anders und einfacher. 

Wieder kommen wir auf den weit wichtigsten Spezialfall ~(pe) zurfick. In I 

(w167 6, 7) haben wir solche K-Polynome in sehr durchsichtiger Form angegeben, die 

alle verschiedenen ~(pe)-Funktionen darstellen, trotzdem konnten wir die im fol- 

genden Satz erledigte interessante Frage nicht beantworten, was uns jetzt  mit voller 

Ausnutzung des Satzes 3 gelang: 

Sa tz  9. Mit  g = g(pe), v ~ v(p ~) bezeichnen wi t  die kleinsten Zahlen, so dass 

sSmtliche ~(pe)-Funkt ionen durch K-Polynome vom Grad g bzw. vom Nenner ~~ pV 

dargestellt werden k6nnen. E8 gilt: 

(15) g = e p ~ _ ( e _ l ) p ~ - l l ,  py+e-1]]g! 

(Hiernach ist v um e--1 kleiner als der Exponent  von p in g !). 

Neben die vorigen mSchten wir noch die folgenden, teils weniger wichtigen 

Resultate stellen. Wie gesagt, geh6rt zu einem Tripel (5) je ein Fall unseres Darstel- 

lungsproblems. In den obigen war es viel tiber den Fall K ) G ~ ~(m) yon (5) die 

Rede, betrachten wir jetzt die drei FMle: 

G = G ~ - - ~ ( m ) ,  G = - G = G ,  K ~ G =  G.  

In den ersten zwei Fi~llen handelt es sich um ~(m)([x]) (vgl)) bzw. G([x]). 0 b e r  

diese gelten die folgenden zwei Sittze: n 

Sa tz  10. Die ~ (m) -Funk t ion  (13) gehSrt in ~(m)[(x]) dann und nur dann, wenn 

h(x) 
10 Jedes K-Polynom ](x)li~sst sich in der Form - -  schreiben, wobei h(x) cin G-Polynom und 

b 
beine ganze Zahl ist, die wir als den ~Nenner(~ yon f(x) bezeichnen. (Dieser ist offenbar nieht eindeutig 

bestimmt). Stellt f(x) eine ~(pe)-Funktion f dar, dann l~sst sich eine ganze Zahl a ~  1 (rood pe) so 
N 

bestimmen, dass das Polynom af(x) (welches offenbar dieselbe f darstellt wie f(x)) einen Nenner pk hat. 

Daraus folgt, dass der kleinstm6gliche Nenner eines f(x), das eine angegebene ffdarstell t ,  notwendig 
eine Potenz yon p sein muss. 

11 Eine andere, viel kompliziertere Form von Satz 10 finder sich bei A. J. KEMI"~E~, Polynomials 
and their residue systems, Trans. Amer. Math. Soc., 22 (192I), 240--288 (insbesondere Satz XII I ,  S.283, 
ausserdem Satz V und (5), S. 261), 
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(L6) 

gilt. Ihre Anzahl  ist ~ 
m m m 

(17) (m, " 

S a t z  11. Die G-Funkt ion 

+( ,);oo==0 (,no  = o . , , )  

(a iEG;  i ~- O, •  (18) f ( i )  -~-- a i 

geh6rt dann und nu t  dann in G([x]), wenn die Folge . . . .  a._l, a0, a 1 . . . .  arithmetisch 

von einer Ordnung n ist und 

a ~ _ ( i ~ a i _ l ~ _ . . . ~ - ( - - 1 ) i a o ~ O  (mod i!) ( i = O , . . . , n )  (19) 
\ ] l 

gilt. 

Im dr i t ten der obigen Fi~lle handel t  es sich um die dutch  G-haltende K-Poly-  

home darstel lbaren G-Funktionen.  Diese sind nach Satz 7 alle G-Funktionen,  die 

der notwendigen Bedingung von Satz 2 gentigen. Die G-haltenden K-Polynome sind 

nach dem Satz yon P61ya-Nagell 1 
(x) 

(20) co+c~ 1 +"  " " + c ,  n (co . . . .  , e,  ~ G) .  

Wie in I, so wird fiir uns dieser Satz auch hier ein wichtiges Hilfsmit tcl  sein. 

Endlich bemerken wir noch folgendes. Da cs insgesamt m ~ ~(m)-Funkt ionen  

gibt, so ergibt sich hier~us und  aus den Anzuhlformeln (14), (17) (vgl. 12) unmit tel-  

bar der : 

Sa t z  12. Bezeichne ~(m)(x)  K den Ring derjenigen ~(m)-Funkt ionen,  die sich 

durch K-Polynome (d. h. die sich naeh Satz 7 durch Polynome aberhaupt) darstellen 

lassen. I n  den (stets gfiltigen) Relationen 

(21) ~(m)(x)  ~ ~(m)(x)K ~ ~(m)([x]) 

gilt das erste bzw. zweite Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn m eine Primzahl-  

potenz bzw. eine quadratfreie Zahl ist. (Alle vier Falle, die man  aus (21) so gewinnt,  

dass man  die ~)~(( beliebig durch )>~(~ oder )>--~(~ ersetzt, t re ten  also fiir passende m 

wirklich auf). 

is Das  P roduk t  (17) 1/~sst sich mi t  dem F ak to r  (m, (m0--1)!)  abbrechen,  wobei m 0 die kleinste 

nattirliche Zahl mi t  m lr % ! bezeichnet. - -  Bezeichnen wir (17) mi t  (m). Dies ist offenbar eine ,multiplikative(~ 

Funkt ion ,  d. h. cs gilt (m) = (P1)""" (Pk),  wobei die Pi  dasselbe bedeuten wie in (14). Ferner  gilt nach 
(17) (m)]mm} ((m) ~ m m gilt dann  und  nur  dann,  wenn m ~ p ist). Folglich ist (17) stets  ein Teiler yon 

(14), bcide Zahlen sind gleich dann  und nu r  dann,  wenn m eine quadratfreie  Zahl ist. 
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w 4. Beweis  der S~itze 1, 2. 

Wir beweisen Satz 1. Wegen T D S ' ~  R' ist T ein primitiver Ring von R' 

mit dem Vermittlerring S'. Betrachten wir eine beliebige R'-Funktion und ergi~nzen 

sie zu einer R-Funktion 9 7, so dass man ihr an den Stellen ausserhalb R' beliebige 

Werte erteilt. Bezeichne dann f (x )  ein T-Polynom, das diese Funktion ] darstellt. 

Offenbar geniigt f (x )  den Bedingungen (2), (3) auch fiir S', R' s tat t  S, R,  und so 
N 

stellt f (x )  mit der Funkt ion f zusammen auch die gegebene R' -Funkt ion dar, womit 

Satz 1 bewiesen ist. 

Um Satz 2 zu beweisen nehmen wir an, dass eine R-Funktion f dutch ein 

T-Polynom f (x )  mit dem Vermittlerring S dargestellt wird. Das Bild eines a(E S) 

in der Homomorphie S ~  R bezeichnen wir mit ~(E R). Bekanntlich ist 

f ( ia )  (i . . . . .  - -  1, 0 . . . .  ) 

eine arithmetische Folge. Diese Eigenschaft bleibt bei homomorphen Abbildungen 

erhalten, auch kann dabei die Ordnung der Folge nicht zunehmen. Da nunmehr 

nach der Annahme f ( i~)  = ](i~7) gilt, so ist Satz 2 richtig. 

w 5. Hi l fsmitte l  aus der Differenzenrechnung.  

Zu unseren Untersuchungen werden wir oft die folgenden Definitionen und 

elementaren Tatsachen der Differenzenrechnung gebrauchen. 

Den (Differenz-) Operator A m erkli~ren wir durch 

A ~,f(x) = f ( x +  ~ ) - - f ( x ) ,  

wobei c~ ein Element in einem Ring R undf(x)  sin R-Polynom oder eine R-Funktion 

ist. Ftir ein ~(E R) soll ebenfalls A~.f(~) ---- f (~+~)-- f (~)  gelten, d. h. man hat zuerst 

A~f(x )  zu bilden und dann x ~ ~o einzusetzen. Die i-fache Iterat ion bezeichnen wir 

mit A i erkli~rt durch 

A~f(x )  -= f (x) ,  A~f (x )  = A~,(A~-lf(x)) (i = l, 2 . . . .  ) 

und ebenso mit Q stat t  x. 

Es ist klar, dass die Anwendung von A s den Grad eines nichtkonstanten Poly- 

noms f (x )  mindestens um 1 herabdrtickt. 

Im Fall R = K, a ---- 1 schreiben wir wie tiblich A stat t  A 1. Offenbar gilt dann 
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Wir setzen (;) (x)k = x ( x - 1 ) .  . . ( x - k  + 1 )  = k!  (k = o, 1 . . . .  ) .  

Hierffir gilt 
A = k - - 1  , A ( x ) k = k ( x ) k _  1 ( k =  1 , 2  . . . .  ) .  

Jedes K-Po lynom li~sst sich offenbar eindeutig in der Form 

(23) f ( x )  = b o + b l ( x ) l - ~ .  . . ~-bn(x)n 

schreiben mit  Koeffizienten in K.  Is t  f ( x )  insbesondere ein G-Polynom, so liegen 

auch die bk in G und umgekehrt .  Ffir die Entwicklung (23) gilt 

(24) z l f (x )  = b~ ~- 2b2(x),-+- . . . + nbn(x)n_~ . 

Ffir die N e w t o n s c h e  E n t w i c k l u n g  

gilt einfaeh 

Llif(x) =- c i 4 - ' " ~ - c n  n - - i  ' 

woraus ffir die Entwieklungskoeffizienten 

=  7(o) 

folgt. Nach Einsetzung in (25) ha t  man  allgemein 

(26) f ( x )  = f ( O ) §  ( 1 ) A f ( O ) +  ( 2 ) A 2 f ( O ) §  . .  , 

wobei die rechte Seite mit  einem Glied yon selbst abbricht.  

Sind die Werte f ( i ) =  a i (i = 0 . . . . .  n)  ffir ein K-Po lynom f ( x )  vom n-ten 

Grade vorgeschrieben, so gilt nach (22), (26) die sogenannte I n t e r p o l a t l o n s f o r m e l  von  

N e w t o n :  

n X 

(27) f ( x ) - ~ a o + ( a i - - a o ) ( 1 ) ~ - . . + ( a n - - ( n l ) a n _ l + . . . + . ( - - 1 ) a o ) ( n ) .  

Wit  wenden den Operator A auch auf eine Folge ak(k . . . .  , - - 1 ,  0, 1 , . . . )  

yon Elementen  eines beliebigen Moduls an, wobei dann k die Rolle yon x zu iiber- 

nehmen hat ,  d . h .  es soil As k = ~k+l--~k und allgemein 

(28) Ai~k = ~ 1 ~i-~+k-t-" �9 " - t - ( - -1) i~  
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gelten. Die Aussage ~)die Folge a k ist arithmetisch yon der Ordnung n(, ist gquivMent 

damit, dass n die kleinste nichtnegative ganze Zahl ist, woftir Anak(k . . . .  , 

--1, 0, 1 . . . .  ) eine konstante Folge ist. Dies ist gleiehbedeutend damit, dass die 

n +  1-ten Differenzen An+lak eine Nullfolge bilden, ausgenommen den Fall, in dem 

selbst ak eine Nullfolge ist. 

w 6. Zyklische Differenzen. 

Wir betrachten eine m-gliedrige Folge in einem beliebig vorgelegten Modul und 

verwenden fiir sie die vektorielle Schreibweise: 

(29) a : (~0, . . . ,  ~r �9 

Mit (29) zusammen sollen stets auch alle ~k(k = 0, ~=1,. . . )  erklgrt werden, wie 

folgt: 
c % :  a t ( k ~ l  (mod m); k , l =  0, i l , . - . ) .  

Dann ist . . . ,  ~-1, ao, ~1 . . . .  eben die oben erklgrte, (29) zugeordnete zyklische Folge. 

Den Operator A wenden wir auch auf a an mit folgender Definition: 

zla = (A~o,. � 9  zlo~_~).  
Explizit lautet dies als 

zla = (~1--~o,, �9 ~m_1--~_2, ~o--O~m_l) , 

weswegen wir Aa die zyklische Differenz von a nennen. Selbstverstgndlich erklgren 

wir die hSheren zyklischen Differenzen wieder durch Aia = A(Ai-la), und dana 

gilt allgemein 
(30) Aia = (A~xo,...,  Aio%_l). 

Es ist klar, dass die Folge (29) dann und nur dann zykliseh-arithmetisch yon der 

n-ten Ordnung ist, wenn die n-te zyklisehe Differenzenfolge Ana konstant  ist, d. h. 

aus gleiehen Gliedern besteht. 

Wir bemerken hier einige Eigensehaften der zyklischen Differenzen, die spgter 

.zur Anwendung kommen. 

In Aa also auch in Aia(i > 0) ist die Summe der Glieder gleich 0. 

Dann und nur dann ist A~+la : 0, wenn A~a konstant  ist. 

Bezeiehnet C eine zyklische Permutat ion der Glieder von a, so gilt offenbar 

(31) A~(Ca) = CA~a.  

(Aueh diese Eigensehaft reehtfertigt die Benennung ~)zyklisehe Differenz( O. 
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Man erkl/~re ffir die m-gliodrigen Folgen Smmne  und P r o d u k t  mit  einem Skalar  

ithnlich wie fiir Vektoren.  ] )ann  gelten die Regeln:  

(32) .d i (a+b)  = .:lia+ lib , 

(33) /]i(~a) --  a', Pa . 

Zerlege man  m in ein P r o d u k t  von zwei posi t iven ganzen Zahlen p, q (> 1), 
wobei j e tz t  p keine Pr imzahl  zu sein braucht ,  und  bilde aus (29) die q-gliedrige Folge 

= ( 0 r 1 6 2  " " � 9  " " ,  0 r 1 6 2  " " "  ~-OCpq-1) ( m  = p q )  , 

die wit  (in Er innerung  an die Kreis te i lungsper ioden yon Gauss) die q-gliedrige 

Periodenfolge von a nennen.  Offenbar  sind die beiden Opera t ionen Act,  5 ver tauseh-  

bar, und so gilt allgemein 

(34) Aia = Ai~ . 

Insbesondere  werden fiir uns die ganzzahligen Folgen 

(35) a = ( %  . . . . .  a m _ l )  ( a o , .  . . ,  ctm_~ e G)  

yon grosset Wicht igkei t  (urn diese hande l t  es sich ja auch in den S~tzen 3, 4). Fi ir  

zwei solche Folgen a, 15 schreiben wit  

a ~ b  (mod d ) ,  

wenn die Glieder yon a und b m i t  gleichen Indizes paarweise kongruen t  rood d sin& 

Sind die Glieder yon a s~mtlich := c (rood d), dann  sehreiben wir: a ~ c (mod d). 

Insbesondere  nennen wit  d einen Teiler von a und schreiben hierfiir auch d]a, wenn 

a : :  0 (rood d) gilt. H a t  dagegen a keinen Teiler  (> 1) mi t  d gemeinsam, so nennen 

wit  a pr im zu d. Nach  (30) ist klar, dass aus a : -  0 (rood d) aueh Aia ~ 0 (mod d) 

folgt. Daraus  machen  wir im folgenden 6fters Gebrauch.  

Bei stets  fes tgehal tenem m ftihren wit  fiir die folgendgn m-gliedrigen Folgen 

die Bezeichnungen ein: 

( 3 6 )  e ,  = (1,  o , . . . ,  o ) ,  e~ = (o,  1, o . . . .  , o ) , . . . ,  e , ,  = e = ( o , . . . ,  o ,  1 ) .  

Dann  lttsst sich (35) in der F o r m  schreiben:  

(37) a = a o r  +a, , ,_~e, , ,  

und so gilt naeh (32), (33) 

(38) A~a : a o / I i %  + . . . +a,,~_lA~e,,~ . 

Da die e k durch  zyklisehe Pe rm u ta t i o n en  der Glieder auseinander  hervorgehen,  so 

geniigt es die h6heren zyklischen I)ifferenzen von einem e k zu bes t immen,  um 

hieraus naeh (31), (38) aueh alle d i a  leieht herzustellen.  
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Die Berechnung der ersten m zyklischen Differenzen yon e,,, ==- e geht besonders 

einfach : 

(39) 

(40) 

Um den sp~teren Gang des 

~)Kiirzungsregeh ~a 

e = ( o , . . . ,  o, 1 ) ,  

Ae  = ( o , . . . ,  o, 1, - 1 ) ,  

~ e  = ( o , . . . , o ,  1, - 2 ,  1), 

Ame = ( - -  

1) lira l) 
m ) 

. . . .  (--1,m 

Beweises nicht  zu stSren, schreiben wit  die bekannte  

lp) 
(41) kp 

bin. Ausserdem gilt bekannt l ich 

(Ik) (rood p) (0 ~ k = < l )  

(42) / -- \ ~ P k  1) ~ ( - -1 )  ~ (rood 79) 

und  so gilt allgemeiner 

(43) \ kP~- ~ / ~ (--1)~(mod p ) .  

(o <= k <= p - l ) ,  

(o <_k <0 p - l ) .  

w 7. B e w e i s  v o n  Satz  3. 

Zum Beweis von S~tz 3 setzen wir manchmal  zur Abkiirzung m = pe. Als 

Vorbereitung beweisen wir 
(44) Ap~+r(Pe-Pe-1)e ~ 0 (rood pr+l) (r ~ 0) . 

Fiir  r = 0 folgt (44) sofort aus (40) und  aus pl(~ e) ( k =  1,2 . . . .  , p~--l) .  

J e t z t  beweisen wir (44) zun~chst fiir e = 1 (m = p) und  beliebiges r. Es gentigt 

nur  noch den Fall  r ~ 1 zu betrachten,  und dabei nehmen wit  an, dass (44) (bei 

e = 1) ftir r - -1  s ta t t  r r ichtig ist. Hiernach k6nnen wir 

(45) Ap+(r-1)(P-1)e = (ao,..., ap_l) ~- 0 (mod p~) 

setzen, wobei dann nach einer friiheren Bemerkung (am Anfang des vorigen w auch 

la S. z. B. L. RI~DEI, ~ b e r  einige merkwt i rd ige  P o l y n o m e  in endl ichen  K 6 r p e r n  m i t  zah len theore t i -  

s chen  Bez iehungen ,  Ac t a  Sci. Math .  (Szeged), 11 (1946), 39 - -54 ,  insb.  S. 50, (64). 

15, Acta mathematica, 82. Imprim~ le 8 mars 1950. 
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(46) a o - k "  �9 �9 - k a p _ l  = 0 

gelten muss. Setzen wir noch:  

(47) AP+r(P-1)e = (bo, .  . . ,  bp_ l )  �9 

Da die l inken Seiten von (45), (47) du tch  Anwendung yon A[ p-1 auseinander  her- 

vorgehen,  so ergibt  (28): 

b k = ap_l+ k -  a p _ ~ . k + . . ,  q-(--1)p-lak (k = 0 . . . .  , p - - l )  

(wobei kraf t  obiger Vereinbarung die Indizes yon a k nur  rood p in Be t r ach t  zu 

nehmen sind). Nach  (42), (45) gilt dann 

b k _~ ap_l+k-~. �9 �9 -ka k (rood pr+l) . 

Die rechte  Seite ist gleich ao-k- �9 �9 -kap_l, und so folgt aus (46) b k ~ 0 (rood p~+~). 

Dies beweist nach (47) eben die Richt igkei t  yon (44) fiir e = 1. 

Im  tibriggebliebenen Fall  e ~ 2 nehmen  wir (44) ftir e--  1 s t a t t  e als bewiesen an : 

(48) AP~-I+~0'e-LP~-'~)e' ~ 0 (mod p~+~) (r = 0, 1, 2 , . . .  ) , 

wobei r e~,) die p~-~ ---- m'-gliedrige Folge (0 . . . .  , 0 ,  1) bezeiehnet  (Vgl. (36)). 

Wegen m = p m '  1/~sst sich aus e die m'-gliedrige Periodenfolge ~ bilden, die aber  

offenbar  gleich e' ist, und so gilt nach (34) allgemein 

(49) d i e  = A % ' .  

Wende t  man  dies mi t  

i = p e + ( r - -  1)(pe--p ~-1) > p e - ~ + r ( p ~ - ~ - - p ~ - 2 )  

an, so folgt aus (48) 

(50) APe+(r-D(pe-pe-1)e ~ 0 (mod p r + l ) .  

Hierauf  s t i i tzend beweisen wir n u n m eh r  (44) ftir das vorl iegende e m i t  einem zweiten 

Indukt ionsschluss  nach r, so dass wir (44) ftir r - - 1  s t a t t  r als r ichtig annehmen  und 

es dann  fiir r beweisen. (Dies gentigt auch zum vollen Beweis yon (44), denn der 

Fall  r ~ 0 ist oben schon erledigt  worden).  Nach  der Annahme k6nnen  wir setzen:  

(51) AP~+(r-1)(P~-P~-I)e ---- (Co . . . .  , Cm_l) ~--- 0 (rood pr) . 

Setzen wir noch 

(52) AP~+~(P~-~-~)e = (do . . . . .  d~_~). 

Die beiden l inken Seiten en ts tehen  auseinander  durch  Ausiibung yon  A r162 und  

so folgt  aus (28): 
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(53) d k ' - ~  C p e - p e - l + k - -  \ 1 / c p e - p e - l + k - l - ~ - "  * " + c k  (k := 0 . . . . .  m - - l )  , 

(bei der Bes t immung des Vorzeichens des letzten Gliedes wurde 21(pe - -p  e-l) berfick- 

sichtigt (e ~ 2), die Indizes der c k kommen nur  mod m in Betracht) .  Wi t  wollen 

yon  (53) auf eine Kongruenz rood pr+l tibergehen. Nach (51) gilt allgemein prick, 

und so folgt aus (53), (43) 

d k ---- ck~-ck+p~-l-~. . .~-Ck+~_pe_l  (mod pr+l) . 

Die d k sind die Glieder der m ' - g l i e d r i g e n  Periodenfolge der linken Seite yon  (51), 

und  so gilt nach (50) d k ~ 0 (rood p~+l). Dies bedeute t  nach (52), dass (44) ftir r 

(s tat t  r - - l )  richtig ist, womit  wir (44) allgemein bewiesen haben. 

Nunmehr  wollen wir Satz 3 beweisen. Bei Beibehal tung obiger Bezeichnung 

m ~ p~ l~sst sich nach (36) die erste Behauptung  des Satzes so aussprechen: Die 

[ p ~ - k ( r - - 1 ) ( p ~ - - p e - 1 ) - - l ] - t e  zyklische Differenz von e ist die erste solche, die aus 

lauter  mod p~ kongruenten Gliedern besteht  (r ~ 1). (Die Folge el im Satz 3 en ts teh t  

ni~mlich aus e ---- e~ bloss durch eine zyklisehe Permutat ion) .  Der Beweis wird uns 

so gelingen, dass wir die Behauptung  schi~rfer fassen, wie folgt:  Es gilt 

(54) s162 ~ (__p)r-1 (mod pr) (r ~ 1). 

F i i r r  ~ 1 folgt die Richt igkei t  yon (54) so. Nach (44) (r ---- 0) gilt  APse ---- 0 

(mod p), und so gilt AP~-Ir ~ c (rood p) mi t  einem ganzen c. Die linke Seite ha t  

nach (39) das erste Glied 1, und  so muss c ----_ 1 (mod p) sein, weswegen man  c ---- 1 

setzen daft .  Das bedeutet  die Richt igkei t  von (54) fiir r ~ 1. 

Wir  setzen (54) fiir ein r( _>_ 1) voraus,  um hieraus auf die Richt igkei t  ftir r -~ l  

zu schliessen. Nach dieser Voraussetzung kSnnen wir 

(55) ~pe+O~l)(pe-pe-1)-I e -~ (U ~ . . . .  , U~=I ) ~ (__p)~-t (mod pr) 

setzen. Wir setzen noch 
(56) s e = (V O . . . . .  V m _ l )  , 

woraus wie oben 

(57) V k = Upe_pe- l+k  - -  ' t tpe_pe-l+k_ 1 -~-" �9 �9 "~-U k ( k  = 0 . . . . .  m - -  1) 

folgt (die Indizes d e r u  k kommen nur  rood m in Betracht) .  Wegen (55) gilt allgemein 

(58) u k -~ p ~ x k ~ - ( - - p )  ~-~ (k -~ 0 . . . . .  m - - l )  

mi t  ganzen X k. Da die Koeff iz ientensumme auf der rechten Seite yon  (57) gleich 0 

ist, so folgt nach Einsetzen yon (58): 
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Vlc -~- p r  ( X p e _ p e _ ] + k - -  ( P e l P e - 1 )  Xpe_pe_l+k_l-~- . . " -~-Xk ) . 

Wegen (43) gilt dann 

(59 )  v k ~ -  pr(Xpe_pe-l+k'-~-Xpe_2pe_i+kJ[-* �9 �9 "-}-Xk) (mod pr+l) . 

Wieder greifen wir zu (49). Nach diesem sind die Glieder 

(60) u k q- uk+pe-1 -~ . �9 �9 -~ Ul~+pe_pe-1 (]C : 0 , . . . ,  m - -  1 ) 

der (p~-i ~ )  m'-gliedrigen Periodenfolge der linken Seite von (55) eben die Glieder 

der Folge 
(61) s pe+(r_l) (pe_pe-1)_l e '  �9 

Wegen 
p ~ - ~ ( r - - 1 ) ( p ~ - - p  ~-~) > p ~ - ~ + r ( p ~ - ~ - - p  ~-~) 

folgt aber aus (44) (angewandt  ftir r s tar t  r d. h. for  p~-I s t a t t  p~), dass (61) durch 

pr+l te i lbar  ist. Dasselbe gilt dann fiber (60), und das ergibt  nach (58) 

ct)r(Xk_qt_Xk+pe_l_jf_ . . . JrXk+pe_pe_l  ) j f _ p ( _ _ p ) r - 1  ~ 0 (mod p~+l) . 

Hieraus  und aus (59) folgt 

Vl ~ ~_ _ _ p ( _ _ p ) r - 1  ~_ (__p)r  (mod p~+l) (k = 0 . . . .  , m - - l ) .  

Dies bedeute t  wegen (56), dass (54) ffir rq-1 (s tat t  r) also auch allgemein richtig ist, 

womi t  wir die erste Behaup tung  von Satz 3 bewiesen haben. 

Hiernach ist A~+~e ~_ 0 (mod p~) (r __> 1), wenn s die Zahl (9) bezeichnet.  Das 

gilt dann auch ffir e~ . . . .  , era_ 1 s t a t t r  = r woraus nach (38) die Richt igkei t  der 

zweiten Behaup tung  des Satzes 3 folgt. 14 

w 8. B e w e i s  y o n  S a t z  4. 

Der  Beweis yon Satz 4 wird durch  Satz 3 erm5glicht. Wir setzen 

(62) {1 • (a I . . . . .  a m ) .  

Die erste Hitlfte des Satzes l~sst sich dann offenbar so aussprechen:  Dann und nur 

dann gibt es ein i mit  

14 Die zweite B e h a u p t u n g  des Satzes 3 k a n n  m a n  unmi t t e lba r  aus (40) sehr  einfach (ohne w 7), 

wie folgt, gewlnnen.  Da  Pl (1 ~ k ~ p e _  1) ist, gilt  im Fal l  m = pe naeh (40) prz~Pee d. h. naeh  (38) 

plApefl, wobei ~1 elne beliebige pe-gliedrige ganzzahl ige Folge ist. Da.nn uber folgen aus zJPetl = pll" dutch  
Wiederhohlung dieses Sehlusses : z~2Petl = p ,d~I"  = p2~l", . . . .  zlepetl ~ pe4(e) mit  ganzzahl igen ~1", . . . .  a (e). 
Somit  gilt  peizlepe , w.  z. b. w.  
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(63) Aia ~ 0 (mod m) ,  

wenn (10) gilt. 

Nehmen wit zuerst (10) an. Die ersten P Glieder yon (62) bilden eine Folge 
m 

b ~ ( a l , . . . ,  a e ) .  Nach Satz 3 gibt es ein i mit Aib ~ 0 (rood P). Wenn wir b ~ - m a l  

nebeneinander schreiben, so ensteht eine m-gliedrige Folge 

(64) a' ~ ( % , . . . ,  ap ,  a D. . . ,  a p , .  . . ) , 

und dann gilt auch hierftir Aia ' ~ 0 (rood P) mit demselben i. Andererseits folgt 

aus (10), (62), (64) ~ ~ a' (rood P ) ,  und so gilt ebenfalls A~a ~ 0 (rood P). Da dies ftir 

]eden maximalen Primzahlpotenzfaktor P yon m m i t  je einem passenden i richtig 

ist, so gibt es in der Tat ein i mit der Eigenschaft (63). 

Dem Beweis der fibrigen Teile des Satzes schicken wir folgendes voran. Mit 

Beibehaltung der Bezeichnungen des Satzes setzen wir P ----- pC und geben eine ganz- 

zahlige Folge 

(65) ~ = (% . . . .  , zm_l) 

an, wofiir 

(66) pIZo . . . .  , z e_  1 ; p~(~ 

gilt. Wir behaupten, dass dann p~A~$ (i = 0, 1 , . . . )  ist. 

Bezeichne ni~mlieh zp+ k das  erste Gl ied  yon (65) mit 

(67) p~fZp+ k (0 ~ k ~ m - - P - - 1 )  . 

Ist  die Behauptung falsch, so gibt es ein u mit 

plAP~'~ (u ~ O ) .  

Nach (28) gilt dann 

( 0  zP~+k-- 1 z p , _ l + k - k . . . q - ( - - 1 ) P ~ z k  ~ 0 (mod p) (k ~- 0, . .  :, m- - I )  

(in den z k kommen die Indizes nur rood m in Betracht). t t ieraus folgt 

(68) zp~+k ~ z k (rood p) . 

Mit einem u zusammen gilt das fiir alle grSsseren u, und so diirien wir 

( ; )  p ' ~ - ~  1 rood ( u ~ e )  

annehmen. Dies ergibt pU ~= p (rood m), zp~+k = zp+k, und so gilt naeh (68) Zp+ k ~ z k 

(rood p), ein offenbarer Widersprueh mit der Annahme fiber (67), womit wir die 

letzte Behauptung bewiesen haben. 
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Hiervon ist die Schlussbehauptung yon Satz 4 bloss ein Spezialfall. 

Um auch die restliche Behauptung des Satzes zu beweisen nehmen wir die 

Existenz eines i mit (63) an. Wieder nehmen wit a' in (64) zu Hilfe, worfiber wit 

schon bemerkt haben, dass es ein j mit PIz]Ja' gibt. Hieraus und aus (63) folgt die 

Existenz eines l mit 

(69) ( p e ) p i z ] ~ ( a _ a , ) .  

Gilt nun P l a - - a '  ffir alle P, so bedeutet dies wegen (62), (64) das Bestehen yon (10), 

was wit eben zubeweisen haben. Deshalb genfigt es die Unm6glichkeit yon P{(a--a ')  

zu zeigen. Bezeichne v die grSsste ganzeZahl mit p ' l(a--a ')  (0 ~ v < e). Wird dann 

a - - a ' :  pV~ gesetzt, so treten (65), (66) wegen (62), (64) in Kraf t  (es gilt sogar 

z 0 . . . . .  zp_ 1 ---- 0), woraus p{At$ (t ---- 0, 1 . . . .  ) folgt. Andererseits gilt wegen 

(69) auch p]AlS. Dieser Widerspruch beweist Satz 4. 

9. B e w e i s  v o n  S a t z  5. 

Um Satz 5 zu beweisen bezeichnen wir mit R einen Ring, der keine Primzahl- 

potenz zur Charakteristik hat. Es genfigt eine R-Funktion )7 anzugeben, die sich 

durch kein Polynom darstellen l~sst. Wit wiihlen diese so, dass jT(0)~-a # 0 ist 

(wobei wir fiber ~ sp~ter passend verffigen werden), und sonst )~(x) fiberall in R 

verschwindet. 

Zuerst betrachten wir den Fall, in dem R + Elemente von unendlicher Ordnung 

enth~lt. W~hlen wir ffir a ein beliebiges solches Element. Die Folge (7) hat jetzt die 

Form . . . ,  0, a, 0 . . . .  , ist also gewiss nicht arithmetisch, und so folgt aus Satz 2, 

dass j7 durch kein Polynom darstellbar ist. 

Betrachten wir dann den Fall, in dem es in R + ein Element yon einer endlichen 

Ordnung m gibt und dabei m keine Primzahlpotenz ist. Bezeichne ~ ein solehes 

Element. Wieder zeigen wir, dass (7) keine arithmetische Folge a l s o / d u t c h  kein 

Polynom darstellbar ist. Jetzt  ist ni~mlich (7) die der m-gliedrigen Folge ~, 0 , . . . ,  0 

zugeordnete zyklische Folge. Diese ist dann und nut  dann arithmetisch, wenn die 

genannte endliche Folge zykliseh-arithmetisch d. h. die (m-gliedrige) Koeffizienten- 

folge 1, 0 . . . . .  0 zyklisch-arithmetisch mod mis t .  Dies gilt nach Satz 4 nicht, womit 

der Beweis auch ffir diesen Fall beendet ist. 

Es ist n u t  noeh der Fall fibrig, in dem R + eine p-Gruppe is~, die Elemente yon 

beliebig hoher 0rdnungen enth~lt. Wir nehmen an, dass ] gegen die Behauptung 
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durch ein Polynom n-ten Grades dargestellt wird. Wegen der Annahme gibt es in 

R + ein Element % yon einer Ordnung n 1 > n + 2 .  (n 1 ist eine Potenz von p, worauf 

es aber nicht ankommen wird). Gewiss ist die nl-gliedrige Folge 1, 0 , . . . ,  0 nicht 

zyklisch-arithmetisch yon einer Ordnung ~ n modulo der Ordnung yon a in R +, 

die nis wegen ~ ~ 0 eine ganze Zahl > 1 ist~5), und so ist die n~-gliedrige Folge 

~, 0,. , . ,  0 nicht zyl~lisch-arithmetiseh von einer Ordnung ~ n. Dies bedeutet, dass 

die Folge 
= . . . ,  - 1, 0 ,  1 , . . . )  

(die n~mlich eben die yon f der vorhergenannten Folge cr 0 . . . .  ,0  zugeordnete 

zyklische Folge ist) nicht arithmetiseh yon einer Ordnung < n sein kann: Nach 

Satz 2 steht dies in einem Widerspruch mit der Annahme, dass f dutch ein Polynom 

n-ten Grades darstellbar ist. Damit ist Satz 5 bewiesen. 

w 10. Die abge le i t e ten  Ringe von K. 

Wir wollen zeigen, dass (11), (12) die samtlichen abgeleiteten I~inge von K und 

diese untereinander nicht isomorph sind. 

Betrachten wit zuni~chst nur die Unterringe yon K. Vet allem ist klar, dass 

die K I I  die sgmtlichen Ringe zwischen G und K sind. Ist dann Re in .  beliebiger 

Unterring yon K, so bezeichne r die kleinste natiirliehe Zahl in R. Offenbar ist dann 
1 

die Menge - R  ein Ring zwischen G und K also ein KI1, woraus R ~ rKI1 folgt: 
T 

Auch muss ( r , / / )  -- 1 gelten, denn sonst w~re r nicht die kleinste natiirliche Zahl 

in R. Wir haben gezeigt, dass alle Unterringe yon K unter den l~ingen (11) vor- 

kommen, und so sind die letzteren offenbar alle verschiedenen Unterringe yon K. 

Wir haben noch zu zeigen, dass aus der Isomorphie R ~ R '  zweier Unterringe R,  R '  

ihre Gleichheit folgt. Schon aus der Isomorphie R + ~ R  '+ folgt ngmlich, dass fiir 

die entsprechenden Elemente ~, ~' yon R, R' a ~ ca' gelten muss mit einer Kon- 

stanten c. Aus R ~ R '  folgt welter c 2 ~ 1, c ~ ! l ,  R ~- R' womit die Behauptung 

bewiesen ist. 

Jetzt  wollen wit zeigen, dass die (12) die samtliehen endlichen zyklischen Ringe 

und aueh untereinander nicht isomorph sind. Bezeichne R einen endlichen zyklischen 

Ring mit n Eiementen. Offenbar gibt es in R + ein erzeugendes Element ~, so dass 
n 

~2 ~ da (dln, d > 0) gilt. Neben n ist auch die Ordnung ~ van a2 eine Invariante 

yon R, und so bestimmen R u n d  n, d einander eindeutig. Wird noch m =- dn gesetzt, 

15 Denn nach (39) kann daa Glied 1 zuerst aus der nl-ten Differenzenfolge fehlen. 
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wobei dann die Bedingung dln durch d'2]m zu ersetzen ist, so sieht man, dass R 

zum Ring (12) isomorph ist, womit wir die letzte Behauptung bewiesen haben. 

Endlieh haben wit nur noch zu zeigen, class jeder abgeleitete Ring R yon K, 

der kein Unterring yon K ist, notwendig ein Ring (12) sein muss. Bezeiehne S einen 

Vermittlerring, fi~r den dann K ~ S ~ R gilt. Wir nehmen S in der Form (11) an. 

Bezeichne I das Ideal bestehend aus denjenigen Elementen yon S, die dureh die 

Homomorphie S~-~ R auf 0 abgebildet werden. Es ist 1 4= 0, denn sonst wgre R 

isomorph zu S(C K), was abet ausgeschlossen ist. Da I ein Unterring yon K und 

zugleich ein Ideal yon S ist, so gilt naeh (11) (mit demselben KI1)I  : krKH, wobei 

k (~  2) eine ganze Zahl ist. Wir zeigen, dass jede Restklasse yon S naeh I eine 
r a  

ganze Zahl enth~ilt. Betraehten wir n~mlich ein beliebiges Element ~- yon S, wobei 

a, b ganze Zahlen sind mit b > 0, (ra, b) == 1. Man bestimme eine ganze Zahl a' mit 

k a ' ~  a (rood b). Dann ist 

ra ]cra' a--  ka' 
- -  r . . . .  ( ~  R )  

b b b 
r a  

ganz und gehSrt in dieselbe Restklasse rood I wie ~ ,  womit wir gezeigt haben, 

dass alle Restklassen yon S nach I auch ganze Zahlen enthalten. Andererseits sind 

die ganzen Elemente yon S die si~mtlichen Vielfachen yon r und kr ist die kleinste 

natiirliche Zahl in I, woraus folgt, dass R ( ~ S / I )  zum Restklassenring rG/krG 

isomorph ist. Hiermit haben wir alle unsere Behauptungen fiber die abgeleiteten 

Ringe yon K bewiesen. 

w 11. A l lgeme ines  fiber die Darstel lung der ~ ( m ) - F u n k t i o n e n .  

In diesem Paragraphen wollen wir als Vorbereitung die Frage untersuchen, 

was ffir ~(ra)-Funktionen sich dureh ein K-Polynomf(x) darstellen lassen, indem stets 

G als Vermittlerring angenommen werden soll, und wie man die gewfinschten f(x) 

angeben kann. Naeh dem Grundsatz und (6) kommen nur diejenigen f(x) in Frage, 

die vor attem G-haltend, ausserdem rood m zul~ssig sind. Wit wiederholen ffir diesen 

Fall, dass beide Bedingungen bzw. so lauten: 

(7o) f(x) e ~ (x e ~) ,  

(71) f(x) =:f(y) (rood m) (x ~ y (rood m); x, yE G) . 

Umgekehrt, wenn diese erffillt sind, so stellt f(x) aueh sehon eine ~(m)-Funktion 37 

dar, die man einfach in der Form 
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(72) /(x~) - ~f(x) (x e a) 

schreiben kann, wobei ~ stets das Einselement yon ~(m) bezeichnen soil. 

Wie schon erw~hnt, die G-haltenden Polynome sind nach dem Satz von P61ya- 

Nagell einfach die (x) 
(73) f(x) -~ co-~c 1 1 + " "  (tie G), 

wobei nur endlich viele c i ~= 0 sind. Die weitere Frage, wie dann die ci zu wi~hlen 

sind, damit f(x) rood m zuli~ssig ist, d .h .  eine ~(m)-Funktion darstellt, ist nicht 

mehr so leicht zu beantworten. Hiertiber beweisen wir vorli~ufig nur, dass in gewissem 

Sinne Eindeutigkeit vorliegt, und zwar es gilt der folgende: 

Satz  13. Wird eine gegebene ~(m)-Funktion durch ein K-Polynom f(x) dargestellt, 

so sind die Newtonschen Entwicklungslcoeffizienten co, Cl, . . .  yon f(x) in (73) rood m 

eindeutig bestimmt. 

Bemerkunt~.  Schon dieser Satz zeigt, dass die Newtonsche Entwicklung ffir 

unsere Zwecke gut geeignet ist, denn fiir die Koeffizienten der Entwicklung nach 

Potenzen f(x) ~ ao-~alx-~.., ist kein i~hnlicher Satz giiltig. 

Der Beweis entsteht ebenfalls aus dem Satz yon P61ya-Nagell. Stellen ni~mlich 

zwei K-Polynome f(x), g(x) dieselbe ~(m)-Funktion dar, so ist das Polynom 
1 

m (f(x)--g(x)) G-haltend, _hat also lauter ganze Newtonsche Entwicklungskoeffizien- 

ten, und so ist Satz 13 richtig. Nun beweisen wir den folgenden: 

Hi l fssatz .  Wird die ~(m)-Funlction ] durch das K-Polynom f(x) dargestellt, so 

stellt Af(x) die Funktion LJ~] (vgl. w 5) dar. Umgelcehrt, wenn far eine ~(m)-Funktion ] 

die Funktion Ae/ durch das K-Polynom 

(x) (x ) 
(74) g(x)~-cl+ce 1 -~' ' ' -~cn n--1 

dargestellt wird, so stellt 

(x) (x) 
(75) f(x)  = co+e l  1 +c~  2 + ' " + e n  n 

die gegebene Funktion f dar, wobei c, eine ganze Zahl ist, f~r die 

(76) ] (o )  = cot 

gilt. 
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Die erste Behaup tung  des Hilfssatzes folgt sofort  daraus,  dass nach (72) 

= =  (f(x + 1) - f ( x ) )  = 

Ftir  die zweite Behaup tung  grit wegen der Annahme  nach (72) 

ausserdem gilt nach (74), (75) und w 5 

g(x) --- Af(x) ~- f ( x +  1 ) - - f ( x ) .  
Beide ergeben 

(77) f ( ( x +  1)~)--ef(x+ l) = ](x~)- -~f (x) .  

(x e G) 

(x e G) , 

Die rechte  Seite verschwindet  nach (75), (76) fiir x = 0, und so folgt aus (77) durch  

Indukt ion ,  dass sie ftir x ----- 1, 2 . . . .  und ebenfalls ftir x = --  1, --  2 . . . .  verschwinden 

muss. Dann  gilt (72) allgemein, womit  der Hilfssatz bewiesen ist. 

Wir  beweisen den folgenden:  

S a t z  14. Eine beliebige ~ (m) -Funk t ion  

(78) / ( i s )  ~- ale (i --  O, ! 1 . . . .  ) 

15sst sich dann und nu t  dann durch ein K-Polynom f (x)  darstellen, wenn die Folffe 

a -~ (ao , . . . ,  am_l) zyklisch-arithmetisch rood m i s t .  Is t  das der Fall  und fitllt dabei die 

Ordnungszahl der Folge gleich n aus, so ist n zugleich der kleinstm6gliche Grad f a r  f (x )  ; 

ein gewi~nschtes f (x )  von diesem Grad wird durch (75) geliefert, indem man dort f a r  

co , . . . ,  cn die Anfangsglieder der a , . . . ,  A'~a einsetzt. 

Man wende n~mlich Satz 2 auf  unsere Funk t ion  37 mit  a ~ ~ an. Nach  (78) ist 

die Folge (7) dann  und nur  dann  ar i thmet isch  yon  n- te r  Ordnung,  wenn a zyklisch- 

ar i thmet isch  yon  n- ter  Ordnung rood m i s t .  Aus Satz 2 folgt also die ~mur dann(( 

Behaup tung  yon  Satz 14, auch folgt aus ihm, dass ein die Funk t ion  darstel lendes 

Po lynom mindestens vom im Satz 14 genannten  Grade sein muss. 

Den Beweis der iibrigen Behaup tungen  von Satz 14 diirfen wir n u n m eh r  un te r  

der Annahme  fiihren, dass a zykl isch-ar i thmet isch yon n- ter  Ordnung rood m i s t .  

Da  ferner  im Fall  n ~ 0 die Glieder von a mi te inander  rood m kongruen t  sind, d. h. 

es sich um eine kons tan te  F u n k t i o n / h a n d e l t ,  so ist der Satz in diesem Falle  richtig. 

Im  iibrigen Fall  n > 0 setzen wir die Richt igkei t  des Satzes fiir die ~)kleineren(~ n 

voraus.  
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Aus (78) folgt sofort, dass der Funktion A 5 die Folge Aa zugehSrt. Diese ist 

zyklisch-arithmetisch yon der Ordnung n--1 mod m, und so folgt aus der Voraus- 

setzung, dass At]  dureh ein K-Polynom g(x) vom Grade n--1  darstellbar istl weshalb 

man g(x) in der Form (74) annehmen kann. Wegen des Hilfssatzes wird dann f 

durch das K-Polynom f(x) in (75) vom Grade n dargestellt, wofiir auch (76) gilt. 

Wegen der Voraussetzung und des Satzes 13 darf auch angenommen werden, 

dass die Cl, . . . ,  cn in (74) eben die Anfangsglieder yon A a , . . . ,  Ana sind. Hierzu 

kommt noch, dass fiirc onach (76), (78) das Anfangsglied a 0 von a genommen werden 

kann, womit Satz 14 in allen Teilen bewiesen ist. 

w 12. B e w e i s  y o n  Satz  6. 

Um Satz 6 zu beweisen betrachten wir zuerst den Fall d ~ 1. Dann lautet die 

Behauptung des Satzes so, dass sich alle ~(p~)-Funktionen durch K-Polynome mit 

dem Vermittlerring G darstellen lassen. Das ist in der Tat eine Folgerung v o n d e r  

ersten Hi~lfte des Satzes 14 und v o n d e r  zweiten Hiilfte des Satzes 3, und so ist der 

Satz fiir diesen Fall richtig. 

Im allgemeinen Fall handelt es sich um einen Unterring des vorherbetrachteten 

~(p~), dem in der Homomorphie G--- ~(pe) der Unterring dG von G entspricht. Aus 

dem eben bewiesenen folgt also nach Satz 1 die Richtigkeit yon Satz 6 im allgemeinen. 

w 13. B e w e i s  yon  Sa tz  7. 

Um Satz 7 zu beweisen bezeichne R einen beliebigen abgeleiteten Ring von 

K und feine R-Funktion, die der notwendigen Bedingung von Satz 2 geniigt. Wir 

haben zu beweisen, dass dann f d u r c h  ein K-Polynom darstellbar ist (stets mit  dem 

im Satz genannten Vermittlerring). Wir behandeln die im Satz unterschiedenen zwei 

Fi~lle getrennt. 

Erstens sei R ein Unterring ( l l )  von K. Aus der Annahme folgt nach Satz 2, 

dass die Folge f(ir) (i . . . .  , - - 1 ,  0, 1 , . . . )  arithmetisch ist. Bekanntlich gibt es 

dann ein K-Polynom f(x) mit 

(79) f(ir) =](ir) (i = 0, •  : ] :2 , . . . ) .  

Betrachten wir ein beliebiges Element 
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r a  
(80) a : -- (a, b e G) 

b 

in R. Wegen der Annahme und Satz 2 ist die Fo lge / ( i~ )  (i . . . . .  - - 1 ,  O, 1 , . . . )  

arithmetisch, und so gibt es ein K-Polynom g(x)  mit 

(81) g(i) = ] ( i s )  (i = 0, +1,  _+2 . . . .  ) .  

Zun~tchst sei ~ + 0. Wir nehmen auch noeh das Polynom h ( x ) :  g ( X ) z u  Hilfe und 

gewinnen so nach (79)--(81): 

f ( i r a )  : ] ( i ra )  = ] ( ib~ )  ~- g(ib) ~- h( ib~)  -~ h( ira)  . 

Hiernach nehmen die beiden Polynome f ( x ) ,  h (x )  an unendlich vielen Stellen gleiche 

Werte an, folglich sind sie gleich. Insbesondere ftir x -~ ~ ergibt sich also aus (79), (81) : 

f(~) = h(a) ---- g(1) --~](~). 

Dasselbe Resultat  f(a)  ~ f(a)  folgt aus (79) unmittelbar fiir a -~ 0, und so ist Satz 7 

fiir den jetzt betrachteten Fall richtig. 

Zweitens sei R e i n  Ring (12). 

Wir betrachten zuni~chst den Fall (d ---- 1 d. h.) R ~- ~(m). Je tz t  haben wit zu 

zeigen, dass die ~(m)~Funktion ] durch ein K-Polynom mit dem Vermittlerring G 

darstellbar ist. Aus der Annahme folgt nach Satz 2, dass die Folge f ( i s )  (i . . . .  , 

--1, 0, 1 , . . . )  arithmetisch ist. Wie wir oben schon gesehen haben, bedeutet  dies 

mit den Bezeichnungen yon Satz 14, dass die Folge a zyklisch-arithmetisch mod m 

ist. Hieraus folgt nach der ersten H~lfte yon Satz 14 die Richtigkeit yon Satz 7 ftir 

diesen Fall. 

Sei R auch weiterhin ein Ring (12). Wir haben noch zu'zeigen, dass obige R- 

F u n k t i o n / d u r c h  ein K-Polynom mit dem Vermittlerring dG dargestellt werden 

kann. Ffir unseren Ring R kann man den Unterring von ~(m) bestehend aus den 

( m 1 ) n e h m e n ,  und dann l~sst s i e h / i n  der Form Elementen id~ i ~ 0 . . . . .  d 

(82) ide) = ai(de) i = 0 , . . . ,  d 

annehmen mit ganzen a i. Hierdurch wird zugleieh auch eine (eindeutige) ~ ( d ) -  

Funktion 
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g(i~) --~ ai~ 7 i = 0 . . . . .  d 1 

definiert, wobei ~r~ das Einselement in ~1t ~- bezeiehnet. Aus der Annahme folgt naeh 

Satz 2, dass die Folge ai~ (i . . . . .  --1,  0, I . . . .  ) ar i thmetiseh d . h .  die Folge 

a i i ----- 0 . . . .  ' d 1 zyklisch-ari thmetisch mod Dies bedeutet  nach Satz 14, 

dass sich ~ dureh ein K-Po lynom g(x) darstellen li~sst, wofiir dann gilt: 

Setzen wir offenbar dO-haltend. 

Ausserdem gilt 
f ( j )  ~ aid (rood m) ( j  ~ id (mod m)) ,  

und  so stellt f ( x )  wegen (82) die Funk t ion  f (mit dem Vermitt lerr ing dG) dar. Das 

beendet  den Beweis yon  Satz 7. 

w 14. B e w e i s  y o n  S a t z  8. 

Nach der ersten Hiilfte von Satz 4 folgt diejenige yon Satz 8 aus der ersten 

Hiilfte von Satz 14. Die zweite Hi~lfte von Satz 8 li~sst sich dann mit  Riicksicht auf 

(13) so aussprechen: (14) ist die Anzahl aller mod m verschiedenen LSsungen a l , . . . ,  a m 

yon (10). Somit  folgt die l~ichtigkeit von (14) aus dem chinesischen Restsatz,  womit  

wir Satz 8 bewiesen haben. 

w 15. B e w e i s  y o n  Satz  9. 

Wir wollen Satz 9 d. h. die Formeln (15) beweisen. Im  Fall  e ~ 1 gilt bekanntl ich 

g -- p - -1 ,  v -~ 0, und  so ist (15) ftir diesen Fall  richtig, weshalb wit  im folgenden 

e ~ 2 annehmen.  

Nach Satz 14 (angewandt ftir m -~ pe) ist g gleich dem Maximum der Ordnungs- 

zahlen aller ganzzahligen p~-gliedrigen zyklisch-ari thmetischen Folgen rood pe. Mit 

Berticksichtigung yon (38) folgt aus der ersten Hglfte yon  Satz 3, dass dieses Maximum 

gleich dem Fall r ~ e yon  (9) ist, womit  wir die erste Formel  (15) bewiesen haben. 

Es wird be quem die restliche Behauptung  yon Satz 9 (d. h. die zweite Formel (15)) 
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so zu beweisen, dass w i rv  durch (15) definieren, und dann haben wir zu zeigen, 

dass fiir dieses v auch die im Satz 9 formulierte (erste) Definition gilt. 

Bezeichne ] diejenige ~(p~)-Funktion, die an der Stelle 0 gleieh e ist und sonst 

tiberall in ~(pe) verschwindet, wobei e das Einselement yon ~(pe)  bezeichnet. 

Weiter betrachten wir die Menge aller K-Polynome f ( x ) ,  die die Funktion 27 darstellen. 

Es ist klar, dass mit einem solchen f ( x )  durch die Polynome 

pe--I 

~" a i f ( x - - i  ) (ar = 0,.  pe - -1 )  

alle ~(p~)-Funktionen dargestellt werden. Es geniigt also zu zeigen, dass pV das 

Minimum der Nenner ~~ aller f ( x )  aus der betrachteten Menge ist. 

Ein spezielles f ( x )  l~sst sieh nach Satz 14 als 

(83) fo(x)  - -  co~-cl ( 1 ) + . . . ~ - c g ( X g )  (g = e p ~ - - ( e - - 1 ) p ~ - ' - - l )  

angeben, wobei c i das erste Glied yon Air  fiir das p~-gliedrige Folge r ~ (1, 0 , . . . ,  0) 

bezeichnet. (Dabei haben wir beriicksichtigt, dass el nach dem vorigen zyklisch- 

arithmetisch yon der Ordnung g rood pe ist). Bezeichne/~ die Vielfachheit, mit der 

p im Nenner yon fo(x) aufgeht, und ahnliches sollen/~o . . . . .  fLg der Reihe nach fiir 

ci die Glieder ~.(x)i der Summe auf der rechten Seite von (83) bezeichnen. 

Wir  wollen zeigen, dass /~ ~- ~, ist. Hierzu zeigen wir zun~chst 

(84) /~g ~/~o . . . . .  /~r , 

woraus offenbar /~ ~/~g folgt, und dann werden wir nur noch 

(85) /~ - - - -  

zu beweisen haben. Ftir einen Augenblick bezeichnen wit die Zahl (9) mit s. Nach 

Satz 3 gilt 
(86) pr~(Asr , prlAs+'r , (r -~ 1 , . . . ,  e) . 

Aus letzterem folgt 

(87) p~]c i ( r p ~ - - ( r - - 1 ) p  ~-1 ~ i ~ g; r : 1 , . . . ,  e - - l ) .  

Insbesondere gilt also p~-']c a. Andererseits folgt aus (85) (ni~mlich mit r = e), 

dass die Glieder yon Agel miteinander kongruent abet ~ 0 (rood pe) sind, und so 

gilt genauer 
(88) p~-~l Icg. 

Bezeichne i* die Vielfachheit, mit der p in i! aufgeht. Aus der obigen Definition 
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yon  #~ = der Vielfaehheit  yon  p im verkt i rz ten  Brueh  folgt  sofort  

(89) /~i ~ i* (i = 0 , . . . ,  g ) ,  
und  wegen (87) gilt sogar 

(90) /~i ~ i* - - r  (rpe--(r--1)p e-1 ~ i ~ g; r = 1 , . . . ,  e - - l ) .  

Insbesondere  gilt nach (88) genauer  

(91) #g ~- g* - - ( e - -1 )  . 

Zum Beweis yon  (84) gentigt es wegen (89)--(91),  wenn wir 

g * - - ( e - - l )  ~ i* - - r  ( rpe- - (r - - l )p  e-1 ~ i ~ (r~- l )pe--rpe- l - -1;  r -~ 1 . . . . .  e - - l )  , 

g* - - ( e - -1 )  ~ i* (0 g i ~ pe--1)  

zeigen. Es genfigt dies offenbar  nur  ftir das grSsstmSgliche i des jeweiligen Interval ls  

zu tun,  u n d  dann  handel t  es sich einfach u m  den Beweis von  

g*- - (e - -1 )  ~ ( ( r+l )pe - - rpe - l - -1 )* - - r  (r = 0 . . . .  , e - - l ) .  

Beim VergrSssern yon  r um 1 vergrSssert  sich die rechte  Seite mindestens  um 

p ~ - l p e - :  1 ( ~  0), w~chst also mi t  r mono ton  zu. Ffir r ~ e - -1  sind beide Seiten 

(nach (15)) gleich, won/i t  wit  (84) bewiesen haben.  Ausserdem folgt (85) aus (15) 

und (91), womit  die Behaup tu n g /~  ~ v bewiesen ist. 

I s t  a eine ganze Zahl, 'die ~ 1 (rood p~) ist, sogehSrt afo(x) unte r  den (obiges f 

darstellenden) Po lynomen  f(x).  Man kann  a so w~hlen, dass der Nenner  yon  afo(x ) 

gleich p~ ist. Wenn  wir also beweisen, dass der Nenner  yon  jedem f (x)  (aus der 

be t r ach te t en  Menge) durch p~ tei lbar  ist, so werden wir wegen # ~ v auch schon 

Satz 9 bewiesen haben.  

Wir  schicken folgende Bemerkung  voran.  H a t  

(92) ao+al(x)l  + . . . ~-an(X)n 

ra t ionale  Koeff iz ienten  a i u n d  ist der Nenner  eines Gliedes ai(x)i durch  eine ganze 

Zahl /c  tei lbar,  so ist der Nenner  von (92) ebenfalls du rch /c  teilbar.  Die Richt igkei t  

folgt sofort  daraus,  dass das Po lynom (x)i ganzzahlig und  v o n d e r  F o r m  xi-~ �9 �9 ist. 

Nunmehr  setzen wir  fiir das beliebige Po lynom f (x)  aus der be t r ach te t en  Menge 

f(X) ~-- d{) -+-dl(1)~. -~  
i 
Wegen der ers ten H~lfte  yon  Satz 9 muss n ~ g sein. Wel ter  folgt aus Satz 13, 

dass d a ~ c a (mod pe) gelten muss. Hiernach  und  nach (88) en tha l ten  d a, c a dieselbe 
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, d (x) (wiodorvon Potenz  von p, und so folgt bUS dem obigen, dass der Nenner  yon  g g 

g(gx) _) dureh pZ te i lbar  ist. Da  f(x)yon der F o rm  (92)ist,  so ha t  dies nach der e vorange- 

schickten Bemerkung  zur Folge, dass auch der Nenner  yon f ( x )  durch p~ tei lbar  ist, 

womit  wir Satz 9 bewiesen haben.  

w 16. B e w e i s  y o n  S a t z  10. 

Um Satz 10 zu beweisen nehmen wir zuerst  (16) an. Da die a i in (13) nu r  rood 

m bes t immt  sind, so daf t  angenommen werden, dass (16) sogar rood i! gilt. 18 Dann  

liefert die Formel  (27) fiir n ~-- m - -1  ein G-Polynom f ( x )  mit  f ( i )  ~ ai (i ~ 0 , . . . ,  

m - -  1), und so stellt  dieses f ( x )  die Funk t ion  (13) dar.  Dies beweist die ~dann(( Behaup-  

tung  von Satz 10. 

Nehmen  wir umgekehr t  an, dass die Funk t ion  (13) durch ein G-Polynom f ( x )  

dargestel l t  werden kann.  Dann  gilt 

(93) f ( i )  ~ ai (mod m) (i = 0 . . . . .  m - - l ) .  
Setzen wir 
(94) f ( i )  = c~ (i = O, 1 . . . .  ) ,  

so gilt (Formel  (27)) 

(die reehte  Seite br ieht  mi t  einem G!iede ab), woraus 

c~-(~l)e~_l+...+(-1)%--O (rood i,) 

folgt. Dies gilt mod (m, i!) noeh mehr,  und da wegen (93), (94) c i ~ a i (mod m) 

( i - - 0  . . . .  , m - - l )  gilt, so sind die Kongruenzen  (16) erffillt. Das beweist die ~mur 

dann(~ Behaup tung  von Satz 10. 

Um aueh (17) zu beweisen, haben wir nu r  zu zeigen, dass (17) der Anzahl  aller 

mod m versehiedenen LSsungen a o . . . . .  a~_~ (a i = 0 , . . . ,  m - - l )  yon (16) gleieh ist. 

In  der Ta t  lassen sieh a 0 , . . . ,  am_ ~ der Reihe naeh auf  

m m 

(~, 0 ! ) " ' " (~ ,  (~-1)!) 

s 

a s Das sieht man  so ein. Die a i ( i  ~ 0 . . . . .  m - -  1) lassen sich nacheinander  gegen so]che a i ~ a i ~.~ m x i  

( x i  E G)  austauschen,  fiir die die entsprechende Kongruenz  (16) schon rood i! gilt. Die lineare Kongruenz  

- ~ ( - - 1 ) i a ~ 0  (mod i~) 

lasst sich n~mlich wegen (16) for  das Unbekann te  x i auflSsen. 
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Ar ten  (rood m) so w~hlen, dass (I6) erftillt wird, womit  wit  (17) und  auch Satz  10 

bewiesen haben.  

w 17. B e w e i s  yon Satz 11. 

I m  Satz 11 hande l t  es s ich um die Frage,  wann  durch  (18) ein G-Polynom f(x) 
charakter is ier t  wird. Vor allem ist hierzu notwendig,  dass . . . ,  a_l, a 0, a 1 . . . .  eine 

a r i thmet i sche  Folge yon  einer Ordnung n i s t .  I s t  dies der Fall, so zeigt (27), dass 

die gestellte Frage  mi t  der wei teren Bedingung 

(Aiao = ) a  i -  a~_l~--.--{-(--1)~a0 ~ 0 (mod i[) (i = 0, 1 . .) 
1 ~" 

bean twor t e t  ist. Fi ir  i ~ n ~ l  verschwindet  die linke Seite, und  so muss nur  (19) 

geforder t  werden,  womi t  wir Satz 11 bewiesen haben.  

16. Acta mathematica, 82. Imprim~ le 9 mars 1950. 


