BESTIMMUNG DER DISKRIMINANTEN ALGEBRAISCHER
KORPER.

Vox

OYSTEIN ORE

in OsLo.

In den beiden Arbeiten: »Zur Theorie der algebraischen Korper»' und
»Weitere Untersuchungen zur Theorie der algebraischen Kérper»® habe ich eine
algebraische Methode angegeben, wodurch man in einem vorgelegten Korper
immer die Primidealzerlegung einer Primzahl bestimmen kann.

Die vorliegende Arbeit bildet eine Fortsetzung der eben erwithnten Arbeiten,
indem ich mich hier zu verschiedenen anderen Aufgaben in der Theorie der alge-
braischen Korper wende. Es soll hier eine einfache Methode zur Bestimmung der
Korperdiskriminante angegeben werden, wodurch man immer die genaue Potenz
bestimmen kann, in welcher eine vorgelegte Primzahl die Korperdiskriminante
teilt. Weiter soll gezeigt werden, wie man fiir ein jedes Primideal ein Funda-
mentalsystem aufstellen kann, und wie man daraus ein Fundamentalsystem fiir
die zugehorige Primzabl ableitet. Sogleich gebe ich eine einfachere Form fiir
die in den oben erwihnten Arbeiten gegebene Darstellung der Primideale. Aus
diesen Untersuchungen folgen auch verchiedene interessante Sitze iiber die Zu-
sammensetzung von Gleichungsdiskriminanten und Indizes fiir algebraische Zahlen.

Diese Abhandlung ist wihrend meines Aufenthalts als Stipendiat an dem
mathematischen Institute, Stockholm, geschrieben worden, und ich bringe dem
Direktor des Instituts, Herrn Professor Mittag-Leffler, meinen herzlichsten Dank
fiir die dadurch entstandene Erleichterung meiner Arbeit dar.

! Acta mathematica, 44. Diese Arbeit soll im Folgenden mit A bezeichnet werden.
? Acta mathematica, 46. Diese Arbeit soll im Folgenden mit B bezeichnet werden.
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Kap. 1. Bestimmung der Fundamentalsysteme.
§ 1.

Fundamentalsysteme fiir Primideale und Primzahlen.

Es sei ein algebraischer Korper P(J) n'*® Grades gegeben. Die Zahl &
soll ganz algebraisch angenommen werden und geniigt folglich einer Gleichung

f@=a"+a, . 2" '+ - +an=o, ()

wo die Koeffizienten

alyag,...an

ganze rationale Zahlen bedeuten.

Im Folgenden soll immer p eine rationale Primzahl bezeichnen und weiter
p ein Primideal f** Grades sein, das in p aufgeht.

Ein System von f ganzen Zahlen des Korpers

N> Yy - - Yy
soll ein Fundamentalsystem fiir das Primideal p heissen, wenn die p/ Zahlen

a.m+tag. et tay (@=o,1,...,p—1)

ein vollstindiges Restsystem (modp) bilden, d. h. wenn @ eine beliebige ganze
Zahl des Korpers bedeutet, so ist

a=0b,.n+by.n+ -+ br.7 (mod ),

wo die Zahlen b; eindeutig aus der Reihe o, 1,...p—1 bestimmt sind.
Aligemeiner soll gesagt werden, dass, wenn P ein Idealteiler von p ist und
NP=yp* die k Zahlen

Ny Nes -+ - Nk
ein Fundamentalsystem fiir P bilden, wenn die p* ganzen Zahlen
ay.mtay.mt - tar. M (@=o,1,...p—1)

ein vollstiindiges Restsystem (mod P) bilden.
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Wenn nun p¢ ein Idealteiler von p ist, so kann man aus einem Fundamen-
talsysteme fiir p leicht auch ein Fundamentalsystem fiir das Ideal p¢ ableiten.
Wenn nimlich

Y1 Y2y - Ve—1 (2)

ein System von ganzen Zahlen des Korpers bezeichnet, wo allgemein y; durch
p* genau teilbar ist, so bilden die Zahlen

Ny Bas - 0LV NP1 N2 o V1N o s Ve—1 M1y Yem1 T2y - - - Ye—17)f

ein Fundamentalsystem fiir pé.
Um dies nachzuweisen, braucht man nur zu zeigen, dass eine lineare Summe
mit ganzen rationalen Koeffizienten von diesen Zahlen, also eine Zahl von der Form

J f S
a=Danty Q. g+ tye Dalf. g,
=1 i=1 i=1
nur dann durch p¢ teilbar sein kann, wenn die ganzen rationalen Zahlen gl alle

durch p teilbar sind. Da aber ¢ auch durch p teilbar sein muss und die Zahlen
(2) alle durch p teilbar sind, so folgt

J
mez o (mod p),

=1

und somit sind alle a; durch p teilbar. Diese letzte Summe ist daher auch sicher
durch p¢ teilbar. Dann folgt weiter, dass man auch

i
2.3, af). =0 (mod p)
i=1
haben muss, und da y, genau durch p teilbar ist, wird auch
I
D). 5= o (mod y),
i=1

folglich werden alle a{V durch p teilbar, usw.

Ein System
YT T (3)

39—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 avril 1925.
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von n ganzen Zahlen des Korpers soll ein Fundamentalsystem fiir die Primzahl p
heissen, wenn die p® Zahlen
a, A tashy+ - Fanin (@i=o0,1,...p—1)

ein vollstindiges Restsystem fiir p bilden. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass die Zahlen (3) ein Fundamentalsystem fiir p bilden, kann
man auch so ausdriicken, dass sie (mod p) linear unabhingig sind, d. h. dass eine

Kongruenz
a A+ aghy+ - +an Ay = 0 (mod p)

mit ganzen rationalen Koeffizienten nur dann bestehen kann, wenn alle a; durch
p teilbar sind.
Man kann aber diese Bedingung etwas umformen. Wenn nidmlich

Wy, Wy, ... Wn
eine Minimalbasis des Korpers ist, so hat man
}'1 =b 1w +bawet + b1, n wa,
}., = b3,1 W, +b 2wyt - + b2, n @n,
}'n= bn'1w1+bn,2w2+ T +bn,n(Un,
wo die Koeffizienten b;; ganz rational sind. Die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir ein Fundamentalsystem fiir » wird dann, dass der Index

b, bis, .. by,
k(]'lv ]'2; s l'n)= bﬂ,l, bz,z, ‘e bg,n’

bn,ll b-n'2, .. bn’n

nicht durch p teilbar ist. Bedeutet d die Korperdiskriminante, so folgt aus der

Relation
ARy dg,y . dn)=F (A, 2, ... ). d,

dass die Primzahl p in der Korperdiskriminante und in der Diskriminante
A (A, Ay, . .. Ay) des Fundamentalsystems fiir p in derselben Potenz aufgeht. Um
daher die Potenz zu bestimmen, in welcher p in der Korperdiskriminante auf-
geht, braucht man folglich nur ein Fundamentalsystem fiir die Primzahl p zu
kennen.
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Hs ist eben gezeigt worden, wie man aus einem Fundamentalsysteme fir
das Primideal p ein Fundamentalgystem fiir p¢ herleiten kann. Ist aber

p=pip?... 90, Npi=p"

die Primidealzerlegung von p, so kann man, wenn die Fundamentalsysteme fiir
p:i ((=1,2,...5) bekannt sind, auch ein Fundamentalsystem fiir p herleiten.

Man kann nimlich solche ganze Zahlen II; des Korpers bestimmen, dass II; durch
das Ideal

e ey €; €,
p‘...piz_llpzﬂ...p*’,

1 i+1 s
aber nicht durch p; teilbar ist. Wenn dann die Zahlen
ﬂ(f), ﬂf), cee vf,?fz, (t=1,2,...9)
ein Fundamentalsystem fiir p:" bilden, so sind die Zahlen

(® () (2) .
mnfyﬂi"h,---m-ﬂeifi (Z=I,2,...S)

ein Fundamentalsystem fiir p. Denn eine Zahl «, welche eine lineare Summe
mit ganzen rationalen Koeffizienten von diesen Zahlen ist, hat die Gestalt

et €Sy e s
a=1II, 2 a;}) . 77}1) + 1, 2 a;?) »,7(2) + -4+, Z a}s) n;_s)_
j=1 j=1 j=1

Wenn nun ¢ durch p teilbar sein soll, miissen alle Koeffizienten 4{? durch p teil-
bar sein. Da nimlich ¢ auch durch das Ideal p:i teilbar sein muss und da alle

Zahlen II,, IL,, ... IT; ausser II; durch n;" teilbar sind, so folgt

@ r;

IL 3, 6. g = o (mod p,?)
j=1

und daraus, weil IT; nicht durch p; teilbar ist,

& fi

Z af?. = o (mod p%).

j=1

Da aber die Zaklen n;.i) ein Fundamentalsystem fiir p;* bilden, so folgt aus die-
gser Kongruenz, dass alle af) durch p teilbar sein miissen.
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§ 2

Bestimmung der Primideale.

Wie in der Arbeit A gezeigt worden ist, kann man nun die Primideal-
zerlegung einer vorgelegten Primzahl p in der folgenden Weise bestimmen.
Es gei

Sx)= @ (@) s (x)7 . .. @, () (mod p) (4)
die Primfunktionzerlegung von f(z)(mod p), wo die Primfunktion ¢;:(x) die Form

(@

m;

pi(x)=am+aP . g™+ +g
hat. Dann folgt zuniichst aus (4), dass man fiir p die Idealzerlegung

P=0a;.05...0 (5)

hat, wo keine der Ideale a; Einheitsideale sind. Weiter ist
a:=(p, g: ($)%) (f=1,2...8),

und diese Ideale sind alle u einander relativ prim.
Um eine weitere Zerlegung des Ideals a==(p, ¢ (#)°) zu bestimmen, bildet
man die Entwicklung (p, @ (z)) von f(x)

t
f=> Q@) .r%. @) (6)
=0
Dabei bedeutet also @ (x) eine Primfunktion (mod p) vom Grade m und @;(x) ein
Polynom ho6chstens vom Grade m—1. Weiter soll der Exponent o; so gewihlt
sein, dass @:(x) den Zahlenfaktor p nicht enthilt, und endlich ist

-[2l

Zun den Punkten (t—7,a;) konstruiert man dann das zugehorige Newtonsche
Polygon. Da vorausgesetzt wird, dass @ (x) (modp) in f(x) aufgeht, so wird
sicher ein Teil dieses Polygones oberhalb der X-achse liegen. Dieser Teil soll das
Hauptpolygon (p, @ (x)) genannt werden, und seine Seiten seien mit

8, Sgy ... Sk
bezeichnet,.



Bestimmung der Diskriminanten algebraischer Kéorper. 309

Weiter seien bzw.
L.,
und
hi, h,...°e

die Projektionen dieser Seiten auf die X-achse und Y-achse. Die Neigung ¢:
der Seite S gegen die X-achse ist dann durch

hs

()

bestimmt. Der grisste gemeinsame Faktor der Zahlen [; und h; soll mit &
bezeichnet werden, folglich ist
li =& . li,
(t=1,2,...k)
hi= & . K,
wo A; zu w; relativ prim ist. Da die Seiten des Polygones stindig wachsende
Neigungen besitzen, so ist aach

11<3-2< <lk (%)

Weiter ist in A der Faktor f;(x) der ¢*» Seite S; definiert worden als

filw) =@ @ %+ 8% (). p. @)% %+ +89(x) . pti ®)

Diesen leitet man nach A Kap. 2, § 4 einfach aus der Summe der Glieder in
(6) ab, fiir welche die entsprechenden Punkte auf §; liegen. Den Faktor (8) der
Seite §; zerlegt man dann weiter in Primfaktoren fir diese Seite, also

Fil@)=10@).f9@). ../ ) mod 5), (9

wo allgemein
PR =p @ %+ 5150) p p@ED Ik o8y (o) g (ro

eine Primfunktion der s#te® Seite ist.
Setzt man

Sile, y) =y + 80 (2). g5+ - + 8V(a),
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so bedeutet die Zerlegung (g), dass eine Kongruenz
Jilw, y)=f0,9). [, y) .. . fi)w, y) (modd p, @ (2))
besteht, wo allgemein

. & i el — .
SR g)=y + 80 @y 7+ + 8, ()
J

eine Primfunktion (modd p, ¢ (x)) bedeutet. Man sieht auch leicht ein, dass die

Formeln
(. @ (x)‘f) _fil#)
ﬂ (x’ pxi phi
und
@) @ @*) _ f}i) (;v)
f] Z, pxi - e(.[).at'
b
bestehen.

In der Arbeit B habe ich nun die folgende Definition gegeben: Die
Gleichung f (%) = o fiir eine ganze Zahl des Korpers wird reguldr ¢n Bezug auf
p genannt, wenn erstens f(x) irreduzibel und vom Grade 7 ist, und wenn zweitens,
wenn ¢ (z) eine Primfunktion (mod p) bedeutet, welche in f(z) (mod p) aufgeht,
die Primfaktoren in der Zerlegung (9) fiir jede Seite verschieden sind.

- In B ist weiter gezeigt worden, dass es in jedem Koérper und fiir jede
Primzahl p unendlich viele regulire Gleichungen gibt, und es ist daher keine
Einschrinkung der Allgemeinheit der Untersuchungen, wenn ich im Folgenden
fiir die Untersuchung eines algebraischen Zahlkérpers eine reguldre Gleichung
zu Grunde lege.

Wenn die Gleichung f(x) = o im Folgenden als eine regulire Gleichung in
Bezug auf p angenommen wird, kann man nach A die Primidealzerlegung der
Primzahl p einfach bestimmen.

Ein Idealteiler a = (p, ¢ (9)°) von p in der Zerlegung (5) hat nimlich dann
die Primidealzerlegung

a=(p®. p{. . pl)u. (p@ .. p@Ye . (0 )R, (11)
wo das Primideal pl vom Grade &{. m ist, also

Np)=pi ™
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Aus (11) folgt dann durch Multiplikation der Ideale a; nach (5) die Primideal-
zerlegung von p.

In A, Kap. 4, § 4, habe ich auch eine Darstellung eines Primideals pf’ als
grossten gemeinsamen Faktor von gewissen Hauptidealen gegeben. In den fol-
genden Paragraphen werde ich mich mit diesen Untersuchungen iiber Primideale
beschiiftigen und zwar zeigen, wie man ihnen eine einfachere und fiir meine fol-
genden Untersuchungen bequemere Form geben kann.

§ 3.

Zerlegung einer reguliren Gleichung fiir Primzahlpotenzmoduln.

Ich werde mich hier mit der Zerlegung des reguliren Polynoms f () fiir einen
Primzahlpotenzmodul beschiftigen, und zwar zeigen, wie man diese Zerlegung ein-
fach aus dem Polygone und den Primfaktoren der Seiten herleiten kann.

Aus der Darstellung (4) von f(z)(mod p) folgt nach einem Satze von
ScHoENEMANNY, dass auch fiir jeden Primzahlpotenzmodul p¥ eine Zerlegung

Sfl@)=F,(x). Fy(x) ... Fs(x) (mod p¥) (12)
besteht, wo allgemein

F;(x)=@:(x)% (mod p) . (13)

Nach (12) kann man daher immer das Polynom f(x) in der Form
f@)=F (). F,(@)...F,()+p". N(z) (14)

schreiben, wo N(x) ein Polynom von hochstens (n—1)te™ Grade ist. Fiir die
folgenden Untersuchungen denke ich mir in (14) den Exponenten M fest gewihlt
und zwar grosser als eine gewisse untere Grenze, die durch die folgenden Unter-
suchungen bestimmt wird.

Es sei F(x) einer der Faktoren (12) von f(x)(mod p¥) und nach (13)

F(z)=gp ()¢ (mod p) . (15)

Ich bilde nun das Polygon (p,¢(x)) von F'(x). Dieses Polygon S wird,
wie man leicht wegen (15} sieht, ein Hauptpolygon.

! SCHOENEMANN: Crelles Journ. 82. 8. 98.
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Wenn im Folgenden in (12) der Exponent M grosser als die Ordinate a: des
hochsten Punktes (£, @) in dem Polygone (p, ¢ (z)) von f(x) gewihlt wird, sieht
man einfach nach A ein, dass das Polygon S von F(z)(p, ¢ (z)) gleich dem
Hauptpolygone von f(x)(p, e (x)) wird. Weiter bemerkt man auch, dass die
Faktoren der Seiten gleich den entsprechenden Seitenfaktoren in dem Haupt-
polygone von f(x)(p, ¢ (x)) sind, und folglich auch einfach aus der Entwicklung
(p,p(x)) von f(x) bestimmt werden konmen. Fiir die praktische Anwendung
ist diese Bemerkung insofern von Nutzen, dass man fiir die Bestimmung der
Faktoren der Seiten die Zerlegung (12) nicht wirklich auszufithren braucht.

Die Faktoren der Seiten fiir F{x) sollen also durch die Formel (8) gegeben
sein, und die Zerlegung in Primfaktoren fiir die entsprechende Seite ist dann
weiter durch (9) und (10) bestimmt, und da f(z) regulir vorausgesetzt ist, sollen
alle Primfunktionen (10) fiir dieselbe Seite verschieden sein.

Nach A, Satz 5, kann man daher auch schreiben,

F@)=/fil@). £,(@)... fi(x)(mod S)

indem man unter dieser Kongruenz versteht, dass in der Differenz

Fla)—fil). fr @) ... filx)

alle reprisentierenden Punkte oberhalb S liegen. Man kann dies auch so ans-
driicken, dass fir F(x)(mod S) eine Zerlegung in Faktoren bestebt und zwar
derart, dass das Polygon eines Faktors gleich einer Seite S; von § ist.

Daraus folgt aber nach A, Kap. 2, § 6, dass fiir alle Primzahlpotenzmoduln
p¥ eine Zerlegung

Fl)=0,(z). ®,(z) ... O(z) (mod p¥) (x6)

besteht, wo auch das Polynom @;(x) das geradlinige Polygon S; besitzt und
ausserdem

@; (z) = f;(x) (mod S;).

Den Faktor @;(x) kann man aber weiter in Faktoren (mod p¥) zerlegen,
da nach (g)

Oi(2) =P @). f9 (@) . .. /) (@) (mod &)

Aus dieser Kongruenz folgt nimlich nach A, Kap. 2, § 6, dass auch immer die
Zerlegung
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@; (x)=0 (x) . DY (x). .. d)g) (x) (mod p)

besteht. Hier ist das Polygon S von @ (z) gleich dem Polygone von fJ (v),

also geradlinig und von der Neigung %’ - Ausserdem sind die beiden Polynome

fiir diese Gerade SJ(.’" kongruent, also
@Y (z)=f}" () (mod SJY). (x7)

Man sieht leicht ein, dass dadurch auch eine Zerlegung von @;(z) in
irreduzible Faktoren (mod p¥) gefunden ist, wenn nur der Exponent M grosser
als die frither angegebene Grenze ist. Denn nach dem Satze, dass das Polygon
eines Produkts aus den Polygonen der Faktoren zusammengesetzt ist,' folgt, dass
O (z) (mod p¥) irreduzibel sein muss. Wenn niimlich @ (x) reduzibel wiire,

miisste ein Faktor auch ein Polygon (p, ¢ (x)) mit der Neigung ﬁ besitzen, und

daraus wiirde folgen, dass @ (z) auch fiir das Polygon S{? reduzibel wire, was
nach (17) nicht moglich ist, da mnach der Voraussetzung fj(.") (z) eine Primfunk-
tion fir die 7' Seite war.

Man hat folglich den interessanten Satz:

Satz. 1. Wenn f(x) tn Bezug auf dve Primezahl p reguldr ist, besteht fiir
jeden Primeahlpotenzmodul p¥ die Zerlegung

f@)=F,(x). F;(z) ... Fs(x) (mod p¥),
wo weiter fiir einen Fakior Fy(x)
Fla)=0,(x). 0,() ... O(x) (mod p¥).
Ein Faktor @;(x) hat dann weiter die Zerlegung
D; (x)=0 (z) . @Y (x) . .. (D,E? (z) (mod p¥),
wo fiir einen Faktor @Y (x) die Kongruenz (17) besteht. Wenn der Exponent M ge-
niigend gross gewdhlt wird, so ist der Faktor @Y (x) (mod p) irredusibel.

Wenn
h=h1+h2+ e +hk

! OrE, O: Zur Theorie der Irreduzibilitdtskriterien. Math. Zeitschr. Bd. 18. 8. 285.
40~—2464. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 avril 1926.
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die Ordinate des hochsten Punktes in dem Polygone (p, p (z)) von f(z) ist und H
die grosste der Zahlen A, so wird, wenn M > H gewihlt wird, die Zerlegung des
Satzes 1 eine irreduzible. .

Wie man leicht einsieht, ist die Zerlegung (mod p*) des Satzes 1 im allge-
meinen nicht eindeutig fiir den Modul p¥. Eine genauere Untersuchung zeigt
aber, dass es eine solche feste Zahl h gibt, dass diese Zerlegung (mod p¥) fiir
den Modul p¥—* eindeutig wird.

§ 4.
Hilfssiitze.

Aus der Kongruenz (12) folgt nun, wenn z=9 gesetzt wird,
F,(9).F,(9)... F:(3)=0 (mod p¥), (18)

und hier konnen zwei Zahlen F;($) und Fj(9) keinen gemeinsamen Primideal-
divisor p besitzen, der gleichzeitig in p aufgeht. Denn es ist ja nach (13)

Fila)=g: (), F;x)=p;(x)% (mod p),

und der gemeinsame Primidealfaktor p muss daher auch in den Zahlen ¢;:(9)
und @;(#) aufgehen. Dies ist aber nicht méglich, weil man immer solche Poly-
nome A (r) und B(x) bestimmen kann, dass

@i (@) . 4 (x)+ @; () . B (z)=1 (mod p),

woraus fiir x=+9 folgen wiirde, dass auch 1 durch p teilbar wire.
Es sollen nun die Primideale untersucht werden, welche gleichzeitig in p
und ¢(J) aufgehen, wo ¢ (z) eine Primfunktion (mod p) bezeichnet, welche in f(x)
aufgeht. In A, Kap. 3, § b ist gezeigt worden, dass es immer solche gemein-
same Primideale p gibt. Man erkennt ferner leicht, dass, wenn p ein Primideal
ist, wofiir
@ ()=p=0 (mod v),

eine Zahl h(9), wo h(x) ein beliebiges Polynom in z bedeutet, nur dann durch p
teilbar sein kann, wenn h(z)=o (modd p, ¢ (x)).
Es sei jetzt
=9.9
@ (3)=p".p,
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eine Idealzerlegung von p und ¢(3), wo die Ideale p, und P, nicht durch p teil-
bar sind. Nach A, Satz 16 folgt aber dann, dass die Relation

b3 lz
o (19)
besteht, wo ¢ eine der Zahlen 1, 2, ... k bedeutet. Im Folgenden soll p ein Prim-

ideal der " Seite genannt werden, wenn fiir die Exponenten s und ¢ die Glei-
chung (19} erfiillt ist. Da aber unter der Voraussetzung, dass f{z) regulir ist,
die Primidealzerlegung von p durch (1) bestimmt ist, wird s=4; und folglich
t=wx;. Fir ein Primideal der s*» Seite ist daher p durch p*, @ ($) durch p* genau
teilbar.
Daraus folgt nach (11), dass man fiir p(J) die Primidealzerlegung
P (@)=, ... plye  (p@, ... pPya .. (p®, ... pg;))"k . D (20)

hat, wobei das Ideal @ zu p relativ prim ist.

Aus (18) folgt nun, dass ein Primideal p, das gleichzeitiz in p und ¢;(9)
aufgeht, auch in F;(3) in einer beliebig hohen Potenz aufgehen muss, wenn der
Exponent M hinreichend gross wird.

Im Folgenden werden sehr oft Zahlen untersucht, welche von der Wahl
der Exponenten M abhingen, z. B. F;(3), @:(9), @ (3) und daraus abgeleitete
Grossen. Der Kirze wegen werde ich dann sagen, dass ein Primideal p in einer
beliebig hohen Potenz in einer solchen Zahl A aufgeht, wenn man durch eine hin-
reichend grosse Wahl des Ezxponenten M erreichen kann, dass auch A durch eine
beliebig grosse, vorgeschriebene Potenz des Primideals b teilbar wird.

In dieser Bezeichnung kann man also sagen, dass, wenn p ein gemeinsames
Primideal fir p und ¢:(9) ist, F;($) durch eine beliebig hohe Potenz von p
teilbar ist. Aus der Kongruenz (16) folgt aber weiter

F)=0,(9). D;(9) ... ®(3) (mod p¥), (21)

und dies zeigt, dass auch mindestens eine der Zahlen @;(9) durch das Primideal
p in einer beliebig hohen Potenz teilbar ist. Im Folgenden soll gezeigt werden,
dass allgemein die Zahl @;{(3) alle Primideale der st® Seite

W =12, 0

in beliebig hohen Potenzen enthalten muss.
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Wenn nun p? ein beliebiges Primideal der st Seite ist, so geht also p® in
p in der Potenz A; und in ¢ (9) in der Potenz x; auf. Es soll nun untersucht
werden, in welcher Potenz p!¥ in einer Zahl @;(9), j>¢, aufgeht.

Da @;(3) das geradlinige Polygon 8;(p, ¢ (z)) hat, so kann man annehmen,
dass dieses Polynom die Gestalt (A. Kap. 2. § 5)

—

hj 2 hj

D;(2)=p (@) + 4,9 (@) .p2 @i T+ A40a) pL+ o+ A @) .Y (22)

hat,' wo die Koeffizienten A (z) Polynome von héchstens (m—i)te™ Grade sind.
Die Gliedersumme in @;(x) fiir welche die reprisentierenden Punkte auf dem
geradlinigen Polygone S; fiir @;(x) liegen, ist dann durch

9@ Y+ 40 @) . p9. @@V + 4@ P @ @) T+ + A ) pY

gegeben, und da nach § 3 diese Summe kongruent fj(z) (mod §)) ist, so kann

man allgemein

A7 (@)=8Y (z) (modd p, p ()
annehmen. Dies zeigt speziell, dass

4f) (2)= 89 @)==0 (modd p, g (z)

sein muss.
Setzt man nun in (22) x=&, so wird ein Glied

thy
Y

APS) . p T )
durch

thy
e —tex

o (23)
teilbar, und der Exponent in (23) ist grosser oder gleich

th; o3

' Wenn s eine reelle positive Zahl bedentet, soll das Symbol z die kieinste ganze rationale
Zahl bezeichnen, welche grosser oder gleich 8 ist.
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Wenn daher hier ¢<<j ist, so wird nach (7}

x5 b7

PR

und folglich ist der Exponent in (23) fiir {=o0 am kleinsten, und zwar gleich x; . J;.
Da das Glied ¢ (9)% auch wirklich genau durch diese Potenz von @ teilbar ist,

npels
wird also @;(9) genau durch p¥ ° teilbar.
Wenn aber 7>j ist, wird

b %
X ¥%

Y A ¥

und der Exponent in (23) ist daher fiir {=J; am kleinsten und zwar gleich A; . A;.
Da auch das Glied

{0 hy
A5(9).p
genau durch diese Potenz von p¥ teilbar ist, wird in diesem Falle @;(8) genau

A By
durch p®° ~ teilbar.
Es ist daher bewiesen:
Satz. 2. Wenn 9 ein Primideal der i** Seite ist, so wird die Zahl @;(F)

durch p9 genaw in der Potenz p® ° teilbar, wenn i>j. Wenn i<j ist, wird @;(9)

%1
genay durch nwz ! teilbar.

Das Produkt der Zahlen
D9 ... Dr(9). Disa(9). .. Du(P)
enthiilt daher p@ genau in der Potenz

(Rythgt e e Fhg_ )2+ Uy Flpg o i) %

pld)

und da der Exponent hier fest bestimmt ist, sofolgt aus (21), dass man den Expo-
nenten M so gross wiithlen kann, dass @;(%) durch p® in einer beliebig vorgeschrie-
benen Potenz teilbar wird, d. h. @;(9) ist durch alle Primideale der zt® Seite in
beliebig hohen Potenzen teilbar.
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§ s

Bestimmung der Fundamentalsysteme fiir Primideale.

Zunichst werde ich hier einige Hilfsgrossen aufstellen, welche fiir die
spiteren Untersuchungen notwendig sind.

Bezeichnet man mit IT(x) das Produkt aller Faktoren F;(x) in (12), welche
nicht durch die Primfunktion ¢ (z) (mod p) teilbar sind, so ist die Zahl I1 ($) ganz
und durch eine beliebig hohe (von M abhiingige) Potenz eines jeden Primideal-
faktors p von p teilbar, der nicht in dem Ideal (p, ¢ (3)) aufgeht.

Daraus siecht man auch leicht ein, dass die Zahl

N, 1xﬂ(‘9')'ﬂ#‘)
P

gaunz ist. Um dies zu zeigen, braucht man nur nachzuweisen, dass ein Primideal
p immer in einer ebenso hohen Potenz im Zihler wie im Nenner p™ aufgeht.
Ein Primideal p von p, das nicht in (p, ¢ (9)) anfgeht, geht sicher in IT(9) in
einer hoheren Potenz als in p™ auf. Ein Primideal, das in (p, ¢ (3)) aufgeht, und
zur ersten Seite gehort, geht nach § 4 in @, (x) in einer beliebig hohen Potenz,
im Nenner aber nur in der bestimmten Potenz ,.h, auf. Wenn zuletzt p¥ ein
Primideal der s'" Seite ist, geht es nach Satz 2 in @,(9) genau in der Potenz
A¢.h, auf, und da der Nenner auch genau durch diese Potenz teilbar ist, wird
N, ganz, aber nicht durch p® teilbar.

Die Zahl N, ist also ganz, und wenn p ein Primidealteiler von p ist, der
entweder nicht in (p, ¢ (9)) aufgeht, oder in (p, ¢ (9)) aufgeht und zur ersten Seite
gebort, so ist N, durch eine beliebig hohe Potenz von p teilbar. Wenn aber p
in (p, p(9)) aufgeht und zu einer der Seiten S, S;, ... St gehort, so ist N nicht
durch p teilbar.

Diese Bemerkungen sollen nun in der folgenden Weise verallgemeinert werden:

Satz 3. Die Zahlen

N—-11(9), Ne—nt(9) 2L DL O e ol )

sind alle ganz, wnd wenn p ein Primideal von p ist, das entweder nicht in (p, @ (3))
aufgeht, oder in (p, @ (3)) aufgeht und zu etner der Seiten S;, Sy, ... S; gehort, so
ist N; durch eine beliebig hohe Potenz von v teilbar. Wenn aber p in (p, ¢ (3))
aufgeht und zu einer der Seiten Siti, ... Sk gehort, so ist N; nicht durch p terlbar.
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Man beweist den Satz am einfachsten durch vollstindige Induktion. Es

ist nimlich
Ny Nees 20

und diese Zahl muss nun ganz sein. Denn alle Primidealteiler von p, welche
nicht zu den Seiten S;, Si41,...S; gehoren, gehen nach unserer Voraussetzung
in N;—; in einer beliebig hohen Potenz auf. Ein Ideal der st* Seite geht in
@;(9) nach § 4 in einer beliebig hohen Potenz auf. Ein Primideal der s*® Seite,
§>1%, geht aber nicht in N;—;, und in @;(9) nach Satz 2z genau in der Potenz
As . h; auf, und da auch p” genau durch dieselbe Potenz A, .h; des Primideals
teilbar ist, wird N; ganz und durch keine Ideale der s*® Seite teilbar, wenn
§>¢, w. z. b. w.

Wenn man nun weiter

6:(9) = z )

pr
setzt, so sind alle Zahlen
ey
Nes 0,(3) = Nies- 2220 b=t.2,...0) (e5)

ganz und durch kein Primideal der <*® Seite teilbar. Denn zunichst ist fiir
ein Primideal von p, das nicht zu einer der Seiten 8;, Sit1,...S; gehort, Ny
sicher durch eine héhere Potenz des Primideals als p¢-* teilbar. Fiir ein Prim-
ideal p der #t® Seite ist @ (3)*-% durch p in der Potenz &.x;. A teilbar, wihrend
p=% genau dieselbe Potenz enthiilt. Fiir ein Primideal der Seite S;, s>¢ ist
@ (9)-% durch p in der Potenz &.1;.% genau teilbar, wiihrend p*% durch p in
der Potenz ¢.x;.4; teilbar ist. Da aber
s.xs.].i—-s.xi.ls=s.li.ls<§§——§—:)>o
ist, geht p im Zdhler in einer hoheren Potenz als im Nenner auf.
Es sollen nun alle ganzen Zahlen von der Form

Niy . F(3,0,(9)=Ni—1(4,(9). 0:(9) + 4,(9) . 0:(9) + - + 4(9)) (26

untersucht werden, wo die Koeffizienten A (&) Polynome in & sind, welche (modd
P, @(z)) reduziert sein sollen, folglich hochstens vom Grade m—1 in & sind;
weiter soll e<e; vorausgesetzt werden.
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Ich werde nun bestimmen, unter welcher Bedingung eine Zahl von der Form

(26) durch alle Primideale der s*® Seite teilbar sein kann. Nach A, Satz 17 folgt,
dass jedenfalls die Zahl

(%)

Nia L

L = N (9, 0,(9)= Ny (B(0)% + 501(9). ()52 -+ 84(9)

durch alle Primideale der s* Seite teilbar ist.

Wenn man nun, um die Teilbarkeit einer Zahl (26) durch Primideale der
gten Seite zu untersuchen, die Methode anwendet, welche ich in A. Kap. 4 § 2
angegeben habe, so ergibt sich ohne Schwierigkeiten das folgende Kriterium:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Zahl
N1 . F(3, 0:(9)) durch alle Primideale der ¢'*® Seite teilbar ist, wird dadurch
ausgedriickt, dass F(z,y) (modd p, ¢ (2)) durch f{x,y) teilbar sein soll.

Da nun in (26) der Exponent ¢ kleiner als ¢ vorausgesetzt ist, so folgt, dass
F(x,y) in diesem Falle nur dann durch fi(z, ¥) (modd p, ¢ (z)) teilbar sein kann,
wenn

4, (@)=A4,(z)="=A4.(z)=0 (modd p, p(z))

ist, und da A;(x) (modd p, ¢ (x)) reduziert sein sollte, so miissen in diesen Poly-
nomen alle Koeffizienten durch p teilbar sein.
Bezeichnet man nun mit P; das Produkt

Pi=pP . pf...p0 (27)
der Primideale der st® Seite, so ist

i )
Ea}‘) .m
NPi=_pj=1 =p e .m,

Die Zahlen
Ni1(4,(9).6: ()% 1+ 4,(9) . 0: ()% 2+ - + 44 (9)

mit (modd p,q(x)) reduszierten Koeffizienten A () sind daher alle (mod P;) in-
kongruent, und da ihre Anzahl, wie man leicht sieht, gleich p%-™ ist, so bilden
sie ein vollstindiges Restsystem (mod P;). Daher ist bewiesen:

Satz 4. Wenn P; das Produkt der Primideale der 1" Seite bedeutet, so
belden die p%i-™ Zahlen
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N1 6;(9). 9" - {t=o0,1,...86—1, r=0,1,...m—1I) (28)

etn Fundamentalsystem fiir P;.
Man kann auch sehr einfach ein Fundamentalsystem fiir das Primideal p{?
aufstellen. Die Zahl
®
@9 .
) Ny 195, 0,69)
ij « %G

Niy-

—Niy (e,- (9)9+ 89,(9) . 6 (NF 1+ - +80 (3))
’ j, Ej
ist nimlich ganz und sicher durch ein Primideal der ¢*® Seite teilbar. Denn
wire dies nicht der Fall, wiirde schon die Zahl

Ny S, 6:(9) .. . f9, (2, 6:(9) . £, 9, 0:(9)... £, 0:(9)

durch alle Primideale der :*® Seite teilbar, was nach dem oben angegebenen
Kriterium nicht moglich ist. Daher ist jede Zahl
)

—1" (sz.Z,...ti)

pe}"’.u,-
durch ein Primideal der ¢*® Seite teilbar, und wie man aus A. Xap. 4 sieht,
kann man die Numerierung so wihlen, dass diese Zahl allgemein durch pf?
teilbar ist.

Man kann nun einfach angeben, wann eine Zahl von der Form (26) durch
i teilbar ist, denn man zeigt:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Zahl (26) durch
b)Y teilbar ist, wird dadurch ausgedriickt, dass F (z, y) (modd p, ¢ (x)) durch f(x, y)
teilbar ist.

Es ist einleuchtend, dass diese Bedingung eine hinreichende ist. Dass sie
aber auch notwendig ist, folgt daraus, dass, wenn F(z, y) nicht durch /¥ (x, y)
(modd p, @ (x)) teilbar ist, man solche Polynome A(x,y) und B(x, y) bestimmen
kann, dass

Fx,9). A, 9)+fP (=, 9). Bw, y)=1 (modd p, ¢ (x)).

Wenn diese Kongruenz mit N, (x)* multipliziert und a=¢, y=0;(9) gesetzt
wird, so folgt, dass ein gemeinsamer Primidealteiler der ¥ Seite fiir N;— F' (&, 6;(3))
41—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 9 avril 1925.
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und Ny fP (9, 6;(9)) auch in N;—, aufgehen muss, was jedoch nach Satz 3 un-
moglich ist.
Daher sind die ganzen Zahlen

() (@)
N (A1 (9).6:(97 T+ 4,(9).6:(97 T+ + 4, (&)) ,
J

wo alle Koeffizienten (modd p, ¢ (x)) reduziert sind, sicher (mod p¥) inkongruent,

(@)
und da ibre Anzahl eben p7 " =N (p{) ist, bilden sie ein vollstindiges Restsys-
tem (mod pff). Es ist folglich bewiesen:

(@)
Satz 5. Die p7 '™ Zahlen
Nio1.6;(9). 97 (t=0,1,... e](."——I, r==0,1,..., m—1I)

bilden ein Fundamentalsystem fiir das Primideal p{.

Man kann hier noch eine andere Bemerkung machen, welche von Interesse
sein mag. Da nidmlich eine Zahl

f2)
8

p]

Nia . f ]m (#, 6:(3)=Ni1-

nicht durch p) teilbar ist, wenn j,»j, so wird die Zahl f{ (3) genau durch

40

L5 LA li
Py

teilbar, und da

O (2)=f (z) (mod S;)

und alle Glieder oberhalb des Polygones durch héhere Potenzen von pj(.? als die-
jenigen Glieder, welche auf dem Polygone liegen, teilbar sind, so wird auch (DJ(."’ (%)
genau durch p{? in der Potenz & . x:. ds teilbar.

Da aber nach § 4 die Zahl @;() alle Primideale der 2'*® Seite in beliebig
hohen Potenzen enthalten muss, und da wegen Satz 1

O, (F)=0%(9). dP(9)... (Dg) (9) (mod p¥)
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ist, so folgt, dass, wenn ein Ideal p{" gegeben ist, dieses Ideal nur in der Zahl
@) (9) in einer beliebig hohen Potenz vorkommen kann, weil alle andere Faktoren
®@j, () nur fest bestimmte Potenzen dieses Ideals enthalten konnen.

. Daraus folgt der Satz:

Satz 5. Wenn f(x) reguldr in Bezug auf p ist, und fir den beliebig grossen
Primzahlpotenemodul p¥ die Zerlequng des Satzes 1 besitzt, so gibt es einen und nur
etnen Primidealteiler b von p derart, dass @ (3) durch eine beliebig hohe (von M
abhdngige) Potenz des Primideals teilbar wird, Alle andere Primidealteiler von p
kommen in @) () nur in fest bestimmien Potenzen vor.

§ 6.

Bestimmung eines Fundamentalsystems fiir die Primzahl p.

Nachdem in § 5 ein Fundamentalsystem fiir alle Primidealteiler von p be-
stimmt worden ist, leitet man ziemlich einfach daraus ein Fundamentalsystem
fiir p selbst ab.

Durch Satz 4 ist ein Fundamentalsystem fiir das Produkt P; der Primideale
der st Seite bestimmt worden. Da aber nach (11) p durch P; in der Potenz 4
teilbar ist, werde ich zunichst ein Fundamentalsystem fiir P: ¢ bestimmen. Dies

geschieht aber nach § 1 in der Weise, dass man eine Reihe von Zahlen
K, K,,.. K;-1

8o bestimmt, dass, wenn p ein Primideal der 2'** Seite ist, K; durch p genau
in der Potenz j teilbar wird.
In der Darstellung (22) von @;(x) kommen allgemein die Glieder

G—nwml

7

AP (x)_pll_l,q)(x)" (r=0,1,...1)

vor, und ich untersuche nun, in welcher Potenz die Zahl

(2

B=p—2 1. (o)

das Primideal p der ¢t® Seite enthiilt. Man sieht ein, da @ (3) durch p in der
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Potenz »; und p durch p in der Potenz A; genau teilbar ist, dass B, das Prim-
ideal p genau in der Potenz

o — 1
}-i —————(lz 7‘) X + r.x (29)
| Ao

enthalten muss. Es wird nun o<r<A; vorausgesetzt, und die Zahl ¢ eindeutig
durch die Kongruenz
r.% =g (mod A;)

bestimmt, wenn man o<e¢<4; annimmt. Dann ist!

(l,'—T)xi_ (li,—"r)xiJ h—o
7 [ % 17T a

und da man fiir jede reelle, nicht ganze rationale Zahl ¢ die Beziehung z= [2}+1

hat, so ist, wie man leicht sieht,

77 3.1 e g .
_(li—li")%i — (_IZ__X:)_“‘ + f (30)
1 ]

Folglich geht (29) in

li —7) %
Z.,((—fr)—;—t-+%) +r.xi=h.Ak+e

iiber und die Zahl B; ist daher durch p in genau der Potenz (h; .4; + ¢) teilbar.
Man zeigt nun leicht, dass die Zahl

B, 53l ) )
Niy pTi = N;_ _w-(sl_;:)%i: = N;—1. T'(,’) = Ni—1. Sg)
phi_l 44 i

ganz und durch ein Primideal der z'*® Seite genau in der Potenz ¢ teilbar ist.
Dabei ist

B 9O __ pu_ S
ph T —1 =1 r ¢
MTE

gesetzt worden, und da man bemerkt, dass

! [¢] bezeichnet die grosste ganze rationale Zahl, welche in 7 enthalten ist.
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e Ko il il

N D - Moy 10 = Ny 59 = Ny - 280
7 " NES

(2

Um nun nachzuweisen, dass die Zahl (31) ganz ist, zeigt man, dass ein jeder
Primidealdivisor von p"* im Zihler N;—,.B, in einer hoheren Potenz aufgeht.
Ein Primideal, das micht zu den Seiten S;, S;t1,... 8 gehort, geht nach Satz 3
gicher in N;—; in einer hoheren Potenz als in p*% auf. Ein Primideal der ¢%®
Seite geht in B, in der Potenz h;A;+¢, in p* in der Potenz h;. L auf, folglich
ist die Differenz der Exponenten gleich ¢. Wenn zuletzt p ein Primideal der
st Seite ist, so wird in dem letzten Ausdrucke (31) @ ($) durch p™-*, der

ist, so wird also

. (31)

o

o

Nenner aber durch p in der Potenz 2,. [%] teilbar, und die Differenz dieser

Exponenten ist

T T X M
71,—}.3.[71—] >rus— Ag % r s (}u h)>o,

wodurch die Behauptung erwiesen ist.
Bestimmt man nun die Zahlen r, so, dass

7o . %; = 0 (mod A;) e=1,2,...4k—1) (32)
so bilden folglich die Zahlen
K(f) - Ni-—l . T’(,? = M—l . S(l')
K(:) == M——l . .T’(_? = Ni_l . Sgi)
Ry = N T8 = Nos S

eine Reihe von Zahlen mit den gewiinschten Eigenschaften, d. h. K, ist genau
durch p? teilbar, wenn p ein Primideal der z*" Seite ist. Setzt man nun speziell
K,= 1, so folgt nach Satz 4 wie in § 1, dass die m.e& .4 =m.[; Zahlen

M_l.Kg’.G,-(s)t.ﬁ" e=o,1,...4;—1,t=0,1,...8i—1X,§=0,I...Mm—1I)

ein Fundamentalsystem fiir P% bilden.
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Man sieht aber ein, dass, wenn in (§ 2) ¢ ein vollstindiges Restsystem
(mod A;) durchlduft, dies auch mit den Zahlen ro der Fall ist. Da nun weiter
die Ordnung der Zahlen eines Fundamentalsystems gleichgiiltig ist, so bilden
folglich die Zahlen

Niy . T®.6;(9).9* (r=0,1,...4—1,t=0,1,...6—1,8=0,1...m—I) (33)

dasselbe Fundamentalsystem fir P4 .

Wegen der spiteren Anwendungen schreibe ich dieses System in der fol-
genden, symbolischen Weise vollstindiger auf:

L9, .. 91 6,6, 9,... 6:9m1, . 0= 05— 9, Gu—1, gn—

_T(li) ( >
Ni 9 | » )
7y » )

In den Parenthesen sollen dann dieselben Zahlen wie in der ersten Zeile
stehen, und dann alle diese Zahlen mit T (r = 1, 2...4 — 1) multipliziert wer-

den. Die grosse Klammer links bedeutet dabei, dass alle so entstehende Zahlen
mit N;—; multipliziert werden sollen.

Man kann nun den wichtigen Satz beweisen:

Wenn man fiir alle Seiten S; des Polygones (p, @ (x)) und zwar fiir alle Prim-
Sunktionteiler @ (x) von f(z)(modp) die Fundamentalsysteme (34) der Ideale Pk
bestimmt, so bildet die Gesamtheit dieser Systeme ein Fundamentalsystem fiir die
Primzahl p.

Die Richtigkeit dieses Satzes ist nachgewiesen, wenn man zeigt, dass eine
lineare Summe dieser Zahlen mit ganzen, rationalen Koeffizienten nicht durch p
teilbar sein kann, ausser wenn alle Koeffizienten durch p teilbar sind. Wenn
nun a =(p, @ (#)?) einer der Idealdivisoren (5) von p ist, so muss also unsere
lineare Summe durch a teilbar sein. Wenn man aber die entsprechenden Systeme
(34) fiir andere Primfunktionen als @ (x) bildet, so sind nach Satz 3 alle ent-
sprechenden Zahlen N; sicher durch a teilbar, und man braucht daher nur zu
untersuchen, wann eine lineare Verbindung der Zahlen (34) (¢ = 1, 2, ... %) durch
a teilbar sein kann. Da a nach (11) durch alle Ideale P4 teilbar sein muss,

untersucht man erstens, wann diese lineare Summe durch P4 teilbar ist. Nach
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Satz 3 sind aber die Zahlen N, N,,...N;—; alle durch eine beliebig hohe Potenz
eines jeden Primideals der ersten Seite teilbar, also sicher auch durch P* teilbar,
so dass man also nur zu untersuchen hat, wann eine lineare Verbindung der
Zahlen (34) fiir 2 = 1 durch Ph teilbar ist. Da aber die Zahlen (34) fiir 7 =1
ein Fundamentalsystem fiir das Ideal P% bilden, so kann eine lineare Summe
dieser Zahlen mit ganz rationalen Koeffizienten nur dann durch P% teilbar wer-
den, wenn alle Koeffizienten durch p teilbar sind.

Weiter untersucht man nun, wann diese lineare Summe, die wir hier be-
trachtet haben, durch P%: teilbar ist. Da alle Zahlen N,, Ny, ... N;—1 eine beliebig
hohe Potenz von P* enthalten, und da weiter in dem Teile der Summe, welcher
den Gliedern (34) fiir ¢ =1 entspricht, wie eben bewiesen worden ist, alle
Koeffizienten durch p teilbar sind, so braucht man um die Teilbarkeit durch P}
zu untersuchen, nur das System von Addenden in der Summe zu untersuchen,
welches aus den Gliedern (34) fiir ¢ = 2 entspringt. Da aber dieses System ein
Fundamentalsystem fiir P* bildet, so kann eine lineare Summe aus diesen Gliedern
nicht durch P% teilbar sein, ansser wenn alle Koeffizienten durch p teilbar sind
usw. In derselben Weise beweist man dann, dass alle anderen Koeffizienten durch
p teilbar sein miissen, d. h. dass die Zahlen (34), fiir alle Seiten und fiir alle Prim-
funktionen gebildet, zusammen em Fundamentalsystem fir p sind. W. z. b. w.

Das System (34) stimmt nun mit den Zahlen (33) vollstéindig iberein, und

da in (33)
70, 6,9y = 2V @ W) % g@BYE gy

Trag] P r+ta;) . %] ~rHtly
_pLil_l - 4

ist, so stimmen die Zahlen (33) mit den Zahlen
Ni,.TO. 9 r=o0,1,...b—1,(s=0,1,...m—1)

vollstiindig iiberein. Daher ist bewiesen:
Satz 6. Wenn man fir alle Seiten S; des Polygones (p, @ (x)) und ewar fiir
alle Primfunktionteiler ¢ (x) von f (x) (mod p) die Zahlen

Nia. T’(,i).&s=.Ni—-1¢-g.z.z 9 r=o01,2...L—I1,8s=0,I...m—1) (35)
[+
p.—

bestimmt, so bildet die Gesamtheit dieser Systeme ein Fundamentalsystem fiir die
Primzahl p.
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Dieser Satz gestattet also immer, wenn eine regulire Gleichung vorliegt,
ein Fundamentalsystem fiir die Primzahl p zu bestimmen.

§ 7

Bestimmung des Primideals p{.

Ich werde an dieser Stelle eine Darstellung des Primideals b;."’ geben, welche

man leicht aus den vorgehenden Untersuchungen ableitet. 1In § 5 ist gezeigt
worden, dass die Zahl

2
M;= N;—1.0;(9) = N, 'Pp(z)

ganz ist und durch alle Primidealteiler von p teilbar, ausser solchen, welche zur
¢ Beite gehoren. Weiter ist auch die Zahl

1)
Ni. j; (3)
‘pe}l) . xi

) s(i)— i) 0
= N;—1 (0,(9) + 87 H9). () 4+ 89, &)
’ j 1

ganz und durch das Primideal p{’, aber durch keine anderen Primideale der z*®

Seite teilbar. Weiter sieht man auch ein, dass diese Zahl nicht durch ein Prim-
ideal p® der st» Seite teilbar sein kann, wenn s>7 ist, denn alle Zahlen

Niy . 0:(9)%, Nicy . 6,(9)9-1, ... Ny . 0:(9)

sind nach § 5 durch p@ teilbar, die Zahl N;_,. S(:}i) j(&) ist aber sicher nicht
0,

durch p® teilbar. Nach diesen Bemerkungen siecht man leicht ein, dass das
Ideal
b= [p) @ (‘9)7 Mla Me, e Mi—h Nia "f;'i) (‘97 01(’9'))]

eine Potenz von p;.") ist. Denn b kann zunichst nur durch Idealteiler von

(p, @ (3)) teilbar sein, und wenn p'¥ ein Primideal der st» Seite ist, s<z, so geht

p® nicht in M, anf, und wenn s>¢ ist, geht p@ nicht in N; S‘:}i) j(&) auf.
9,

Das Ideal b kann folglich nur durch Primideale der z*» Seite teilbar sein, und

da ausserdem das letzte Glied nur durch das Ideal pg") der ¢tr Seite teilbar ist,

muss b eine Potenz von p}”’ sein.
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Um daher eine Darstellung fiir pl¥ zu gewinnen, braucht man nur eine
ganze Zahl des Kirpers zu bestimmen, welche nur durch die erste Potenz von
:)J‘.f) teilbar ist.

Dies leistet aber nach § 6 die Zahl

N T0 = N, 200
r %
L]
wenn o<r<A; so gewihlt wird, dass 7 »; = 1 (mod ;) ist.
Man hat daher den Satz:
Satz 7. Das Primideal pg" st durch

P = [p, @ (9), My, My, ..., My, Niey . T, Nies . £ (3,6, (9))]

bestimmt, wo
70— 20

5

ist und r<<A; der Kongruenz rx;= 1(mod A;) geniigen soll.

Bei allen diesen Untersuchungen spielt’ der Exponent M, welcher durch
die Kongruenzzerlegung des Satzes 1 von f(x) eingefiihrt worden ist, eine wich-
tige Rolle. Man sieht aber leicht ein, dass es iiberall hinreichend ist, wenn man
M grosser als alle Zahlen h,+hy+ --- +h wihlt, welche durch die verschiedenen
Polygone (p, ¢ {2)) von f(x) definiert sind, also

M>Max (b, +hy+ - + i) .

Kap. 2. Bestimmung der Korperdiskriminante.
§ 1.

Hilfssiitze iiber Diskriminanten.

Bs sollen hier ein Paar Hilfssiitze iiber Diskriminanten bewiesen werden,
welche fiir die folgenden Untersucbungen notwendig sind.
Es sei wie in Kap. 1
fle)=F,(2). Fy(z) . .. Fi(x) (mod p¥),

42—2454. Acia mathematica. 45. Imprimé le 9 avril 1025.
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wo
Fi(x) = s ()4 (mod p),
und man setzt zur Abkiirzung

H{($)=Fl($)...Fi_1($).E+1(x)...Fg(x), (36)
wo also

IL{x)=cf+cf. a+ - +cf) a1 +ah
und
bi==my.e+mg. e+ - +mi_1. 1+ Misr.641F T M. 6

ist. Der Kiirze wegen soll auch
ki=mi.e;=n—1;
gesetzt werden.
‘Weiter soll im Folgenden immer die Gleichungsdiskriminante der reguliren
Gleichung f(x) = o mit D bezeichnet werden.
Ich beweise dann:
Die beiden Diskriminanten
D=d(1,9,...9"

und
D =Ad( IL), ILS) .S, ... . I9) .95 .. )

sind durch dieselbe Potenz der Primzahl p teilbar.
Die Diskriminante D’ ist also die Diskriminante zu den » Zahlen

I (9) . 9 (t=1,2...8,t=0,1,... ki —1).

Nach einem bekannten Satze iiber Diskriminanten ist nun

D'=K*.D, (37)
wo K die Determinante

c(ol)’ 0(11)1---02), 0,...0

o,cV,...c"

1
2 "L)’ ...0

..........




Bestimmung der Diskriminanten algebraischer Korper. 331

bezeichnet, worin der Ubersicht wegen iiberall cﬁ? an die Stelle des Koeffizienten

1 des hiochsten Gliedes in IT;(x) gesetzt worden ist.

Um den Hilfssatz zu beweisen, braucht man daher nur zu zeigen, dass die
Determinante K nicht durch p teilbar ist. Wenn aber nun K durch p teilbar
wire, so konnte man die » Zahlen

bff),b(f),---bl(c?_1 (t=1,2...8)

8o bestimmen, dass sie nicht alle ‘durch p teilbar sind und den Kongruenzen

M. o) + - +5@. @ + - =0
B o)+ B o+ B, ol 0. o+ B, 6 4B o 4= o

.........................

geniigen, indem nimlich die Determinante dieses Systems von linearen Kongru-
enzen gleich K ist. Multipliziert man aber die erste dieser Kongruenzen mit 1,
die zweite mit x, die dritte mit 2 usw., und summiert, so folgt auch die
Kongruenz

0. 11, () + Y. . I, (2)+ - - +bg’_1.x"l"1 I ()

O
+ b(ui). Hi(x)+b‘f).x.11,~(x)+ +b§:2_1.a’,’ki"1.vﬂi($)
+o e e = 0 (mod p)
Wird nun hier
bi(ac)=b‘:')+b‘f’.x+---+b§}3_1.x"i—1 f=1,2...9

gesetzt, so folgt also
by (@) . IT; () + by () . ITy () + - -+ + b5 () . IT,(xc) = o (mod p)

wo die Polynome b;(x) nicht alle (mod p) verschwinden konnen. Das Bestehen
einer solchen Kongruenz ist aber nicht méglich. Denn wenn z. B. b;(x) nicht
(mod p) verschwindet, so folgt, da alle Polynome IT, (), ... ;—1 (z); ILiy1 (2) . . .
II,(z) (mod p) durch ¢;(x)% teilbar sind, dass auch das Polynom ¥;(z) . IT; (x) (mod p)
durch @;(x)% teilbar sein muss. Da nun IT;(x) nicht durch ¢;(x)(mod p) teilbar
ist, so folgt, dass &;(x) (mod p) durch @;:(x)% teilbar sein muss, was jedoch nicht
moglich ist, da der Grad von ¢;(x)% grosser als der Grad von b:(x) ist. Daher
kann also K nicht durch p teilbar sein.
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Es soll nun weiter ein anderer einfacher Hilfssatz bewiesen werden:

Wenn
Jo (@) =1

fi (@) = z+al)
fk;'-—l (.'L‘) = ,’L"‘i_l-{»— +a(:?._1)

(3

ist, und wenn die Diskriminante der n Zahlen

II(9). fi(9) t=1,2...8t=0,1,...ki—1)
mit
D'=d(..,ILS) (), TP . £i(9),... L) . fi,-(9),...)

bezerchnet wird, so ist
Dr — Dn . (38)

Dies sieht man einfach ein, wenn man beachtet, dass man wegen der
Determinantenform der Diskriminante in einer Diskriminante A (e,, aj, - . . @n) von
einem Elemente o, ein beliebiges Multiplum % . a, eines anderen Elements subtra-
hieren darf, ohne den Wert der Diskriminante zu dndern.

Multipliziert man daher IT;(9). f, ($) = IT;($) mit a und zieht diese Zahl
von IL;(3).f,(3) ab, so erhiilt man die Zahl IT;(9).9. Multipliziert man weiter
IL(9) mit o und IL($) .9 mit ¢ und zieht diese Glieder von IL(9). f; ($)
ab, so ergibt sich IL;(9).9* usw. Man hat folglich

D'= J( . Hi(ﬁ), IL’(&‘).\?’, cen H,,(t,‘) .19"‘1'—1,. . ) =D,

§ 2.

Bestimmung des Index.

Bezeichnet man die Kérperdiskriminante mit d, so besteht zwischen d und
der Gleichungsdiskriminante D die Beziehung

D=1I.d, (39)

wo k der Index der Zahl 9 heisst. Durch diese Gleichung soll nun die Kﬁrper-
diskriminante d bestimmt werden, indem man erst die Zahlen D und % bestimmt.
Zuniichst soll hier die Zahl % untersucht werden, und es soll gezeigt werden,
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wie man einen ganz einfachen Ausdruck fiir die Potenz bestimmen kann, in wel-
cher die Primzahl p in £ aufgeht.

Durch Satz 6 ist ein Fundamentalsystem (mod p) bestimmt worden, und nach
Kap. 1, § 1 folgt, dass die Korperdiskriminante und die Diskriminante eines
Fundamentalsystems fiir p durch dieselbe Potenz von p teilbar sind.

Die Diskriminante d' des Fundamentalsystems ist also die Diskriminante zu
den Zahlen

NiaZ 513_)’ 9*
e
wenn diese fiir 2 = 1, 2,...% und fiir alle Primfunktionteiler ¢ (z) von f{z) (mod p)
gebildet werden.

Die Zahlen (40) sind ganz algebraisch, aber, wie man sieht, nicht als Poly-
nome in ¢ ausgedriickt, indem eine gewisse Potenz der Primzahl p als Nenner
in (40) vorkommt. Es soll nun d' mit einer solchen Potens von p multipliziert
werden, dass alle Elemente (40) auch Polynome in & werden. Man sieht ein,
dass man um dies zu erreichen, mit einer Potenz von p multiplizieren muss,
welche gleich dem Quadrate des Produktes von allen Nennern in (40) ist. Um
diese Potenz von p zu bestimmen, muss man daher einen Ausdruck fiir das

Produkt der Nenner der Zahlen {40) ableiten.
Nach Satz 3 kommt in N;_; die Potenz

(r=o0,1,...L—1,8=0,1,...m—1), (40)

phithet e thiy

als Nenner vor, und der Nenner einer Zahl (40) ist daher gleich

ythat« - - +hy_y +I;i:—|
P L],

Nimmt man nun erstens die Zahl r in (40) fest an, und bildet das Produkt der
Nenner, wenn s die Werte o, 1,...m—1 durchliuft, so wird dieses Produkt

pm (h1+’lz+ Y T +[T’ﬂ) . (41)

Bildet man nun weiter das Produkt aller Zahlen (41) fiir =0, 1,...L—1,
so ergibt sich eine Potenz von p, wo der Exponent den Wert
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ml;(h1+hg+ et +hi—1)

+m([%]+ [ZA_"] R [(L——Tl)i]) (42)
hat. Der Summe

Li=l; (hy+ -+ +hiy) + [;:] + [3};’3] +o [(l"_aj) "’] (43)

kann man auch eine ganz einfache geometrische Deutung geben. Es ist ndmlich
dies die Anzahl der Gitterpunkte, welche in dem Polygone (p, ¢ (z)) von f(x)
zwischen der Seite S; und ihrer Projektion auf die X-achse liegen. Dabei werden
alle Gitterpunkte mitgerechnet, welche auf der Seite S; oder auf der Ordinate des
Anfangspunktes der Seite liegen, aber keine solche, die auf der X-achse oder auf
der Ordinate des Endpunktes von S; liegen.

Man kann aber auch einen expliziten Ausdruck fiir die Summe

w [l (] e+ [45]

bestimmen, welche in dem Ausdruck (43) fiir L; vorkommt. Diese Summe be-
zeichnet nédmlich die Hilfte der Anzahl der Gitterpunkte, welche innerhalb eines
Rechtecks mit den Seiten !, und h; liegen, indem jedoch dabei die Anzahl der
Gitterpunkte auf der einen Diagonale doppelt mitgerechnet werden. Da nun die
Gesamtzahl der Gitterpunkte innerhalb des Rechtecks gleich (h;—1)(l;—1) ist und
die Anzahl der Gitterpunkte auf einer Diagonale {Endpunkte nicht mitgerechnet)
gleich &—r1 ist, so wird

M= (hi—1) (i—T)+&—1_ I
2 2

(hs l—1li—hs -+ &),

und man hat daher fiir den Exponenten (42) den Ausdruck
m.Li=m (li (h1 + -4 hi_l) +§ (h-t Li—hi—Ul;+ £;')) . \44)

Bildet man nun die entsprechenden Produkte fiir alle Seiten und multipliziert
man diese mit einander, so erhilt man eine Potenz von p, wo der Exponent
den Wert
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m(L1+L2+ +Lk)=m(l2 h1+l3(h1+h2)+ .t +gk(k1+k2+ +kk—1)+

L k k (45)
4 E(Zhﬂi—-z (zl-+h¢)+2ﬁ))

=1 =1 i=1
hat. Setzt man hier

L=L1+L2+ M +Lk,

so folgt wegen der Bedeutung der Zahlen L;, dass L die Anzahl der Gitterpunkte
angibt, welche zwischen dem Polygone und der X-achse liegen. Dabei sollen solche
Gitterpunkte nicht mitgerechnet werden, welche auf der X-achse oder auf der Ordinate
des Endpunktes des Polygons liegen, wohl aber solche, die auf dem Polygone selbst
liegen (vom Anfangspunkte und Endpunkte abgesehen).

Dies zeigt also, dass das Produkt aller Nenner der Zahlen (40), wenn diese
fir alle Primfunktiondivisoren @ (z) von f{z) (mod p) gebildet werden, gleich
p*m™ % ist, wo die Summe iiber alle Primfunktionen ¢ (x) erstreckt werden soll.
Daraus folgt, dass man die Diskriminante d’ des Fundamentalsystems mit p?=m L
multiplizieren muss, damit alle Elemente (40) Polynome in 4 werden. Wenn man
nun d mit dieser Potenz multipliziert, geht sie nach Satz 3 in die Diskriminante
der Zahlen

II(3). @(9). @y (9) - @1 (9). @ () . 9 (46)

(e=1, 2,---k, r=0, 1,---l;—1, s=0, 1, - -m—1)
iiber, wo also die Zahl IT (9) durch (36} definiert ist. Man hat folglich
pzz'm.L d'=d",

wo d’ die Diskriminante der Zahlen (46) bezeichnet. Wendet man aber nun den
zweiten Hilfssatz des Kap. 2. § 1 auf die Diskriminante d'’ der Zahlen (46) an,
so folgt, dass diese gleich der Digkriminante der Zahlen

IT; (9). 9% (s=o0, 1--- k)

ist, welche in Kap. 2. § 1 mit D’ bezeichnet wurde.
Man hat folglich
pz «Em. L d’=D'_

Nach Kap. 2. § 1 ist weiter D'=K*. D, wo D die Gleichungsdiskriminante
und K nicht durch p teilbar ist, folglich auch
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D.Ki=p2-Zn-L (',

Da nun d’ dieselbe Potenz der Primzahl p wie die Korperdiskriminante d
enthilt, so folgt der Satz:

Satz 8. Der Index einer Zahl &, welche der in Bezug auf p reguldren
Gleichung f(x)=o0 geniigt, ist durch die Potenz

pz‘m.L

der Primzahl p genaw teilbar. Dabei bedeutet m den Grad der Primfunktionteiler
@ (x) von f(x) (mod p), und L bedeutet die Anzahl der Gitterpunkte, welche zwischen
dem Hauptpolygone (p, @ (x) von f(x) und der X-achse liegen, indem diese Anzahl
in der oben angegebenen Weise berechnet wird. Fiir diese Zahl L hat man auch
den Awusdruck

L=l b4+l (hy+he)+ - + 1 (By+ -+ + i)

k

+ 5 D lubi—h—lits).

i=1

§ 3.
Bestimmung der Differente der Zahl J.

Durch den Satz 8 ist der Index der Zahl & vollstindig bestimmt, und da-
durch sind auch prinzipiell die Schwierigkeiten der Bestimmung der Korperdiskri-
minante iiberwunden, da man immer die Gleichungsdiskriminante aus den Koeffi-
zienten berechnen kann.

Es soll aber hier auch gezeigt werden, wie es moglich ist, die Gleichungs-
diskriminante mittels der hier entwickelten Theorie iiber Polygone zu bestimmen.

Da bekanntlich

D=+ N(f(9) (47)

ist, sollen erstens die Primidealteiler der Differente f'(9) von J bestimmt werden.
Nach Satz 1 ist

f(N=F/(9). Fy(9):--F.(3)+ F1(9) . Fy (%) Fu(9)

++F (.- -Fou (9. F (9 (mod p*),
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und wenn p; ein Primidealteiler von (p, @;(9)) ist, so geht dieser in der Zahl F;(3)
in einer beliebig hohen Potenz auf. Die Potenz von p;, welche in f' ($) aufgeht,
wird daher gleich der Potenz, in welcher p; in der Zahl

Fi(9): - Fia (9) FY (9) . Fyxa (9): - Fu(9)
aufgeht. Setzt man daher wie friiher

I (z)=F, () - Fi1 (x) . Fis1 () - Fi(x),

so soll man also die Zahl

II(9) . F (9)

untersuchen. Hier ist aber IT(3) durch kein Primideal teilbar, das in (p, ¢ ()
aufgeht, und man braucht daher nur den Faktor F'($) zu untersuchen.
Nach Satz 1 ist nun weiter

F(9)=0,(9). 0,(9) 0:(9)+0,(9). @, (9) - 0:(9)
+“'+¢1)1(0)"-@k—1(«9).¢D'k(~9) (mod pM),

und man soll untersuchen, in welcher Potenz F' ($) durch ein Primideal n;") der

g% Seite teilbar ist. Da aber die Zahl @;(9) durch eine beliebig hohe Potenz
von p;.") teilbar ist, so wird durch das Glied

D, () By (9). Oi(F) iy De(I)

bestimmt, in welcher Potenz p{ in F'(9) vorkommt. Nach Satz 2. § 4 folgt
aber, dass die Zahl
D, (9) Di—1 (9) Biy1 (9)-- D:(9)

durch p{ in der Potenz

(By+hy+ -+ himt) bt (s + g+ + ) % (48)
teilbar ist.
Es bleibt daher nur iibrig, die Zahl @';($) zu untersuchen. Nach Satz 1
ist weiter
O (=00 (9) DY (9) - B, () + @V (9). D'V () -- D, (9)

Foohon(9) - 0f (9. 009 (mod p¥)

43—2454. Acta mathematica. 456. Imprimé le 11 avril 1925.
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und da hier @Y ($) immer durch eine beliebig hohe Potenz von bﬁ.“ teilbar ist, so
bestimmt die Zahl
09 (9)- @, (9) @'V (3) @F, (9) - @P (9),

i

in welcher Potenz p{) in @ (9) vorkommt. Nach § 5. Kap. 1 ist aber die Zahl
(DJ(.? (9) durch das Primideal p](f" in genau der Potenz ej(.f’ . A;. %; teilbar, und daher
wird die Zahl

0 (9) -}, (9). BfL, (9) - @) (9)

durch pf in genan der Potenz

Ry (69 +ed+ -+ +ef) + - +ell)=hiwi (o)) (49)
teilbar.
Die Untersuchung der Zahl f'(3) ist daher auf die Bestimmung der Potenz,
in welcher p{’ in @' (9) aufgeht, vollstindig zuriickgefiihrt.
Um nun diesen Exponenten zu bestimmen, setzt man fiir den Augenblick
¢f)=¢ und @ (z)=@(xr). Da nun @(z) ein geradliniges Polygon mit der Nei-

gungszahl ﬁ’ besitzt, so kann man @ (z) in der Form

A
% By
O (@) =@ (@)% + 4, (@). p . @ @)+ + 4, (@) p . p ()42
oot Aoy (@) pts (50)

annehmen, wo A4, ;(z)=o0 (modd p, ¢ (x). Weiter hat man fiir das geradlinige
Polygon S von @ (x):

O @)=/ (@)=@ @)% + 4s,.p5. @ @4 + - + 4o 3 () . p*-* (mod S).

Man bildet nun nach (50) _
=
O (@)=¢. 4. ¢ (@). @)+ (4, (@), @) +(e. i—1) 4, (). ¢ @) p X p ()32
+oo Aoy (@) pro
oder auch

*

). O (@)=¢.4i.¢ (). @)% +B1(x).pI.TEI.QJ(w)"Zi_l'i‘Bz(x).pb;E'.q;(x)"li_2
+ - +B..1‘(av),
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wo allgemein
Bi(@)=4'1(x). (@) + (e bi—1) Ai () ¢’ ()

gesetzt worden ist, wo also speziell
B. .1, @)=4":.,(x). p ()

ist. Das Polynom @' (x)gq(x) hat folglich auch das geradlinige Polygon S, und
man sieht leicht ein, dass man fiir die Glieder, welche aunf S liegen, die Kongruenz

Ka)=p@). 0 .(t)=c.k.¢ (@)@ @) %+ (e—1) k. (). A1, (@).p% . @ (x)e D%
+otdi@ (@) Ae—ng P4 @ @)k (mod 8) (51)

hat. Setzt man nun z=3J, so werden in ¢(3). @ (9) alle Glieder, welche auf S
liegen, durch pj(.i’ in der Potenz ¢. x;.A; genau teilbar, wihrend alle anderen Glieder

durch héhere Potenzen von b teilbar sind. Nach (5I) ist aber die Summe der
Glieder auf § gleich

L (D) (e. @ ()% + (e—1) A3, (9). p% . @ (R4 + -+ Ajey s, P V% @ () 4),

und wenn daher 4; nicht durch p teilbar ist, wird diese Summe genau durch
nj(.")"l"'“i teilbar. Denn wenn diese Summe durch eine hohere Potenz von pff
teilbar sein soll, muss K (z) nach Kap. 1. § 5 durch S () (mod §) teilbar sein,
was aber nach (51) nicht moglich ist. Es folgt daher, dass @' () in diesem Falle
genau durch pj‘.")s"‘" B peilbar ist.

Wenn aber A; durch p teilbar ist, gibt es keine Glieder auf S, und folglich
ist @'(9).¢(9) durch pP** %i+e teilbar, wo @>o ist; dies zeigt, dass @' (9) durch
pie ik T T geilbar ist.

Addiert man nun die Zahlen (48) und (49) und noch dazu . % Ai—x:+e?,
80 erhiilt man die Summe

(ot byt o+ hica) g+ (s + oo+l + b dg— s + @1,

und es ist bewiesen:
Satz 9. Die Differente f'(9) der Zahl 9 ist durch das Primideal y{ in einer

Potenz mit dem Exponenten

(By+hg+ - +he) A + (Gigr + -+l s — % + @ff)
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genau teilbar, wobei ¢f'=o ist, wenn A nicht durch p teilbar ist, und gj(.”>o, wenn
A durch p teilbar ist.

Es mag nun von Interesse sein, zu untersuchen wie man die Zahl g=¢f?
bestimmen kann, wenn also vorausgesetzt wird, dass 4; durch p teilbar ist. Die
Zahl ¢ war dadurch bestimmt, dass die Zahl @ (3). ¢ (3) durch p](."’e"‘i'z"“ genan
teilbar sein sollte.

Man dividiert nun das Polynom @’ (z).¢(z) durch @ (x) und erhilt

H(2)=0'(z). ¢ (2)— C{z). @ (x), (52)
wo H(x) von der Form

H@)=H, () 3. 9@ >+ Hy @) p. g @ 5=+ -+ Ho. (o) 5%

ist, die Koeffizienten H;(x) hochstens vom (m—1)¥*® Grade sind und die Exponen-
ten a; so gewihlt sein sollen, dass H;(z) nicht durch p teilbar ist. Die Punkte
(t, ) miissen alle oberhalb § liegen, wenn vorausgesetzt wird, dass 2 durch p
teilbar ist.

Da die Zahl @' (9). ¢ (9) jedenfalls nur eine endliche Potenz von p{¥ enthalten
kann, und man weiter die Zahl M so wihlen kann, dass @ (3) durch eine beliebig
hohe Potenz von p{ teilbar ist, so miissen folglich die Zahlen @' (3) p(9) und
H (3) nach (52) durch dieselbe Potenz von pj(.") teilbar sein.

Ein Glied

H;(9).p%. () 4! (53)

in H(9) ist nun durch pf’ in genau der Potenz
a ht (. hi—t)mi=e.dini+r (54)

teilbar. Wenn zwei Glieder (53) durch dieselbe Potenz von p{? teilbar sind, so
muss
o i+ (e di—Dxi=ar. li+ (6. hs— )
oder
(er—ay) Ay = (' —t)
sein, woraus

ay =— ¢ +e.xl~

V=t+e. k
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folgt, wobel e eine ganze rationale Zahl bedeutet. Diese Relationen zeigen, dass
alle Punkte (¢, ¢;), wofiir die Zahl » in (53) denselben Wert besitzt, auf einer
zu § parallelen Geraden liegen missen, und daraus folgt leicht, dass die Summe

der Glieder in H (), welche durch p;?)s'li‘”“' genau teilbar sind, die Form

7 (97 (Bo (). @ (8) % + By (9).p*. @ ()% + - + Beea (9) pl4. @ (9)4)
hat. Hier ist {<4; und a4 —¢.%=r vorausgesetzt, und nicht alle Koeffizienten

Bi(z) sollen = o (modd p, @ (z)) sein. Dann muss diese Summe durch p{* Bmtr
genau teilbar sein, weil das Polynom

Bo ). @)% + By (2). p%. @ (@)% + - + By (2) . p=V%i o ()

offenbar mnicht durch fI?(x) {mod S) teilbar sein kann. Ist daher ¢ die kleinste
unter. den Zahlen r=e;.A;—%.% in der Darstellung von H(z), so wird folglich
H () genau durch p* "% ¢ teilbar.

Die Zahl g](.") wst gleich der kleinsten unter den Zahlen

o i—t.x (t=1,2, 8.

§ 4.

Bestimmung der Gleichungsdiskriminante und der Korperdiskriminante.

Aus dem Satze 9 folgt nun leicht auch die Zusammenzetzung die Gleichungs-

diskriminante, indem diese gleich der Norm der Differente ist. Da nun weiter
KUR

N D}")=p 5" ist, so folgt nach dem erwihnten Satze, dass die Norm zu der

Potenz von b, in welcher dieses Primideal in f’(9) aufgeht, gleich einer Potenz

von p mit dem Exponenten
m. & [(by + by + -+ hima) B + Be A+ (L + o+ b — % + o)

ist. Bildet man nun das Produkt aller entsprechenden Normen fiir die Primideale
4

der stev Seite, so ist Zaj(.")=ei, und es ergibt sich eine Potenz von p, wo der
Ge=1

Exponent gleich
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m[li(hl+---+h,-_1)+h,~.l,~+(l,~+,+ 4 L) ke h,+29, ]

=1

wird. Wenn man dann weiter diese Normen fiir alle Seiten multipliziert, so

ergibt sich der Exponent

m[l,.hl+ls(h1+h,)+ v+l (b + -+ he—)

thy{lg+ -+ L)+ h g+ 0+l b

k e P
+ b =S+ zgyts;ﬂ]

i=1 i=1 i=1 j=1
fiir p. Nun ist aber, wie man leicht sieht,

Lohy+lg(hy+h)+ -+l (b + -+ hiai)
=h g+ +U)+h g+ +h)+ - +he—1 b,

und folglich geht (55) in
m[z(l,h1+l3(hl+h2)+~- + (b + -+ he—1))

k k kb
+ Sht= Skt 3 e o |

i=1 i=1 i=1 j=1

(56)

iiber. Fiithrt man aber hier die Zahl L des Satzes 8 ein, so ergibt sich fiir (56)

weiter der einfache Ausdruck

k t
m [2 L+ (li—si + e e}i’)] :
L t=1 j=1

(57)

Diesem Ausdruck kann man aber auch eine andere Form geben, indem man

t.

~——Ze"’ b= D&l &

] =1

setzt, und (57) geht dann in

2mL+m2 Z ;— 1+ o)l

i=1 j=1
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iiber, oder wenn man

(O - (#)
0 =k—1+ ¢}
setzt, in
E b
@
sz-I—mZI Zdj .ej(.’.
i=1 j=1

Satz 10. Die Gleichungsdiskriminante D st durch die Primzahl p in der
Potenz mit dem FExponenten

o4
o (2mL+m2 o0 aj(."’)
m i=1 j=1
genawu teilbar. Dabei bedeutet 90=A—1+0{), wo =0, wenn I nicht durch p
telbar ist, und @">o, wenn i durch p teilbar ist; in diesem letzten Falle kann die
Zahl ¢ immer wie in § 3 berechnet werden.

In diesem Satze bedeutet das ZHussere Summenzeichen natiirlich, dass fiir
alle verschiedenen Primfunktionteiler ¢ (z) von f(x) (mod p) die entsprechenden
Exponenten gebildet werden sollen und dariiber summiert werden soll.

Durch Satz 10 und Satz 8 ist nun auch die Korperdiskriminante vollsténdig
bestimmt. Da niimlich nach Satz 8 der Index durch p*™ZL genau teilbar ist, so

wird nach Satz 10, unter Anwendung der Relation D=#*. d, die Xorperdiskrimi-
nante durch

t:
Zm é Zz d‘_;-i) . 6_;'i)

P m  i=1 j=1

genau teilbar. Beachtet man nun, dass e](.i).m=fj(.i) der Grad des Primideals p{’
ist, so erhilt man:
Satz 11. Die Kirperdiskriminante ist durch die Primzahl p tn der Potenz

pz j}i) (3 —1+ g}i))

genau teilbar. Hier ust of=o, wenn A nicht durch p teilbar dst, und ¢f'>o, wenn
A durch p tedlbar ist, und in jedem Falle einfach bestimmbar.

Man kann natiirlich auch fiir diesen Satz einen etwas anderen Awusdruck
angeben, wenn man annimmt, dass man fiir p eine Primidealzerlegung
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p=p% .93 v, Np=p"
hat. Dann wird die Korperdiskriminante durch

pz' hi(e¢—l+ 9‘)

genau teilbar, wo also g/—o0 ist, wenn e; nicht durch p teilbar ist, und ¢:>o,
wenn ¢ durch p teilbar ist. Um die Zahlen g; wirklich zu bestimmen, muss man
eine regulire Gleichung fiir die Primzahl p kennen.

Bei allen diesen Untersuchungen spielt die Zahl M>H, welche im Satze 1
vorkommt, eine wichtige Rolle. Man sieht ohne Schwierigkeiten ein, dass es
immer geniigen wird, wenn man M> H+ R wihlt, wobei R die grosste der Zahlen
¢ bedeutet.



