SUR LA DEFINITION DES FONCTIONS ANALYTIQUES.

PAR

S. MANDELBROJT

4 PARIS.

z‘& Mademoiselle EDITH ABADI,

Du point de vue de Weierstrass-Méray, le fait le plus important dans I'étude
des fonctions analytiques est le suivant: une fonction analytique est complétement
définie si on donme fous les coefficients du développement de Taylor en un point
régulier.

On peut se poser la question suivante: La nature d'une fonction analytique
holomorphe & l'origine étant connue, peut elle étre définie par une série partielle
de ses coefficients sans rien dire sur les autres coefficients? Par les mots »la
fonction est définie» j'entends qu'elle est déterminée i une fonction entiére prés,
ou bien & une fonction prés, dont le rayon d’holomorphie est supérieur & celui de
la fonction & définir.

La réponse & cette premiére question supposée positive on peut se demander
si le caractére de la suite partielle qui définit la fonction dépend de la nature
de cette fonction et quelle est cette dépendance?

J'établis dans ce travail quelques théorémes qui répondent aux questions
proposées. On peut résumer ces théorémes dans l'énoncé suivant:

(A): 8¢ on donme soit le caractére, soit la distribution des singularités d’une
Jonction analylique, celle-ct est définie par un groupe partiel de ses coefficients; la
nature du groupe (c¢'est-d-dire la erovssance des indices des coeffictents que servent d
définir cette fonction) dépend de ces singularités.

Faisons maintenant quelques conventions, qui viennent assez naturellement:
Appelons suites complémentaires deux suites d’entiers #;(r=1,2,...) et

7’j(j=1,2,...) dont la réunion forme la suite de tous les nombres entiers positifs.
17—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 juillet 1924.
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Soit
Gnyy Gngy - -« Qngy o+
L
une suite de nombres complexes, tels que lim ¥|an| soit fini.
{=m

Nous dirons que la suite de coefficients aa; (j=1, 2, ...) est fonction de

la suite as, (f=1, 2,...) si, un procédé étant fixé, la différence des deux fonctions

quelconques f; () et f; (x) définies par ce procédé (le procédé en question peut se
réduire & l'indication des singularités de la fonction comme c'est dans le cas
actuel), et qui satisfont aux conditions

Ji (@:i a, 2

n=0

Js (x)=2 a, ="

n=0
a=a =a, 8i n=n,
est une fonction entiére.
Ou méme si on ne considére que des singularités sur le cercle de convergence,
on dira que la suite ay; est fonction de la suite as si la différence Jil@)—fe (@)

est holomorphe i !lintérieur d'un cercle dont le rayon est supérieur au rayon
d’holomorphie de chaque fonction f; () et f3(x). Le probléme capital qui se pose

aprés avoir donné la suite a, (=1, 2, ...) de coefficients de la série de Taylor,
qui définit une fonction analytique ¢ (x)=3an 2™, est de trouver les relations qui
existent entre la suite a, et l'allure de la fonction ¢ (z), — principalement de

trouver des renseignements sur les singularités de cette fonction. Les définitions
que nous venons d'adopter permettent de substituer au fait (A) le fait (A') qui
donne dans les cas généraux une solution théorique de ce probléme.

(A"). 8z on donme soit le caractére, soit la distribution des singularités d'une
Jonction analytique, holomorphe & Uorigine, on peut indiquer une sutte de nombres
entiers m; telle que, an étant les coefficients de cette fonction, la suite an; est JSonction
de la suite an,. La croissance de la suite ny dépend de ces singularités. (Les suites

n; et n’; sont complémentaires.) Cela veut dire que: la nature' des singularités
d’une fonction étant définie, les coefficients d'ordre mi(i=1,2,...) définissent la
partie principale des coefficients d’ordre n';.

! Ou bien la distribution.
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No. 1. Je suis obligé de rappeler quelques théorémes que j'ai démontrés
dans mon mémoire »Sur les séries de Taylor qui présentent des lacunes» (Annales
de I'Ecole Normale supérieure t. 40. 1923): Théoréme 1. Etant donnée la série

(1) Dana,
n=1

je suppose qu'il existe une suite de A,

z’n“ &nz, R Z«ni, « s e

satisfalsant & la condition
lim (l”i'*'l_k"i):: o0,

je dis que la série (1) a sur le cercle de convergence au moins un point qui n’est
pas poéle.
Théoréme 2. Etant donnée une série entiére

(1) > an '™
n=1

de rayon de convergence égal & R et dont les An sont tels qu’il existe une suite
Mgy ngy oo Amgy oo

satisfaisant & la condition
Hm (Ap;41—2P An)=00,

ou p est un nombre entier positif, la fonction représentée par la série (1) ne peut
pas étre mise sous la forme:
x
plo)=—2 @ )L

ol @, (x) est une fonction régulidre dans un cercle de rayon supérieur a R; P(x)
est un polynome de la forme

P@)=(x—x)" (x—x5)". . . (x—xx)*
|«;|=R (j=1,2,... )

v; étant des nombres entiers positifs, et ¢ un entier quelcongue.
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Théoréme 3. Si la série

[

(1) an xl"
=1

est telle qu'il existe une suite

Angy Angy oo hngy o -
satisfaisant & la condition
ln"H
lim ——=oo,
i=o )'"i

la fonction représentée par cette série n'a d’autres singularités que des continus
non-bornés.

Théoréme 4. Soit
Ay Aoy o Ay

une suite d'entiers ne contenant qu'un nombre fini de multiples de chague nombre
i appartenant i une suite quelconque de nombres premiers

pl)p!)--~piy"'7

la fonction, repsésentée par la série

. 2
anx ™

posséde sur le cercle de convergence un ensemble non réductible de points singuliers.

No. 2. Je passe a la démonstration du théoréme suivant:

Théoréme I. St Uensemble E donné des points singuliers d’'une fonction ana-
lytique, holomorphe & Uorigine, est tel, quwaucune partie de cet ensemble n'est un
continu non borné, la fonction est définie (G une fonction entiére prés) par une suile
partielle de coefficients

(l) Qnyy Ony+1y Bny+3y o o « Ougtlyy o+ o aﬂp aﬂi+1) LR an,-+kp “ ey

la suite n; étant une suite quelconque d’'entiers positifs, et satisfaisant & la condition
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Soient @ (x)=b, 2" et @, (¥)= Db, z" deux fonctions analytiques admettant

n=0 n=0
I'ensemble E comme l'ensemble de points singuliers et dont les coefficients jouis-
sent de la propriété suivante:

........

b'n,-+kl-__ bni+kt=an¢+b¢

pour z=1,2, ...
Soit f(x) la différence de ces deux fonctions:

Sf@)=p (x)—ep, (w)=i en X",

n=0
On a évidemment:
en; =0, Cny+1=0, . . . cn;+2,=0.
(e=1,2,...)

Soit 4, la suite de nombres entiers positifs qui n’entrent pas dans la suite

ng, s+ 1, ...+ ks (Z=1,2,)

On peut done écrire

f(ac)———zw'J Cn X" =i e, x

n=0 n=1
On constate facilement que:
Zni-}-]:ln‘ -+ 2 + ki,
ol An=m—1. Ef en vertu de la condition (2} on a
lnﬁ—l . lni-l- 24+ E, .

2’ li = .
( ) 1};12 ]Vni l”i ®

L’ensemble de points singuliers de la fonction f(x) est une partie (au point de
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vue de la théorie des ensembles 1'ensemble lui-méme est aussi sa propre partie)
de I'ensemble E. Il ne contient donc aucune partie qui soit un continu non borné.
Si on supposait

. 1
lim V]e.|=F +0

on serait en contradiction évidente avec le théoréme 3, énoncé dans le no. précédent.
Le théoréme I est donc démontré. Comme on voit il est essentiel d'indigquer
I'ensemble E, en donnant les affixes de tous ses points (il ne suffit pas d'indiquer
ses propriétés).!

No. 3. Théoréme II. Une fonction wayant sur le cercle de convergence de
rayon R d’autres points singuliers que les points d'affixes aj (j=1,2,...%), ces
stngularités étant telles que la fonction puisse étre représentée sous la forme

Sflo)= 2 () —
(x—ax);; (x~—a3);’. - (.’E—"ak)Tk

gj, v; étant des entiers posttifs liés & a;, et @ (x) étant holomorphe dans un cercle de
rayon supériewr & R, cette fonction est définie (& une fonction de rayon d’holomorphie
supérieur & R prés) par la suite

(1) a‘ll") aﬂ£+1, v e aﬂ,‘*{'ki (i:]ﬂ 21 .. ')’

les n; étant des entiers posttifs quelconques et k; satisfaisant a la condition

(3) lim [fi—(2P~1—1) n=00,
p étant le plus petit commun multiple des nombres v, v,, . . . .. Remarquons que
Jf{x) peut étre mise sous la forme
()
fla)=F55,
(P ()}

P(x) étant un polynome dont les zéros sont les points d'affixes o; (j=1, 2, ... k).
Deux fonctions f,(x) et f;(x) admettant les mémes points singuliers a; avec les

! On peut donc dire, que si une fonction analytique représentée par une série entiére de
rayon de convergence fini, n’a pas comme singularités des continus non-bornés — la suite des coef-
ficients qui n'entrent pas dans (1) est fonction de la suite (1).
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mémes nombres correspondants ¢;, »; donnent par soustraction l'une de l'auntre
une fonction du méme caractére, c'est-i-dire

¥ (x)

fuld)—fy @) =F (@)= 2@ _ ¥l
PGP [P@P

¥ ayant un rayon de convergence supérieur a R.
On a comme dans le théoréme précédent

Fa)=D a, z,
n=1

la suite 4, admettant une suite partielle

lnl’ An?, PN lni’ e ; lnizni—l
telle que
l“’i+l=1ni+ kg+ 2.
On a donc
l"1+1_2p—1 ]mi=ki_(2p—1__1) n+1—201,
11 résulte de (3) immédiatement
lim ()»n‘.+1—2p—1 lni)«:w .

L'égalité

2
I () 1
lim Hc;n =R

est donc impossible en vertu du théoréme 2 énoncé dans le n° précédent.’

Théoréme III. Une fonction n'ayant que des poles sur le cercle de convergence
est définie par la suite (1), les k; satisfaisant & la condition

i=w

La démonstration de ce théoréme s'appuie sur le théoréme 1 du numéro précédent.
En outre elle diffdre peu de la démonstration du théoréme précédent. Pourtant
elle peut préter & une remarque:

! On pourrait faire ici une remarque toute semblable & celle que nous avons faite dans la

note (page 184). Les théorémes III. V. VI donnent lieu aux mémes remarques. Ceci correspond au
fait (A’) de Yintroduction.
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Dans le théoréme précédent on a précisé les affixes des points singuliers aj,
tandis que dans ce théoréme ceci n’est plus nécessaire. On le comprend facilement
si I'on remarque que la fonction F'(x) dans ce cas n'admet que des pdles sur le
cercle de convergence, quels que soient les poles de f;(z) et ceux de f;(x) sur ce
cercle. Mais si les ¢; ou bien les ¢; et »; du théoréme précédent ne sont pas les
mémes pour f;{x) et f3(x) la fonction F'(x) correspondante aurait des singularités
sur lesquelles on ne pourrait plus faire des conclusions immédiates.

On voit donec que le théoréme IIT est plus général que le cas particulier du
théoréme II, obtenu en y faisant p=0.

No. 4. 11 est maintenant & propos d’indiquer un fait qui n'est pas lié stricte-
ment aux théorémes précédents, mais dont les conséquences peuvent étre utiles,
ce fait pouvant présenter quelques intéréts quand on se trouve dans 'ordre d'idées
d'Eisenstein.

Théoréme IV. 8¢ Uon peut extraire de la suite A, de nombres entiers positifs,
une suite partielle

ln,, 2'1!21 [ A"‘i’ o o
telle que
1) Hm (g1 —An) =00
la série

9’(‘”)=2 an z'
n=1
dont le rayon de convergence cst égal & un et dont les coefficients sont entiers, admet
le cercle de comvergence comme coupure.

On sait d’aprés le théoréme Hadamard-Fabry que lorsque on ne fait pas la
restriction sur les coefficients a, il faut pour pouvoir tirer la conclusion du théoréme
(c-a.-d. que le cercle de convergence est une coupure) que fous les A, jouissent
de la propriété (1).

Remarquons qu’on ne peut pas remplacer dans notre théoréme les coefficients
entiers par des coefficients p. e. rationnels, car on peut former une telle série
avec des lacunes satisfaisant 34 la condition (1) et pourtant elle n'admet qu'un
seul point singulier dans tout le plan.

De méme la condition relative au rayon du cercle de convergence est nécessaire.!

Pour démontrer le théoréme IV je rappelle un théoréme d & M. CarrLson?:

! Je développerai ces remarques dans un autre travail.
* »Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten». Math. Zeitschr. 1921.
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La fonction représentée par une série entiére avec des coefficients entiers,
convergente a l'intérieur du cercle de rayon 1 est ou bien une fonction rationnelle,
ou bien admet le cercle de convergence comme coupure. Dans le premier cas la
fonction est de la forme

P(x)
(=

Si on se rapporte maintenant i 1'énoncé du théoréme IV on voit que ¢ (x) est
ou bien une fonction rationnelle ou bien admet le cercle de convergence comme
coupure; or, la premidre hypothdse est impossible en vertu du théordme 1 énoncé
dans le no. 1; il en résulte la vérification du théoréme. On pourrait en tirer la
conclusion suivante:

La suite (1) du théoréme IIT, satisfaisant & la condition (4), définit compléte-
ment la fonction, si on sait que les cofficients de la série correspondante sont
entiers, et si on connait un point régulier sur le cercle de convergence de rayon 1.

Ainsi p. e. toutes les séries, dont le cercle de convergence est de rayon 1,
les coefficients entiers, le point d'affixe —1 régulier et dont tous les coefficients
de la suite

Onyy Ongt1, - o - Gugtly (e=1,2,..))

lim k=

sont égaux i 1, se réduisent & la seule fonction

pla=1—

(3 un polynome prés évidemment).

Si on combine le théoréme 4 avec le théoréme de M. Carlson, on pourrait
remplacer dans le théoréme IV la condition (1) pour 4, par celle a laquelle satis-
font les 1, dans le théoréme 4.

No. 5. Théoréme V. Si Uensemble de points singuliers sur le cercle de con-
vergence de rayon B d’'une fonction dnalytique est réductible’, la fonction est définie
(& une fonction de rayon d’holomorphie supériewr & R prés) par wne suite partielle
de coefficients

! Un ensemble est dit réduectible, si un de ses ensembles dérivés successifs est fini.

18—24564. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 juillet 1924.
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Qp,, Qap,, - . - Qipyy - - .
Qp,y Qipy, Bipy,
@ .
apj, aﬁpj) ag‘pj,
D1y Dar - - - D, . . . Etant une suite quelconque de nombres premiers.

Remarquons d’abord que, si F; et E; sont deux ensembles réductibles, il en
est de méme de chaque partie de la somme de ces deux ensembles (par suite de
la somme elle-méme aussi).

Soient f, (x) et f,(x) deux fonctions admettant le méme ensemble réductible
comme ensemble de points singuliers sur le cercle de convergence de rayon R,
et dont les séries correspondantes ont comme coefficients d’ordres:

P 2Dy, - Dy,
pﬁ! 2p2) .. ipg, .

ceux qui figurent dans le tablean (L). Soit F(x) la différence des deux fonctions
Ji(@) et f, ().
L’ensemble des points singuliers de F'(z) sur le cercle de rayon R est réductible.
D'autre part la fonction

satisfait & 1'hypothése du théoréme 4 relative aux lacunes (ou bien & la croissance
de la suite A,).

Son ensemble de points singuliers sur le cercle de convergence devrait donc
étre non réductible s'il n'était pas nul. La contradiction est évidente, et le
théoréme V est démontrs.

No. 6. J'ai défini dans »Sur les séries de Taylor qui présentent des lacunes»

une classe spéciale de séries entidres que j'ai nommées sles séries entidres de la
classe (A)>.
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Soit Zmz" une série entiére dont les coefficients sont égaux a zéro ou bien

n=1
& wn. Soit A', une suite de nombres entiers qui compléte la suite A, c’est-d-dire
les deux suites 4, et A', forment toute la suite des nombres entiers positifs.

x ’
Supposons qu'il existe une série Z“" #*™ dont le cercle de convergence est
a=1

d'un rayon au moins égal & un, et que la fonction représentée par la série

o«

a o ’
Senar= D an 2’ "+
n=1

wln
n=1 1

n=

-4
. ) . » . ) 4, :
admet le point d’affixe w» comme point régulier. La série Zx ® sera alors dite
n=1

série de la classe (A).
Je démontre ensuite (voir le méme mémoire) le théoréme suivant: »Si la

-] w
) 2, . .
série D\ a'" est de la classe (A), la série D an #' d'un rayon de convergence fini,
n=1 n=1

les a, étant d’ailleurs arbitraires, posséde sur le cercle de convergence au moins
deux points singuliers».

Soit une série Za:l'" telle que la suite

n=1

14 14 ’
Xy Ny o N,

ne contienne qu'un nombre fini de multiples d'un nombre premier p. Pour plus
de clarté supposons méme que cette suite n'admet pas du tout des multiples de
p; ce fait ne restreint pas la généralité.

Regardons ensuite la série

1 L
— == P
=7~ 2

dont les seuls points singuliers sont des pdles simples d’affixes

2in 4in 2{(p—1)in

1,e? ,e? ... e °?

La partie principale du péle d’affixe 1 étant égale & p—ﬁl__—wj, il est évident que

la série
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— " N S e — r
P@) = b ——ij"—z—opx i Pl g
représente une fonction holomorphe autour du point d’affixe wn.
D’autre part les coefficients correspondants aux puissances 4, sont égaux & 1.
La série

est donc une série de la classe (A).

D’aprés le théoréme cité tout a 1'heure toute série Za,. ztn posséde sur le

n=1

cercle de convergence an moing deux points singuliers.

De plus: z, étant un point singulier de la série 2“" " sur le cercle de
n=1
convergence, il est facile & démontrer que sur ce cercle se trouve au moins un
2mirn
point singulier d'affixe x; ¢ ? , m étant un des nombres 1, 2, ... p—1. (Voir le
mémoire cité.)
En partant de cette remarque il devient évident que:
Théoréme 5. Si la suite A’ ne contient pas des multiples de £ nombres premiers

pla Psv v pk?

- ]
. . 3 - l' A
ou bien n'en contient qu'un nombre fini, la série D) a,a"" d'un rayon de con-
n=1
vergence fini, et dont les coefficients sont d'ailleurs arbitraires posséde au moins
k+1 points singuliers sur le cercle de convergence.

No. 7. On peut maintenant trés facilement démontrer le théoréme suivant:

Théoréme VI. Si une fonction analytique n’a que m points singuliers sur le
cercle de convergence de rayon R, cette fonction est définie (a4 une fonction de rayon
&’ holomorphie supérieur & R prés) par la suite de coefficients

Qp,s Qgp;, - - - Gip,
(153 cee B4
’ Qpss Q2pys Ps
(L)
Apo s Bipgmr -+ » Bipyy

D1s D3 - - - Pam 6lant des nombres premiers distincts quelconques.
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8¢ on donne les affizes des points singuliers, on peut remplacer dans cet énoncé
2m par m.

Supposons en effet qu'il existe deux séries entiéres

ﬁ(m)=ic,,x" et f;(x)=ic',.x"

n=1 n=1

qui satisfont aux conditions suivantes:
1° Eles ont un méme rayon de convergence égal a R.
20 Pour n égal & jpx, j étant un entier positif quelconque et & prenant
une des valeurs
1,2,...m
on a

Cn=Cn="0In.

3° Chacune de ces fonctions n'a que m points singuliers sur le cercle de
convergence.
La fonction

F(z)=f, (@)—f; (=)

posséde au plus 2m points singuliers sur le cercle de convergence (si les affixes
des m points singuliers qui interviennent dans 1'énoncé sont donnés, F'(x) posséde
au plus m points singuliers sur le cercle de convergence). F(x) peut étre mise
sous la forme

Flz)=\ra ',

n=1

ol A, satisfont 3 la condition du théoréme 5, ol il faut remplacer % par 2m.

La fonction F(z) devrait donc avoir an moins 2m+1 points singuliers sur
le cercle de convergence, si elle en a un sur le cercle, ce qui est contradictoire
a la remarque précédente.

No. 8. Le théoréme Hadamard-Fabry permet de tirer une conséquence in-
téressante si on se place dans U'ordre d'idées que nous avons adopté.

Je rappelle ce théoréme:

La série

b 2
S
n=1
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la suite A, satisfaisant & la condition
lim (ln—(—l _ln);—'w)

admet le cercle de convergence comme coupure.
Par un raisonnement tout semblable & ceux qui servaient & démontrer la
plupart des théorémes de cet ouvrage on peut arriver & la conclusion suivante:
o
Une fonction ) an #'™ ayant sur le cercle de convergence un point régulier

n=1

donné est définie par une suite

Any s an!,...an‘,...
qui comprend tous les coefficients sauf ceux dont les indices 7, satisfont & la condition

lim (n,,  —n)=o.
Mais si on ne considére que les séries qui admettent le cercle de convergence
comme coupure, aucune suite partielle ne définit la fonction.

C'est-d-dire, deux séries @ (x)=3b, 2" et @, (x)==cn 2" qui ont les mémes
coefficients d'ordre =, n,, ..., la suite »; étant quelconque, qui admettant en
outre le méme cercle de rayon R comme coupure, ne différent pas en général,
d'une fonction dont le rayon de convergence est supérieur a R.

Soit en effet

n'l, 'n'z, [P n’;, .
la suite qui compléte la suite
gy Moy - o« My + ot

(c-a.-d., les deux suites #; et m; forment ensembles la suite de tous les nombres

entiers positifs). Choisissons parmi les #; une suite de nombres =, tels que

lim (n/, ,—n;)=
Soit maintenant
67.'1', cn;', R Cn;f,
une suite de nombres positifs tels que
n;
) — 1
lim Vcn"-' ="

R
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Soit

’ ’ re

"
N

"
" i e

une suite contenue dans 7, et qui n'est pas contenue dans #;. Soit, enfin,

bﬂ;", bn;", e bn;", N

une suite satisfaisant & la conditon

,n’;:n

i 1
Vl bn%” l < ﬁ

D’aprés le théoréme que j'établis dans »Sur les séries etc.» on reconnait qu'il y
a un ensemble de puissance continue de valeurs de @ (0= ¢ <2n) telles que les
séries

W Sy an,

n=0

’
a =0 p0111' n="n0;

’ "
a nzbn > 'n=’n;

et dn=cn€? > n=n
admettent le cercle de convergence comme coupure, et il n'y a qu'un ensemble
dénombrable de valeurs de ¢ telles que ces séries (1) soient prolongeables en dehors
du cercle de rayon R.

Si on prend deux séries (1) qui ne sont pas prolongeables, qui correspondent
a deux valeurs de @: ¢, et @,, leur différence admet le cercle de convergence
comme coupure, d'aprés le théoréme Hadamard-Fabry. Pourtant elles admettent
les mémes coefficients d’ordre »; (1=1, 2, .. ).

No. 9. Je veux faire enfin la remarque suivante: Si les conditions qui entrent
dans les hypothéses des théorémes II, III, V, VI sont vérifiées dans tout le plan,
on pourrait remplacer la locution »(& une fonction de rayon d’holomorphie supé-
rieur & R prés)» par la suivante: »(3 une fonction entidre prés)s.

Si par exemple, dans le théoréme V on sait que la fonction, dont les coeffi-
cients qui entrent dans le tableau (L) sont donnés, admet comme singularités dans
tout le plan un ensemble réductible elle est définie i une fonction entiére prés.



