
SUR UNE I 0UATION INTI GRALE NOYAU ANALYTIOUE. 
PAR 

IVAR FREDHOLM 

STOCKHOLM. 

Le nombre des ~quations int~grales dont on peut donner une solution effec- 

tive gtan~ encore assez res~reint, je me suis demand6 s'il n'est pas possible d'~largir 

nos connaissances clans ce~te direction. 

L'dquation int6grale que j 'ai ehoisie correspond au probl~me de DIRICHLV, T 

dans le plan, darts des conditions qui seront ddveloppdes dans la suite. 

Quoique rues dtudes soient encore assez incompl~tes elles m'ont conduit 

un r~sultat qui parait presenter quelque intdr~t, c'est-s une classe assez 

dtendue de fonctions uniformes qui restent inaltdrdes par un groupe de transfor- 

mations alggbriques. 

w ~. Expos6 du probli~me. Calcul des noyaux it~r~s. 

Le probl~me de N ~ . u ~ x ~  pour un domaine D limitd par la courbe C se 

traduit comme il es~ bien c o n n u  1 par une gquation intggrale lin~aire 
+Qo 

(I) ~ (t) + ;~ l f ( t ,  s) ~ (s) ds  = ~p (t), 
. 2  

- - o o  

off 

f ( t ,  s) : ~ __0 arctg y (s) - -  y (t) 
o8 

parcour~ la courbe U quand s varie entre et la variable complexe x (s) + i y  (s) 

~ et + oo. 

1 FREDHOL~, Sur une  nouvelle m~thode pour  la r~solution du probl~me de Dirichlet. Ofv. 
af K. V, A:s f5rh. 1900. 
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En appliquant ~ l'6quation (I) soit la m6thode de N~.UmAl~l~ soit la m6thode 

de FR~DHOLa il parait que l'on rencontre des complications tr~s grandes, la solu- 

tion darts chaque cas se pr6sentant sous la forme de s6ries, dont les termes sont 

des int6grales multiples d'un ordre croissant infiniment. 

En rue de cela il m'a paru int6ressant de chercher, au moins dans quelque 

cas pas trop particulier, si la complication n'est plut6t apparente que r6elle. 

&fin de me trouver dans des circonstances simples je pars d'une fonetion 

ratiomaelle tO (s) de degr6 n. Alors il est clair que je puis partager le plan des 

s e n  n domaines ayant la propri&6 que la fonction to (s) prend ehaque valeur 

une et une seule fois dans chaque domaine. J'appelle ces domaines des domaines 

616mentaires. 

Je  suppose maintenamt que le demi-plan sup6rieur des s se trouve g l'int6rieur 

d 'un des domaines 616mentaires et de plus que la fonction to (s) ne devienne pas 

infinie dans ce demi-plan. En partant d'une fonction rationnelle quelconque on 

peut toujours par un ehangement lin6aire de la variable s obtenir que les hypo- 

theses soient v6rifi6es. 

Nous aUons maintenant nous occuper du ealcul des noyaux it6r6s de 

l'6quation (I). Pour  ce but  je pose 

x (,) + i v  (*) = to C*), 

x C*) - -  i v (*) = ~ C*). 

Parce que f (t, s) est le coefficient de i dans 

o n  a 

~_ o log  (to (,) - -  to (t)) 

f(t ,  s )= i { to' (s) O' (s) ~ i 0 
2 ~ i  to(s)--to(t) O(s)- - to( t ) t~  2~ i  Os log 9(t,s) 

9 (t, ~} = to (~) - -  to (t) 

et ainsi f(t ,  s) est une fonction rationnelle de s e t  t. 

Pour  6tudier les pSles de f( t ,  s) posons 

to(t)  = 9 ( t ) .  
h(0 
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Alors on ob~ient 

0 h (t) g (,) - -  h (~) .q (t) 
0_ log (~  (8) - -  �9 (t)) = Os log = de  h (s) h ( t) 

h (t) g' (~) - -  h'(~) g(t) h' (,) 
h (t) g (,) - -  h (,) a (t) h (,,) 

d'o~t l 'on voiL que pour  un t donn~ les valeurs qui rendent  eette foneLion infinie 

sonL les valeurs de s saLisfaissnL aux ~quations 

(,) = �9 (t), 

h (s) -~ O. 

Appelons ees raeines 
to = t, tl, t~ . . . .  , t , - z  

et, 
aO~ a D . . . ~ a n - 1 .  

Les pbles de Is foneLion 

0__ log (q) ( s ) -  �9 (t)) 
Os 

son~ 

-io = t, tl, t2,. . . , 7~-i 
et, 

off nous avons indiqu6 la quantdL~ eonjuguge par  un Lrait. 

Observons que parmi ees quan~R~s s = t n 'es t  pas un pSle de f ( t ,  s) eL que 

les t, (~ = x , . . . ,  n - - i )  eL a,  on~ des paa-ties imaginaires n~gatives. 

QuanL aux vsleurs infinies il es~ facile de voir  que f ( t ,  s) pour  s = ~ a un  

z~ro d 'ordre deux. 

Cels pos~, on voi~ que 

f~ (t, s) = I f ( t ,  x ) f ( x , s )  d x  
1 2  

se ealeule simplemenL en prenaxtL Is somme des r~sidus eorrespondant~s aux pbles 

don~ les par~ies imaginaires soienL posRives. 

D'apr~s ee qui vien~ d 'etre dR les pbles sonL, pour  f ( t ,  x) 

x = t l ,  t~ . . . .  , ' i ,_ ,  

X = ao~ a l ~ . . .  ~ ~tn--1 
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eL p o u r  f (x ,  s) les rac ines  de l '6qua~ion 

que nous  appe lons  

P a r c e  que l ' on  a 

6 (x) = ~ (8), 

81~ 82~ . . . ~ 8 n - - l .  

l i m  (x--t,) 2gif(t, x)  = - -  l i m  (x  - -  t , )  - 

x = ~ ,  x=~, 

6' (~) 
�9 (x) - -  ~ (t) 

- -  - - I ~  

~' (~) 
l im (x - -  ~,) 2z i f ( t ,  x) = - -  l im (x - -  5,) ~ (x) - -  ~) (t) 

x ---- ~, x ~- a,  

~ - + I  

on voi t  que la somme des r6sidus c o r r e s p o n d a n t s  aux  infinis de f ( t ,  x) es~ 

r i l l  n - - 1  

- - Z f ( t , , s  ) + ~ f ( a , , s ) .  
�9 = 1  ~ 0  

P a r c e  que de plus  

l i r a  (x - -  ~ , )  2 z~ i f  ( x ,  s )  = - -  l i r a  ( x  - -  $ , )  _ 
~' (8) ~' (~) 

~p ( s ) -  ~ (~) ~' (~,) 

on  t rouve  p o u r  la  s o m m e  des 

r e x p r e s s i o n  

Ains i  on  a d ' a b o r d  

r~sidus c o r r e s p o n d a n t s  

- ,  " ~  f(t, ~,) 

aux  infinis de  f (x ,  s) 

~ [ o '  (~) 
2~if~(t ,s)------ q) (s) - -  O(t,,) l+ 

~p (~)-- <p (t)/ 

+ ~ L~ (~ , ) -~ ( t )  
-1 o '  (s) 

+ ~ �9 ( s ) -  �9 Ca, ) 
~ 0  

ce qui  s'6cri~ apr~s une  r6duc~ion s imple  
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- ~  r  (8) 
~ i A  (t, 8} = - ~ a~ (81 - a~ (L) 

' v = l  'v = l  

" -~  o '  (~,,) 
+ ~ ~ (~) - a~ (~,)" 

'1,~0 

Observant maintenant  que 

on trouve 

~ '  (~-) d 8 

et par eons6quent 

(z) 2 .  i A  (t, 8) = - - - -  
n - - 1  d n - 1  

d log H (0  (s) - -  �9 (t,)) + dss log H (q~ (~") - -  a~ (t)) + ds 

n - - 1  

+ d log I I  ( o  ( . ) - -  �9 (~,)). 
'v~O 

Pour transformer eette expression dans une forme plus commode pour la suite 

je consid~re les racines u = t~, de l '~quation 

et paree qu'elles sont fonctions de t, je les d6signe par  

~o Ct) = t, ~ (t), ~ ( t ) , . . . ,  ~,~_, (t). 

I1 s'ensuit que les raeines u-----t, de l '6quation 

sont 
a~ C~,) = ~ ( t )  

~,o (t) = t, ~ (t), ~ ( t ) , . . . ,  ~,~_~ (t), 

~p, 6rant la fonction eonjugu6e de ~p,,. 

Cela pos6, consid6rons le produit  

n - - 1  

H (@ C~-,) - @ C~)), 
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qui ~videmment est une  fonct ion ra t ionnel le  de s. 

conventions ~tre d~sigu6s par  

~o (s ~ ( i , ) , . . .  , ~,,_, (~,) 

ou bien aussi par  la formule  

Ses z~ros doivent  d'apr~s nos 

(,~- 17...~ n-- 1) 

Les pbles de not re  produi t  sont  ao,. �9  a= ehaeun eomptant  (n - -  I) fois. Ainsi on a 

n--1 ~--1 

, , _ 1  H I I  ( 8 -  ~,(~(t)) 
I I  (a~ ( ~ , ) -  m (8))= ,=o ~=, F(t) 
" =1  H (8 - -  a ' ) n - - x  

v ~0  

o5 _F(t) est une  fonet ion qui ne dgpend pas de s. 

Trai tons  de la m~me mani~re le produi t  

Ses zgros s 'obt iennent  en eherehant  les valeurs de s, sat isfaisant  ~ l '6quation 

Or cela nous donne d 'abord  

~, = ~ (t) 

a~ (~,) = a~ (t). 

(k = o, i ,  . . . ,  n - - i ) .  

Parce  que u = ~ est une racine de l '~quation 

j 'obt iens pour  les raeines en s de not re  prodni t  

Les p61es sont les valeurs ~ de s pour  lesqueUes 

~ ( ~ . ) = ~  ( , = i , . . . , , - - ~ )  
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e'esg-s 
~,=ak Y = I~ . . .  ~ n-- I)~ 

d'ofi il s'ensuit que les pbles eherch6s song donn6s par la formule 

Ainsi on peut poser 

n--1  

II (o (~,)-  o(t))= 

. . . . .  

n - - 1  n - - 1  

II II (~-~,(,~(t))) 
i = 1  k = O  G (t)  

~ - - 1  ' ~ - - 1  

II II ( ~ -  ~,(a~)) 
i = 1  k = O  

off G (t) ne d6pend pas de s. 

Enfin, pour le produig 
n - - 1  

]I (~ (~) - a~ (,~,)) 
q ~ 0  

nous ob~enons par des considerations analogues l'expression 

n - - 1  n - - 1  

i = 0  k=O 
n - - 1  

~ 0  

H(t). 

En ingroduisang ees expressions dans la formule (2) on obgieng 

(~) i i 

2gif~(t,s)=--~ ~ sS_(V,~Vkt s--O,~P 
l ~ l  k = l  

+ ~ ~ s-~,,(~k) 8-~,(,~ 
t=0  k=O 

Pour contrbler ce~te expression j'observe que l'on a pour t r6el 

(4) 

m ~tan~ quelconque. 
3 - - 2 4 5 4 .  A c t a  ma themat l ea .  

f f,~(t, s) ds = ~, 
- - o o  

45. Imprim6 le 6 mai  1924. 
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En appliquant cela au noyau f~ il s'agit d'abord de connaltre les p61es de 

f~ dont la partie imaginaire soit positive. 

Or nous savons que s i t  est r6el ou positivement imaginaire ~pi(t)est 

n6gativement imaginaire; au contraire si t est r6el ou n6gativement imaginaire 

~( t )  est positivement imaginaire. Oela pos~, il est clair que les p61es de f2(t, s) 
qui se trouvent dans le demi-plan positif des s, sont 

~ Wk t (i, k = I ,  . . .  , n - -  I )  

~k ( k = o , I , . . . ,  n - - I )  

@, C.~} C:  2o i ._'-:) 
Les nombres de ces p61es 6tant ( n - - I )  ~, n, n ( n - - I )  respectivement on obtient en 

tenant compte des signes des fractions simples dans (2) 

f f~(t, s) ds= (n--I)"--nCn - I )  + n----- I. 

I1 convient maintenant de mettre f(t,s) sous une forme analogue ~ la 

formule (3). Parce que nous avons 

0 2r~if(t, s) = ~s [log (O(s) - -  q~(t))--log (~(s) - -  ~(t))] 

et puree que 

n - - 1  

I I  (s - w, (t}) 
o@) - -  oct)  = ,=0 

n - - 1  

I I  ( ' -  "~) 
k ~ O  

FCt), 

1-[ (~ - * '  it)} 
~ @ ) - - ~ ( t )  = :=~ 

k = O  

�9 if(t) 



il d e n t  

(5) 
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1(8_  z ~ i f ( t ,  s) ~- ~ z z 
i=i i t  8 ---S 

- ' ( :  
~ s ak s - - & "  

k ~ O  

19 

La eomparaison des expressions de f2 
exprim6 par une formule de la forme 

(6) 

et f porte ~ eroire que f~ (t, s) pourra 8~re 

I 
2 g i f r ( t , s ) = t ~  S - - g r t  

(~r) 

z z + (.)(s--~, s• 

i) 
s -Z~r t 

off (~r t) repr~sente la totalit~ des pbles dont la partie imaginaire soit positive et 

qui ddpendent de t, (a,) et (fir) d6signent les autres p61es. Je les ai ordonnds darts 

deux groupes suivant que la fraction simple correspondant est positive ou ndga- 

tire. Les traits signifient que a et ~ sont conjugu~s, et tr est + I ou - -  z. Cela 

pos6, consid6rons la formule 

fr+l(t,  s) = I f ~ ( t ,  x ) f (x ,  s) dx  
I ]  

sous l'hypoth~se que fr(t,  x) soit donn~ par la formule (5). Dans ce cas nous 

pouvons exdcuter l'int~gration comme plus haut  en prenant la somme des r~sidus 

de la fonction rationnelle f~(t, x) f (x ,  s) pour les infinis qui se trouvent dans le 

demi-plan sup~rieur des x. En tenant compte des p61es de f~ on obtient ainsi 

la somme de r~sidus 

' ,  E f ( r  t, ,,) + E,f(~,,, ~,)- 2~f(fi,, s) 
(~r) (a~) (tJr) 

et pour les p61es de f (x ,  s) la somme 

n w l  

8 , ~ ' , 4  " 
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Ainsi 

(7) 

Ivar Fredholm. 

n - - 1  
d ~  

fr+~ (t, s) ~- er ~ f ( ~ r t ,  s) + E f ( a r  , 8) - -  ~ f ( ~ , ,  s) + ~ f ,  (t, ~,) 
(~r) (~) (N) ~,=1 

Consid6rons d 'abord les trois premieres sommes dans le second membre de cette 

6quation. 

Si nous employons pour f ( t ,  s) la formule (5) nous obtenons 

(~r) ('~r) i=l 
n--l( I 

- - ~ r  MrS, s__Lak 
k-.~O 

2 ~ i  ~ , f ( a ,  , s) = S ~%o, a " 
(li r ) (a  r ) ~ = 1  

"-'( D 8 - -  ' 
k=O 

- ~ , ~  Y,:~, ~ ) = -  E E ,~,- ~ _ ) , ~  
(r (tJr) i=a 

C ,-=o'3 + P~ ~ , 

off Mr, ~rr, Pr d6signent les nombres des ~r, a~, fly respec~ivement. 

relat ion (4) on a cependant  

et ?l cause de cela on obtient 

~ ,~ ( , ,~ : l~ ,  ,, ,) + y i / : . . , > -  ~ : c , . , > )  = 

(s) 

A cause de la 

--' I I ) ._1( I ~ )  =,.y~ ~, ( - __ 

, )  
(N)i=l 

~ E - - a ~  ' s ~  
k==O 



Sur une ~quation int~grale ~ noyau analytique. 21  

Pour  t ransformer  la derniSre somme dans (7) nous consid~rons d 'abord 

l 'expression 

n - - 1  

~ ~ a~, a log I I(~,-z)- 
~r ~'~1 

Comme le produit  dans le 

racines de l '6quation en u 

second membre est une fonct ion sym6h~ique des 

~( , ) -  ,~(.,) 
' - ~ -  0 : ,  

'~/, - -  8 

le produi~ est une fonetion rationnelle en 8. Les z6ros de cette fonction sont 

les valeurs de 8 qui rendent  ~, ~ ;~ e'est-s 

s = Tp~ Z i f  = I ,  2 ,  . . . , n - -  I ) .  

Les infinis sont les valeurs de s pour lesquelles ~, = oo c'est-g-dire 

( i = i ,  2 , . . . , n - - x ) .  

Ainsi 

n - - 1  I d Y ,  

~ L - - Z  d8 
~ 1  

..(8 ) 
d8 (8- -~, ( ,~  1) , , - - -~ ,z  8 - -  

i = l  t = l  

Appliquant  ce rgsultat  & la quatriSme somme de la formule (7) et en observant 

que les p61es de la forme ~0t(ao) se d&ruisent  on obtient  

(9) 2 ~ i ~  f~ (t, s,, as -- 
~ 1  

i ) . , ( i  i )  
i = z  (~r) ;=~ (a,.) 

. , ( i  I) 
i = 1  (/~r) 

En r6unissant cette expression ~ (8) on trouve en ayan t  6gard aux sommes qui  

se d&ruisent  
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(~r) ~=i 

~ - - 1  I I I I 

+ Z Z - y, 
(a r ) ~ = i  ( 3 r )  i = i  r 

~=o \ s - -  ak 

En se rappelant  maintenmnt que les ~r t, ar, fir ont  des parties imaginmires 

positives on voit que les infinis ~ parties imaginaires positives de f r + l ( t ,  s) sont  

(i = I ,  . . . ,  , - -  i )  

~ i ~ , ,  ~ i # ~  

~ (k = o,  . . . ,  n - -  I) .  

I1 est ainsi facile de voir que le groupe des ~+~t est la totalit6 des quantit6s 

~ l ~ r t ,  le groupe des ar+l est la totalit6 des quantit6s ~Pi~r augment6e des 

quantit6s ak et enfin le groupe flr+l est la totalit6 des quantit6s ~ i a , .  Enfm si 

~ r + l  ~ - -  S r  

on voit que la forme suppos6e de f r ( t ,  s) est correcte si 

~ , =  ( - -  I) , .  

Quant  aux nombres Mr,  Nr et P~ on voit que 

M ~ + I = ( n - - I ) M ~ ,  

_~rr+l = (n - -  I) Pr + n, 

Pr+i  = (n - -  I) Nr. 

Paxee que Yon a Mi  = n ~ 1, N1 = n, P i  = o i l  s 'ensuit  que 

M ~ =  ( .  - -  i ) ' ,  

i V , - -  P ,  = i - -  ( - -  r ) ' ( n - -  ~ ) ' .  



On a ainsi 
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~r~r "~- ~r--/Dr = (-- I)r(~ -- I) r ~- I --(-- I)r(~ -- I) r -~- I 

~3 

ce qui peut  servir de eontr61e. 

En comparant  main tenan t  les formules (6) et (xo), on trouve d 'abord que 

le groupe des points ~r t est la totalitd des points qu'on obHent du point t e n  y 

appliquant r t ransformations ~p de sorte que r o n  peut  ~crire 

(~r t) = (~t~ ~Pr ~Pi~ �9 . �9 ~P~ t), si r e s t  pair, 

(~r t) = ( ~  ~ ~ . . .  ~ir t), si r est impair, 

les indices i, pareourant  tous la suite i, 2 , . . . ,  n - - i .  

Le nombre de ees points ainsi, eomme nous l 'avons d6j~ trouvd, est ~gal 

Pour  les groupes (a), (/~), (a), (~) on obtient  d 'abord en comparant  les formules 

(6) et (TO) les formules de r~cursion 

qui signifie que le groupe des a~+l s 'obtient en appliquant s chacun des points 

~r ehacune des t ransformations ~1, �9 �9 ~pn-1 et en y a jou tan t  les n pSles a0, . . . ,  an-1. 

Pour  les autres groupes on obtient faci lement  des formules de r~cursion 

analogues que je r~unis a v e c l a  formule trouv~e tout  ~ l 'heure, 

En appliquant ces formules et  en t enan t  compte des groupes d~j~ connus on 

trouve les expressions explici~es des groupes (a), (/~): 

pour r nombre pair 
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(,~) = ~ + (& ~) + . . .  + (~-~ ~), 

(fir) ~ (~. a) + - . .  + (~-a), 

(#,) = C~ ~) +.--  + (~,~). 

Pour r impair on trouve 

(,~,) = a + (#~ ~) + . . .  + (#~ ~), 

(~,) = a + (~,~) + . . -  -~- (~-, a), 

(#,) = (~  a) + . . .  + (~,_, ,~), 

G~,-) = (r ~) + - . ,  + (~,.-,. ~), 

06 j 'ai d~sign6 par a ceIui des pbles de la fonction ~(s) qui se trouve dans le 

domaine 616mentaire con~enant l'axe r~elle dans son int~rieur. 

est la quantit6 conjugu6e de a. 

Pour abr6ger ~e vais appeler le point qui s'obtient en appliquant r trans- 

formations ~ ,  ~ ~ un point quelconque a l'image d'ordre r de a. 

Des d6veloppements qui pr6c~dent il s'ensuit que les noyaux it~r~s sont des 

fonetions rationnelles. 

Pour en avoir une expression commode introduisons les notations abr6g~es 

el; 

a , ( t , , )  = 2~ 

I 

~ ' ( c ' )  ~ Y', ~ - ~ , , ~ o , , ~ , , . . . . .  �9 . . .  (t)' 

05 i . . . .  i ,  prennent ind~pendamment les valeurs i ,  . . . ,  n - -  z. 

~erire s i r  est un nombre pair 

(ii) 

Alors on peut 

r - - 1  
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et s i r  est un nombre impair 

(12) 2 ~i f~  (t, s) = - -  ~ ( t ,  s) + ~2,(t, s) 

r - -1  

+ ~ [~,(a, s ) -  ~,(a ,  s ) ] -  Z [~,(a, s ) -  ~ , (a ,  s)]. 

Par  rapport s la formule pour le noyau f i ( t ,  s) 

~ c o  -~co 

 xr_, (13) (t, s) = . .  

- - r a m  - -  ~ 

point dans F, routes 

pouvons faire varier t 

representer la mSme 

il est important de savoir dans queues conditions il est permis de donner des 

valeurs complexes aux variables t et s jusqu'iei suppos~es r~elles. 

Pour r~pondre ~ eette question on doit se rendre compte des p61es que nous 

avons reneontr6s en ex6cutant successivement les integrations dans la formule 

prdc~dente et qui sont les images successives des points t et s. Or si nous con- 

sid~rons la partie commune F des domaines ~l~mentaires des fonetions �9 (s) et 

(s) qui eontiennent l'axe des s r6elles nous voyons faeilement que si ~ est un 

les images de s se trouvent en dehors de 2". Ainsi nous 

et s dans le domaine 2'  sans que l'expression (13) cesse de 

foncr analytique. On voit aussi qu'il existe dans ces 

conditions une limi~e sup4rieure finie pour f ( t , x )  et f ( x ,  s) ponrvu qu'on exclue 

du domaine de s u n  voisinage des p61es a et ~ et x est une quantitg r6elle. 

Ainsi l'expression du noyau r~solvant est valable quand t et s se trouvent dans 

le domaine 2". 

Le probl~me 61ectrostatique. 

Appelant a la longueur de l'are de la courbe O, ~ (a)la densit6 de l'~lectriclt~ 

en ~quilibr'e sur O nous aurons 

e (a) da  = to (s) ds ,  

off oJ (s) est la solution de l'6quation in~grale  homog~ne 

+co  

($) - - I f ( t ,  s) o~ (t) d t = O. 
e J  

4--2454. Ac~a math~rae~ca. 45. Imprim6 le 1 juillet 1924. 



26 Ivar Fredholm. 

La fonction oJ (s) peut 6tre d~termin6e par r~quation 

(s) = lira f ,  (t, s). 

Mais puisque 

aussi ~crire 

Pour d6terminer le potentiel de l'61ectricit6 en 6quilibre soit ( ---- ~ + i ~ ~ t1~ (8) 

un point sur la eourbe U et z = x + i y un point ~ l'ext~rieur de C le potentiel 

cherch~ V e s t  d ~ a i n ~  par la formule 

g = f l o g  r d 
c 

o5 r e s t  la dist~ance des points ~ et z. Je  puis aussi gcrire 

+ ~  

r = / l o g  r ~ (s) d s. 

log r e s t  la p~rtie r6elle de log ( z -  ~)-~ log ( z -  �9 (s)) on peut 

+ ~  

r = ~ f l o g  (z - �9 (s)) ~ (s) d s, 

off R d6signe qu'fl faut  prendre la partie r6elle de l'int~grale. 

Pour lea calculs suivants il vaut mieux consid6rer l'int~grale 

(~4) _ f 
x ( . )  - j ~  _ ~ C~)' 

dont les parties r6ene et imaginaire nous donnent les d6riv6es premieres de IT. 

Pour des points r ext6rieurs ~ la courbe U K (g) est une fonction analyt~ique, 

tandis que pour des points int~rieurs on a K(z)----o. 

Pour avoir le prolongement analytique de K(z) ~, rinh!rieur de U il ne faut  

que changer le chemin d'int4gration d'une mani~re convenable afin d'6viter le 

point singulier so dans le demi-plan sup6rieur des s qui satisfait ~, l'6quation 

,r C8o) - -  ~. 

On obtient ainsi la relation 
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(~o) 
z ~v i ~ = K ( ~ ) ,  

d'ofi ron  volt qu'il ne faut aucune intggration pour avoir K(z)s i  on eonnait eo (s). 

On peut aussi ~erire la relation entre K(z) et co (s) 

2 ~ i  o, (s) d s  = K(~)  d z ,  

off z -~ �9 (s). Ce~te ~quation n'est du reste que la relation connue de la th~orie 

du potentiel entre la d6riv~e normale et la densit~ de l'~lectricit& 

Pour  avoir une expression analytique de K(z) j 'en caleule d'abord une 

expression approch~e Kr (z) introduisant dans la formule (~4) au lieu de eo (s) 

f i  (t, s). 

Alors j 'obtiens si r est un nombre pair 

r--1 I ~ X 

I 

Si on donne ~ t la valeur a nous pouvons gcrire 

K, 
z - -  �9 (~) , " 1  ~ - -  ~ (~ ~) z - -  �9 (~, a) = (~,) 

et en faisant r = ov 

Posaut  

K ( ~ )  ~ (~) 
-~  F - - -~ - '  

on sait que $'(z) nous donne ls reprgsentation eonforme de l'exi~rieur du domaine 

/ )  sur un eercle. La fonction F(~9 (~)) jouit  d'une propridt~ int~ressante qu'on 

peut mettre en gvidenee de la mani~re suivante. 

Par~ons d'une fonction F(q)) qui nous donne la representation eonforme de 

l'ext~rieur du domaine D sur le demi-plan inf~rieur. 



28 Ivar Fredholm. 

Puisque a~ (z} parcour~ la fronti~re de D quand z d~crit l'axe r~el, il est 

clair que f(z)= 2'($(z)) parcourt l'axe r6el quand z parcour~ les valeurs r6elles. 

Du principe de ScawxRz il s'ensuit alors que si z et ~ sont des imaginaires 

conjugu6es, f (z)  et f(~) sont aussi des quantit~s conjugu6es. 

En se rappelant maintenant  que �9 (e) prend chaque valeur une lois et une 

seule s l'ext6rieur du domaine D, si z parcourt en partie E'o du domaine 616- 

mentaire E0 qui se trouve dans le demi-plan inf~rieur, on conclut que f ( z ) p r e n d  

route valeur n6gativement imaginaire une et une seule fois, clans E'o. A cause 

de la propri6t6 de sym6trie de f (z)  on voit d~s lors que la r6union F de E'o et 

de son sym~trique ~7'0 par rapport ~ l'axe r~el constitue un domaine ~16mentaire 

pour la fonction f(z). 
On a par d6finition 

et par suite 

ou encore 

�9 ( , ,  (z)) = �9 (z) 

= F(O(,))  

f ( , ,  (z)) 

En changeant ~p, en ~p, et z en ~, on aura aussi 

f ( ~ ,  (~))=f(~)  

ou bien puisque ~ est une quan~it~ arbih-aire 

f ( ~ ,  (z)) - -  f(e) .  

La fonction reste done invariable pour les t ransfomat ions  ~0, et ~p, ce qui permet 

de la prolonger analytiquement ell dehors du domaine F. 

Mais il est aussi facile de voir que f (z)  est une fonction uniforme, car, en 

formant les images suecessives du domaine 616ment~ire F, on volt que chaque 

image pr6sente dans son in~r ieur  un contour libre auquel s'applique des images 

d'ordre sup6rieur, de sorte que les images de F ne sauraient couvrir le plan plus 

d'une fois. I1 est facile aussi de voir que f (z /  existe clans tou~ le plan. 


