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1. Le but de cet ouvrage est la d~monstration de quelques propri~t~s g~n~rales 

des correspondanees multivoques, qu'il est possible d'~tablir entre deux ensembles 

abstraits. Les ensembles consid~r~s sont d'une n a t u r e  compl~tement g~n~rale; 

nous ne supposons point qu'ils sont munis de quelque sort d e  structure, comme 

c'est le cas pour les espaces envisages dans la topologie g~n~rale, ou pour les 

groupes abstraits de l'alg~bre. 

Rappelons d'abord quelques notions et relations fondamentales de la th~orie 

des eorrespondanees multivoques, qui sour indispensables pour les considerations 

suivantes 1. 

Si a et b sont des ~l~ments quelconques, nous pouvons former la paire or- 

donn~e (a, b) de ces ~l~ments; l'~galite (a, b) ~ (c, d) est, par d~finition, ~quivalente 

aux deux ~galit~s a -~  c et b = d. Si (a, b) est une paire ordonn~e, nous d~finirons 

la paire inverse comme (b, a). 

Solent P e t  Q deux ensembles arbitraires, non rides. Nous d~finirons une 

correspondanee multivoque f entre P e t  Q comme un ensemble des paires ordon- 

n~es (a, b) telles que a E P et b E Q, que tout  a E P e s t  l'~l~ment premier dans une 

paire au moins, et que tout  bE Q appartient  comme deuxi~me ~l~ment E une 

p a i r e  au moins, 

i Pour la d~monstration de ces relations, voir par exemple W. SIERPII~SKI" Lemons sur les 
nombres transfinis (I928), pp. I6---I8. Nous ~crirons a EA,  si a est un ~l~ment de l 'ensemble A, 
et B___ < A, si  B est  un sous-ensemble de A. L'ensemble vide sera d~sign~ par 0 ,  et rensemble  form~ 

d'un seul 616merit a par <a).  Nous d~signerons par ~ Aa ou Aa' a- Aa" + . . . r u n i o n ,  par H Aa 
a a 

ou Aa' Aa" .  . . rinterseetion des ensembles d'un syst~me arbitraire (A a) -~ (Aa', Aa", . . . )  d'ensembles, 
et par A ' - - A "  la difference des ensembles A" et' A" (he supposant pss  que A"~_~A'). 
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Si f est une eorrespondance multivoque entre P e t  Q, la eorrespondance 

inverse f-1 entre Q et P e s t  d~finie comme l'ensemble des paires (b,a) inverses 

aux paires (a, b) Ef. On aura 
(f-1)-1 = f .  (I. I) 

S o i e n t f  une eorrespondanee entre P et Q, g u n e  eorrespondanee entre Q et R; 

la eorrespondanee gf  entre P e t  R sera d6finie par la condition que (a, e) E g f  e s t  

6quivalent h l 'existenee d 'un 616ment be Q, tel que (a,b)ef et (b,c)Eg. Nous 

avons done 
(g f)-I  = f-1 g-1 (I. 2) 

et, si h est une correspondance entre R et S, 

h (g f)  = (hg)fl (i. 3) 

Soit f une eorrespondance entre P e t  Q. Si A ~ .P ,  nous d6signons par f A  
l 'ensemble des 616ments bE Q, pour lesquels il existe un 616ment a EA re.1 que 

(a, b)Efi Nous avons done les relations suivantes pour la correspondance f :  

et 

.fO = O, f P =  Q, (1.4) 

A' < A" A " _  f =.f  (A'<= <P), (I 5) 

A ~ f ~ f A  (A <= P), (1.6) 

f~ . jA , ,=~ . fa , ,  (A,~P), (t .7) 
~t a 

f II a,, <= II f a. (A. <=P) ( i . 8 )  
a a 

" > A' f A "  f ( A ' - - A  ) = f  --  (A'~P, A"~P) (I.9) 

et les relations analogues pour la correspondanee inverse f - l :  

et 

f - i  O = O, f - '  Q = P, (i, io) 

f - lB '~ . f - IB"  (B'~B"~Q), (1. II) 

B < f f - ~ B  ( B ~  Q), (t. I2) 

f-'~,B~-----~.jf-'B~ (B~Q), (,. I3) 
a a 

f - I l I B : ~ f - t B :  (K,<=Q) (1. I4) 
a 

f - t (B ' - -B")>f -~B ' - - f - IB"  ( B ' <  , B " <  = Q Q). (~. I 5) 

Signalons que la relation (a, b )Ef  est ~quivalente h b Ef{a}; ee fair nous sera 

utile pour les considerations de la section suivante. 
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2. Soit f une correspondance entre les ensembles non rides P et Q. Si 

M <  P, nous dirons que M est invariant relativement s f ,  si la condition suivante 

est remplie: 
f - l f M  = 3/. (2. I) 

En vertu des relations (I.4) et (I. IO), l'ensemble vide 0 et l'ensemble P sont 

invariants relativement s f .  

D6montrons le th6orb, me suivant: 

(2.2). Soit (Ma) un systbme de sous-ensembles de P, tel que tout  Ma est un 

ensemble invariant relativement s f ;  les ensembles ~ M~ et H M,  seront in- 

variants relativement ~ fl  " 

On aura d'apr~s (I. I3), (I.7), (I. I4), (I. II) et (I.8): 

f -X f  ~ M . =  Z X - ' f M a =  Z M ~  
a a c t  

et 

f - '  f I I  M,~ ~ I I  .f-l f M~, = I1 M,~ 
t t  a a 

o u  

f-x f [[  M~ < I I  ~I~, 
( t  a 

ce qui donne, d'apr~s (I.6): 

f-lf lIMa=HM~. 
a a 

D6montrons ensuite le th6or~me: 

(2.3). Soit A ~ P ;  l'ensemble 

MA = a + f - l f A  + f - ' f f - ' . f A  +.. .  (2.4) 

(o~ les ensembles A, f - i f  A, f l f f - l f A ,  . . . sont en hombre fini ou d6nombrable) 

sera un ensemble invariant relativement ~. f ,  tel que Ma _>_ A; et si A < M < P, 

l'invariance de M relativement ~ f entrainera que MA ~ M .  

L ' ensemble  .MA est done l'ensemble invarlant le plus petit, qui contient 

l'ensemble A. Pour  prouver le th6orbme, nous remarquons que (i. 7) et (I. 13) 

nous donnent 
-1 f f M a  = f -~ fA  + f - ~ f f - L f A  + . . - ;  

d'apr~s (I.6), nous avons A <=f-lfA et, par suite, 

f - l f M A  = A + f - l f A  + f - l f f - l f A  + . . . .  MA, 

ee qui d6montre l'invariance de Ma relativement g fl  Soit maintenant M an 

sous-ensemble invariant de P, tel que M>A;  on aura: 
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M > A ,  

M =f-'fM>____f-tfA, 

M = f - ~ f M ~ f - ~ f f - t f A ,  
et ainsi de suite, done 

M ~  A + f - ' f  A + f -~ f f - t  f A  + . . . .  Ms. 

Le th6or~me eat done prouv6. 

Consid6rons, en particulier, le cas o5 A = {a}; rensemble 

M(a)= {a} + f-X f{a} + f - l  f f - l  f{a} +"" (2.5) 

est l'ensemble invariant le plus petit, qui contient l'616ment a. 

D6montrons que b E M{a) entralnera a E M{b). 
Sf bEMoan, on a, en vertu de (2.5), b = a e t ,  par suite, a EM{b) OU, si 

b # a: b e g  {a}, la correspondance e 6taut de la forme 

g = f - t f . . .  f - i f .  

Utilisant la remarque ~ la fin de la section pr6c6dente, ,nous verrons que 

bEg{a} est 6quivalent ~ (a,b)Eg, ou ~. (b,a)Eg -I, done 6quivalent ~ aEg-t{b}; 
ceci nous donne d'apr~s (I. 2) et (I. I): 

a E g-t {b} ~- ( f - i f . . .  f - t f ) - I  {b} = f - i f . . .  f - i f{b} <~M(h}, 

done a E Mib). 
Comme cons6quence imm6diate de la proposition d6montr6e, nous aliens 

montrer que b E M{a) entralnera M{a) = M@). 
Les ensembles M{a)et M{b~ sent invariants, et comme b E M{a}, nous avons 

en vertu du th6or~me (2.3): M{b)<=MO) �9 Mais la relation b EM{a) entralne 

que a E M{D); d'apr~s le th6or~me (2.3), nous avons aussi M{a)~M{b), dormant 

Nous pouvons mainteuant  6tab]it la proposition suivante: 

(2.6). Soient a E P et b E P:  on a done M{a) M{D) = 0 on, si MO) ~{b} # O : 

M{,) = M(b}. 
En effet, si M{~) M(b) # O, il existe un 616ment e dans P, tel que e E M(a) et / -  

e E M{b). On a done M{,} = M e }  et M ( c ) =  M{b), d'o5 M{~ = M(b). 
Le r6sultat obtenu peut s'exprimer par le th~or~me: 

(2.7). La eorrespondance f d6termine d'une fagon univoque une division de 

l'ensemble P e n  ensembles disjoints de ]a forme M{~}: 

P = + + . . . .  (2, 8) 
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Nous appellerons dans la suite les ensembles MCa,), M{a, , ) , . . .  les classes 

d6termin6es par la correspondance f .  En vertu des raisonnements pr6c6dents, 

nous voyons que, pour que les 616ments a et b de P soient contenus dans une 

m~me classe, il faut. et il suffit que a = b ou, si a # b, que b E f - t f . . .  f - i f {a} .  

3. La structure des sous-ensembles de P, qui sont invariants relativement 

la correspondance f ,  est mis en lumi~re par le th6or~me suivant: 

(3. I). Soit M ~ P  et M ~  "0; pour que M soit invariant relativement ~. la 

correspondance f ,  il faut  et il suffit que M est runion de certaines des classes 

ddtermin6es par f .  

La suffisance de cette condition est imm6diate en vertu de (2.2). Pour  en 

montrer la n6cessit6, nous considdrons l 'ensemble invariant M # 0. La relation 

(2.8) nous donne: 

M = M P = M M~a,) + M M O - )  + - .  

Comme M #  O, l 'un au moins des ensembles MM~a'), MM~a"), . . .  sera f O; 

d6signons par MM{b,), MM{b,), . . .  les ensembles, qui remplissent eette condition; 

on a alors 
M-.~ MM{b'} + MM{b") + ' " ,  

o5 les ensembles MMcb,}, MM{b,,), . . .  sont disjoints. Consid6rons l'un quelconque 

de ces ensembles, par exemple MM(b,); eet ensemble dtant # 0, il existe un 

b E MM{v) ,  d,o5 il suit que b E M et b E M{b'}, ee qui entralnera M{5) = M{b'} en 

vertu du thdor~me (2.6). M 6tant invariant, nous verrons par le thdor~me (2.3) 

que M{D} ~ ~'~ comme b E M, ce qui donne M{D,)~=M ou MM{b,}--~ ~Ir{b'}. 

Nous avons par consdquent 

M ~ M{D') + M{b"} + ' " ,  (3.2) 

notre thdor~me 6tant ainsi ddmontr~. 

Un corollaire de ce th6or~me est imm~diat: Si M est un ensemble invariant, 

P - - M  l 'est aussi; car P - - M  est l 'union des classes, qui ne sont pas contenues 

dans M. Utilisant ce coroUaire, nous obtenons comme supplement au thdor~me 

(2.2) le th~or6me suivant: 

(3.3). Soient M '  et M "  deux sous-ensembles de P invariants relativement ~ f ;  

l 'ensemble M ' - - M "  sera invariant relativement ~ f.  
On a, en effet, M ' - - M " = M '  ( P - - M " ) ,  o5 M'  et P - - M "  sont des ensembles 

invariants. 
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Cherchons maintenant  la condition pour qu'un ensemble invariant soit une 

classe. Nous allons en prouver le th~or~me: 

(3.4). Pour qu'un ensemble non vide M, invariant relativement ~ f ,  soit une 

classe, il faut et il suffit que pour tout ensemble M' invariant relativement s f ,  

et tel que M ' ~  0 et M ' ~ M ,  on a M ' = M .  

La condition est n~cessaire. Soient, en effet, M une classe et M '  un ensemble 

invariant tel que M ' ~  0 et M ' < M .  Comme M ' ~  O, il existe un ~l~ment 

a tel que a e M '  et, par suite, a e M .  M ~ t a n t  une classe, on a, en vertu du 

th~or~me (2.7) , M =  M(a) et, M'  ~tant invariant, M ( a ) ~ M '  en vertu de (2.3), 

comme a e M ' .  On a ainsi M ~ M '  et M ' ~ M  et par consequent M ' ~  M. 

La condition est suffisante. En effet, si M n'est pas une classe, on aura 

par (3.2): 
M=> 3/~b,~- + Mob";, 

off M(b'> et M(b',> sour des classes disjointes, done M(b'> ~ 0 et M(b, ' )~  O. 

Posons M ' =  M(b,~; rensemble M' est invariant et M' ~ O, M ' ~ M ,  mais M' ~ M ,  

ce qui montre que la condition considSr~e n'est pas remplie. 

4. ]~tudions les relations entre les sous-ensembles des ensembles P et Q, 

q u i  sont dSterminSes par la correspondance f entre P et Q. Nous dSmontrons 

d'abord le th~orSme: 

(4. I). Soit M un sous-ensemble de P, qui est invariant relativement ~ f ;  

l'ensemble N = f M  est done un sous-ensemble de Q invariant relativement s la 

correspondance f - l ,  et on a 
M =.f-1  ~ .  (4.2) 

L'ensemble M 6rant invariant relativement s f nous avons d'aprbs (2. I) 

M = f - l f M  ou M = f - t . N  ". De cette relation nous ddduirons f M = f f - l N  ou 

f f - ~ N =  N, ce qui montre que N e s t  un ensemble invariant relativement s f-1. 

D'une manibre tout  ~ fair analogue nous verrons que si N e s t  un sous- 

ensemble de Q, invariant relativement ~ f-~, et M = f - 1  N, M est un sous-ensemble 

de P invariant relativement s f ,  et on a N = f M .  

Soit maintenant 
P----- M '  + M "  -~ . . . .  (4.3) 

la division donn~e par (2.8) de P e n  classes disjointes, et posons 

N'  = f M', N "  = f M ' , ,  . . .; (4. 4) 
nous avons done 

Q = f P  = f M "  + f M "  + . . . .  N '  + N "  + . . . ,  (4. 5) 
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off les ensembles non vides N',  N " , . . .  sont invariants relativement ~ f-i,  en vertu 

du th6or~me (4. I). Ces ensembles sont disjoints, car si par exemple _ N ' ~ ' " #  0, 

on aurait d'apr~s (I. I4): 0 # f - X ( N ' N " ) < : f - I N ' . f - I N " = M ' M "  ou M ' M " #  O, 

ee qui est incompatible avee M ' M " =  0. Nous pouvons enfin montrer que les 

ensembles N',  N "  . . . .  sont les classes darts la division de l'ensemble Q, d6termin~e 

par f- l .  Consid~rons, par exemple, l 'ensemble N '  non vide, et soit B un sons- 

ensemble non vide de N',  qui est invariant relativemeut ~f-1.  Posons A = f - l B ;  

l'ensemble A est done un sous-ensemble non vide de f-a N ' =  M' ,  et A est in- 

variant relativement ~ f.  D'apr~s (3.4) on a done A = M' ,  M '  ~tant une elasse 

dans la division de P d6termin6e par f ;  par suite f A  = f M '  ou B = N ' ,  eomme 

B = f A .  Par  cons6quent on voit que N '  est une elasse dans la division de Q 

d6termin6e par f - l ,  appliquant l 'analogue du th6or~me (3.4). 

Les derniers resultats obtenus s'expriment par le th6or~me: 

(4.6). Soit 
P =  M'  + M "  + ... 

la division de P en classes disjointes, d6termin6e par la eorrespondanee f entre 

P e t  Q, et soient 

N ' = f M ' ,  2 ~ " = f M "  . . . .  ; 

Q = N '  + N " + . . .  

est done la division de Q en classes disjointes, d~termin6e par la eorrespondanee 

inverse f-~, et on a 
M ' =  f - I  N ', M "  : f - t_N" ,  . . .. 

v 

38 - 48173. Acta raathematica. 81. I m p r i m d  le 29 avr i l  1949. 


