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BEWEIS EINES SATZES

AUS DER THEORIE DER SUBSTITUTIONEN

VON

R. LIPSCHITZ

in BONN.

In der Abhandlung Sur la théorie des formes quadratiques ternaires
indéfinies (Journal fuar Mathematik, Bd. 47, S. 312) hat Herr Her-
mite den Satz ausgesprochen, dass, wenn eine Substitution dreier Va-
riabeln nach p-facher Wiederholung die identische Substitution hervor-
bringt, die zu der Substitution gehorende mit einer unbestimmten Grosse
s gebildete charakteristische Determinante nur fur solche Werthe von s
verschwinden kann, die gleich p*" Wurzeln der Einheit sind. Dieser
Satz ist von Herrn CaMmiLLE Jorpan in dem Mémoire sur les équations
différentielles linéaires a intégrale algébrique (Journal fur Mathematik,
Bd. 84, S. 112) in der folgenden Weise auf Substitutionen von beliebig
vielen Variabeln ausgedehnt worden. Jede Substitution von % Variabeln

Ty = anY, + apYy + ...+ ALY,

(I) Ty = AulYy + Yy + - - - + €Y,

r, = anlylv_l_ Aol + .. + anny.nr

welche nach p-facher Wiederholung die identische- Substitution erzeugt,
kann in die kanonische Gestalt

(2) t, = wu,, t, = wyy, . .., t,=w,u,
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gebracht werden, wo die sammtlichen Constanten ®,, @,, ..., @, g
Wurzeln der Einheit sind, unter denen mehrere einander gleich oder auch
alle von einander verschieden sein konnen. Den bei der Verwandlung
von (1) in die kanonische Gestalt anzuwendenden Transformationen ent-
sprechen solche Transformationen der zu (1) gehdrenden bilinearen Form

(3) (@nth + -+ @) + oo F (@ay F o @) 2,

durch welche die bilineare Form

(4) Wa F Y2 + oo Yn2

in sich selbst tbergeht. Wenn fur die Variabeln y,, %,, ..., y, die Sub-

stitution
Yi = gutty 4 Gty + ..« -+ Giats

(5) Yo == Gnlly + Gaa 'l + e + Gan ¥y

yn = gnlul + gn‘zu“l + s + gnnun

benutzt wird, und man das zu g, gehorende, durch die von Null ver-
schiedene Determinante |g, | dividirte adjungirte Element mit G, be-
zeichnet, so muss fiir die Variabeln ¢, die Substitution gebraucht werden

7 = Ghw, + Guw, + ... + G,

(6) 2, = Guw, + Gpw, + ... + Gyw,

2, = Gty + Gy + ..o + Goutty,

damit die vorgeschriebene Gleichung

(7) Y2 F Yoz + o A Y2, = uwy, 4+ Uy, + ..+ uW,

entsteht., Bildet man dagegen die Gleichung

(8) (@ + -+ ayda + o @yt Gl
= (enw + ... Fenw)w A (Cat F o Gl W,
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so leuchtet ein, dags die init der rechten Seite correspondirende Substi-
tution

‘ b= Cptty + Cplty + . .o+ CLly,

(9) Lo
,tn:cnlul_*—cn?u?_*' +Cnnun

hervorgebracht wird, indem man zuerst die zu (5) gehorende inverse
Substitution
t, = Gnh%, + Guoy + ..o+ G,

(10)
tn == Glnxl + G?nxé + e + Gnnxn7

hierauf (1) und zuletzt (5) an..endet. Unter der Voraussetzung des von
Herrn CamicLe Jorpan herrithrenden Satzes muss die Substitution (5)
so eingerichtet sein, dass (9) die Gestalt von (2) annimmt. Da nun (2)
nach p-facher Wiederholung unzweifelhaft die identische Substitution
liefert, so erkennt man leicht, dass, wenn eine Substitution (1) in die ka-
nonische Gestalt (2) gebracht werden kann, auch umgekehrt (1) die Kigen-
schaft haben muss, nach p-facher Wiederholung die identische Substitu-
tion zu erzeugen. Mithin folgt aus dem angefuhrten Satze des Herrn Ca-
MILLE JORDAN, dass eine Substitution (2) die genannte Kigenschaft hat
oder micht hat, je nachdem sie in die kanonische Gestalt (2) verwandelt
werden kann oder nicht.

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafur, dass eine
Substitution (1) nach g-facher Wiedérholung die identische Substitution
erzeuge, konnen auf verschiedene Weise ausgedrickt werden. Zu der
Substitution (2) gehort die mit einer unbestimmten Grosse s gebildete
charakteristische Determinante

(0, — 8)(wy, — ) ... (0, — ),

und dieselbe ist ausserdem so beschaffen, dass alle ihre Elementartheiler
von der ersten Ordnung sind, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass
der grosste gemeinsame Theiler aller partiellen Determinanten der (n—r1)e
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Ordnung, durch die Determinante dividirt, einen Bruch liefert, dessen
Zahler constant ist, und dessen Nenner nur verschiedene lineare Functionen
von s als Factoren enthalt. Sobald eine Substitution (1) in die kano-
nische Form (2) gebracht werden kann, verwandelt sich die mittelst der
unbestimmten Grosse s aus (3) und (4) gebildete bilineare Form

(II) (au?/l +..+ a]nyn)zl + .o (@ay +-+ ann!/n>3n _"5(!/131 +..+ !/nzn)

durch die Substitutionen (5) und (6) in die bilineare Form

(12) wlulwl + st + w, U, W, — S(ulu)l + t + 1‘1}“’7;)7

Weshalb die zu (11) gehorende Determinante

Ay — 8y Uy PRI PR (P
(2N y Q9g — 8, y
(13)
anl b an‘) > LR | ann — S

ebenfalls die angefithrten Eigenschaften der obigen Determinante

(0, — 8)wy, — ) . .. (W, — 3)

besitzt. Auch folgt unmittelbar aus den Principien der Abhandlung, in
welcher Herr WgeiErsTrass den Begriff der Elementartheiler eingefuhrt
hat, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, (Monatsbericht
der Berliner Akademie v. 18 Mai 1868, S. 314), dass, wenn die be-
zeichneten Determinanten in ihren Elementartheilern tbereinstimmen, die
bilineare Form (11) in die Form (12) transformirt werden kann. Hier-
nach ist es gestattet, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir, dass die Substitution (1) nach p-facher Wiederholung die identische
Substitution liefert, so auszusprechen, dass die Determinante (13) nur far
solche Werthe von s, die p* Wurzeln der Einheit sind, verschwinde, und
dass ihre sammtlichen Elementartheiler von der ersten Ordnung seien.’
Der zweiten Bedingung kann man nach einer oben gemachten Bemerkung

''S. H. Mizkowski, Uber den arithmetischen Begriff der Aequivalenz und diber die
endlichen Gruppen linearer ganzzahliger Substitutionen, Jou rnal fir Mathematik, Bd.
100, 8. 450,
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auch den Ausdruck geben, dass der grosste gemeinsame Theiler der
sammtlichen partiellen Determinanten der (# — 1)** Ordnung, durch die
Determinante dividirt, gleich einem Bruche wird, dessen Zihler constant
und dessen Nenner gleich einem Product aus linearen Functionen von s
ist, die alle unter einander verschieden sind. _

Die Kriterien fur die in Rede stehende Eigenschaft einer Substitution
von n Variabeln lassen sich, wie ich jetzt zeigen werde, in der zuletzt
erwahnten Fassung durch sehr einfache Betrachtu'ngen zur Evidenz bringen,
bei denen von der Zerlegung der rationalen ganzen Functionen einer Ver-
anderlichen in Factoren des ersten Grades kein Gebrauch gemacht wird.

Es moge cine gegebene Substitution (1) in p-facher Wiederholung
zur Anwendung kommen, indem man die nach einander einzufthrenden
Systeme von je n Variabeln mit z,, y,, ¥, ..., ¥’ bezeichnet. Als-
dann ergiebt das System (1) mit Benutzung einer unbestimmten Grosse
s das System von Gleichungen

Xy == SYy = anY; + Yy + . .- + @Y, — Sh

L, — SY, = U, Y, + aﬁ‘),?/‘l + v + A — SYns

und ebenso entsteht nach einander eine Reihe von Systemen, dessen erstes
ich hinschreibe

B P = g+ g D — s
(15)
o D = P o D —
Wenn man nun das System (15) mit s, die auf dasselbe folgenden bezie-

hungsweise mit s% s% ..., &' multiplicirt, alle addirt, und die Ab-
ktrzung

(16) =+ sy + .. STy
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cinfahrt, so crhalt man das System von Gleichungen

pon)
T, — s = ayp + - + Q.9 — S,

(17)

73—
‘/r'n_ Sp._,/nl - (ln17]l + (’112772 + L + ann’?n - Svn‘

Ich mache jetzt die Voraussetzung, dass die Substitution (1) nach p-facher
Wiederholung die identische Substitution erzeuge, oder, dass, in den ein-
gefuhrten Bezeichnungen, die Gleichungen

(18) W=z, ..., §=1

gelten. Dadurch wird aus (17) das System

’ 1 — s, = (a, — ) + apy + -+ + Q12 7n
(19) . .. .
I (1 — s, = Ay + Gy + - .- + (@p — )%

Weil nun die # Verbindungen x, nach (16) gleich homogenen linearen
Functionen der Variabeln y,, ¥,, ..., ¥, sind, welche folgendermassen
ausgedriickt werden sollen,

(20) N = qnlh + Gy + - Gnlhns

so kann durch das System (19) fir jeden Werth von s, welcher den Aus-
druck (s* — 1) nicht zum Verschwinden bringt, nur diejenige Abhangig-
keit der Variabeln z,, r,, ..., o, von den Variabeln y,, ¥, ..., ¥,
dargestellt werden, welche urspriinglich in (1) ausgedriickt ist; oder, wenn
jede der Gleichungen in (19) durch (1 — s*) dividirt wird, so miissen die
auf der rechten Seite befindlichen homogenen linearen Functionen von
Yis Yy -+ Y» respective mit denjenigen identisch sein, die in (1) auf-
treten. Wenn man daher die in (13) dargestellte Determinante mit 8(s),
die zu dem System (20) gehorende Determinante |g,, | mit Q(s), die zu
der Substitution (1) gehorende |a,, | mit 4 bezeichnet, so folgt aus der
hervorgehobenen Ubereinstimmung zwischen (1) und (19) die Gleichung

(20') A1 — s = 8(5)Q(s).
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Die Determinante 4 muss wegen der Gleichungen (18) so beschaffen
sein, dass

(21) A% = 1

ist. Die Gleichung (20") zeigt, dass 8(s) nur fur solche Werthe von s
verschwinden kann, die 4 Wurzeln der Einheit sind, wie behauptet war,
und giebt gleichzeitig an, wie die Determinante Q(s) durch 8(s) be-
stimmt wird.

Wenn man annimmt, dass die Determinante &(s) so gebildet werde,
als ob die Elemente @, von einander unabhingig waren, so kann man
die zu (13) gehorenden partiellen Determinanten der (» — 1)*® Ordnung
als partielle Differentialquotienten von &(s) nach den a,, darstellen, und
erhalt aus (19) durch Auflosung fur die Verbindungen %, %y, ..., %o
die Ausdriicke

8 g 3

98(s) . 9 (s)w2+”.+3 (s)w,,

da; oag 9%a1 7
771 = 3(8) (I -_— S)

(22)

3 3 8

8_(s)x1 + 2 <S)«’”2 + ...+ 2 (s)w”

a1, dadg, Byp "
W" = gy(s) (I _8 ).

Nach (16) sind die 7, gleich homogenen linearen Functionen der Va-
riabeln v, %,, ..., y., deren Coefficienten ganze Functionen der un-
bestimmten Grosse s sind; sie verwandeln sich durch Anwendung von
(1) in homogene lineare Functionen von #,, #,, ..., z,, deren Coeffi-
cienten ebenfalls ganze Functionen von s sind. Diese Coefficienten finden
sich auf der rechten Seite von (22) individuell dargestellt. Mithin muss

jeder der »® Ausdricke
38(s)
LAy

(s

(1 —s)

Q9

gleich einer ganzen Function von s sein. Es hat daher der grosste ge-
meinsame Theiler der zu &(s) gehorenden partiellen Determinanten der
(n — 1)** Ordnung die Eigenschaft, durch 8&(s) dividirt, und mit der



144 R. Lipschitz.

Function (1 — §*), die nur ungleiche Factoren enthalt, multiplicirt, gleich
einer ganzen Function von s zu sein, womit der zweite Theil der Be-
hauptung bewiesen ist.

Wenn umgekehrt eine Substitution (1) so beschaffen ist, dass die zu
derselben gehorende Determinante 8(s) die so eben erwihnten Eigen-
schaften besitzt, so lassen sich mit » unbeschrankt veranderlichen Ele-
menten x,, Z,, ..., ¥,, # Ausdricke bilden, wie sie sich auf der rechten
Seite von (22) befinden, und dieselben sind nach den getroffenen Vor-
aussetzungen ganze Functionen der unbestimmten Grosse s vom (n— 1)""
Grade. Dieselben mogen nach den Potenzen von s entwickelt, und wie
in (16) bezeichnet werden. Dann folgt aus (22) das System (19), und
wenn hier die Ausdriicke (16) der 7, eingesetzt werden, so erkennt man,
dass wegen der Unbestimmtheit der Grosse s das System (1) oder (14),
hierauf (15) gelten muss, und alle darauf folgenden beschriebenen Sy-
steme gelten missen, und dass als letstes das System (18) besteht. Diese
Erscheinungen dricken aber aus, dass (1) nach p-facher Wiederholung
die identische Substitution hervorbringt. Hiermit ist der Nachweis vollen-
det, dass die aufgestellten Bedingungen nothwendig und hinreichend sind.

Bonn d. 4. April 1887.
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