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ZUR THEORIE DER KRUMMEN OBERFLACHEN

VON

R. LIPSCHITZ

in BONN,

Vor einiger Zeit wurde ich veranlasst, mich mit der Frage nach
denjenigen Oberflichen zu beschaftigen, bei welchen die Differenz der
Hauptkritmmungsradien in jedem Punkte denselben Werth hat. Die Me-
thode zur Behandlung derartiger Aufgaben, welche von mir in den Un-
tersuchungen dber die Bestimmung von Oberflichen mit vorgeschriebenen, die
Krimmmungsverhdltnisse betreffenden Eigenschaften (Sitzungsbericlite der
Berliner Akademie v. 14. December 1882 und 8. Februar 1883) ent-
wickelt ist, giebt fur die erwihnte Forderung eine angemessene Formu-
lirung, und erlaubt, alle Oberflachen aufzusuchen, welche dieser Forderung
und ausserdem mnoch einer gewissen Beschrinkung gentigen. Die recht-
winkligen Coordinaten eines Punktes einer solchen Oberflache lassen sich
mit Hulfe von elliptischen Integralen als Functionen von zwei unab-
hingigen Elementen darstellen. Nachdem Herr Hermite die Giite gehabt
hat, die Ausdriicke in den Comptes rendus der Pariser Akademie v.
14. Februar 1887, S. 418," mitzutheilen, erlaube ich mir, die Ableitung
hier folgen zu lassen.

Wie in der angefihrten Abhandlung denkt man sich in jedem Punkte
der zu betrachtenden nicht abwickelbaren Oberflache die Normale construirt,
und werden die rechtwinkligen Coordinaten &, 7, ¢ des zu der Normale
gehorenden Punktes einer Gauss'schen Kugel vermoge der Gleichungen

& = cosd, 7 =sindcosg, {=sindsing

' Vgl. Comptes rendus v. 21 Februar 1887, S. 534.
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durch die unabhiingigen Polarcoordinaten ¢ und ¢ ausgedriickt; es er-
streckt sich 8 von o bis 7, ¢ von o bis 27. Fur einen Punkt der
Oberfliche, dessen rechtwinklige Coordinaten z, y, 2 sind, bezeichnen p,
und p, die Hauptkrummungsradien, und wird die Lage der Hauptkrum-
mungsrichtungen durch den Stellungswinkel & bestimmt. Zieht man durch
den Punkt (z, y, ¢) eine Parallele zu der z-Axe, und projicirt jene auf
die Tangentialebene, so bedeutet ¢ den Winkel, welchen die betreffende
Projection mit der zu p, gehorenden Hauptkriimmungsrichtung bildet.
Alsdann werden p,, p,, o als Functionen der Variabeln 8 und ¢ auf-
gefasst, und die a. a. O. in III mit (26) bezeichnete Gleichung

a[/’l + L2 + (px ——‘o’)e“?i”
op

1 . —2ia’
L icosdp, + p, + (:0: "”/’2)6 ’ ]

(1)

— iailox + Py — (Pl —Pa)e-wd]
28

b

in welcher i = (=71 ist, enthalt die nothwendigen und hinreichenden Be-
dingungen dafiir, dass eine Oberflache existirt, zu welcher die Functionen
0. Py o gehoren. Die rechtwinkligen Coordinaten z, y, # eines Punktes
der Oberfliche ergeben sich hierauf durch die Integration der a. a. O.
in HI, (27) aufgestellten Differentiale dz, dy, dz, bei welchen die Be-
dingungen der Integrabilitit in Folge der befriedigten partiellen Diffe-
rentialgleichung erfullt sind. Die Ausdriicke von dz, dy, dz lassen sich
nach I, (32) der Abhandlung Untersuchungen dber die Bestimmung von
Oberflichen mit vorgeschriebenem Ausdruck des Linearelements (Sitzungs-
berichte der Berliner Akademie v. 10. Mai 1883) beziehungsweise
als die reellen Theile der folgenden Verbindungen darstellen,

—&gin ,9(&'*2;& (d8 + isinddg) + ‘0‘———;—& e M (dg—isin 19d¢)) ;

(2) (cos@cosp + ising) K‘o‘—;l’! (d8 + isinddg) + &iﬁ e ¥ (d8—1isin z9d¢)) ,

(cosdsing —icosg) ('o‘—:;& (d8 + isinddg) + &—;—'01 e (d9g—i sin:?dg;)) .

Um in der Gleichung (1) die Bestandtheile von einander zu trennen,
in welchen die Summe, und diejenigen, in welchen die Differenz der
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Hauptkritmmungsradien vorkommt, kann man dieselbe, nachdem sie mit
sind multiplicirt ist, in die folgende Gestalt bringen

. 0 .
sindg — z~(‘—0‘—a;—&) sin?®

(o, + p,)
(3 o
3(p, — p,) e *sin"

;2o —py) e sin’ 4]
sin &#9¢

ch)

+

+

= 0.

Demnach liefert die Trennung des Reellen und Imagindren die beiden
partiellen Differentialg]eichungen

2o, +p,) ing — 3[(p, — p,)cos2asin®Y]  dj(p, — p,)sin2asin’Y|
Cl e = sin #9¢ a
@ .
AWpe + ) nry — Al —p)cos2asin®dl dllp, — p,)sin2osin®]
D) o o 7 sind d¢

Da die nach # und ¢ genommenen partiellen Differentialquotienten der
Summe (p, + p,) durch die partiellen Differentialquotienten der Ver-
bindungen (p, — p,)cos 2¢ und (p, — p,)sin 26 ausgedriickt sind, so leuch-
tet ein, dass, wenn zu der Bestimmung einer Oberfliche nur die beiden
letzteren als Functionen von 4 und ¢ gegeben sind, die fur die Existenz
der Oberfliche nothwendige und hinreichende Bedingung in einer einzigen,
nur reelle Grossen enthaltenden partiellen Differentialgleichung der zweiten
Ordnung besteht, welche feststellt, dass fur das aus (4) abzuleitende Diffe-
rential der Summe (p, + p,) die Bedingung der Integrabilitat erfullt ist.
Bei denjenigen Oberflaichen, in welchen die Differenz (o, — p,) constant
ist, und die gegenwirtig ins Auge gefasst werden sollen, wird durch die
so eben erwihnte partielle Differentialgleichung angegeben, in welcher
Abhingigkeit der Stellungswinkel s von den Variabeln # und ¢ stehen
muss, und sobald diese partielle Differentialgleichung erfullt ist, erhalt
man zuerst (p, + p,) und darauf z, y, 2, die rechtwinkligen Coordinaten
eines Punktes der Oberfliche, durch die Integration vollstindiger Diffe-
rentiale.

Ich suche jetzt die Oberflichen zu ermitteln, fur welche die Diffe-
renz (p, — p,) constant ist, ferner der Stellungswinkel ¢ nicht von der
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Variable ¢ und nur von der Variable 8 abhangt. Dann gehen die par-
tiellen Differentialgleichungen (4) in die folgenden uber

op, + p) 1 9[(p, — p,)sin2osin’ )
%0 sind 29
(5)
a(l’)l + 1')1) — ! 8[(101 _ﬂz)COSZJSiHZ#]
¢ sin’d ad ’

und die Bedingung der Integrabilitat fur das Differential d(p, + p,) be-
steht in der folgenden gewohnlichen Differentialgleichung der zweiten
Ordnung, welche die Abhangigkeit des Stellungswinkels ¢ von der Va-
riable ¢ charakterisirt

d< 1 df(p, — p,)sin zasin’:9]>

sin & dd
(6) dé = 0.

Die Grosse (p, — p,) bildet, da sie constant ist, einen fortzulassenden Factor.
Mit Hualfe von zwei willkiirlichen Constanten I und € ergiebt sich sofort
die vollstandige Integration

— M,

1 d(sin2gsin®¥)
l sin & d -

(7)
lsin 20sin*§ = @ 4+ M cos I.
Hieraus folgt, indem

(8) sin*g — (€ + M cos )’ = F(cosd)
gesetzt wird
(9) cos 20 8in*§ = /F(cos #).

Wegen der Gleichungen (5) erhalt die Summe (p, + p,) den Ausdruck

/
'd 20sin’*d) dé
(IO) Iol + Il)? = (Inl - p‘))(/ (COS dal‘}SX ) Sill’ly +9J2¢>7

*
’

wo bei der auszufithrenden Integration eine additive willkiirliche Con-
stante hinzukommt. Indem man tuber diese so wie uber die schon ein-
gefilhrten Constanten 9% und ¢ auf alle zulissigen Arten verfugt, wird
die Gesammtheit der Oberflichen, welche den aufgestellten Forderungen
entsprechen, erschopft.
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Das in (10) vorkommende Integral kann durch theilweise Integra-
tion so umgeformt werden

(17 9

(11) fd(cos 2gsin’¥) d(cosd) :

T == CO8 2¢ 2 CO8 20’
d{cos &) sin* & + /

\/F(cos ) v F (cos F(cos z‘})
ey + 2 j R cos §d8.

Vermdge dessen bekommen die Differentiale der rechtwinkligen Coordi-
naten x, y, z eines Punktes der Oberfliche beziehungsweise die Ausdriicke

dr — P Py % . < / \/F(C(;)Syﬂ) osdd9 + 2y F(COSﬁ) -+ iDIgp) sin 9 dd

+ @+ M cosﬁ)dsfg,

in® Y

+ Wy. Jdﬂ + [ < / \/I;(::?%I—’—) cosdd9 -+ imgp) Sinp

— ' a ; JFionsd)
dy = P—‘;&{[<2 !1:.(00&&) cosddd + 2\ p (0088) + E)ﬁgf) cos# cosg

sin®é

(12) o 1 Meoss _ l
—4——2;951—0 89 OOSng sin19d¢l,

de =01 -&

[(2 \/F(cosﬂ) osddf ZVI‘(COS_"_) + g)g¢> cosdsing

L + Mcosd i /F(cos®)
__.__Siﬂ——cosgoJ dasg + [(21/%{@_%31‘}(&9 + 93350) cosg

o ‘_3_-|- M cos

sin®#d

sim?dgpl.

Durch die Integration wird ausser dem auf der rechten Seite von (11)

erscheinenden elliptischen Integrale noch ein zweites eingefithrt; der Karze
halber will ich dieselben so bezeichnen

(13) VF(C‘;;”) s8d9 — P, /\ e 1y = .

cos@sing




136 R. Lipschitz,

Auf diese Weise entstehen fir z, y, 2z die Darstellungen

. ___m:m [(2P 4+ M) cos§ — 20 + U]

Q :
(14) y= ‘0’ ((2P + Me)sinf cosg — = cos.ﬁ + Wi ¢>

Qeosd 4+ M ‘)

. =e:_:_ﬁ;<(2p + Me)sindsing + =gy cos¢

und p,, p,, o sind durch die Gleichungen bestimmt

sin2gsin®@ = & + M cos

cos 20 8in” § =  Flcos ¥
F(cosd
| 0y +/02__"(/0 ——'0))(21’—}—\——1“&—)—{-9}{)

Die beiden mit P und @ bezeichneten Integrale unterscheiden sich
insofern von einander, als fiir die besondern Werthe der Constanten € = o,
M2o und 2o, M = o das erstere die Eigenschaft, ¢in elliptisches In-
tegral zu sein, verliert, wihrend das zweite dieselbe beibehalt.

Bei der Voraussetzung, dass € und I gleichzeitig verschwinden, wird

(15)

F(cosd) = sin* 4,
mithin

P = / :)My— d9 = logsin @ + A,

'db‘

sin #
N

19—{—%

lQl

und daher nehmen z, y, z die Gestalt an

r = (p, — pg)('(log sin# + 9A) cos# — log tg'g— %)
(16) y = (p, — p,)(logsin# + A)sin & cos ¢
2= (p, — p,)(logsin# 4 A)sin #sin¢.
Hier ist die betreffende Oberfliche eine Rotationsfliche.

Bonn d. 4. April 1887.




