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I. Einleitung und Programm 

Diese Arbeit besch~ftigt sich mit  der numerischen Berechnung der LSsung des 

Dirichletschen Problems fiir die lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, 

die in ihrer Normalform: 

~2z ~2z ~ z  ~z  
~x 2 +~yz +a(x, y).-~-x+b(x, y).~y+C(X, y) . z=d(x ,  y) (1) 

vorgelegt sei. 

Indem wir uns zur numerischen LSsung dieses Problems der Picardschen I tera-  

t ionsmethode bedienen, kSnnen wir 

spezielle Gleichung : 

x 2 

uns darauf beschri~nken, 

D2 z 
- - + -  = e (x, y) y2 

anstelle von ( 1 ) d i e  

(2) 

zugrunde zu legen, da die Picardsehe I terat ionsmethode die LSsung von ( I ) a u s  

LSsungen yon (2) aufbaut.  

Der vorgelegten geschlossenen, sich nicht iiberschneidenden Randkurve  in der 

(x, y)-Ebene zeichnen wir eine Ellipse urn, deren Hauptachsen den Koordinatenachsen 

parallel seien. Diese Ellipse soll sich unserer Randkurve  von aussen mSglichst an- 

schmiegen. Der numerischen Rechnung wegen wollen wir jedoch darauf achten, dass 

* Tn einer frfiheren Arbeit, Acta mathematica, Band 87, 1952, Seite 361//382, hat Verf. dieses 
Problem fiir spezielle achsensymmetrische R~nder untersucht. 
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das Achsenverh~ltnis dieser Ellipse eine mSglichst einfache rationale Zahl wird. Weiter 

setzen wir voraus, dass der yon dem Mittelpunkt dieser (nicht eindeutig bestimmten) 

Ellipse zur Randkurve gezogene Radiusvektor r eine eindeutige Funktion des Polar- 

winkels ~ ist. Diese Bedingung ist z .B.  immer erfiillt, wenn der Rand eine konvexe 

Kurve ist, ohne dass der konvexe ~ der Randkurve fiir die Eindeutigkeit yon 

r(~) notwendig w~re. 

Durch die Transformation: 

x = a x '  + m  1 ! (3) 

y = a y '  + n  1 J 

fiihren wir ein neues Koordinatensystem x', y' so ein, dass der Mittelpunkt unserer 

Ellipse im Nullpunkt dieses Koordinatensystems liegt und die grosse Achse der Ellipse 

die L~,nge 1 erh~tlt. Die Transformation (3) iiberfiihre (2) in: 

~2z ~ z  
x ~  ~ + ~ i  = e' (x', y'). (4) 

Weiter iiberfiihren wir unsere Ellipse jetzt (lurch die Transformation: 

x' = m2~ ] ,  (5) 
y'--n2~ ] 

bei (ler entwe(ler m 2 odcr n 2 gleich 1 ist, in den Einheitskreis dcr (~, ~)-Ebene mit 

dcm Nullpunkt $ = 0, ~1-0 als Mittell)unkt. ])iese Transformation iiberfiihrt zugleich 

unsere vorgelegte gcschlossene Randkurve in eine ganz im Innern dieses Einheits- 

kreises verlaufende geschlossene Kurve der ($, ~)-Ebene. 

Durch die Transformation (5) wird aus (4) eine Differentialgleichung von der Form:  

a2z ~ z  
~ + A ~]2-- = / (~:, ~), (6) 

wobei A eine reelle positive Konstante bedeutet, die man durch eventuelle Variablen- 

vertauschung stets gr5sser oder gleich 1 machen kann. 

Wir werden das Dirichletsche Problem im folgenden in zwei Schritten 15sen. 

Fiir den ersten Schritt werden wir die vorgegebenen Randwerte v o n d e r  vorgelegten 

Randkurve auf die umbeschriebene Ellipse iibertragen und das Dirichletsche Problem 

fiir die Ellipse 15sen. Dies liefert uns eine erste grobe N~herung unserer gesuchten 

N~herung. Beim zweiten Schritt wird diese erste N~herung unseres Problems kor- 

rigiert, indem man eine LSsung der homogen gemachten Gleichung (4) berechnet, die 
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den Fehler der ersten N~herung in einem System diskreter Punkte  des vorgelegten 

urspriinglichen Randes nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgleicht. Die 

Addition dieser Korrektur  zu der ersten N~herung ergibt unsere numerische LSsung 

des Dirichletschen Problems. 

Ffir die numerische Handhabung des Problems werden wir uns in der transformierten 

Differentialgleichung (6) sowohl f(~, U) als auch die gesuchte LSsung z(~, ~) in nach 

Legendreschen Polynomen fortsehreitende Doppelreihen entwickelt denken: 

/ (~:, ~) = ~ F~. k P~ (~) Pk (~/) ~ (7) 
| , k  

z (~, ~) = Y Z~, ,~ P~ (~) Pm (r/). (8) 
l ,m 

Wir setzen also voraus, dass /(~, 9) und z(~, ~) in und auf dem dem Einheits- 

kreise der (~, ~)-Ebene umbeschriebenen Quadrat  - 1 _~ ~_~ + 1; - 1 _~ ~ _~ + 1 hin- 

reiehend stetig und glat t  sind, um die Konvergenz der Doppelreihen (7) und (8) zu 

gew~hrleisten. Ferner setzen wir die eindeutige LSsung des Dirichletschen Problems 

voraus. 

Unsere Aufgabe besteht dann also in der Berechnung der Koeffizienten Zz. mder  

LSsung (8) des Dirichletschen Problems. Die Zahl der Glieder, die wir in den Dop- 

pelreihen (7) und (8) mitzunehmen haben, wird sich nach dem Aussehen sowohl der 

Funktion /(~, ~) als auch der vorgelegten Randwerte  unseres Problems richten. 

II. Erste  Ni iherung ffir die Li~sung des Dir ich le tschen  Prob lems  

Fiir das Folgende wollen wir annehmen, dass wir /(~, ~) bereits hinreichend 

genau approximieren kSnnen, wenn wir uns in (7) auf i = 0, 1, 2, 3, 4, k--  0, 1, 2, 3, 4 

und i + k ~ 4 beschr~nken. In  I I I  werden wir zum Schluss kurz diskutieren, wie man 

vorzugehen hat, wenn sich ](s ~) nicht durch so wenige Glieder genau genug an- 

n~hern l~sst. 

Da sich durch die zweimalige Differentiation, die in (6) an der Funktion z(s ~) 

durchzufiihren ist, der Grad der Legendreschen Polynome um 2 erniedrigt, miissen 

wit fiir den in (6) beabsichtigten Koeffizientenvergleich, den wir nach Einfiihrung 

der Ans~tze (7) und (8) in (6) vornehmen wollen, in (8) l =  0, 1 , . . . ,  6, m = 0, 1 , . . . ,  6 

und 1 + m _~ 6 zulassen. Unter  diesen Voraussetzungen fiir die Indizes i, k, 1 und m 

1 Zur numerischen Berechnung der F~, ~ vergleiche man, falls die die Fj, k definierenden Doppel- 
integrale rdcht geschlossen berechenbar sind, die oben zitierte Arbeit des Verfassers. Das dort auf 
S. 380//382 beschriebene Verfahren kann durch Unterteilung des Grundquadrates verfeinert werden. 
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ergibt dieser Koeffizientenvergleich der Legendreschen Polynome in (6) das folgende 

lineare Gleichungssystem fiir die gesuchten Zl, ~ : 

3 AZo2 + 10 AZo4 + 21 AZoe + 3 Z2o 

35 AZo4 + 90 AZo6 

99 AZo6 

+ 10 Z4o + 21 Zeo = Foo' 

+ 3 Z22 + 10 Z42 = 2'02 

+ 3 Z24 = $'04 

3 AZ22 + 10 AZ,, 4 T 35 Z4o + 90 Zeo = F2o 

35 AZ24 + 35 Z42 = F22 

3 AZ42 + 99 Zeo = F40" 

15 AZo3 + 42 AZo5 + 3 Z21 + 10 Z41 = Fol / 
/ 

63 A Zo,~ + 3 Z2a = Foa 
/ 

15 AZ2a + 35 Z41 --- F21 

(9 a) 

(9 b) 

3 AZ12 + 10 AZ14 + 15 Zao + 42 Zso = F l o  ] 
! 

35 AZI~ + 15 Z32 = F12 

J 3 AZ32 + 63 Zso = Fao 

(9 c) 

15 ASia • 42 AZls + 15 Z31 + 42 Z~I = F,I  ] 

63AZ15 +15Zaa =F13]  (9d) 

15 AZaa + 63 Z51 = F31 

Das System zcrfiillt also in vicr getrcnnte Systcme. Dicser Umstand, der der 

spezicllcn Form dcr Diffcrcntialglcichung (6) zu vcrdankcn ist, crleichtert (lie numc- 

rische Berechnung der Zt. m wesentlich. 

Zu diesen 15 Gleichungen fiir (lie 28 Koeffizienten Zz.m in (8) miissen nun noch 

13 weitere Gleichungen hinzutreten, um die Berechnung der Zl.m zu ermSglichen. 

Diese noch fehlenden 13 Gleichungen hat man nun aus den bis jetzt noch nicht 

benutzten Randwerten zu gewinnen. 

])a wir bei der hicr zun~tchst zu behandelnden ersten N~herung den Einheits- 

kreis der ($, ~)-Ebene als Randform vorliegen haben, werden wir in (8) zweckm~ssig 

Polarkoordinaten einfiihren : 

= cos  ( ~ )  I 
= s i n ( ~ T ) ~ ( - 1 - ~  +1).  (10) 

Langs des Kreisrandes ergibt sich dann fiir die in (8) auftretenden Legendreschen 

Polynome : 
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Po ($) = 1 

P1 (~) = cos (~3) 

1 3 
/'2 (~) = ~. + ~ cos  (2 ~ 3) 

3 5 
Pa($)  = 8  cos (z t3)+ 8 cos (3ze3) 

9 5 35 
P 4 ( $ ) = ~ +  l d  cos ( 2 ~ 3 ) + ~  cos (47tv) 

15 35 63 
P5 ( ~ : ) = ~  cos (ztT)+ 1 ~  cos (3 ~ v ) + i ~  cos ( 5 ~ 3 )  

25 105 63 231 
P6 (~) = 25-6 + 5 ~  cos (2 zt 3) + ~ cos (4 ~r 3) + 5 ~  cos (6 Jr 3) 
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(]1) 

En t sprechende  Ausdriicke erh~tlt man  fiir P,,(~]), indem man  in P ~ ( ~ ) j e t z t  3 

dutch � 8 9  ersetzt.  

Mit (11) und den entsprcchenden Ausdrficken fiir P~(~7) gehe m a n  in (8 )e in  und 

entwickele auch die linke Seitc von (8) 1/~ngs des Kreisrandes,  d .h .  die auf  dcn 

Kre i s rand  i iber t ragenen urspriinglichcn Randwer te ,  (lurch t r igonomctr ische  In te rpo la -  

t ion z .B .  nach dcm Rungcschcn 12-Ordina tcn-Schcma:  

Z = C O + C1" cos (z v) + C2" cos (2 re ~) + C' 3 �9 cos (3 ~ T) + C 4 �9 cos (4re v) + C a" cos (Srt v) + / 

+ C 6 - c o s  (6~r3) �9 (12) 

+ S 1 �9 sin (~ 3) + S 2 �9 sin (2 ~r 3) + S 3 �9 sin (3 ~ r) + $4" sin (4 re 3) t- S 5 �9 sin (5 zt ~) ] 

Durch Koeff izientcnvergleich der t r igonometr i schen Funk t ionen  ergeben sich dann  

dic noch benStigten 13 l inearen Gleichungen fiir die Zt. m : 

1 Z 9 
Z o o + 4  o~+ ~4 Zo4 + 

- 43- Zo 2 _ : 6  z~ - 

35 z 
64 o~ + 

25 Z + 1 +6qZ40  - 21 Z 
--256 ~ 4Z2~ 25-6 42+ 2~6 z60 : CO 

105 Z 3 119 5 119 105 
06 ~- 4 Z20 ~- 5 ~  Z24 ~- Z4~ - ~ Z42 ~- ~ Z6~ ~ C2 

63 Z 9 Z22+ 5 Z 3 5 Z  5 Z 

105 Z 105 231 
512231Z06 + 5 - ~  24 5 ~ Z 4 2 + 5 - ~ Z e o = C 6  512 

(13 a) 
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1 1 
Z l l -  8 Z13- 

Z13 + 

ERV(IN FEHLBERG 

3 15 _ 1 ] Zo, + ~ Zoa + ~ Zo5 ~ Z , , -  9 Z,z-  l z41= S1 

I 5 Z03 _ ~ Z05 + 3 8 8 Z21 ~4 Z23--1~8 Z41=~'~3 (13 b) 

1~8 Z o 5 6 4 1 5  Z23+l~SZ41=S5 j 

1 1 3 9 15 ] 
z lo -  ~ z ~ -  ~ z~, + ~ &o-  5~ z3~+ ~ Zoo = Cl / 

8 8 Za0+ Z 3 ~ +  Zso=C3[ (13 c) 

f 35 Zx 4 I5 Z32 + ~ Z50 = C5 
128 64 

5 1 
2--~ Z15 -- 8 Z31 -- 1~8 z33 -- ~256 Z51---- $2 

5 Z 7 Z51 = $4 67 Z 1 5 + ~  31 64 

2~8 63 Z = 63 Zx 5 Z a a + . ~  51 0 
256 

(13 d) 

Da wir hier infolge der ]~bertragung der Randwerte yon der Randkurve auf die 

umbeschriebene Ellipse nur eine grobe N~.herung der LSsung erwarten k6nnen, wird 

es oft schon geniigen, anstelle der Rungeschen trigonometrischen Interpolationsformeln 

die Thompsonschen Formeln 1 zu benutzcn, die statt yon (12)yon dem folgenden 

trigonometrischen Interpolationspolynom : 

z = Co+ CI" cos ( ~ )  + Ca" cos (2 ~ )  + C3" cos (3 ~ )  
(12') 

J + S  1 �9 sin (~T)+S2 sin ( 2 g T ) + 8  3 . s in  ( 3 ~ )  

ausgehen. 

Bei Zugrundelegung von (12') ansteUe von (12) hat mall in (13 a)bis  (13 d)sowie 

den folgenden Formeln (14a) bis (14d) C4=Cs=Ce=O und $ 4 = 8 5 = 0  zu setzen. 

Die obigen 13 Gleiehungen zerfallen also wieder in vier getrennte Systeme. Dieser 

Umstand ist diesmal der aehsensymmetrisehen Form des Kreisrandes zu verdanken. 

Aus (9 a) und (13 a), aus (9 b) und (13 b), aus (9 e) und (13 e) sowie aus (9 d) und 

(13 d) lassen sich dann s~mtliche Zt, m sukzessiv bereehnen. Die Ausreehnung ergibt: 

a Man vergleiche z. B. WHITTAKER-ROBINSON, The calculus oJ observations, London und Glasgow 
1948, S. 271/273. 
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1 A ~ [ 7 1 
Z42 = 7 (A + 1) (A 2 + 14A + 1) ( - 512 C 6 - ~ ~ Fo4 + 

+~--~(3A + ~) F22+~ F4o } 

Z,o---.9- 6 F , . -~  AZ,~_ 

1 1 1 
Z~4 = ~-~ ~- F ~  - ~- F42 

1 1 1 1 1 1 
Z~176 1155 ~F~+~Z,, 

Z~ 2 = 1 A - 256 C4 + 4 ~- Fo~ + 4 Fzo - 297 Zoe - 
1 2 A 2 + 6 A + l  

- 5 (8 A - 1) Zz4 - 5 ~- (8 - A) Z4z - 297 Zeo 

1 2 18 3 A 
Z,o = ~ F~o - ~ AZ24 - -~- Zeo - ~ Z2z 

1 1 2 1  18_ 3 1Z22 
Zo, = ~-g ~ Fo2 - ~ ~ Z.2 - Zo8 35 A 

{ ( : )  1 1 - 4 C 2 + F o o - 5  + 2 A  Zo4-21  I ~ + A  Zoe+ Z~ 3 A +~ 

119 ? 119 21~83 } 
+ ~ Z24 - -- Z4o - l~ Z42 Zso 

1 ~, 
Z2o=3 ~oo- I-~ AZo , -  7 AZo6-1-~--- Z .o -  7 Z6o- A Zo2 

1Z  _ 9  Z -- 25 Zo6-~Z2o-{-3~Z22- ~- Z o o = C o - 4  o2 64 o4 256 

21 _ 9 Z 4  ~ 21 
+ ~ Z24 + ~  Z4~ - 2~6 Zeo 

57 

(14 a) 

Zza= ~ A - + A F~ F2~} 5 A 2 + 1 0 A + l  { 128S5 

Z _ 1  1 1 1 
o~ - ~ ~ Fo,, - ~y ~ z ~  

3 
Z41 = 3~ F21 - '~ A Z2s (14 b) 



58 ERWINFEHLBERG 

1 1 
Z~ 5 3 A + 1  

1 Z - -  { - 8 S a + F o l - 7  (5+6A)Zo5-1~--~  Z41-~ 23} 

1 _ 10  Z41 _ 5 AZo3 Z2l = ~ Fol - 14 AZo5 

15 +614 Z 4 1 + 9  Z23_3Z 1 Z01 : $1 -- ~ Zo5 8 03 -~- 8 Z21 

I ' } 1 A _128Ca+~F12+F3 ~ Za2= 3A2+ 10A +5  

1 I F 31  
Zl, = 5~ A TM - "] ~- Z32 

_ I  F Zso - ~ 3o - 1 A Z32 

1 1 _24  C3+Flo+ 5 - 2 A  Z14 - ~ -  Zso ~- 8 32~ Z12= 3 A + 3  

2 14 
Z3o = i ~  Rio - 3 AZ1, - ~ Z~o - ~ AZ,~ 5 

15 Z 9 Z 1Z 3Z 
Z , o = C l + l ~ Z , 4 - 6 4  50+3-2 32+~ , 2 -8  3o 

(14 c) 

1 A {A- F~a+ Fa} 
Z33=5 3A2+ 10A + 3 

1 1 5 1  
Z~5 = 63 A El3 - ' 2 I  ~1 Z33 

Zs, = 13 F a -  25 AZs3 

Z '3 -1  1 { - 1 6 S * + 1  ( i ) ? }  5 A + l  ~ F n + 7  - 2 A  Z15- Zs1 

14 _~4_ 
Z31 = 1 Fu _ ;O- AZ15 Z51 - A Z13 

5 Z15+125 Z51+21 l + lz31  Z l l  = 2 S 2 -~- ~ 8 ~ Z3a "~- 4 Z13 

(14 d) 

Durch Einsetzen dieser Werte Zi, m in (8) ergibt sich dann die erste N~herung 
z = z (1) (~, ~/) unserer gesuchten L6sung : 

z(1) (~, 7) = ~ ~z.~'a).l Pt (~)" Pm (~). (15) 
[, m 
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Hierbei haben wir auch den Legendreschen Koeffizienten in (15) den oberen Index 

1 beigefiigt, um damit zum Ausdruck zu bringen, dass es sich hierbei um die Koef- 

fizienten der ersten NAherung unserer gesuchten Lfsung des Dirichletschen Problems 

handelt. 

III. Korrektur der N~iherungsl6sung des Diriehletschen Problems 

Die in I I  gefundene erste N~herung unserer gesuchten Lfsung wird im allge- 

meinen l~ngs der ursprfinglichen Randkurve die vorgeschriebenen Randwerte noch 

nicht genfigend genau erfiillen, da die ~3bertragung der Randwerte von der ursprfing- 

lichen Randkurve auf die umbeschriebene Ellipse zu Abweichungen der L5sungswerte 

l~ngs der ursprfinglichen Randkurve yon den dort vorgegebenen Randwerten fiihren 

m u s s .  

Wir wollen daher versuchen, zu unserer N~herungslfsung Lfsungen der homogen 

gemachten Differentialgleichung (4) zu addieren und dadurch diese Abweichungen 

unserer N~herungs]5sung l~ngs der Randkurve m5glichst klein zu machen. 

Da die homogen gemachte Gleichung (4) die Laplacesche Potentialgleichung ist, 

erhalten wir solche Lfsungen sofort in der Form: 

z ~ : =  ~ . a ~ . r ' ~ . c o s  ( ~ ' ) +  ~ b~.r'~-sin (2~0'), (16) 
x 

wobei r' und q~' Polarkoordinaten in der (x', y')-Ebene bedeuten. 

Wit bestimmen nun die Werte unserer N~herungslfsung z .B.  in den durch den 

Polarwinkel ~ ' = 0  ~ 15 ~ 30 ~ 45~ 345 ~ bestimmten Punkten des urspriinglichen 

Randes und bezeichnen sie mit z~01), z~ ~, z~ 1), z.~ 1) . . . . .  z~ ). Die an den gleichen Stellen 

vorgegebenen Randwerte seien z0, zx, zz, z3, ... z23. Die Differenzen z , - z ~  l )= ~z~ suchen 

wit nun nach der Methode der kleinsten Quadrate durch einen Ansatz ( 1 6 ) m i t  

g = 0 ,  1 , . . . ,  6 und 2 =  1, 2 , . . . ,  5 zu approximieren: 

23 
t t t 6 

{~z ,  - [ao + a x . r, cos ~ ,  + ... + aa. r,. cos(6~v~)+ 
V--0 

v t i 5 
+ b x . r ,  sin ~v,+ ... + b f . r ~  sin (5~;)]}~=Minimum. (17) 

Der Ansatz (17) ist offenbar analog der 5iinimumsforderung, die der trigonometrischen 

Interpolation zugrunde liegt, und geht ffir den Spezialfall, dass s~mtliche r~' = 1 sind 

(Kreisrand), in diese fiber. 

Aus (17) erh~lt man durch Differentiation nach den Konstanten a~ und ba 

ein lineares System von 12 Gleichungen f f r  die 12 unbekannten Koeffizienten 

a 0, a x . . . .  a 6, b x, bz . . . .  b 5. Dieses Gleichungssystem l~sst sich schreiben in der Form:  



60 E R W I N  F E H L B E R G  

6 5 

~ ) ~ .  an + ~. ~,~nR(~' �9 bn = ~ )  (m = 0, 1, . . . ,  6) 
n - O  n - 1  

6 5 

~n"(~) �9 an + ~ ~'~n~(2). bn = 7~ ) (m = 1, 2, . . . ,  5) 
n - - O  n - - 1  

( i s )  

Die Koeff iz ienten  dieses Gle ichungssys tem s ind die  fo lgenden:  

23  

o~(" = y. r: m§ cos ( m ~ ' ) . c o s  ( n ~ ' )  I n n  " 

2 3  
~ ( 1 )  t m + n  r p ~ ,  = ~ r, . cos  ( m ~ , ) . s i n  ( n ~ )  

v - - 0  

_(2) = ~ r ; ~ + n . s i n  ( m ~ ' ) .  cos (nep;) 0 r  
v - - 0  

23  

t~)n = Z r: ~+n sin (m~0:).sin (n~')j 
v - 0  

(19) 

23 / ~) = ~ ~ z , .  r: a .  cos (m 9:) 
v - 0  

(19 )  

Wegen ~n,n-(') -- ~mn,-'(" fl<~) = r162 a(2, __ ~(2~ / J n ~ - - ~  �89 die Koe f f i z i en t enma t r ix  yon ( 1 8 ) s y m -  

metr isch .  

F i i r  den SpeziMfall  des  Kre i s r andes  (alle r : = l )  fo lgt  aus  (19), dass  nur  die  

in der  H a u p t d i a g o n a l e n  der  Koef f i z i en tenmat r ix  zu (18) s t ehenden  Koeff iz ienten  

R(2) ( m =  l ,  2, 5) yon Nul l  verschieden s ind und die  ~-(1) ( m = 0 ,  1 , . . . ,  6) und  ~.m . . . .  

W e r t e  ~ )  = 24, cr ) - :r ~(~) - 12 ; t~(~ ) - ~(2) _ a(~) = 12 haben .  - -  2 2  . . . .  ~ ~ 6 6  - -  - -  ~ 2 2  . . . .  ~ ~t~55 

Be�89 n ich t  zu grossen Abweichungen  des  R a n d e s  yon  der  Kre i s fo rm werden wir  

e rwar ten  di irfen,  dass  d a n n  die Koeff iz ienten  der  H a u p t d i a g o n a l e  von (18) doch noch 

yon  i iberwiegender  GrSsse sein werden.  I n  solchem FMle l~sst  sich dann  das  Sys tem 

(18) re la t iv  e infach und  schnell  i t e r a t iv  15sen. 

Se tz t  m a n  in (19) die  Winke l funk t ionswer t e  ein, so erh~l t  man  fiir d ie  Koeff i-  

z ien ten  der  l inken Sei ten  yon  (18) die folgenden W e r t e :  

~ ) ) =  24 ] 
t r t r t s r r r r ~) = ( r0 -  r,2) + (~, - rll - r13 + r23)" �89 V~ + V~ + ( r 2 -  r ~ o -  r2, + r22)" �89 V~ + 

. . . . .  ' ' rl~ + ~2o)" �89 + ( ~ ; -  g -  ~ + ~ ) "  �89 V 2 -  i + (r8 - r g , -  r l s  + r21)" �89 [/2 + (r4 - r8 - ' ' ' ' ~/3 
-- Irt2 r 2 t rt2 rl2~ t i t '2  r'2 rl2 t2 t2 t2 12 t2 ~ - ~ 0 -  6 ~ 12-  i s j ~ 1 -  5 -  7 + r x 1 + r 1 3 - r 1 7 - r 1 9 + r 2 3 ) ' � 8 9  i 12 P2 t 2  t 2  t 2  t 2  12 t 2  
-~" ( r 2  - -  r a  - -  T B " +  r i o  + r14 --  r io - -  r 2 o  + r22)" { 
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0r - -  t3 '3 - -  '3 t3 - -  '3 P3 
oa - -  (ro - r4 + rs  - -  r12 -t- r16 - r2o) + 

'3  ' 3  '3  '3  ~3 t3 '3  '3  '3 '3  '3  
+ (r l  --  ra - -  r5 + r'7 ~ + r9 - -  r l l  - -  r13 + r15 + r17 --  rio - -  r21 + r23)" �89 ]/2 

~(014) = i '4  '4  '4 t4 '4  ' 4  '4  r ,4~  (to - -  r3 + r6 - -  r9 + r12 - -  r15 + r~8 - -  211 + 

+ ( r , 1 4  ,4 ,4 , 4 - -  ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 
r2 - - r 4  + r 5  ~ r 7  - - r 8  - - s 1 8 9  

0r __ '5 t5 ~5 '5 '5 o~ - (ro - n~) + ( @  - n ,  - ~1~ + ~ ) "  �89 VY:- V~ - 

(r~5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 
--  - - r l o - - r 1 4 + r 2 2 ) - � 8 9  - - r 9  - r l s + r 2 1 ) . ~ V  ~ +  

+ ( r T - r ~  ~ '~ '~ '~ '~ '~ '~ - r16 + r2o)" �89 + (r5 - r7 - -  r17 + r l o ) "  �89 W 2 - ~  V ~ 

o~(i) _ t6 '6  '6 t6 '6 '6 t6 '6 '6  tO '6  '6 
06 - -  ro --  r2 + r4 --  re + rs  - -  rio + r12 - -  r14 + ~' IO - -  r l s  + r20 --  r22 

ot(~)= ,z ,2- , r , 2 - -  , z - -  ,~ - -  ,2, (ro + rx2) + ( 1 -t- r l l  -t- r13 -i- r23)" J; (2 + ]/3) + 

'2  t2 '2  t2 '2  t2 
+ (r7 + ~i~ + n, + ~,)" ~ + (r~ + ~o + ~,~ + r~,). �89 + 

+ ( r ~ 2 + r 8 2 +  ,~ ,2 , ,2 r7'2+ ,2 ,2 ?'17 + r io)"  �88 (2 - -  ~3)  r le  + r20) :~ + (r~ + 

,3 ,3 ,3 ,3 ,3 t3 ,3 
0t(112 ) = (ro --  r12) + (r l  - -  r l l -  r13 + r23)" t V ~"  }/2 + V3 +'(r2'3 _ r,o'3 _ rt,'a + rue)" ~ V3 --  

( r T - - r T -  ' "  '~ ' "  ' "  ' "  '~ - -  r , o  + r2~)" �88 --  (r~ --  r7 --  r~7 + r,o)  . �88 V3 . V2  - [ /3  

~ ( 1 )  __ '4  ~4 '4 t4 t4 v4 
13 - -  (to + r12) + ( r ,  + r,1 + r la  + r23)" �88 V ~"  V2 + V3 - 

- (r~ 4 + r~4 + r~* + r~ 4 + r ~  + r ~  + r.~ + r~]) .  [ --  (r'~* + r;* + r ~  + r ~ ) .  �88 V2 .  2]~--  }73 

~(1) '5 t5 '5 '5 '5 '5 * '5  '5 '5 '5 
1 4  = (ro --  rx2) + (r~ - r n  --  r,~ + ro:,) �9 �88 V2 + V3 - (r~ - r ,o - rx, + r2~)" [ V3 - 

t5 '5 '5 t5 '5 '5 t5 '5  t5 
- -  (r3  - -  ro  - -  r15 + r21) �89 V 2 - "  ,5 ,5 �9 (r4 - rs  - r ~  + r20)" ~ + (r5 ~ - r7 - r ~  + r io)"  �88 W 2 ~  

~ ( ' ) = ( ~ o  " + ~ i ~ ) + ( / , " +  ' '  '~ '~ ' ~  ' "  ' '  ' "  '~ '~ '~ ' " "  r~ + r~ + r7 + rs + r n  + r~s + r ~  + r~v + r ~  + rzo + r.za) " ~ --  15 

- (r~ ~ + ri~ + r[] + r ~ ) -  l - (r'~" + r~" + r;~ + r ~ ) -  �89 

q ( l )  --  t7 t7 '7 t7 t7 '7 t7 '7 t7 '7 
1 6 - - ( r o  - - r 1 2 ) - - ( r 2  - r l o - r l a + r 2 2 ) ' � 8 9  ~ + ( r 4  - r 8  - r 1 6 + r 2 o ) "  

,~f(1) -- v4 14 t4 '4 t4 v4 2 2 - ( r o  +r~  4+ ,4 ,4 ,4 ,4 r12 + r18) + (r'l 4 + r l l  + + r19 �9 ra + r7 + r13 + r17 + r23) ~ + 

t4 t4 t4 P4 P4 t4 t4 t4 
+ ( r 2  + r4 + r s  + r l o + r 1 4 + r 1 6 + r 2 o + r 2 ~ )  �88 

0~(1) __ '5 t5 t5 '5 '5 t5 t5 2 s - - ( r o  - r 1 2 ) + ( r l  + r ~  - - r ~  5 -  ,5 ,5 r l l  -- r la  --  r17 + rio + r2a)" �88 ~ + 

,5 t5 t5 t5 
+ ( r 4  - - r 8  - - 9 1 e + r 2 o ) -  

tfl t6 t6 P6 t6 t6 16 t6 V6 t6 P6 
OC(~ ' = ( t O  6 - r 8  + r 1 2 - - r l a ) + ( r l  - - r 5  - - r 7  + r l l + r l S - - r l T - - r l o + r 2 a ) . f V 3 - -  

- -  rs  + r io + r14 - -  rl6 --  r20 ~- r22) �9 �88 

~(1) __ '7 P7 '7 '7 t7 t7 '7 
2 5 - - ( r o  - - r l 2 ) + ( r l  - r l l - r l s + r 2 3 ) . ~ / 3 . W 2 - w 3  '7 '7 17 - - ( r 2  - r I o - r l a + r 2 2 ) ' � 8 8  ~ -  

(r~7 ,7 ,7 '7 '7 '7 '7 '7 
- -  - -  r8 - -  r16 + r20)" ~ - -  (r5  - r7 - r17 + r i g ) "  �88 V 3 '  ~ V 3  

0~(1) _ '8  2 ~ - ( r o  + r ~  s +  ,s ,s ,s ,s ,s ,s - r4 + rio + r14 + r16 + r2o + r22)" �89 r12 + r18) ( r  2 + rSS + '8 '8 '8 

6I  

(20 a) 



0~(1) _ 
4 6 - -  

0~(1) _ 55--  

+ 

+ 

Of.O) _ 

( 1 )  _ _  

ff'66 - -  

+ 

6 2  E R w ~  F~HLBE~G 

= r4 + rs + r12 t r~6 ~ r20) + 

+ ( / 1 6 +  ,6 ,6 ,~ ,~ ,8 ,6 ,6 ,8 ,6 r~ + r5 + r7 + r~ ~ + ,6 r l l  + r ,a  + r15 + r17 + r19 + r21 + r23) '  �89 

or(l)  t7 P7 '7 t7 t7 t7 t7  t7 t7 t7 
34 = (ro - r12) + (r l  --  r5 + r7 - -  r l l  - -  r13 + r17 --  r19 + r23)" �88 + 

t7 t7 ' 7  
+ (r~ ~ - r9 - r15 + r21)" �89 ] /2  + (r~ ~ - rs'7 _ r16'~ + r2o)"~ { 

o(,) = (to s + r;S2) + (rlS + ,~ ,s ,s 
35 

'8 '8 '8 '8 '8 '8 '8 '8 '8 '8 + (r3 - r4 s --  rs  + r9 + rl~ - r,6 --  r20 + r21)" �89 - -  (r5 + r'7 s + r17 +r ig )  �9 �88 1/2- 

r '9 '9 '9 '9 36 ~ r o  - -  r4 + rs 9 -  ,9 r12 + r16 --  r20 

~(1 )  '8 '8 '8 '8 = ( t o  + r 8  + r 6  + r ~  8 +  '~ ,8 ,s r12 + r15 + r l s  + r21) + m44 

- '8 '8 '8 '8 'i~ '8 '8 , '8 t8 t8 '8 '8  '8 '8 '8 '8 
+ (rl  + r2 + r4 + r5 + r7 + r8 + rio ~- r l l  + r13 + r14 + r16 + r17 + rio + r2o + ?'22 + r23) �9 �88 

0~(I) '9 '9 '9 '9 '9 '9 ,~ = (ro --  r,2) + (r l  - r n  --  rla + r23)" �88 ]/2 - ]/3 + 

'9 '9 '9 '9 '9 '9 '9 
+ (r~ 9 - rlo - -  r , ,  + r2.,) �9 �88 1/3 + (ra --  r9 --  r,~ + r21) '  �89 ]/2 --  

'9 '9 '9 '9 '9 '9 '9 '9 
r ,  -- rs  --  r l~+r ,~o)-  t + (% -- r7 --r17 + rl~)" �88 [/2 + V:~ 

•  r ' lO  _ r~ 10 + r;lo 0 r i l  ~  rqO + r ' l~  (ro ' ~  q~ + r  q~ --r ' ,~  ~  ,z --  , + r;~ ~  20 2 ~ t ' � 8 9  

( % , o +  ' , o ,  + ( r , , O +  , , o  r , , O •  rrz ) rH * ,~ ~ 'z3 ~" �88 (2 - ]/3) +'(r,~q~ +-- r,o'm . -  r,,"~ ~• rqO,22 ] l + 

,,o - r,,O • r,,O • r.~io). �89 + (r,,O + r~,O + r,~O + r~O). �88 + r3 t 9 ~ 15 

' I0 - -  ' I0 - -  (r'~ ' ~  •  •176 . � 8 8  

(ro't - r;[') + (ri" -- r;~o' - r;~' + r '''~ ~ " ~ l/3 + (ri" -- r~" - r i [  t + rtlH'20] �89 

~o TM - " ~ -  r~ TM + / o ' ~  + r'2 ~ + ri~ ~ + r,~ '~o ~ "~ 

t t t t t t t 
( r '  l + r l  I _ r l  3 _ r23) .  �89 V2~_ V3 2[_ ( r  2 + r l  0 _ r l  ̀  _ r22) .  { + 

(~ + ~ -  n~ - ~,). �89 # + (/, + r~- r , , -  ~ o ) -  �89 V~ + 

+ (r'~ + r ;  --  r',: --  r ;~) .  �89 V2 + U ~ + (r~ - r ; s )  

~ ( I )  ~ t 2 - -  ' 2  ' 2  t2  t2  ' 2  ' 2  t2  
02 = (r l  -t- r5  - -  r 7 - -  r l l  + r i s  + r17 - -  r19 - -  r~a)  �9 �89 + 

' 2 -  t2  t2  t2  ' 2  ' 2  ' 2  t2  t2  
+ (r2 -t- r4 --  r8 --  rio + r14 + rla --  r2o --  r22)" �89 V ~ + . ( r  a,2 _ ro'2 + r15 - r21)'2 

~ 0 ~  t$  t 3 ' 3  t 8 t3  ' 3  t3  
= ( n  + r s - r ~ - r ' ~  ~ + r ~  a +  '~ ,s ,s  r l l  --  rla - r la + r!7 + rl~ - r21 --  rza)" { V ~ + 

' 3  ' 3  t8  t3  ' 3  ' 3  
+ (r2 --  + r l s  --  rz2) r~ + r l O - r l 4  

~ ( 1 )  t t4  t4 t4 14 t4  t4 t4  t4 t4  t4  t4  t4  t4 t4  t4  t4 
o4 ~ (r~ + r 2  - r i  - r5  + r 7 + r s  - r i o  - rz~ + r , a  + r~ .  - r ~  - r~7 + r ~  + rzo - r~2 - rza)  �9 �89 ~/3 

~ ( 1 )  ' 5  ' 5  t5  ' 5  t5  t5 ' 5  �9 t5  t5 t5  t5  
o ~ = ( r l  - - r 1 1 - r l s - r 2 a ) ' � 8 9  V ~ + ~ / 3 + ( r ;  5 + r l O - r l a - r 2 2 ) ' � 8 9  + t o  - r l ~ - r 2 1 ) ' { V  ~ -  

(r~ ~ + r ~  ~ -  ,~ ,~ ,~ ,~ ,~ ,~ - r l~  - r io )"  �89 l/.~ + (rn + r ,  - rxi  - r , ~ ) -  �89 ] /2  - V 3  + (r~ a - r i~)  



+ 

f l(D 
12 = 

+ 

t3 
+ ( r ~ a + r 7  --  

/~(1) t4 t4 
1~ = ( r ~  - - r a ~ +  

+(r~4--r ;4+ 

/ ~ ( 1 )  - t5 t5 
~4 - - ( r ,  + r l l - -  

- (r~ ~ + ' ~  r 8 - -  

~i~) = '6  '6  '6  '6  (rl --r11+rla--r23 ). �88 
~6 ~6 t6 ~6 

- - ( r 3  --ro +r~--r~x). �89 

fl~]) = ( r i 3  _[_ ,3 , s  ,s  

__ (r~a + ,3 ,~ ,~ rs - r l ~ - r 2 o ) "  �88 

N U M E R I S C H E  B E H A N D L U N G  D E S  D I R I C H L E T S C H E N  P R O B L E M S  

( ~ 7 + ~ 7 - r ;  ~ -  '~ '~ '~ '~ '~ r l l +  r l a  + r 1 7 - -  r i o - -  r 2 3 ) "  �88 + 

/ t2  t2 ~2 t2 t2 t2 t2~ t2 
(r~  2 + r ,  - r s  - r~o + r1 4  + r 1 6  - -  r2o - r m )  �9 �88 ] / 3  + (ra - r~ e + r l  5,2 _ r2~.) . ' 2  �89 

( r ' l  3 + r ;~  - -  r l a  - -  r2~)" 3 + (r~ + rm --  r~, --  r2~)" l + 

(r,3 3 '3 '3 t3 '3  '3  '3  ~3 
+ r o  - - r l 5 - - r 2 1 ) ' � 8 9  + r 8  - - r l ~ - - r 2 0 ) . ~ O +  

~3 t3 
~ .  - r~ ) .  t l/2 - 1/3 

t4 t4~ t4 V4 t4 ~4 
raa -- r~.~) . t g ~" V2 + ]/5 + (r~ - rio + r ~  - rzz) .  �89 ]/5 + 

~4 ~4 ~4 t4 t4 t4 

t5 t5 ~5 t5 
r,3 - r2a)" t ]/3" ] / ~  V3 + (r2 ~ + r~g --  r l ,  --  rm)"  ~ --  

t5 ~5 t5 t5 ~5 t5 
r ~  --  r.zo) �9 �88 V3 - (r~ + r7 --  r~7 --  r~o)" �88 ]/3" ] / ~  ]/3 

t6 t6 t6 t6 t6 t6 ~6 ~6 
(2 + g3)  + (r~ - r ,  + r~,z) �9 �88 ]/3 - rs  --  r~o - r~4 - r ~  + r2o - 

( r ' ~  '~ ,~ ,~ r~ + r~7 --  r ,o)"  �88 (2 - ]/3) + 

1 / 5 " V ~ - 1 / 3  '~ '~ "~ "~ + (r,, + re.z)" �88 - r i o  - -  r14  - -  

~3 t3 t3 
]/3 - (r'~ a + r7 - r~ ,  - r , o )  " �88 V 3  " V ~  V 3  - (r'o:' - r ;  3) 

t 4 14 t 4 t 4 t 4 t4 t 4 t 4 t 4 f4 t4 

t4 t4 
+ r l  4 + r2o ~ - r.z,, - r ~ ) .  t V :~ 

f . = ( r ;  ~ +  ' ~  ,~ ,~ ,~ ,~ ,~ ,~ .~  r~ + r7 + r n  - r l a  - r17 - r19 - r2a )"  �88 V 6  + 

+ (r2 5 + 

~,i~,, : ( / ?  + 

t6 
+ ( r2  + 

+ 

ri O) - -  
3 2 - -  

~ (1) _ 
3 5 - -  

+ 

P5 t5 t5 t5 
r i o - -  r 1 4 - -  r 2 2 ) "  �89 + ( r~  5 - -  r l s )  

r; ~ - ~;" - r;I + r;~ + r;~ -- ~;~ - ~.i~) �9 t + 
t 6 16 t6 t6 tO t6 

r~ 6 - r s  - r i o  + r14 + r16 - r2o - r22 )"  ~ V 3  

(r'17 + t7 '7 t7 '7 t 7  '7 t7 
~H - ~ , -  r~) .  t V3" V ~  0 + (~, + ~,o ~ ,  - ~=)" t + 

(r~7 + '7 '7 '7  '7 t7 '7 '7  
~ - ~1 , -  r~o). ~ V i -  (r~ + ~ - ~ -  ~ ) .  i V~. V ~ -  V~ 

( / 14  ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 - ~1 + ~ ,~ -  ~ ) .  t Vi" V ~ -  V3 - (r'~' - ~o + ~ -  ~ ) .  �89 - 

(~2 - ~ '  + ~;~-  ~ ) .  �89 v~ - ( /2  - g '  + ~'~ - ~;~). t V~. V ~  V~ 
(r,l 5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 - - r  5 - - r  7 + r l l - - r l  s + r l 7 + r l g - r ~ 3  ) �88 ~ - ( r  s + r ;  ~ -  '~ �9 r ,5 - - r~ , ) .  �89 V~ - 
( / 2 -  '~  '~ '~ 

t r 8 - -  r16 - -  rgo  ) �9 i V ~ 

(r,18 ,6 ,8 r ; 6 +  ,6 ,8 ,6 ,6 ,8 ,e ,6 ,8 - r s  + ra  - ro  - r l l  + r l a  - r15 + r~7 - r i o  + r21 - r23 )"  

(r~7 '7 '7 '7 ~7 '7 '7 ~7 '7 " t  " t  
+ n  + r 7  + r , l - r l a - r l , - r 2 a ) . ~ V 6 + ( r ,  + r 8  - r l , - r 2 o ) . � 8 9  i 

(/1 ~ -  ~i"~ + ~ i l -  41) .  �88 V~" V~-7 v~ + (~;' - @ + ~ i~ -  ~ ) .  �89 + 

(r~S ,8 , s  , s  , s  , s  , s  , s  - ~ + ~ , -  ~o)" �89 V~ - (~  - r, + ~ - ~ , ) .  t V2" V 2 -  V3 

6 3  

(20  b)  



6 4  E R W I N  F E H L B E R G  

t5 ~5 ~5 "5 ~5 t5 

~5 ~5 ~5 t5 ~5 t5 
- - ( r ;  ~ + r o  - r , s - r u , ) ' � 8 9  ] - ( r ' ~  ~ + r s  - r ~ a - r ~ o ) . � 8 8  

~5 '5 t5 ~5 + (/~ + ~ -  ~,~ - ~o). ~ V~+V~ + (~ - r~) 

, z  = r~ - r7 - r n  + r~a + t i t  - r19 - r2a )"  ]7 - 

~6 ~6 ' 6  - -  ~6 t 6  tO r 
( r~  - r9  + r i ~  - r20  ( ~ + / ? -  + ~ o  - r ~ ) . t V ~ -  '~ '~ '~ '~ - -  r8 - -  r i o  ~ r l~  - -  r2o 

~(1) = ( r i 7  _ r V  _ ~.'7 7 + r;~ - -  r~i + ri~ + ri~ --  r ~ ) .  { ]/2 --  (rV + r io - r;~ --  r ~ ) .  �89 --  

t7 ~7 ~7 t7 ~ ~7 
( r8  + r l s - - r 2 1 ) .  �89 V 2 -  ( r  0 - - r 1 8 )  - -  r 9 - -  

t8 t8 t8 ~8 ~8 ~8 ~8 
w~ml) = (rl'8 _ r~'8 t-- r 's~ -- r'Ss + r~ s - r s  + r i o  - r n  + r la  - r l a  + r16 - r l7  + 

+r~o~ ,8 ,~ ,~ - r~o + r ~ -  r ~ ) -  t / a  

a ( 1 )  = ( r ' l  0 + ,O '9 "9, ' 9  ' 9  '~  '0  - r ~ ) .  ~ + �9 ( r~  + r i o  - r ~  

�9 ~ 9 - -  ~O tO tO 
+ t r ,  t r o  - r t ~  - r ~ t )  

, t O - -  ~9 ' 0  ~9, 

~ i ?  �9 ,6 '~ ' .  'o  =(r~ -- r n + r ~ - r ~ )  

~6 t6 ~6 ~6 - ( r a  -ro +r~-r~,) 

~ (1) , ' 7 - -  ~7 ~7 '7  

17 t7 t 7 t7 - ( r ~  +ro - r ~ - r ~ )  

+ (r~ ? + 

~(1) ~8 
53 = ( r l  - -  

~8 
- -  ( r  a - -  

19 t9 r9 

�9 ~ V ~ -  Va + ( ~ -  ~;~) 

- ( r ~  - r ,  + r ~  - r ~ o  + n ,  - r l ~  § r 2 o  - r ~ , ~ j  �9 �88 V a  - �9 : l : ( ~ - V 3 )  ,o ,6 ,~ .o ,,~ . , , -  ,~ . , .  

�9 r 7 + �9 

~'7 '7  

t7 17 �9 �89 V~ + (r': + ~7 - ~,~ - r~o). �88 V~ + 

18 t8 t8 r 8 o 8 t8 
r , ,  + r , s  - r,,~) �9 �88 V'~-. V2  Z V ~ - (r~ s - r,o + r , ,  - r2,)" �89 }/3 - 

t 8  t8 P8~ P8 ~8 ~8 08 r~ +r,~-rzi)'�89 - r ?  +r,7-r~o)'�88 f2" 2V~f3 

(r,a9 + ~9 ,o 0~ (rs'~ + r~'~ ,o ,o 

( / y  + ~; ,o_ g , o _  ~ ; i o -  , , o -  ,,o ,,o / , o , .  
-P r13 -i" r17 ~ lel9 ~ 28 ] ~ - -  

( r i ' ~ 1 7 6  ~ ~  r~o'~~ r~,'~~176177 ~. - r.,o'~~ r ~ ~  �9 �88 ] /~  - ( r ; ~ ~  - r ' ~ ~  ' ' ~  T ~ - r '~~ , �9 �89 

- ~ 7 -  t7 ~7 t7- ~7 ~7 ~7 t7 ~7 ~7 
- ( r z  ~- r i o -  r i ,  - r zz ]  �9 [ + ( r ,  + r8 - r i o  - rzo )"  �89 f 3  - (ro  - r , , )  

. ~8 ~ 8 - -  ~8 ~8 ~8 ~8 ~8 ~8 - (r~ - r~ ~- r~ - r~o + r ~  - r ~  + r~o - r ~ ) .  �89 ~/~ 

~9 tO ~9 t 9  ~9 t 9 -  
- (r~ -- ro + r~o - r ~  + r~a -- r~z) 

i r t lO + ~.tlO ,1o ,1o L ' lO - -  '10 r t l O  ~.~190) ~ t V ~ 
- -  t 2 ~ - -  T 8  - -  ~ '10  -7- r 1 4  - t -  7"10 - -  2 0  - -  

" '" r ~ ' ) -  � 8 9  (~2~ ri~ ~ - ~o ," - v ,  + ~ '  - ~;'2 - + r2 '  - / ' "  �89 V ~ -  (r2'  - / , ~ ! )  

fl (L)  _ 
5 5 . - -  

8 8 - -  

~ (I) _ 
6 5 - -  



~(12) ( r t 1 2 +  t2 t2 = r n  + r~3 + 

+ ( r a  2 + t O  2 +  '2 r15 + 

+ (r~ z + 
r7  + r~7 + 

/~(2) ~3 t3 t3 
= ( r l  - -  r l l  - -  r~a + 12 

+ ( r ~  _ ~;~ _ t~ r~5 + 

t3 t3 t3 
+(%" - - r  7 - -r~7+ 

~(2) t4 t4 t4 
~a = (r~ + r~  + rla + 

+ (~;.' + r2 + r;' + 

- (~;' + r;' + 

~(2) t5 t5 / 
i r  I - -  r l l  - -  14 

~5 t5 
- -  (r4  - -  rs - 

/~(~) (r;" + ,6 1 5 =  r2  + 

- -  ( r ?  + r8" + 

~(2)  = (rtl 4 + t 4 
r5  + /~22 

+ (r~' + r', 4 + 

/~(2) ~5 t5 ~ a = ( r l  - r ~  + 

+ ( r 2  - r ;  ~ - -  

j~(2) 
24 

+ 

(2) _ 
2 5 - -  

+ 

/~(2) - -  
3 3 - -  

+ 

/~(2) __ 
8 4 - -  

(2) - -  
8 5 - -  
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~ )  t ( 2 - V 3 ) +  '~ '~ '~ '~ �9 (r2 + rio + r14 + r22)" ~ + 

r~2) �9 �89 + (/42 + r~ 2 + r l  2 + r22) �9 ~ + 

r~) t (2 + 1/~) + '~ '~ ' (rB + rls) 

r ~ ) . i V 2 - V 3 +  '~ '~ '~ '~ (r~ - r~o -  r,~ + r2~)" �88 V~ + 

ro'?) �9 �89 [/2 + (r~ a --  ,a ,3 ,a r 8  - -  r16 + r 2 0 ) "  ~ + 

ri3) �9 �88 2V2V2~ V3 

r ~ ) .  �88 V2.  ]/2 - V3 + 

t4 P4 t4 t4 r4 
r i o  + r14 + r15 + r21 + r22)" �89 - 

r~74 + ri4) �9 ~ V ~ .  V ~  W ~ - (/64 + r ~ )  

t5 t5- I5 P5 t5 P5 r~a+r2s) ~V3 V2-V3 +r22)'~V3-- �9 �9 + (rz - rio -- r14 

t5 t5 t5 t5 15 15 
r16+r2o)"  ~ -  (r5 -- r7 -- rt7 + r19)" �88 W3" V2 + V3 

v6 t6 t6 t6 v6 t6 v6 t6 t6 t6 
r5 + r7 + r l O +  r n  + rla + r14 + r17 + rl9 + r22 + r2s) �9 �88 - 

16 t6- tfl Pf- 
r i g  + r 2 o ) "  ~ + (r8 + r l s )  

t4 v4 t 4 t4 v4 t 4 
r7 + rn  + r13 + r17 + rio + r2~)" ~ + 

t4 t4 t4 14 t4 t4 t4 rs +rlo+r14+rls+r20+r~z)" ~ + ( r 3 4 +  ro'4 + r l ~  + r~l)'4 

r ~ 5 _  ~5 t5 t5 t5 t5 t5 t5 ~5 ~5 
r lz -- rza + rz7 -- rz~ + r2a)" �88 ~/2 + (r2 - -  r i o  - -  rl4 + r22)- ~ l/3 + 

t5 ~5 
r15 + r 2 1 ) .  �89 V 2  

(r,1 ~ ,6 ,o ,~ ' o  ,o ,~ ,o --r~ --r~ + r n + r ~ a - r l ~ - - r ~ o + r z a ) . � 8 8  

(r~6 ,6 ,6 ,6 '6  ,6 ~6 ,6 - r4 - rs + rm + r~4 - r~o - r~o + r 2 2 ) "  

(r~7 '7 '7 '7 '7 '7 '7 - r~  - ~ + r~ ) -  t V~ + V~ + (r~ ~ - r~o -  r, ,  + r= ) .  t V~ - 
t7 ~7 t7 t7 t7 t7 t7 

( r 7  - ~ - r ~  + ~ )  . �89 V 2  - ( r ,  - r~ - ~1o + ~ o )  " t + 

( r V  '~ '~ '~ - -  r7 - -  r17 ~- r 1 9 ) "  t V 2 - -  V g  

(r~' + r'a ~ + r~' + r~ ~ + ro + rn  + rl~ + r ~  + r,7 + r ~  + rza)" �89 + 
t6 t6 ~6 ~6 t6 ~6 

r2  + r 6  + r i o  + r14 + r18 + r22)  

t7 t7 t7 t7 ~7 ~7 ~7 t7 t7 t7 (r'~ ~ + r'~ ~ - r~ - rn  - r~a - rt~ + r~o + r~a). �88 ~/~ + (r~ - r~o - r ~  + r ~ ) .  �89 i/:] 

(r'? + r'l] + ~i~ + 4~)" t Vi" V~ + V~ + 
t8 t8 t8 t8 t8 t8 ~8 

+ (r~ s - ra - r~ + r i o  + r14 - -  r15 - -  r a t  + r2z)  �9 ~ - -  

- (~7 + g~ + ~ + ~;~). i V~. V2 - V i -  (~ '  + ~ )  

~(2)  ~ ~8 t8 ~8 t8 t8 t8 t8 ~8 t8 t8 t8 ~8 t8 t8 
~ = ( r t  + r 2  + r ~  + r ~  + r 7  + r 8  +rlo+rn+rla~-r , ,+r~+r~7+rlo+r~o+ 

' ~8 t8 + rzz + r ~ ) -  { 

5 -  533807.  Aaa Mathematica. 91.  I m p r i m 6  lo 15 m a i  195 t  
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(20 c) 
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fl(4~ ) = (r~ 9 - r;~ - r'~ + r~) ,  �88 V3. V 2 ~  V3 + (r~ 9 - r;~ - r~  + r~) -  t ~/3 + 
t9  t9 t9 v9 t9 t9  t9 

+ ( r ? -  ~ - rl~ + r20)" i --  (r~ --  ~ --  ~ .  + r19)" i V~ V2 - I/~ 

/~(2) , ' 1 0 - -  ' 1 0 - -  r , l O .  rqO~ r '~~ ~, ~ 22 ~" ~ + ~ = t r ~  •  • ~ -- : a ~ ' � 8 8  + r ~  ~  '1~ •  q~ 
~ 1 0 - -  t l 0 - -  t l 0 ~  + (ra'~~ + r; 10 + r q~ + r21~ �9 �89 + (r41~ + rs t rts t r2o ]" l + 

+~r  '1~ ~ r '~~ ~ r q~ + r~~ �9 �88 (2 -- ]/3) + (r~ ~~ + r~  ~ ( 5  T 7 7 -  17 

Vergleich von (19) und  (19') zeigt, dass man  7~ ) aus ~(1) _(1) und  7~) m, o : ~ o ,  m a l l S  

t m  Pln ~(2) =~(i) gewinnen kann,  indem man  in den letzteren Ausdriicken r~ durch b z~.r~ m , o  t J o ,  m 

ersetzt.  

Die Bes t immung der Kor rek tu r  unserer NKherungsl6sung fiihrt also auf  ein System 

yon  12 Gleichungen mit  12 Unbekannten ,  das sieh umso leiehter dureh I te ra t ion  auf- 

16sen l/~sst, je weniger die R a n d k u r v e  in der (x, y)- bzw. (x ' ,  y ' ) -Ebene  yon  einem 

Kreise abweicht.  

Das Gleiehungssystem (18) vereinfaeht  sieh erheblich, wenn der R a n d  in der 

(x ' ,  y ' ) -Ebene in bezug auf  eine oder auf beide Koordina tenachsen  symmetr i seh  ist. 

I m  Falle der Symmetr ie  des Randes  in bezug auf  nu t  eine Koordina tenachse  zer- 

f/~llt das System (18) in zwei get rennte  Systeme yon  7 bzw. 5 Gleichungen fiir die 

_(z) si~mflieh verschwinden. a ,  bzw. b, einzeln, da dann  die ~r und mithin aueh die ~m,, t~m,  rt 

Die Koeffizienten dieser beiden Systeme gewinnt  man aus (20 a) und (20 c) unmittel-  
v t t v t v 

bar, wenn man r24 ~=r~ (x'-Achse als Symmet r i eachse )bzw.  r6+, =r6  ~ und rls+v=rls..v 

(y'-Achse als Symmetr ieachse)  setzt.  

I s t  der Rand  in bezug auf beide Achsen symmetr isch,  so zerfifllt (18) sogar in 

vier getrennte Sys teme:  ein System for  a o, a 2, a4, % ,  eins ffir a~, a a, % ,  eins fiir 

b l ,  b a, b 5, und eins fiir b2, b 4 Mlein. Und  zwar erhMt man in diesem Falle anstelle 

yon  (18) die folgenden Gleichungen:  

24  a o + a 2 �9 (2 r o  2 + 2 ~ / 3 "  ' 2  ' 2  ' 2  r ,  + 2 r2 - 2 r 7  - 2 V3" r5 - 2 ~ 2 )  + 

t4 t4 t4 t4 t4 t4 + a 4 . ( 2 r o  + 2 r l  - -2r2  - -4 ra  - - 2 r ,  + 2 r 5  + 2 r 6 4 ) +  
23 

+ a6" (2  '~ ,a ,6 ro - -4 r2  + 4 r 4  - - 2 r ~ a ) = ~ z ~  
v- -0  

ao" (2 ro 2 + 2 j /~ '~ ' ;  '~ '~ �9 rl  + 2 r 2  --2r'42--2]/3.r5 --2r8)+ 
+ a  2 " ( 2  ,a , ,  ,4 ,4 ,* ro + 3 r l  + r 2  +r'44-t-3r5 +2r8)+ 
+ a 4 .  (2 ,6 ,6 ,6 ,e ro + W ~ . r l  _ r  z + r  t _ V ~ .  ,6 r5 - 2 r~ ~) + 

28 
+ a  e ' ( 2  '8 '8 '8 '2 r o - - 2 r  2 - - 2 r ,  + 2 r ~ S ) = ~ n z , . r ,  "COS (2~',,) 

v--O (2L a,) 
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a o. (2 '4 '4 '4 '4 '4 '4 '4 ro + 2 r l  - - 2 r 2  - - 4 r  3 - - 2 r 4  + 2 r ~  + 2 r  6 ) +  

+ a~ .  (2 ro ~ + ~/3. r; ~ '~ '6 '6 - -  r2  + r4  - -  ~ /3"  r~  - -  2 r~ ~) + 

+ a , .  (2 ro ~ + r ?  + ~ + ~ r7  + '~ '~ r4 + r ~  + 2 r ~  8 ) +  

23 
r , lO r~lO '4 + ~ , .  (2 ~o 1~ + e ~ - : - 2 ~,olO) = 5 ~ ~ .  ~ . co~ (4 ~;) 

Y=O 

'6 '6 '6 '8 __ 2 r2  8 - -  '8 a o �9 (2 ro 6 --  4 r2 + 4 r4 --  2 r6 ) + a 2 �9 (2 ro 2 r4 + 2 r~ s) + 

' i 0  T410 __ + a 4 �9 ( 2  r o  1~ -t- 2 r2 --  2 2 r6 '~  + 
23 

+ a 6 ( 2  r o  12-+- ~ t12 r412 r612) ,6 , �9 a r 2  + 4  + 2  = ~ z ~ . r ~  . c o s  (6(F~) 
v~O 

'2 '2 '2 '2 a i ( 2 r o 2 + ( 2 + y 3 ) r l  + 3 r 2  + 2 r a  + r 4  + ( 2 - V 3 )  ,2, , �9 r5 ) T  

+ a a (2 ro 4 + ]/2 ] / ~  ] / 3 .  ,4 ,4 ,4 �9 rl  - - 2 r 3  - - 2 r 4  - - 1 / 2  ] /2  ~ -  - ,4 �9 �9 ] /3" r5 ) + 
23 

+ a 5 ( 2  ro  6 + '6  '6  '6  '6  '6 ' ' �9 r l  --  3 r,z - -  2 r 8 + r4 + r5 ) = ~ (~ z~. r~- co s  9% 
~--0 

�9 '4 '4 '4 
a ,  ( 2 r o a + u 2 . V ~ V 3 . r l  - - 2 r  a - - 2 r 4  - V 2 . ~ V 3 . r ~  4 ) +  

+ a  3 (2 ,6 ,6 ,6 ,6 ,6 �9 ro + 2 r l  + 2 r 3  + 4 r 4  + 2 r 5 ) +  

+ ~ r r :  + V2 1 /2 -  t/3 '~ '~ '~ '~ �9 " " r t  + 2 r a  - - 2 r 4  - V 2 . W 2 - t - ~ / 3 r ~ ) =  
23 

,3 = ~ ~z , . r~  . c o s ( 3 ~ )  

�9 ro  + r l  - - 3 r 2  - - 2 r 3  + r 4  + r 5  ) +  a I (2 '6  '6 '6 '6 '6 '6 

+ a  3 ( 2  '8 'S 'S �9 ro + ~ / 2 " V 2 - V 3 " r ;  s + 2 r a  - 2 r ,  - V 2 .  2 ~ V 3 . r ~  s ) +  

�9 _ ' ,o--  , , o + ( 2 + V  ~)r~ ' ~  + a  5 ( 2 r o  ' ~  V3) r'l ' ~  + r 4  

23 

= Y ~ z , .  r 2 .  cos (5 ~:) 
v--O 

b I �9 ((2 

b~ (Vi 

+ b 5 �9 

�9 V ~ -  

+ bs"  

+ 55 �9 

28 

t2 '2  P2 '2  --~/3) r~S-t-r22 + 2rs +3r4  + ( 2 - t - [ / 3 ) . r 5  + 2 t o  ) +  

+ ~ ' ( V ~  ~V~-V~. " " �9 r I "4- 2 r2  4 ~- 2 r 8 V ~ "  V 2 ~ - V ~  t4 --  �9 r5 --  2 r~ 4) + 

23 
16 t6 '6  P6 t , (r'lO +r~.6--2r3 --3r4 +r5 + 2 r 6  ) = ~  ~ z ~ . r , . s i n  q~, 

~ - 0  

- -  ' 4  t 4  ' 4  �9 r5 - 2.  r'8 4) + 

(2 ,6 4r~ 8 ,6 ,e ,~ r~ + + 2 r a  + 2 r 5  + 2 r ~ ) +  

�9 "rl + 2 r 2  - - 2 r a  - ~ / 2 " W 2 - V 3 . r 5  - 2 r 6 ) =  

tS = ~ t S z ~ . r ,  . s i n  (390") 
v--O 

67 

(21 b)  

(21 c) 
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t6 P6 r6 16 b1(r~O+r~O-2ra - 3 r 4  +r5 + 2 r 6 ) +  

�9 r~ + - ~r3 - V 2 " V 2 -  fa �9 r5 - 2ro)+'~ 

r ' ~ 1 7 7  r 2  ~ + b 5 �9 ( ( 2  + l/3) r l  TM -{- r210 -{- 2 r310 -~ 3 r41~ + (2  - -  V 3 )  5 ~ 2 : 

23 
p5 �9 =~(Jz , , ' r t ,  " s i n  (5 ( jo : )  

v~o 

�9 v4 v4 t4 t6 16 v6 
b 2 (r~ 4 + 3 r24 + 4 r3  + 3 r4  + r5  ) + b 4 �9 (~ /3"  r~ ~ + 3 r2  - 3 r4  - ] / 3 .  r5  ) = 

23 
p2 =~Jz , . r ,  .sin (2~') 

Y--0 

16 P6 P6 -- t6 P8 18 ~'8 �9 �9 rl +3r2  +3r4  +3rsS) = b2 (Vg rl + 3 r 2 - 3 r ~ - V a . r ~ ) + b 4 . ( 3  
23 

= ~ .  (~ Zv" r :  4"  sin (4 ~:) 
v--0 

(21 d) 

Diese Gleichungen lassen sich selbst in dem Falle, dass der Rand erheblich von 

der Kreisform abweicht und eine iterative Aufl6sung nicht mehr mSglich ist, unschwer 

und schnell auflSsen. Dass eine starke Abweichung yon der Kreisform die iterative 

Aufl6sung der obigen Systeme unmSglich maehen kann, erkennt man aus (21 a) bis 

(21 d) sofort, wenn man als Rand z .B.  eine Ellipse mit der grossen Aehse a' = 1 und 

der kleinen Achse b ' < l  w/~hlt. 

Ha t  man durch Aufl6sung des Systems (18) bzw. daraus im Symmetriefalle ab- 

geleiteter Systeme die Koeffizienten a, und b, berechnet, so kann man die dann be- 

stimmte Korrektur  (16) leicht wieder in die Form einer nach Legendreschen Poly- 

nomen fortschreitenden Doppelreihe : 

0 . . . 6  ~ 
= ~ Z~,~ Pz (~)" P~ (~/) (22) 

| , m  
l+m~6 

bringen. 

Es ist ni~mlieh: 

1 (1 4 2 2 2 I .~ ~oo=ao+ ~ (,nl- n~).a,+ ?,,~- ~,~n~+?,~).~, + 

[1 o 4 2  1 ) 
+mun2--~n~ .a  6 + ~ m ~ - - m 2 n 2  2 4 

�9 a 6 
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Zos= - 1 6  n~'as 
231 

Z2o = 2 2  (1 2 l n22). a4+m 2 (10 m ~ - 2 : m 2  n2 ) 3m2"a2§ ~ m 2 - ~  ~ 2 2+2n~ "a s 

40 2 ~, 2 8 m~ n~. a, ~ m2 n2 tin2- n~). a s 

Z42 16 4 - -  ~ -  m 2  n2 �9 a s 

16 6 
Zso = ~ m2. as 

69 

(23 a) 

Z o , = n 2 " b , + n  2~m2-~n2~.b3+n2  m24-2m~n2 ~+~n2  "b5 

~o, ~ ~ (~-~n~).~ = - g n~. b~ - 3 n.~ 

= ~3 n~. b 5 ~o~ 
5 2 Z21= 2 m~ n2 " b3 + 4 m~ n2 (-~ m2 - n~) " b5 

Z2a 8 m~ n~. b s 

8 4 Z41 = ~ nvi n~. b 5 

(23 b) 

~o=~, a~+~,(~-n~) a~+ ~ , ( ~ o ~ - ~ + ~ )  a, 

~,~ -~,n~ a~-~o,~(o~-~n~) a, 
~ = 8 m~ n~ . a~ 

Z'3o=2 s 4 3 - n ~ )  §  a, 5 m2 a3 

(23 c) 
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Za2= 8 an~.a  5 - -  ~ m , ~  

8 5 
50 = ~ m2 �9 a5 

1 2 m2 n~ Z,l=2m2n~'b~+-~m,z.n~( z -  2)'b4 

8 

Z15 = 0 

8 
Z31 = ~ m~ n 2 �9 b ,  

Z33 = 0 

Z51 = 0 

(23 d) 

Die Konstanten m 2 und n 2 sind hierbei dureh (5) definiert. Die Koffizienten Z15, 

Z33 und Zs1 verschwinden, da in (16) 2 nur bis 5 l~uft. 

Dutch Addition von (15) und (22) erhMt man dann die numerische L6sung des 

Dirichletschen Problems. 

Das in I I  und I I I  beschriebene Verfahren zur numerischen Berechnung des 

Dirichletschcn Problems liisst sich auch dann noch in entsprechender Weise anwenden, 

wenn wit in (7) mehr Glicder, als in I I  vorgesehen ist, mitzunehmen gezwungen sind 

um (lie Funktion [ (~, ~) geniigend genau anzun~hern. 

Muss man z .B.  in (7) i und k von 0 bis 6 ( i + k G 6 )  laufen lassen, so hat man 
6 

l u n d  m in (8) yon 0 h is8  ( l + m g S )  zuerstrecken.  Man h a t d a n n s t a t t  ~ ( v  t - 1 ) = 2 8  
Y--0 

8 

jetzt ~ (v + 1) =45 unbekannte Koeffizienten Zt.m. Die aus der Differentialgleichung 
V--0 

(6) dann resultierenden 28 Bedingungsgleichungen zerfallen jetzt analog zu (9 a) bis 

(9 d) in vier Systeme yon 10, 6, 6 und 6 Gleichungen. 

Die noch zus~tzlich benStigten 17 Gleichungen fiir die Zl.m gewinnt man dann 

im Falle der ersten N~herung wieder durch eine analoge trigonometrische Interpola- 

tion. Diese 17 Gleichungen zerfallen analog zu (13 a )b i s  (13 d)wieder  in vier Systeme 

von diesmal 5, 4, 4 und 4 Gleichungen. Auch hier ist wieder eine sukzessive Auf- 

15sung der resultierenden 15, 10, 10 und 10 Gleichungen mSglich. 

Die Korrektur  der ersten Ni~herung erfordert jetzt, falls der Rand nicht achsen- 

symmetrich ist, die AuflSsung eines Systems von 16 linearen Gleiehungen. 
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Auch die F~lle, dass man in (7) i und k yon 0 bis 8 ( i + k A 8 )  oder yon 0 bis 10 

( i§  zu erstrecken hat, lassen sieh mit  entspreehendem rechnerischem Mehr- 

aufwand ganz analog behandeln. 

I V .  E i n  B e i s p i e l  

Gesucht sei diejenige LSsung der Differentialgleichung: 

~z z a z z 
a~-- i + ~  ~.-- =1 ,  (24) 

die l~ngs des aus zwei Parabeln zusammengesetzten Randes:  

die Werte : 

~/= +_ (1 - }2) (25) 

z = �89 ~2 + cosh ~. cos (1 - ~2) (26) 

annimmt.  

Da dieses Problem offenbar die LSsung 

z = �89 ~2 + cosh ~. cos ~ (27) 

hat, wer(len wir in der Lage sein, unsere numerische Ni~herungslSsung mit der exakten 

LSsung (27) zu vergleichen. 

In  diesem Beispiel sind sowohl (ter Rand (25) als auch (lie Randwerte (26) sym- 

metrisch in bezug auf beide Koordinatenaehsen. 

Zur Bereehnung der ersten Ni~herung unserer LSsung haben wir die Randwerte (26), 

die durch folgende Tabelle: 

TABELLE I 

0 o o 
~o : 15  ~ 30  ~ 45  ~ 6 0  ~ 75  9 0  ~ 

z : 2 , 0 4 3 0 8  1 , 7 5 2 0 9  1 , 4 5 8 9 9  1 , 1 6 6 6 7  0 , 8 8 1 9 2  0 , 6 4 2 5 2  0 , 5 4 0 3 0  

als Funktion des Polarwinkels gegeben sind, liings der Radiusvektoren auf den Ein- 

heitskreis zu verschieben. Die Fourier-Analyse nach Thompson ergibt als einzige yon 

Null verschiedene Fourierkoeffizienten fiir die auf den Kreisrand verschobenen Rand- 

werte : 
C O = 1,21087; Cz =0,75139. 

Einsetzen dieser Werte in (14a) ergibt: 

Zoo = 1,12754, Zo~ = - 0,33426, Zzo = 0,66760. (28) 
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Alle i ibrigen Z~,~ verschwinden.  Die ers te  N~herung  unserer  LSsung l au te t  d a n n :  

z (1) (~, 7]) = 1,12754 Po (~)" Po (~) - 0,33426 P0 (~)" P2 (~) ] 

§ 0,66760 Ps  (~)" Po (~) j (29) 

L~ngs des R a n d e s  (25) n i m m t  z (1) (~, ~) die fo lgenden W e r t e  an :  

T A B E L L E  2 

: 0 ~ 15 ~ 30 ~ 45 ~ 60 ~ 75 ~ 90 ~ 

z(1): 1 ,96227 1,69995 1,43285 1,15185 0 ,85594  0 ,58382  0 ,45948 

Durch  S u b t r a k t i o n  der  W e r t e  de r  Tabel le  2 von  denen  der  Tabe l le  1 e rgeben 

sich die  noch l~ngs des  R a n d e s  (25) e r forder l ichen  K o r r e k t u r e n  d z der  e rs ten  N~herung:  

TABELLE 3 

0 ~ 9~ : 15 ~ 30 ~ 45 ~ 60 ~ 75 ~ 90 ~ 

z : 0 ,08081 0 ,05214  0 ,02614 0 ,01482 0 ,02598  0 ,05870  0 ,08082  

D a  n ich t  n u t  der  R a n d  (25), sondern  auch die  R a n d w e r t e  (26) se lbs t  achsen-  

symmet r i s ch  sind, so s ind  in (16) nu r  die Koef f iz ien ten  ao, a~., a 4 und  a 6 von Nul l  

verschieden,  so dass  wir nur  das  Sys tem (21 a) zu b e t r a c h t e n  haben.  Dieses l a u t e t  

in unserem Beispiel :  

24 a o - 0,57882 a s + 2,25097 a 4 + 0,61062 a6 = 1,03438 

- 0,57822 a o § 9,94186 a s - 0,33349 a 4 + 2,38090 a6 = - 0,04709 
(30) 

2,25097 a o - 0,33349 a s + 7,40895 a 4 - 0,32265 as  = 0,39686 

0,61062 a o + 2,38090 a s -  0,32265 a 4 + 6,09122 a6 = 0,01557 

D a  die Gl ieder  in de r  H a u p t d i a g o n a l e  i iberwiegen,  l ~ s t  es sich i t e r a t iv  aufl6sen.  

Als LSsung e rg ib t  s ich:  

a o=0,03912,  a s =  - 0 , 0 0 1 4 0 ,  a t = 0 , 0 4 1 6 8 ,  a e=0 ,00139 .  (31) 

E inse tzen  dieser  W e r t e  in (23 a) e rg ib t :  

Zoo = 0,02801, Zo2 = - 0,03030, Zo4 = 0,01069, Zo6 = - 0,00010 

Z s o  = - 0,03322, Zss = - 0,11115, Zs~ = 0,00318 

Z4o = 0,00837, Z4s = - 0,00318 

Z6o = 0,00010 

( 3 2 )  
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Durch Addition von (28) und (32) ergeben sich dann die Legendreschen Koeffi- 

zienten der LSsung unseres Beispiels. Die LSsung selbst lautet dann: 

z (~, r/) -- 1,15555 Po (~) Po (~) - 0,36456 Po (~) P2 (r]) -{- 0,01069 Po (2) P4 (~]) - / 

- 0 , 0 0 0 1 0  P 0  (~:) P ~  (r/) + J +0,63438P2(~)Po(~)-O,11115P2(~)P2(~])+O,OO318P2(~)P4(~)+ | (33) 

+ 0,00837 P4 (~) Po (r]) -- 0,00318 P4 (2) P2 (r]) + [ 

] + 0,00010 Pe (~) Po (r/) 

Die folgenden Tabellen 4 und 5 bringen fiir das Innere und den Rand unseres 

Bereiches einen Vergleich dieser N/~herungslSsung (33) mit der exakten LSsung (27). 

TABELLE 4 

= 0 ~ = .0,2 ~ = 0,4 ~ = 0,6 ~ = o , s  ~ = 1 

f (33) 0,54029 
r l = 1 [ (27) 0,54030 

(33) 0,69671 0,73069 0,83320 
= 0,8 (27) 0,69671 0,73069 0,83319 

(33) 0,82533 0,86189 0,97224 1,15839 
'I = 0,6 (27) 0,82534 0,86190 0,97225 1,15842 

f (33) 0,92106 0,95954 1,07573 1,27188 
~7 = 0,4 i (27) 0,92106 0,95955 1,07573 1,27189 

f (33) 0,98006 1,01973 1,13952 1,34183 1,63077 
= 0,2 i {27) 0,98007 1,01974 1,13952 1,34184 1,63078 

(33) 1,00000 1,04007 1,16107 1,36547 1,65744 2,04308 
= 0 [ (27) 1 1,04007 1,16107 1,36547 1,65743 2,04308 

Rand:  

TABELLE 5 

= 0 ~ ~ = 1 5  ~ ~ = 3 0  ~ ~ = 4 5  ~ ~ = 6 0  ~ ~ = 7 5  ~ ~ = 9 0  ~ 

(33) 2,04308 1,75211 1,45899 1,16665 0,88193 0,64254 0,54029 
(27) 2,04308 1,75209 1,45899 1,16667 0,88192 0,64252 0,54030 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Durch Doppelreihenentwicklung nach Legendreschen Polynomen wird die LSsung 

des Dirichletschen Problems mittels Picard-Iteration fiir einen beliebigen symmetrischen 

oder unsymmetrischen Rand numerisch durchgefiihrt. Fiir die erste Ni~herung der 



74 E R W I N  F E H L B E R G  

L6sung werden die Randwerte auf eine die Randkurve m6glichst eng umschliessende 

Ellipse iibertragen. Diese erste N~herung wird korrigiert durch Addition von L6sungen 

der homogen gemachten Differentialgleichung (Laplacesche Differentialgleichung), die 

den Fehler l~ngs der Randkurve nach der Methode der kleinsten Quadrate zu einem 

Minimum machen. Die Berechnung dieser Korrektur wird besonders einfach im Falle 

eines achsensymmetrischen Randes. Ein Beispiel erl~utert das Vorgehen. 


