REMARQUES DIVERSES SUR L’EQUATION DE FREDHOLM.

PAR

H. POINCARE.

QU PARIS.

§ 1. Formules fondamentales,

Nous écrirons I'équation de FREDHOLM sous la forme suivante:
® #(@) =2 fle Ype)dy + vie);

@(x) est la fonction inconnue, ¥ (r) une fonction donnée, f(z, ) le noyau. La
solution du probléme nous est donnée par la formule de FREDHOLM:

lwy)
)d

(2) P@) =Y () +

ou D(Z) est le D_;; de FrREDHOLM, tandis que N(Z; x, y) s’écrit d’aprés les nota-
tions de FrREDHOLM:

1 x

2D (y) '

Nous aurons donec:

D(l)=2(—;) f(xl’x“" x")dxldx,... w=1— 1| f(z,, ,)dz;, +

n! Ly gy oo &

Je n’écris qu’un signe J° pour une intégration multiple.

Nous aurons de méme:
Ty Eyy Ty )dxl(lx, - drn— f(z, y)— i f(x “’*)d T

— )"
N(l)=2( n!) ff Y, Tyy Xyy v oo
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Nous sommes ainsi conduits & examiner la formation du déterminant:

(xl’xz’---,xn)
Zis Xas ooy Xn

Un des termes de son développement sera de la forme:

+ H/(xi’ mk)

I f(a:, 2) représentant le produit d’un certain nombre de facteurs de la forme
f(zi, xx). Ces facteurs doivent satisfaire & la condition suivante: chacune des
lettres #,, x,,...,x, devra figurer une fois et une seule comme z;, c’est a dire
comme premier argument de la fonction f(x, y) dans I'un des facteurs du produit.
Elle devra figurer une fois et une seule comme z, c’est & dire comme second
argument de la fonction f(x,y) dans I'un des facteurs du produit. A chacun
des termes du déterminant correspondra ainsi une permutation des lettres z,
Z,, ..., %n; & savoir celle qui change chacune des lettres z; en la lettre ax correspon-
dante. Il y aura autant de termes dans le déterminant qu’il y a de sembla-
bles permutations, c’est & dire n!; et le produit JI devra &tre affecté du signe
+ si la permutation appartient au groupe alterné et du signe — dans le cas
contraire.

On peut répartir les lettres x,, @,,..., x, en un certain nombre decycles de
telle fagon que la permutation § envisagée permute circulairement entre elles les
lettres d’'un méme cycle. Sinous désignons par 7'(S) celui des termes + IIf(x;, x)
de notre déterminant qui correspond & la permutation S, et si nous posons,
pour abréger,

i(xa, X3, o5 Xay x.ll) :/(xa’ xﬂ)j(xﬂ! ‘T'/) e I(xl’ x/‘)f(x“’ w“)
nous pourrons écrire:
T(S)= + Hf(x;, xx) = + Hf(xa, &3, ..., %;, T,.).

Le dernier membre représente un produit de facteurs de la forme
f(xa, 23, ..., x2, x,). Chacun de ces facteurs correspond & un des cycles de la permuta-
tion S et les lettres

La, 3, eue, X2y Ty

sont les lettres de ce cycle, qui sont permutées circulairement par S.
Quant au signe, on lobtient en faisant le produit de différents facteurs
+ 1 correspondant aux différents facteurs f(z., 2s,...,z.), ces facteurs étant
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égaux a4 + 1 pour les cycles d’un nombre impair de lettres et & — 1 pour les
cycles d’'un nombre pair de lettres.
Nous poserons:

“”=ff (xlxzz:) dr,dz, . . . dza, a(S) = [T(S)dxldxz...dxn

Ty sy o
(3)
by =ff(xa, Xgy ooy Xy, Tp)dXedr; . . drde,.

Dans cette derniére égalité, I'indice & de by représente le nombre des lettres
du cyele x,, x5,..., ¥;, 2,; Vintégrale ne dépend évidemment que de ce nombre,
puisque quelles que soient les lettres z,, . .., z, envisagées, on les fera toujours
varier entre les mémes limites.

Cela posé lintégrale a(S) va se décomposer en un produit d'intégrales bx,
puisque chacun des facteurs de 7'(S) ne contient qu’un certain nombre de lettres
Zq, ..., %, qui ne figurent pas dans les autres facteurs; nous pourrons écrire:

a(8)= + b
ou pour préciser le signe:

(4) a(S) = I[(— 1)+18;].

Si par exemple n=17 et que S comprenne 1 cycle de 4 lettres, z de 3 lettres,
3 de 2 lettres et 2 d’ 1 lettre, nous aurons:

a(8) = (—b,)(b:)*(— b,)*(,)* = b,b3b3b .

Il faut maintenant calculer

an= N a(s)

la sommation étant étendue aux différentes permutations S de n lettres. Nous
devons donc rechercher combien il y a de permutations comprenant a cycles de
o lettres, b cycles de @ lettres, ¢ cycles de y lettres, d cycles de J lettres. En
d’autres termes de combien de maniéres peut-on répartir n lettres en a groupes
de « lettres, b de 8, ¢ de y et d de J lettres? On rangera les lettres dans les
différents ordres possibles qui sont au nombre de n!; on prendra ensuite les «
premiéres lettres qui nous donneront le 1°* groupe, puis les « suivantes qui nous
donneront le 29, et ainsi de suite jusqu'a ce qu’on ait les a groupes de « lettres;
on prendra ensuite les 8 lettres suivantes pour former le 1°* groupe de j lettres
et ainsi de suite. On obtiendrait ainsi n! solutions, mais elles ne sont pas distine-
tes; on obtient la méme répartition en permutant circulairement les lettres d’un
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méme groupe, ce qui nous oblige & diviser par «®p?y°d%; on obtient la méme
répartition en permutant d’une maniére quelconque les divers groupes qui sont
formés d’un méme nombre de lettres ce qui nous oblige & diviser para! b!c!d!;
le nombre cherché est donc

n!
ST B eTdl
On aura donc:

Gn

n. .
D P TP (LU A N L (S L U (S Y (g AP
Les entiers «, 8, 7, d, a, b, ¢, d, (dont le nombre peut d’ailleurs étre quel-
conque et n’a été pris égal 3 4 que pour fixer les idées) sont assujettis & la

condition:
aa + b+ yc+ dd =n.

@ (=1 *ba)“ (jf)b :@)C (:ﬁ?)d.
n!“a!b!c!d!( @ 3 ( v 0

On a done

Il vient ensuite:

0 0= B (P [ (2 [

de sorte que D(A) se présente sous la forme d’un produit:

Dm=ﬂ%;w=2(dwfi-

o a!

Mais la sommation est immédiate et V'on trouve:

—#ba Ath
Po=e o ; log g.=——-
d’on
(©) log D(1) — — 3 X0

‘Ct

et en prenant la dérivée logarithmique de D(4):

?) =~ Zthe.

Ces formules ne sont pas nouvelles, elles ont été énoncées par FREDHOLM
qui les a découvertes par une voie différente (Acta Mathematica, tome 27, page 384).
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Appliquons la méme analyse au calcul de N(2) et du déterminant

i T, 2y, %, . . .,xn)
Y&y Loy v o oy &y

Chaque terme se présentera encore sous la forme:

+ I f(xg, 3, ...

sauf que 'un des facteurs sera remplacé par

(8) f(x7 Y5 Las X3, 0« - Q/,)=f(x, xa)f(xa, xﬂ) o f(-'U/‘,, ?/)

Si nous posons
fl‘(x, Y5 Tas Tgy « - -5 1) dTad; . . . AT = fri1 (2, Y)

cette intégrale ne dépendra que du nombre k des variables x., x3,...,2; par
rapport auxquelles on intégre; c’est ce nombre qui figure dans l'indice & + 1.
Cette fonction fry1(z, ¥) n’est autre chose que ce qu’on appelle le noyau réitéré

d’ordre %k 4+ 1. On aura d’ailleurs:

bk =ffk(27, x)dx

Si alors par analogie avec les notations adoptées plus haut nous désignons par
T'(S) un quelconque des termes de notre nouveau déterminant et par a'(S) lin-
tégrale de 7"(S), nous trouverons comme plus haut:

a'(8) = & fapr(x, y) M by
avec la condition:
h+Zk=n.

Le facteur fi41(x, y) provient de I'intégration du facteur (8) et les divers
facteurs b; de lintégration des autres facteurs de la forme f(z,, %5, ..., %)). Je
puis encore écrire:

a'(8) = (— 1)*frn1a(S)

ott ' est la substitution que permute entre elles les lettres qui figurent dans les
facteurs autres que le facteur (8) et de la fagon indiquée par I'ordre de ces lettres
dans ces divers facteurs. Si alors nous désignons par a', l'intégrale de notre
déterminant lui-méme, il viendra en remarquant qu’on obtient autant de fois le
méme terme qu’il y a de maniéres de choisir les 4 lettres z,, %5...,%; qui fi-
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gurent dans le facteur (8); c’est & dire autant de fois qu’il y a d’arrangements de

!
n lettres 2 & h; c’est & dire e
n—h!

an = Q(— I)hfh+la'n—hn—f_7b—!

ou -

Ny =3, < S (—dyt 2= = D) B 2 s
d’ol1 enfin
(9) g%; = z AR fryy.

Cette formule s’obtiendrait immédiatement en cherchant a développer sui-
vant les puissances de 1 la solution de I’équation (1).

Bien que les séries (6), (7) et (g) ne convergent que pour les petites valeurs
de A, leur considération peut abréger le calcul des termes des séries D(A) et N(2),
qui, elles, convergent toujours. Mais ce n’est pas la I'usage que je veux en faire.

§ 2. Cas ol le noyau devient infini.

La fonction
N()
D(4)

se présente sous la forme d’une fonction méromorphe de 1; mais elle peut étre
mise d’une infinité de maniéres sous la forme du quotient de deux fonctions
entiéres. En effet on pourrait écrire:

N@R) N@RGQ)
D)~ DA)G(A)

G(4) étant une fonction entiére quelconque de i; et si Pon veut que la fraction
du second membre soit irréductible, il suffit de prendre

G(A) = BN
H (1) étant une fonction entiére. En particulier nous pouvons prendre:

a=1
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Alors le dénominateur D(1)G (L) reste une fonction entiére, et le développe-
ment de son logarithme est le méme que celui de log D(4) en supprimant les
7 premiers termes.

Ces considérations prennent surtout de 'intérét dans les cas o la méthode
de FrREDHOLM ne s’applique pas immédiatement, et ou il faut recourir a la
généralisation exposée par FREDHOLM pages 384 sqq., par le moyen des noyaux
réitérés.

La méthode de FrEDHOLM s’applique immédiatement quand le noyau { reste
partout fini; supposons maintenant que les premiers noyaux réitérés

ii f21-~',fn———1

deviennent infinis, mais que f, et les noyaux suivants f..1, ... restent partout
finis. Nous supposerons de plus que les intégrales

f/;(x, ¥) ¥(y)dy (i=1, 2 ... ad inf)

restent finies. Toutes ces conditions sont remplies dans ’hypothése faite par

FrepooLM dans son § 6, c’est a dire si le noyau f(z, y) ne devient infini que
n—1

pour 2 =y et comme (z—y)* ol a <

L’équation (1) du § 1 peut alors &tre remplacée par la suivante:

(x bis) ) =i fmx, o )dy + O ()
ou
O(z) = Y(z) + f WA + 2fs + - + A foildy

est une fonection connue. La méthode de FrEDHOLM est alors immédiatement
applicable & 1’équation (x bis), et on peut la résoudre par une formule ana-
logue & la formule (z) du § 1, ou Pon remplace seulement A par A%, f par fn, et ¥
par @. Si nous convenons d’écrire N(4,f) et D(4, f) au lieu de N(4) et D(4)
pour mettre en évidence la fonction f, la nouvelle formule pourra s’écrire:

(2 bis) 1= 6 + i [0 15 I gy
ou bien encore
N,(4)

(2 ter) p(x) =Y(x) + 4 [Y(y) Wﬁ")d%
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Pour définir N, (1), nous poserons

f4ift o+ 2y = F@, y)
et nous aurons alors

N,(RQ)=F(x, y) D, o) + 2 N(@», fa) + Z"“fN().", fns x, 2) F (2, y)dz.

La fonction
N4
DA, fn)

se présente sous la forme d’une fonction méromorphe; et nous sommes certains
que le numérateur et le dénominateur sont des séries entiéres toujours conver-
gentes. Mais il n’est pas certain que cette fraction soit irréductible; il est méme
aisé de se rendre compte qu’elle ne lest pas en général. En effet la formule
subsiste quand le noyau f est toujours fini; mais dans ce cas la formule (2) est
vraie également de sorte qu’on a:

N,() _ N@)

D f.) D@, f)y
le dénominateur de la 1% fraction admet tous les zéros
Ay Agy e
du dénominateur de la 29¢; mais il admet en outre tous les zéros
aky, al,,.

ol o est une racine n® de l'unité. Cela montre que la 1®* fraction n’est pas
irréductible.

Le probléme que je me propose maintenant, c’est dans le cas ou les pre-
miers noyaux réitérés ne sont pas partout finis, de trouver une formule analogue
& la formule (2 ter) mais ol figure une fraction irréductible.

Et je me propose d’établir que le résultat est le suivant. Il suffira de
remplacer dans la formule (2) N(A) et D() par

N(A)e—HO) | D(A)e—Hn

ot H(A) est I’ensemble des n-—1 premiers termes de log D(1). Reprenons le
développement de ce logarithme

b

Aeb,
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b, b,,...,bysy peuvent étre infinis, mais b,, b,4;, ... sont finis. Formons alors
la série

Wby  MHbnyy A Pbare
n n+ I n -+ 2

Nous montrerons que la série K(4) est convergente pour les petites valeurs de
L; que eX(® est une fonction entiére; que

BN 3,
est également une fonction entiére; sauf pour x =y auquel cas quelques-uns de
ses coefficients deviennent infinis.

Revenons un instant au cas ol [ reste fini; et reprenons la formule (g)du § 1

Si nous revenons au cas ou f, est le premier noyau réitéré qui reste fini, et si
nous changeons 4 en A% et f en f,, cette formule deviendra:

N(A™, fn O -
(3) i‘n—‘/* = z /~"hfnh+n
A' ‘f" h=0

ou en mettant en évidence les variables z et y

Ml = Bt etz )

d’olt en supprimant pour abréger les indications 4" et f, devenues inutiles:

(4) NG 2) g — 31t
et

(5) f Z%i)fk(y, z)dody = 3 i f funin (@, y) fily, @) dady = FFbuinsk-

Reprenons notre fonction K (1), nous aurons:

_dK

dl ln—lb + A, b11+] + An+lbn+2 +

le second membre peut s’écrire:

WAl + IS A by pngr + o+ ARSI g b 22 S A bupg 2y

Acta mathematica. 33. Imprimé le 13 septembre 1909. 9
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ou bien:

he=n—1 .
(6) Z’ﬂ—lj ’U x)d + z Antk— J ﬂablﬂ ik(y: x) dil:dy.

Comme D ==D(@" f,) et N(x, y)= N(2"fn; x, y) sont des fonctions entiéres

. , . d . ,
de 1 on voit que Vexpression (6) et par consequent _di/{ est une fonction meéro-

morphe de 4 et que les infinis de cette fonction méromorphe ne sont autre chose
que les zéros de D, f,).

Or d’aprés FrREpHOLM, si 'on a:
D@, fu) =0

et si 4% est un zéro simple, ce que je supposerai, il existera une fonction ¢x(x)
et une seule telle que:
) 7(0) = 3% [ ) nte, 91y
En convenant de poser:

[o ol 91y = S7y ()
d’ ol '

S2[Seq(2)] = 5249 (z)

cette relation peut s’écrire
(7 bis) gx(x) =28k (x)
on en déduit:

8 px(e) = i8S +igg(x) = 15 S [Sgx(2)]

de sorte que Sgx(2) sera aussi une solution de U'équation (7) ou (7 bis}; comme
cette équation ne comporte qu’une solution, on devra avoir:

Sor (@) =apk(2)

« étant un coefficient constant.
On en tire
Srpr(x) = g (x)

T —
103 -

L

. . N . , . I . N s
ce qui revient a dire que « est égal & 5, & une racine ne prés de l'unité. Nous
LK
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pourrons toujours choisir 1z de telle fagon que cette racine n°® soit égale 2 1 et
que l'on ait:

(8) ¢Pr(x) =g S ¢k (x).

On obtiendrait un résultat analogue dans le cas d’une racine multiple; je ne
reproduis pas ici Panalyse compléte qui a déja été faite bien des fois. Cela posé
reprenons notre fonction méromorphe %IT{ et proposons-nous de déterminer le ré-
sidu de cette fonction méromorphe pour le péle Z==i,x et pour les pdles corre-
spondants . =alg, a étant une racine ne de 'unité.

Cherchons d’abord ce résidu pour

N (z, .-
[LCE IR

Cette expression n’est autre chose que

_ dlog D (7, f.)
d i N

Son résidu est donc — 1, si l'on considére * comme la variable indépen-
dante, c’est-a-dire que le terme infini sera de la forme

et le résidu correspondant, si 'on reprend 7 comme variable est

I
- ﬁ—ln-—l

< g I, o I, . . ;
c’est-a-dire: —ZI'IK—" pour le pole 1x et — -~ («ig)i—" pour le podle «ig. Pour
n

le premier terme de 1’expression (6), le résidu est donc ; tant pour le pdle ix
que pour le pole «ix. Considérons maintenant le terme général de l'expression
(6), c’est-a~dire:

Jrp1 f VoD oy, wydzdy.

N(z, y)
D
variable indépendante sera une fonction de x ct d’y de la forme ¢ (x) Y¥x (y), en

Le résidu de our A" =A% en considérant de nouveau 2* comme la
K

vertu d’un théoréme connu d’aprés ce qui précede: le résidu par rapport a A» de
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"N (x, x)
[
devra &tre
—1 :f(pK(x) Yrla)de

et celui de

[ m1nay

sera

f T () Ui () fp (3, @) e .
Mais on a d’aprés ’équation (8)
[rx@ i ode =S = )

et plus généralement:

fffzc (@) fp(y, ¥)dw=SPgg(y) = 2’}(9’1{ (¥).

Le résidu cherché sera donc

i [reeixay=—%
et par rapport a A:
1

—_——— = Ji—n—pl—n
nAg it n K

pour le pdle A=«lg; pour le terme correspondant de 'expression (6), qui est
affecté du facteur A»+2-1; il faudra multiplier par

, ln+p—~1 —_— (Cl /'.K)"'“’—l
de sorte qu’'on trouvera:

I
—— P
n

Nous avions trouvé pour le premier terme de Iexpression (6)

de sorte que le résidu total de Pexpression (6) est



Remarques diverses sur 1’équation de Fredholm. 69

p=n—1
—— 2 12
n

p=0

Cela fait —1 pour le pole A=1g, c'est-d-dire pour «=1, et o pour le pole
A=cakr quand « est une racine n® de I'unité différente de 1.

Ainsi, 'expression
dK
da

= A1, — Ay —

est une fonction méromorphe de ) dont tous les résidus sont égaux & o ou a 1.

Done Vexpression
cE (1)

sera une fonction entiére de 2.

C. Q. F. D
11 resterait & établir que

() S5 faq KO

est également une fonction entiére de 2.
En effet nous avons d’aprés la formule (2 ter)

N, (4)
zlh frer= D_‘(l", m

ce qui nous prouve que I'expression (g) est une fonction méromorphe de Z, qui
ne pourrait devenir infinie que pour D (4" f,)=o0, c’est-a-dire pour i =l et
pour A=calx. Comme eX()) g’annule pour A= Ax, nous voyons que I'expression
(9) c’est-a-dire
N.(4) oK ()
D

ou j’ai écrit D au lieu de D (4, f,) reste finie pour A = Ag; il me reste & montrer
N

que N, (i) s’annule pour A= alx; ou que le résidu correspondant de ﬁl est nul.

Nous avons donc & évaluer le résidu de

N _ WA@Y o [V 2)
(10) f——F-l-l D + 4 +J B F(z, y)dz.

Le r1er terme du 2¢ membre de (10) ne devient pas infini; le second a pour
résidu:
(A% ox (%) Yk (y)] oy T
K
et le troisiéme
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n’;:::l“l"“ [‘;PK () Yx(2) F (2, y)dz = ,1,. T T A {’/’K 2) Yx (2) [p (2, y)dz.

o/

Nous sommes donc amenés & calculer

f Wi (2) o (2 ) dz

Nous démontrerons bientdt que l'on a:
(x1) f Wi (2) fp (2, y) dz = I Y ()
de sorte qu’il viendra pour notre résidu:

i zan o (@) Vg ()

=1

nl"

et pour le résidu total de l'expression (10)

n—1

g (@) i (y) Dar =o.

=0

nln —1

Donc T'expression (9) ne devenant infinie ni pour 2= lx, ni pour A= «ix est
une fonction entiére

C. Q F.D.

I nous reste & démontrer I'égalité (11). A cet effet, remarquons que

N(y,z) et fp(y, x) sont & f(y,x), ce que N (z, y) et fp(x, y) sont & f(x, y). Le

résidu de %N(x, y) étant ¢pr (x) Yk (y) et par conséquent celui de - N(y, x) étant

o (y) Yx(x), nous voyons que Yg(x) est & f(y, z) ce que gr(x) est & f(z, y).
Alors de méme que l'on a

(12) ri@) = [ 7)o 1)y
et que ¢g (x) est la seule solution de cette équation; de méme on aura:
(12 bis) (@) =T [ ) a0, 2

et Y {x) sera la seule solution de cette équation. De 'équation {12) nous avons
déduit
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(13) 1@ = [0 ()1 ) dy
§ étant une racine ne de 'unité, de méme de (12 bis) nous déduirons

(13 bis) Y (@)=0"4k | Yey)f(y, x)dy

Y

p' étant une racine n° de V'unité; et il reste & faire voir que g =p'=1. Pour
cela remarquons que f,4;, étant toujours fini comme f,, nous pouvons raisonner
sur 'un de ces noyaux comme sur 'autre. Il existera donc des fonctions
¢'x(x) et Y (x) satisfaisant aux équations:

(14) ¢x(2) =7k f Px() f(z, v)dy

(14 bis) Yr(x)=7 2k n‘/"K(?/)f(?/: z)dy

y et ¥ étant deux racines n + 1° de Vunité. Il est aisé de voir que ¢’k est égal
& gx, et Y'g & Yg; sans quoi on aurait:

¢M@=W%j?ﬂwM%wM

Wr(z) =y in [w'zc W) fn (> 2) dy

et nous devrions conclure que D(i” f,) admet outre la racine 4% les racines
A% et ymin, c'est-d-dire plusieurs racines (deux au moins, ou une racine
double) de méme module que i%. Cela n'arrivera pas en général (et il est aisé

de voir comment on devrait raisonner dans les cas d’exception).
I1 faut donc que

(/)'K:(I)KI er:l/JK) 7:{9’ 7’=ﬁ’
yn=13n=1' ;,’n:: '"ZI; ,/n:}/n+1: I, 7'11:7"!4-1 —
d’ott enfin
7=y =1
L’équation (13 bis) s’éerit alors

Yr(x)=1ik | Y&y [y, x)dy

et 1l est aisé d’en déduire
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Yk (2) = 1 f i) fp (v, ) dy

ce qui n’est auire chose que I'équation (11) qu’il fallait démontrer.

§ 3. Formation de la fonction méromorphe.

On peut tirer de la une fagon de calculer les divers termes du développe-
ment du numérateur et du dénominateur de notre fonction méromorphe. Nous
avons trouvé plus haut:

(1) log D) =— Ab,

u

formule que nous avons déduite de la suivante:

0 D= T [ P [ (2.

nl aglblcld! | « I3 y 0

Comment pourrons-nous passer de ces développements 4 ceux de notre nouveau
dénominateur €K et de son logarithme K (4). Pour passer du développement
(1) & celui de K (4), il suffit de supprimer les n — 1 premiers termes, c’est-a-dire

de remplacer b,, b,, ..., by_1 par o; on obtiendra de méme le développement de
e en partant du développement (2) et en y remplacant b, b,, . . ., bn—1 par o.
Soit done:

—1ya
(2 bis) eK () :E (__:gl)! @

Nous avons trouvé plus haut
a,=3a(S)=23+ bzbgb;b‘g.

Pour obtenir a'n, il suffira dans le 3* membre de cette double égalité de rem-
placer b,, ..., by—; par zéro. Mais a(S) provient de l'intégration d’un des termes
T (S) du déterminant
f Ty, oy :1:,,)
Zyy Lyy oo o Tn

et b, de celle de la fonction f(x,, z,, ..., x,). D’ou la régle suivante:
Quand le noyau deviendra infini pour z =y de la méme fagon que (x—y)*

) n—1 . . .
ol @ < ——, on pourra former le dénominateur de notre fonction méromorphe
n

en appliquant la rpgle générale de FREDHOLM; et par conséquent en partant des
déterminants
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(xl, [ x,,)
Ziy Tgy o ooy Ty

seulement il faudra supprimer tous ceux des termes de ces déterminants quv con-
tiennent un facteur de la forme:

f(xas 28, )y . . oy 1, %) = [ (24, xg) f(x3, ;). .. f(2s, z.) f (2, Za)

les lettres xq, xp, ,, . . ., %5, T, formant un cycle de moins de n letires.

La méme régle s’applique a la formation du numérateur.

Dans le cas de n =2, il suffira donc de supprimer les facteurs de la forme
f(ai, x5), c’est-a-dire de remplacer dans nos déterminants tous les termes de la
diagonale principale par zéro. Cette régle, dans ce cas particulier, avait déja été
trouvée par une autre voie par HiLsert dans le dernier paragraphe de son pre-
mier mémoire (Gottinger Nachrichten, 1904).

§ 4. La question da genre.

FreproLM a démontré que les coéfficients de la fonction entiére D (1) dé-
1
croissent comme (n") 2; et que la décroissance est plus rapide encore quand le

noyau f(x, y) satisfait & certaines conditions de continuité. Si par exemple on a:
[, y)—f(z, )| <Aly—y'I°
/@ y)—f@, y)|<d|z—2']

7 . . , A a—5
A et « étant des constantes, les coéfficients a, décroitront comme (n") z,

(1)

D’un autre c6té HapDAMARD a démontré que si le ne coéfficient d’une fonec-
1
tion entiére est de lordre de (n") *, le genre de cette fonction entiére sera E,

en désignant par F + 1 'entier immédiatement supérieur & 4. Si A est entier, il
peut y avoir doute et le genre peut &tre égal & 4 ot & 1 —1.
Donc le genre de la fonction D(4) dépendra de I'exposant « qui figure dans

les inégalités (1); il sera zéro pour a>5, il sera au plus égal & 1 pour a>o,

a< S ot enfin au plus égal & 2 pour « =0. Si donc le noyau a des dérivées

premiéres finies de sorte que « =1, le genre de D (A) sera certainement nul.
Nous pouvons nous demander ce que devient exposant « quand on passe
du noyau f(z,y) aux noyaux réitérés successifs. Supposons que f(z, y) soit de

la forme:
Acta mathematica. 33. Imprimé le 14 septembre 1909. 10
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P =2 d (o<l

T le—yl*

Y (x, y) étant holomorphe. On peut alors établir I'inégalité:
(@ 9)—f(x )| < Az —al 20
A étant une constante. La fonction
D 1))

sera donc une fonction entiére de genre o par rapport a A? pourvu que l'expo-

. I -
sant 1 — 2« soit plus grand que -, c’est-a-dire pourvu que
2
I
< —.
4

Si alors le noyau f(x, ¥) n'est pas partout fini, la fonction D (4, f) n’existe
pas en général, mais nous pouvons comme dans le § 2, former les deux fonctions

entiéres
eK(i) X3k fy 4y eK 00
on a d’ailleurs
D3, 1) = eK () K (=,

La fonction eK() sera en général dans ce cas de genre 1, de sorte que
eX @ gera le produit d’un certain nombre de facteurs primaires de la forme:

el (x —y ).
Le facteur primaire correspondant de eX(—% sera alors:

e (1 + 7 4)
et celul de D (2% [,) sera

279
1— 2t

ce qui explique que la fonction D (4% f,) soit de genre zéro.

Les résultats des trois premiers §§ s’appliquent sans changement lorsque
les intégrales et les fonctions connues ou inconnues qui figurent dans I'équa-
tions de FrepHorM sont des intégrales doubles ou triples, et des fonctions de
deux et de trois variables, au lieu d’étre des intégrales simples, et des fonctions
d’'une seule variable. Mais il n’en est pas de méme des résultats relatifs an
genre que nous venons d’exposer. Le genre ne s’abaisse plus quand les inégali-
tés (1) sont satisfaites, ou plutdt il s’abaisse moins rapidement. Un résultat
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subsiste toutefois, et c’est le seul qui nous importe, le genre de D(L) reste toujours
au plus égal & 2.
Comme d’ailleurs nous avons:

et que I'on peut écrire en décomposant D (1) en facteurs primaires

i
,)epi
2

ht 4

D(l):H(I—

4; étant les «wvaleurs propres» de I'équation de FrEDHOLM, c’est-d-dirve les racines
de D(4) =o et P; étant un polyndme du 2 degré au plus; on en déduit:

D'(1) ep_ _ NNV P o
"D(;)'—Z,;_lﬁ -‘P‘_’“aa;{;“ + P
. . D
d’ott en identifiant les deux développements de D et remarquant que X P'; ne

peut donner que des termes de degré o et 1.

(2) by=2X1"
égalité qui est exacte pour n > 2.

§ 4. Tentative de généralisation.

Au § 2, nous avons donné une régle pour former notre fonction méromorphe
de 4 quand le noyau f(x,y) peut devenir infini, tandis que 'un des noyaux
réitérés successifs f, (x, y) reste partout fini.

On est naturellement amené & penser que la méme régle restera applicable
dans des cas beaucoup plus généraux i savoir:

1° Si les intégrales

f fntz, 1) w () dy

sont finies, sauf pour des valeurs exceptionnelles dec =.

2°. Si en méme temps & partir d’un certain rang, les nombres que nous
avons appelés b, sont finis.

Il est clair que cela peut arriver dans des cas ou tous les noyaux f.(x, #)
présentent encore des infinis, et 'on peut se demander si les régles des §§ 2 et 3
peuvent néanmoins &tre appliquées.
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Je me bornerai au cas ou toutes les valeurs propres 2; sont réelles et posi-
tives. Les théorémes de HILBERT nous permettent de reconnaitre dans quel
cas cela a certainement lieu. Ainsi si le noyau est symétrique, les A; sont cer-
tainement réels; ils seront positifs quand la forme quadratique qui correspond a
ce noyau sera définie; et par exemple, si f(z, y) est un noyau symétrique, les
valeurs propres rélatives au noyau redoublé f,(x. y) seront réelles positives.

Cela posé, nous supposons que notre noyau f(z, y) symétrique, devient in-
fini pour certaines valeurs de z et de y; par exemple en certains points singu-
liers ou sur certaines lignes singuliéres du plan des xy. Nous emploierons le
méme artifice que M. HiLBerr & la fin de son premier mémoire. Nous sub-
diviserons la partie du plan des xy & laquelle s’étend l'intégration (c’est-a-dire
par exemple le carré o<z <1, 0<y <1, si les limites d’'intégration de I'intégrale
de FrREDHOLM sont o et 1). Ce carré sera ainsi divisé en deux aires 4 et A’ que
nous assujettirons aux conditions suivantes: 1° Tous les points et lignes singu-
lieres devront se trouver dans 4'. 2° Chacune des deux aires 4 et A’ devrait
étre symétrique par rapport & la droite 2 =y. Nous définirens ensuite un noyau
symétrique f'(z, y) de la fagon suivante:

f@, y)=f(x ) (dans 4)  f(z,y)=o (dans A).

Nous désignerons par A; et b, les valeurs de ces quantités qui correspondent &
f(x, y) et par ¥; et b, les valeurs des quantités eorrespondantes pour f (z, y).

Nous ferons ensuite tendre l'aire A’ vers zéro, de telle sorte que 4’; tende
vers A; et b, vers b,.  Le noyau f'(z,y) étant symétrique, les A; seront tous
réels, et nous pouvons nous arranger de facon qu’ils soient tous positifs. Comme
le noyau f (z, y) est partout fini, les résultats du § 4 seront applicables et nous
aurons:

(1) Y, =i,

Nous supposerons les 4'; rangés par ordre de grandeur croissante. Nous aurons
ensuite
3 U
b,=1lim?¥',.

Je dis d’abord que Vb, tend vers une limite pour n=c. En effet, les 1’; étant

”
réels positifs, les quantités V¥, sont positives; de plus cn a:

- bloa<b, 7l b,>i7
d’ou
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1 1 -1 1
n+1 m+1 3'n+1 71—1 n
il <pnHtinr, T b
et enfin
-1 1 1 1

n+1 7 (n+1) 'n+1 n
A 1 < b n ’ b n+l < b

n’
n—_
Les quantités Vb, vont donc en décroissant quand n croit; il en résulte
n
qu’a la limite les quantités Vb, iront en décroissant quand » croit (ou du moins

ne pourront croitre) et comme ces quantités sont positives, elles tendront vers
une limite pour n = o ; cette limite, je Pappelle iyl
Je dis maintenant que l'on a:

Ao=lim 1.

Observons d’abord que, au moins si n est pair, b', va en croissant quand » étant
constant, Paire A' diminue, on a en effet:

e :f (@ y) fuly, @) dedy.
Mais le noyau étant symétrique, cela peut s’écrire
b, :ff',’,(x, ydady

et d’aprés sa définition f}(x, y) ne peut que croitre quand laire 4" diminue; on

aura donc si » est pair:
b'n < bn.

De plus pour n>p, d’aprés notre hypothése, les quantités b, sont finies;
nous aurons donec si p est un nombre pair suffisamment grand:

bp=Z472<0,.
Les quantités
brn +1

b

vont en croissant quand = croit; il en est donc de méme des limites vers les-
quelles tendent ces quantités quand laire A’ tend vers zéro, c’est-a-dire de

bus1

n
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Lo b b .
Les quantités [?’H et %ﬂ tendent pour n = o, vers les mémes limites que
n n

7w K3
les quantités V&,, Vb, c'est-a-dire vers 27! et 271; mais elles tendent vers ces
n 7

limites en croissant, tandis que Vb,, V¥, tendent vers ces limites en décroissant.
On aura donc:

% ! n
— . b - . bn +1
Vb',,>/,'71>7;',“, Vb, >iri>- -
n
d’ott:
bln+p -t bu+ -
SRED oy HTR o )P,
- Y b, !
On tire de la:
Kb, <Wphe—n byt
i< b, <bpir—™
A 1 )
Y AT e N o - =L
2 R b R L 4) >borh .
2) B (bn) <% »oe 2o by r

Nous ne savons pas encore si A, tend vers une limite quand Paire A’ tend
vers zéro; mais nous pouvons parler de la limite supérieure et de la limite in-
férieure de A'; je veux dire que 2, oscillera entre deux limites, dont 'une tendra
vers lim sup 4'; et Vautre vers lim inf. 7/, quand A’ tendra vers zéro; 3 la limite
les inégalités (2) deviendront donc (puisque lim ', = b,):

lim. sup. ', _ = =2 lim.inf. ¥y ,~, ~7
(3) ___._Sﬁu_pg_gbn——p n=p; !lm Eﬁ«,v}, >b ) om.
Ay =P .y P

Mais comme nous pouvons prendre n assez grand pour que les seconds mem-
bres de I'inégalité (3) soient aussi voisins de 1 que nous voudrons, nous pouvons
écrire : ’

. . e
h{ns}fp P Eﬂ;'?f/v,il
c’est-a-dire

] 51
Iim 2, = 4,.

C.Q F. D
On verrait comme plus haut que les quantités

1 1
(b’n_ ;'r’—l—n)n — (]Jg—n 4 }_fs—n 4 .)n

vont en décroissant quand n croit indéfiniment, et que l'aire 4’ demeure con-
stante. D’autre part on a
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lim (§'n— 457) = b, — i7"
quand n restant constant, 4' tend vers zéro. On voit qu’a la limite

1
(bn _— /‘_l—n)n

décroit quand n croit. Cette expression pour n = o, tend donc vers une limite
que jappelle ;L
On verrait ensuite que les expressions

' L —
bn+1_'/~1 n—1

Vor— 2t
T

et par conséquent
bp1— 71

by — A7
vont en croissant avec » et on en déduirait les inégalités
AWy —Hn < (b —27P) Mo B 18— < by A2
Ayn <bp—— k7" <(bp—ATP) A~ < by b
b,— 47", I, et 1, comme nous l'avons

et en raisonnant ensuite sur b,—Ai"

3

fait sur b,, b'n, 4, et 1,, nous verrions que
lim &, =1,.
Et ainsi de suite.
Je dis maintenant que si nous considérons la fonction:

c’est le logarithme d’une fonction entiére de 2. Soit en effet

= A cq Ml
K, ()= K (1)— ¥ log (1—2) = —Zﬂq .

=1
Nous aurons pour ¢ >p

Cq=bg—i71— 77— — ;7
et par conséquent
q
. Vo .
lim Ve, = 7;72,.
La fonction K, (%) est donec holomorphe pour [Zi]<]i}| et il en est de
méme de eX: ou de
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i=h i
. B4 B J7)
eAlH(I li) e
=]
Mais nous pouvons prendre % assez grand pour que An4; soit aussi grand
que l'on veut. On a en effet

bp>)._;p+),2_ﬂ+...+ Z’Tp>k2’;+ﬁ
d’on

B3 |-

AT
b1 > (f)

Donc eX reste holomorphe pour un module de 4 aussi grand que I'on veut.
C’est donc une fonetion entiére.
C. Q. F.D.
Il faudrait pour compléter le résultat, démontrer le méme théoréme en ce
qui concerne le numérateur de la fonction méromorphe; je me propose de revenir
ultérieurement sur cette question.

§ 5. Equations intégrales de la 1% sorte.

Il y a des cas ou la méthode de FREDHOLM permet presque immédiatement
Pintégration des équations intégrales de la 1%v sorte, c’est-a-dire de la forme:

ff(x, Vo) dy = v@)

ou Y (x) est donnée et ¢(y) inconnue. Soit par exemple:

+ o

(x) [ ¢ () (62 + A f (2, )] dy = ¥ (2).

[%
- 0

Dans le cas de 2 =o, elle se réduit tout simplement & I’équation de FOURIER.

+ w

f ¢ (y) ei=vdy — v (z)

—
d’ou Pon tirerait:
+ >

27 ¢ (x) =f¢' (y)ei=vdy.
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q

Posons alors:
+‘,o
P(y) = ] D(z)e " dz
d’ou: -
+
27 0(x) = | @(y)e=vdy

— X0

I'équation (1) deviendra:
—{; 23
(2) 2 T ®(z) + l](b(z)f(m, y)e—ivdady — P(x)

—_ w0

et prend ainsi la forme d’une équation de FrREDHOLM, ol @(x) est la fonction
inconnue et ot le noyau est

4
Kz, 2)= f/(x, y)e—udy.

Quelle est la condition pour que la méthode de FREDHOLM soit applicable
a léquation (2) qui peut s’écrire:
-too
2w @(x) + ;./rp(z)K(x, 2)dz = V().

[»

— 0

L’intégrale étant prise entre des limites infinies, il faut chercher d’abord &
la ramener a des limites finies; c’est ce qui est possible si K(w, 2) s’annule pour
z=4 o, et est pour |z| trés grand de l'ordre de |z|% ou &> 1. Sinous posons
en effet

I'équation prend la forme:

+
2
’ . . dl
2n0(tg )+ 1 [ O(tg DK (tg &, tg 1) e = Yitg £;
-

Oou mieux encore posons:
w=tgh £, z=tgh}

k étant un nombre suffisamment grand pour que
Acta mathematica. 33. Imprimé le 14 septembre 1908. 1
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k
kE+1x

I
h

ce qui est toujours possible si &> 1; notre équation deviendra:

20§ + 4[RO D5, 462 D) 164 £ e = Wt 9.
o
—3
Nous voyons que le nouveau noyau
kE tok Ty toh—1r T
kK(tg Sy tg :) t’g :cosg};

7T
se comporte pour § = 4 , comme:

kR F gkl L
tgT e T S o

c’est & dire comme:
(cos Ijkh—t-1

et par conséquent reste fini puisque
kh—k—1>o0.
Pour préciser davantage nous supposerons que:
| Kz, 2)| <Az

A étant une constante indépendante de z et de z, et inégalité subsistant pour
toutes les valeurs de x et de z depuis — « jusqu'a -+ .

A quelles conditions cela correspond-il pour f(z,y). Il faut d’abord que
la méthode de Fourier puisse étre appliquée & f(x, y), c’est & dire:

1°. Que f(z,y) considérée comme fonction de y n’admette qu’un nombre
fini de maxima et de minima (quelle que soit la valeur constante attribuée & z).

2°. Que f(x,y) tende uniformément vers zéro, quand y tend vers linfini,
et cela quel que soit .

Si nous supposons de plus que f(z, y) admet des dérivées des deux premiers

df

ordres; que dy tend uniformément vers zéro, quand y tend vers l'infini et que

dy? +y*’

ld'f <Mt
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8
et qu’enfin gy{ n’ait comme f qu’un nombre fini de maxima et de maxima, on
aura en intégrant par parties:
) ) ) afr . 1 [d'f .
—12Y —_ ~—2Y — __p—2Yy ___ et p—12Y
ffe dy zfe +dyz2e zz'/ dyfe dy

ou en prenant pour limites y= 4 «

+ »
K(x, 2) =ffeizydy — __%fgy{ =iz dy

~

+ o
a (B A
v+ |z

— 0

I
22

| K(z, 2)] <

Et comme d’ailleurs | K (z,z)] reste fini méme pour z=o, on voit que les
conditions sont remplies pour que la méthode de FREDHOLM soit applicable.

Il est & peine nécessaire d’ajouter qu’elle le serait dans des cas beaucoup
plus généraux et qu’il serait aisé de déterminer.

Cherchons & appliquer le méme principe & des séries analogues & celles de
Fourigr et écrivons:

(3) () =Z Amem + 0 (2)].

Partons de la formule de FoUrIERr, en posant:
2a

2 dm =f(p(z)e—"’"2dz; P(z) = T Aneim*

0

notre équation deviendra:
l 2
(4) Pe) =) + - frmz)z"e—fmzom (v)dz.
0

Dans T'équation (3), il s’agissait de déterminer les coéfficients 4,,, connais-
sant les fonctions Y(z) et On,(x), c’est & dire de développer la fonction donnée
W(xz) en série procédant suivant les fonctions e + 16,(x). Dans ’équation
transformée (4), il s’agit de déterminer la fonction inconnue ¢(z) connaissant la
fonction Y(x). Les deux problémes sont manifestement équivalents, mais le
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second se raméne & une équation intégrale, et la méthode de FREDHOLM y sera
applicable pourvu que le noyau

Se—imz),, (x)
soit toujours fini.
Cest ce qui arrivera évidemment si la série

3| 0m(2)]

est absolument et uniformément convergente.
Soit par exemple & développer V(x), pour les valeurs de x comprises entre
o et 2, suivant les exponentielles

ei'u,n.l'.
Nous pourrons ramener ces exponentielles & la forme

gme 4 ], O

en posant: ‘
- I, ()m —_ e""’m"” —gimz
Or on a
) [Om] <}tm—mlx
puisque:

"m&
()7); == zfeitdt;

me

et que [e|=1. Comme z varie de o & 2 a; on aura:

10m) < 2| tm—m].
1l suffit donc que la série
S|um—m]

soit absolument et uniformément convergente. C’est ce qui arrivera par exem-
ple, si I'on a

I
==+ —-
tm m?

Ici encore, il serait aisé d’étendre le résultat & des cas beaucoup plus étendus.
Soit maintenant 1'équation

2

(5) [(p(y)[efzv T 2f(z, 9)ldy = ¥(@)

0

qui différe de (1) parce que les limites ne sont plus infinijes. Nous ne pouvons
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pas nous proposer de déterminer la fonction inconnue ¢, connaissant la fonction
Y; et cette fonction étant quelconque; le probléme serait en général impossible.
Il suffit pour s’en convaincre de faire 2 =o0; on voit alors que quelle que soit
la fonction ¢(y), la fonction ¥ sera une fonction entiére, qui tend vers zéro
quand x tend vers ', avec un argument compris entre o et 7; et telle que
Ye~2i57 tende vers zéro quand z tend vers I'o avec un argument compris entre 7z
et 2. La fonction 3 ne peut donc pas étre choisie arbitrairement.

Ce que nous nous donnerons, ce sont les valeurs ¥(m) que prend la fonction
Y quand z prend une valeur entiére positive ou négative. 1l est aisé d’ailleurs
de se rendre compte que ces valeurs ¥(m) suffisent pour déterminer une fonction
entiére satisfaisant aux conditions que nous venons d’énoncer.

Posons encore:

P(2) =3dAme i, 204, =[rp(z) emzdz,
K

L’équation (3) devient alors:

23

(6) 2w Ay + Zf.‘: pe= Y f(m, y)dy = Y'(m).
§

Cette équation doit permettre de déterminer les coéfficients 4 et par consé-
quent la fonction inconnue ¢, quand on connait les quantités Y (m).

Cette équation n’a plus la forme d’une équation intégrale, mais celle d’un
systeme d’une infinité d’équations & une infinité d’inconnues, tel que ceux qui
ont fait 1'objet des études de M. vox KocH. L’analogie des deux théories est
d’ailleurs évidente.

Pour que la méthode soit applicable, il faut et il suffit que le déterminant
infini converge; il suffit donc qu'il soit normal au sens de M. von KocH, c'est
a dire que la série double en m et p

(7) > fe—"f’”f(m, y)dy
0

converge absolument. Si f(m, y) est une fonction périodique de y avec une déri
vée seconde, nos intégrales peuvent se transformer par une intégration par parties
et la série (7) devient

2
e~ iy .,
— — m, 1 dy.
Zf e [ (m, y)dy
0
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Les termes en sont plus petits que ceux de la série:

S -3 L.

HPZ

Il suffit donc que la série
2f"(m, z)

converge absolument et uniformément, ou encore que l'intégrale

+ o
ff'(x, 2)dz

converge absolument et uniformément.

On voit par cet cxemple quelles différences il y a en ce qui concerne les
équations intégrales de 1% espéce, entre les cas o les limites sont finies, et celui
ot elles sont infinies, cas auquel se rattacherait d’ailleurs celui ot le noyau
présenterait des singularités entre les limites d’intégration. Je me réserve de
revenir sur cette question par des méthodes fondées sur l'itération des noyaux
et qui mettront en évidence d’une autre mani¢re les mémes particularités.




