
REMAROUES DIVERSES SUR L't~0UATION DE FREDHOLM. 
PAR 

H. POINCARI~. 

;~ t'ARI S. 

w 1. Formules  fondalnentales.  

Nous 6crirons l'~quation de FREDHOLM SOUS ]a forme suivante: 

(z) q~(x) = ~?(x ,  y)~f(y)dy + ~p(x); 

~f(x) est la fonetion ineonnue, ~(x) une fonetion donn6e, /(x, y) le noyau. La 
solution du problbme nous est donn~e par la formule de FREDHOLI~I: 

(2) ~p(x) = ~p(x) + ;~/tp(y) N(;[; x, D(;r Y) dy 

oh D(~) est le D_~.f de FREDHOLM, tandis que N().; x, y) s'~crit d'apr~s les nota- 
tions de FREDHOLM: 

Y 
Nous aurons done: 

D() ' )  : ~ ) f . ) ~ n f  l l x l '  x2, " " " 1, x 2, Xn] " . . . .  d ~ n =  I - - ' ~ f  [ ( x l '  x l ) d Z l  ~ - " ' "  

Je  n'~cris qu'un signe f pour une integration multiple. 
Nous aurons de m~me: 

(-z)-  
. . . .  Xn) dx, dx2 . . . dxn = /(x, y ) - -  r  (y, x' F~ l ~' z ' '  ~,' d~, + . . .  N (~) 
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Nous sommes ainsi conduits h examiner la formation du d6terminant: 

~n) �9 

Un des termes de son d6veloppement sera de la forme: 

i H / (x~, x~) 

H/(x~, x~) repr6sentant le produit d 'un certain hombre de facteurs de la forme 

/(x~, xk). Ces facteurs doivent satisfaire ~ ]a condition suivante: chacune des 

lettres x~, ~2 . . . .  , x ,  devra figurer une fois et une seule comme xl, c'est ~ dire 

comme premier argument de la fonction /(x, y) dans l'un des facteurs du produit. 

Elle devra figurer une fois et une seule comme Xk, c'est h dire comme second 

argument de la fonction /(x, y) dana l 'un des facteurs du produit. A chacun 

des termes du d6terminant correspondra ainsi une permutation des lettres x~, 

x2 . . . .  , x=; s savoir celle qui change chacune des lettres xi en la lettre Xk correspon- 

dante. I1 y aura autant  de termes dans le d6terminant qu'il y a de sembla- 

bles permutations, c'est s dire n!; et le produit H devra ~tre affect6 du signe 

+ si ]a permutation appartient au groupe altern6 et du s i g n e -  dans le cas 

contraire. 

On peut r6partir les lettres x~, x~ . . . . .  x,  en un certain nombre de cyclesde 
telle fagon que la permutation S envisag6e permute circulairement entre elles les 

lettres d 'un mfime cycle. Si nous d6signons par T(S) celui des termes =k l l / (x i ,  xk) 
de notre d6terminant qui correspond s la permutation S, et si nous posons, 

pour abr6ger, 

/ (xo,  x~ . . . .  , x~, x , , ) =  / (x~ xz) l (x,~, x A . . . / ( x ~ ,  x,,)/(x,,, ~,) 

nous pourrons 6crire: 

T ( S )  = + I I / ( x ~ ,  x k ) =  • 1 I / ( x , ,  x,~, . . . , x~., x , ) .  

Le dernier membre repr6sente un produit de faeteurs de la forme 

/ (xa, xz . . . . .  x~., x,). Chacun de ces faeteurs correspond s un des cycles de la permuta- 

tion S e t  les lettres 

X a ,  X , 3 ,  . . . , X ~ ,  X~t 

sont les lettres de ce cycle, qui sont permut6es circulairement par S. 

Quant au signe, on l 'obtient en faisant le produit de diff6rents facteurs 

+ I correspondant aux diff~rents facteurs / ( x , , x ~ , . . . ,  xt,), ces facteurs 6tant 



6gaux 

cycles d'un nombre pair de lettres. 

Nous poserons: 
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+ I pour les cycles d 'un nombre impair de lettres et s - - i  pour les 

f ]  . . . .  Xn)dx, dx2 ..dx,,,  a(S) ;T(S)dx,  dx2 . . .dxn  l X l  ~ X 2  
a n ~ . 

~,W 1 ~ X 2 ~ , X n  

(3) [ - ,  

bk = J  /(x,~, xtt . . . . .  x~., x~,)dx~dx~. . . dx~ dx~,. 

Dans cette derni~re 6galit6, l'indice k de bk repr6sente le nombre des lettres 

du cycle x, ,  x ~ , . . . ,  xz, xl,; l'int6grale ne d6pend 6videmment que de ce nombre, 

puisque quelles que soient les lettres x, . . . . .  x,, envisag6es, on les fera toujours 

varier entre les m~mes limites. 

Cela pos6 l'int6grale a(S) v a s e  d6composer en un produit  d'int6grales bg, 

puisque chacun des facteurs de T(S) ne contient qu'un certain nombre de lettres 

x ~ , . . . ,  x~ qui ne figurent pas dans les autres facteurs; nous pourrons 6crire: 

ou pour pr6ciser le signe: 

(4) 

a(S) --= :k Hbk 

a(S) = / / [ ( - -  I) TM bk]. 

Si par exemple n ~ I  7 et que ~q comprenne i cycle de 4 lettres, z de 3 lettres, 

3 de 2 lettres et 2 d ' i  lettre, nous aurons: 

a(S) = (--b,)(b3)~(-- b~)3(b~) ~ -= b,b~ b~ b~ . 

I1 faut mMntenant calculer 

a .  ~ 2 a (S) 

la sommation 6tant 6tcndue aux diff6rentes permutations S de n lettres. Nous 

devons donc rechercher eombien il y a de permutations comprenant a cycles de 

a lettres, b cycles de fl lettres, c cycles de 7 lettres, d cycles de ~ lettres. En 

d'autres termes de combien de mani~res peut-on r6partir n lettres en a groupes 

de a lettres, b de ~, c de ? et d d e  ~ lettres? On rangera les lettres dans les 

diff@ents ordres possibles qui sont au hombre de n!; on prendra ensuite les a 

premieres lettres qui nous donneront le I ~r groupe, puis les a suivantes qui nous 

donneront le 2 d, et ainsi de suite jusqu's ce qu'on ait les a groupes de a lettres; 

on prendra ensuite les fl lettres suivantes pour former le z ~r groupe de fl lettres 

et ainsi de suite. On obtiendrait ainsi n! solutions, mais elles ne sont pas distine- 

tes; on obtient la m6me r6partition en permutant circulairement les lettres d 'un 
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m6me groupe, ce qui nous oblige ~ diviser par a~bT*Ja; on obtient la m6me 

r6partition en permutant  d'une mani~re quelconque les divers groupes qui sont 

formds d 'un m6me nombre de lettres ce qui nous oblige ~ diviser par a! b! c! d!; 

le nombre cherch6 est done 

n! 
aal'3bTc~Jd.a! b! c! d! 

On aura doric: 

n~ an = --~i~-aa [~b zc ~d a! b! c. ! d! [ ( -  I)a+lb"]a[(-- I)'~+l bfl]b[ (--  I )7+l b/]c[ (--  I)~ 

Les entiers ~, {~, 7, 3, a, b, c, d, (dont le nombre peut d'ailleurs ~tre quel- 

conque et n'a 5t6 pris 6gal s 4 que pour fixer les id6es) sont assujettis "~ la 

condition : 
aa + fib + 7 c + (~d= n. 

On a done 
a,,__ ( - - r ) "  (~_b~) ~ [--b~r (_~b~) c (_~b(~) d 
n! a! b! c! d! 1-i~-! - -~ -  " 

I1 vient ensuite: 

'~,. (--)~)"an I (~'~b(~) a ( - - ,~  b,~) b [_~ ~,Tb;,tc (--~Ob,~) d 
(5) D ( ~ ) = ~ . ,  ~.v ~ ~-~a! bi c! d! ---G-- ~ 7 / - - " - -  

de sorte que D(iL) se pr6sente sous la forme d'un produit:  

t - -  )/~ ba/a i 
D(Z) = n,fo;  ~tc~ = ~ ~- - -d~!  hT.," 

Mais la sommation est immediate et  l'on trouve: 

d'ofi 

(6) 

__ ) a  b a  j~a ba 
~ = e  -~d-; log e f t =  

log D (),) = - -  ~ ~"b~, 

et en prenant la d6rivde logarithmique de D(2): 

(7) D ( Z )  - -  

Ces formules ne sont pas nouvelles, elles ont 5t6 5noncdes par FREDrlOL~t 

qui les a d6eouvertcs par une voie diff~rente (Acta Mathematica, tome 27, page 384). 



Remarques diverses sur l'~quation de Fredholm. 61 

Appliquons la m~me analyse au calcul de N(),) et du d6terminant 

/(x,x~,x2,...,xn). 
~ y , X  t , X z ,  .,  Xn  

Chaque terme se pr6sentera encore sous la forme: 

+ r l / ( x a ,  x~ . . . .  x,,) 

sauf que l 'un des facteurs sera remplac6 par 

(8} / (x,  y; x , ,  xz . . . . .  xz) = / ( x ,  x~)/(xa, xz) .  . . / (xz ,  y). 

Si nous posons 

(x, y; x~, x ~ , . . . ,  x~. )d&dx~. . ,  dx;. ~: [k+l (X, y) 

cette int6grale ne d6pendra que du nombre k des variables Xa, X,~,...  ,Xz par 

rapport  auxquelles on int6gre; c'est ce nombre qui figure dans l'indice k + i. 

Cette fonetion /k+l(x, y) n'est  autre chose que ce qu'on appelle le noyau r6itdr~ 

d'ordre k + i. On aura d'ailleurs: 

bk = f/k(z, z) dx. 
v 

Si alors par analogie avec les notations adopt6es plus haut nous d6signons par 

T'(S)  un quelconque des termes de notre nouveau d6terminant et par a'(S) Pin- 

t6grale de T'(S),  nous trouverons eomme plus haut:  

avec la condition: 
a'(S) = -4- ]h+l(x, y ) I lbk  

h +.~k----n.  

Le facteur /h+l(X, y) provient de l'int6gration du facteur (8) et les divers 

facteurs bk de l'int6gration des autres facteurs de la forme /(xa, x ~ , . . . ,  xz). Je  

puis encore 6crire: 
a'(S) = ( - -  x)h/a+la(S ') 

off S' est la substitution que permute entre elles les lettres qui figurent dans les 

facteurs autres que le facteur (8) et de la fagon indiqu6e par l'ordre de ces lettres 

dans ces divers facteurs. Si alors nous d6signons par a'n l'int6grale de notre 

d6terminant lui-m~me, il viendra en remarquant qu'on obtient autant  de fois le 

mfime terme qu'il y a de mani6res de choisir les h lettres xa, x ~ . . . , x z  qui fi- 
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gurent dans le facteur (8); e'est h, dire autant  de fois qu'il y a d'arrangements de 

n! n lettres h ~ h; c'est ~ dire 
n - - h !  

aFn 

OU 
~ (--Z)" , 

d'ofl enfin 

(9) 

a n - - h  :~ 

D (z) 

Cette formule s 'obtiendrait immddiatement en chcrchant & d6velopper sui- 

r an t  ]es puissances de ~ la solution de l '6quation (i). 

Bien que les s6ries (6), (7) et (9) ne convergent que pour lcs petites valeurs 

de Z, leur consideration peut  abr6ger le caleul des termes des s~ries D(~)e t  N()~), 
qui, elles, convergent toujours. Mais ce n'est pas l& l'usage que je veux en faire. 

w 2. Cas off le noyau devient infini.  

La fonction 
N(Z) 
D(Z) 

se pr6sente sous la forme d'une fonetion m6romorphe de Z; mais elle peut 6tre 

mise d'une infinit6 de mani~res sous la forme du quotient de deux fonctions 

enti6res. En effet on pourrait  dcrire: 

N(Z) N(Z)G(Z) 
D(Z) D(Z)G0.) 

G(~) 6rant une fonction enti~re queleonque de Z; et si l'on veut  que la fraction 

du second membre soit irr~ductible, il suffit de prendre 

G(Z) = e "(~.) 

H(~) ~tant une fonction entidre. En particulier nous pouvons prendre: 

H ( Z )  = ~ 2  - �9 

a--1 
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Alors le d6nominateur D().)G(;~) reste une fonction enti6re, et le d6veloppe- 

ment de son logarithme est le m6me que celui de log D().) en supprimant les 
n premiers refines. 

Ces consid6rations prennent sur tout  de l'int6r6t dans les cas off la m6thode 

de ~'REDrlOLM ne s'applique pas imm6diatement, et off il faut recourir ~ la 

g6n6ralisation expos6e par FRXlmOLM pages 384 sqq., par le moyen des noyaux 
r6it6rds. 

La m6thode de FREImOLM s'applique imm6diatement quand le n o y a u / r e s t e  

par tout  fini; supposons maintenant que les premiers noyaux r6it6r6s 

1, 1, . . . . .  

deviennent infinis, mais que / ,  et  les noyaux suivants [,+1 . . . .  restent par tout  

finis. Nous supposerons de plus que ]es int6grales 

,~;[~(x, y) qJ(y)dy (i = I, 2 . . . .  ad inf.) 

restent finies. Toutes ces conditions sont remplies dans l 'hypoth~se faite par 

FRED~IOLM dans son w 6, c'est h dire si le noyau ](x, y) ne devient infini que 

n - - I  
pour x ~ y et comme (x--y)~  off a < - -  

n 
L'6quation (i) du w I peut alors 6tre remplac6e par la suivante:  

(I bis) rf(x) = ~." ~/,,(x, y)cp(y)dy + O(x) 
t . /  

oh 

O(x) = ~V(x) + IV(y)[). / + Z~/2 + ' "  + )."-l/,,-1]dY 
r  

est une fonetion connue. La m6thode de FREDHOLM est alors imm6diatement 

applicable h l'6quation (i bis), et  on peut  la r6soudre par une formule ana- 

]ogue ~ la formule (2) du w I, off l'on remplace seulement ;~ par g ~ , / p a r / ~ ,  et ~V 

par O. Si nous convenons d'6crire N(s ]) et D(g , / )  au lieu de N(~t) et D(~) 

pour mettre en 6vidence la fonction /, la nouvelle formule pourra s'6crire: 

(2 bis) 

ou bien encore 

(2 ter) 

. s 
r  = o (x )  + 

( , / , , )  �9 



64 H. Poincar6. 

Pour d6finir Nt(~), nous poserons 

/ "~ ~12 4'- "'" -~ ~n--2/n--1 = F ( x ,  y) 
et nous aurons alors 

N,(2) = F(x, y)D(2", ],,) + 2'*N(2", /,,) + 2'*+I ;NO:~, /,; x, z)F(z, y)dz. 

La fonction 
N,(Z) 

D( ;~n, 1.) 

se pr~sente sous la forme d'une fonction m~romorphe; et nous sommes certains 

que le numSratcur et le d6nominateur sent des sSries enti~res toujours eonver- 

gentes. Mais il n 'est pas certain que cette fraction soit irr~ductible; il est m~me 

ais6 de se rendre compte qu'elle ne l'est pas en g~n~ral. En effet la formule 

subsiste quand le noyau / est toujours fini; mais dans ce eas ]a formule (2) est 

vraie 6galement de sorte qu'on a: 

N,(Z) N(Z) . 
D(Z n, 1,) D(Z, 1)' 

le d~nominateur de la i ~re fraction admet tous les z~ros 

~1, ~2 . . . . .  

du d~nominateur de la 2do; mais il admet en outre tous le s  z6ros 

a~l, a~2, . . . .  

off a est une racine n ~ de l'unit~. Cela montre que la i ~r~ fraction n'est pas 

irr~ductible. 

Le problbme que je me propose maintenant,  c'est dans le cas off les pre- 

miers noyaux r4it~r~s ne sent pas partout  finis, de trouver une /ormule analogue 
la formule (2 ter) mais oh [igure une /faction irrdductible. 

Et  je me propose d'6tablir que le r6sultat est le suivant. I1 suffira de 

remplacer dans la formule (2) N()~) et D()~) par 

N(~)e-H(;.), D()~)e-g(~.) 

off H() 0 est l'ensemble des n ~  i premiers termes de log D(~). Reprenons le 

d6veloppement de ce logarithme 

log D(~)==.-- ~ ~ab~" 
0f 
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bl, b2,. . . ,  bn-a peuven t  ~tre infinis, mais b,2, b,~+l . . . .  sont  finis. Formons  alors 

la s6rie 
K()~) )~nbn /"+t bn+l ):+2bn+2 

n n + i  n + 2  

Nous  mont re rons  que la sdrie K().) est convergente  pour  les pet i tes  valeurs de 

Z; que e K(:-) est  une  fonct ion  ent i~re;  que 

eK().) ~ )1,/h+l 

est dgalement une fonct ion ent i~re;  sanf pour  x = y  auquel  cas quelques-uns de 

ses coefficients dev iennen t  infinis. 

Revenons  un ins tan t  au cas oh / reste fini; et  reprenons  la formule (9) du w i 

5r 
N().) _ ~ Z'/h+l. 
D(Z) 

h--O 

Si nous revenons  au cas off /,~ est  le premier  noyau  r~3it6r6 qui  reste fini, et  si 

nous changeons )~ en ):~ et  ] en ],,, ce t te  formule deviendra :  

N (;:, /,) <, . 
(3) D(;cn, /,,) .,~ /."hl,h§ 

12=0 

ou en m e t t a n t  en 6vidence les variables x e t  y 

N(Z-, 1.; x, y) = ~Z.h/.h+.(X, y) 
D(Z", /.) 

d 'oh  en suppr iman t  pour  abr6ger les indicat ions ): et  /,, devenues  inuti les:  

et  

(5) f N ( ~  Y)/k(y,x)dxdy: ~ ) :h  f /,a,+,(x, y)/k(y,x)d:cdy= 2).nhbnh+n+k. 

l~eprenons notre  fonet ion K(2),  nous aurons:  

dK 
dE ~"-lb" + ;t'b,,+l + 2"+1b.+2 + "" 

le second membre  peu t  s '6crire:  

).n--l W--~nhbnh+ n + J~nY--).nhbnh+n+l + . . .  + ).n+k--l W--/.nhbn~,+n+k + . . .  + ),2n--2~]tnhbnh+2n--1 

Acta mathcmatica. 33. Imprim6 le 13 septembro 1909. 9 



66 II. Poincar6. 

ou bien:  

( 6 )  t ,  - J ---D dx + ~_.:k '~+' '-  [k(y, x)dxdy. 
k ~ l  

Comme D =~ D()P,/,d et N(z, y)= NO.",G,; x, y) sont  des fonct ions ent igres  

dK 
de ;~ on vo l t  que  l ' express ion  (6) et  pa r  consequen t  ~ .  est  unc fonct ion m6ro-  

m o r p h e  de )~ et  que les infinis de cc t te  fonet ion mdromorphe  ne sont  au t re  chose 

que les zdros de D(Z'L [,). 
Or d ' ap r~s  FR~.D~OLM, si l 'on  a :  

D 0 . x ,  1,3 = o 

et  si Z'~ est  un z6ro simple, ee que je supposerai ,  il ex is te ra  une  fonct ion ~,OK(X) 

ct  une seule telle que:  

(7) 

En c o n v e n a n t  de poser :  

d ' oh  

ee t te  re la t ion peu t  s 'derire 

/ ,  
~K(X) = ).~J[fK(y)/,ix, y)dy. 

Sp[S~r  = Sp+q,f,(x) 

(7 bis) 

on en dddui t :  

q'x(x) = Z'kS"~f~:(x) 

S ,pK(z)  = k ) S " + ~ r  = ) .%S"[S( f~(x ) ]  

de sor te  que S,ivK(x) sera aussi  une solut ion de l ' 6qua t ion  (7) ou (7 bis); commo 

eet te  6quat ion ne eompor t e  q u ' u n e  solution, on d e v r a  avoir :  

S , f ~ ( x )  = a,f~:(z) 

a 6rant  un coefficient cons tan t .  

On en t i re  
S ' , f K ( x )  = . " , f K ( z )  

d'ofi  en c o m p a r a n t  avec  (7 bis) 

X 

ce qui rev ient  'X dire que ~ est  dgal s :I s une racine n ~ pr6s  de l 'unit6.  Nous  
LK 
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pourrons toujours choisir )-K de telle fagon que cette racine n ~ soit 6gale h i e t  

que l'on air: 

(8) (:~K (Z) = t.K S (fK (X). 

On obtiendrait un r~sultat analogue dans le cas d'une racine multiple; je ne 

reproduis pas ici l 'analyse complete qui a d6j~t dt6 faite bien des lois. Cela pos6 

reprenons notre fonction m6romorphe d K c /~  et proposons-nous de d6terminer le r6- 

sidu de eette fonction mdromorphe pour le p61e ) .= ) .~  et pour lcs p61es corre- 

spondants )~(~).K, a 6rant une racine n ~ de l'unit6. 

Cherchons d 'abord ce r6sidu pour 

f N  (~ X) d x ~ 2" ),,h b,,h+,,. 

Cette expression n'est autre chose que 

d log D ().'*,/,~) 
d )." 

Son r6sidu est done - - r ,  si l'on eonsid6re )." comnw la variable inddpen- 

dante, e'est-h-dire que le terme infini sera de la forme 

et le r6sidu correspondant, si l'on reprend ). comme variable est 

I 

c'est-~-dire: - -  nI/'K~--" pour le p6le XK et --  n ~ (cC)'K)l--" pour le pSle ~).~-. Pour 

le premier terme de l'cxpression (6), le rdsidu est done I rant pour le pSle ).K 

que pour le pSle c~).g. Considdrons maintenant le tcrnle gt~n6ral de l'exprcssion 

(6), c'est-h-dire : 

Z,~§ f N  (X,D y)/p (y' x) dxdy. 

Le r~sidu de --~)---N (x, y) pour /t '~ ~/'K'" en considdrant de nouveau )n comme la 

variable ind6pendante sera une fonction de x et d'y dc la forme ~fjz(x) qJK (y), en 

vertu d 'un th6orbme connu d'apr6s ce qui prdc~de: le rdsidu par rapport s ~" de 
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devra 6tre 

et celui de 

sera 

fl~N (X,D x) d x 

-- I = f 'fK (x) 'PK (x) dz 

f ~V !D' ~J! /~(y, x)dxdy 

f (fK Lr) '/'~-(y) /~, (y, z) (ix dy. 

Mais on a d'apr~s l '6quation (8) 

f ,tK (x) / (y, x) d x  = S , t K  (Y) :- y~'fK (!t) 

et plus g4n6ralement: 

f efK(X) /p(y, x)dx ~ SP(fK(y) = )~fK(Y). 

Le r6sidu cherch6 sera done 

et par  rapport  s )s 

~f~: (y) ,/,K (y) dv = ).~ 

i 1 

pour le p61e X ~ (~).K; pour  le terme correspondant de l 'expression (6), qui est 
affect6 du facteur X,~+v-1; il faudra multiplier par 

de sorte qu 'on t rouvera:  
X"+" -1 = (a ).K)"+v - '  

I 
_ _  __ C~P . 

~b 

Nous avions trouv6 pour le premier terme de l'expression (6) 

I I 
C~ 0 

de sorte que le r6sidu total do l'expression (6) est 
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p--n--1 
1 2cd," 
n 

p - o  

Cela fait  - - i  pour  le pSle ~ = 2 K ,  e'est-h-dire p o u r  cr i ,  e t  o pour  le p61e 

= a)~K quand  a e s t  une  racine n ~ de l 'unit6 di f f6rente  de L 

Ainsi, Pexpression 
d K  
d Z ):~-l b'~ - -  )"* bn + l . . . .  

est une fonct ion m6romorphe  de ), d o n t  t o u s l e s  r6sidus sont  6gaux s o off ~ i.  

Donc  l 'expression 

sera une  fonct ion enti~re do )~. 

II res tera i t  & 6tablir  que  

(9) 

eK().) 

)h/h +~ e K(~) 

C . Q . F . D .  

est  6galement  une fonet ion ent i6re  de 2. 

E n  effet  nous  avons d 'apr6s  la formule  (2 ter)  

N, (2) 
~ 2 h [  T M  D(),~, /,,) 

ee qui nous p rouve  que l 'expression (9) est une fonct ion m6romorphe  de 2, qui 

ne pourra i t  deveni r  infinie que pour  D().",/,,) = o ,  c 'est-~-dire pour  ). = 2K et  

pour  ~-----tt]~K. Comme eKO) s 'annule  pour  ). = 2/~, nous voyons  que l 'expression 

(9) e 'est-s  
N 1 (2) eKU. ) 

D 

off j 'ai  6crit  D au lieu de D().", [n) reste  finie pour  ~ = 2 K ;  il me reste s mon t r e r  

Nl 
que N 1 (~) s 'annule  pour  ) ~ a 2 K ;  OU que le r6sidu co r respondan t  de ~ est nul. 

Nous avons donc ~t 6valuer  le r6sidu de 

N, (IO) - - F  + ) , N ( x ,  + 2,~+ 1 Z)F(z,  y )dz .  
D D 

Le Ier terme du 2 d membre  de (io) ne devien~ pas infini; le second a pour  

r6sidu: 
I 

[z~ ~f~ (x) ~'K (y)] n ~.~c -1 

et  le troisi~me 
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nZ~_lce).~+l ~fh-(x) (kK(z)F(z, y)dz = - - - -  

Nous sommes done amen6s ~ calculer 

/ ~K(z)]p(z, y)dz. 

Nous dSmont, rerons bient6t que l'on a: 

(II) f ~P~c (z) /p (z, y) dz == ).7~P ~/'K (y) 

de sorte qu'il viendra pour notre r6sidu: 

rt--1 

n 
K p ~ l  

et pour le r6sidu total de l'expression (io) 

n - - I  
I 

Z (fK(X) (y)  = O. 
p~O 

H. Poincar6. 

i / 

Done l'expression (9) ne devenant infinie ni pour Z =),K. ni pour /~= : . iK  est 
une fonction enti+re 

C. Q. F, D. 

I1 nous reste k d6montrer l'6galit6 (II). A cet effet, remarquons que 

N(y ,x )  et /p(y,x) sont A ](y,x) ,  ee que N ( x , y )  et /p(x,y) sont ~ ] (x ,y) .  Le 

I 
I (x, y) 6rant fpg(x) ~0~(y) et par cons6quent celui de DN(Y, x) 6rant r6sidu de D N 

rfK(y)~K(x), nous voyons que (PK(X) est "~ /(y~ x) ce quc ~K(X) est ~ /(x, y). 
Alors de m~me que l'on a 

(i~) elK(x) - -  )~/~f~:(y) /,,(x, y) dy 

et que cfK (x) est la seule solution de eette 6quation; de mSme on aura: 

(I2 bis) ~K (x) = ~ / ( k K  (Y) 1,, (Y, x) dy 

et ~PK(X) sera la seule solution de cette 6quation. De l'6quation (I2)nous avons 

d6duit 
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(I3) elK(X) -~ fl,~K/ef K(y) / (x, y) d y 

/2 ~tant  une racine n e de l 'unit6, de m6me de (Iz bis) nous d6duirons 

(DK(x)  ~ [:~ ) 'K ( qJK(y) / (y, x)dy (I3 his) 
J ! 

f '  6rant  une racine n e de l 'uni t6;  et il res te  h faire voir  que f l = f l ' = I .  Pour  

cela remarquons  que /,+~ 6 tan t  toujours  fini comme /,,, nous pouvons  ra isonncr  

sur Fun de ces noyaux  comme sur l 'autre .  I1 exis tera  done des fonctions 

~f'K (x) et ~'K(X) satisfaisant  aux 6quat ions:  

(I4) ~0' K (X) -~ 7 )'K f efK (Y) / (X, y) dy 

( i  4 bis) ~P'K(x) ~ 7' ),KJ (YK(Y) / (Y, x)dy 

7 et  7 r 4rant  deux  racines n + ~ de l 'unitS. Il  est  ais~ de voir  que effg est ~gal 

~'K, e t  ~P'K s ~P~; sans quoi on aura i t :  

~f'K (x) ~ 7" ).~: f q~'x (Y) ]. (x, y) d y 

~'K (x) = 7 ''~ )r t ~ ' g  (y) /. (y, X) dy 

et  nous devr ions  conclure que  D():~,/.) admet  ou t re  la racine ; ~  les raeines 

7")~z et  7 " ~ : ,  e 'est-h-dire plusieurs racines (deux au moins, ou une racine 

double) de m6me module  que )~ .  Cela n ' a r r ivera  pas en g~n~ral (et il est  ais6 

de voir  comment  on devra i t  ra isonner  dans tes cas d 'except ion) .  

I1 fau t  done que 

7n=[~"=I, 7"~fl'"~I; ~ n = ~ / n + l = I ,  7',,=7',,+I-.z 
d'ofi enfin 

L%quat ion  (I 3 his) s%erit alors 

(ilK (~)  = ~K~(flK (y) / (y, X) d Y 
~ J  

et  il est  ais~ d 'en  d~duire 
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~/'K (X) = ;~:/(PK (Y) ]p (Y, X) d y 

ee qui n'est autre chose que l'dquation (i i)  qu'il fallait d6montrer. 

w 3. Format ion  de la fonction m~romorphe. 

On peut tirer de 1s une fagon de calculer les divers termes du d~veloppe- 

ment du num~rateur et du d~nominateur de notre fonction m~romorphe. Nous 

avons trouv6 plus haut:  

(~) log D 0.) = - -  _ 

formule que nous avons d~duite de la suivante: 

(2) D()~) ---- '~ ( - ~ ) n a "  '~ I ( - -~b~)  ~ [--~flb,~lb ( " ~ ) ~  (--~, ba) d 
.~ n! .~ a! b! c! d! - -  ~ f l - - /  ~ " 

Comment pourrons-nous passer de ces dSveloppements s ceux de notre nouveau 

d~nominateur e KO.) et de son logarithme K0.). Pour passer du d~veloppement 

(i) ~ celui de K()~), il suffit de supprimer les n - - i  premiers termes, c'est-~t-dire 

de remplacer b .  b~ . . . .  , b.-1 par o; on obtiendra de m~me le d~veloppement de 

e K e n  partant  du d~veloppement (2) et en y rempla~ant b,, b2 , . . . ,  b._x par o. 

Soit donc : 

eK O.) ='~2 (-- ~ )" a'. 
~'~ n! (2 bis) 

Nous avons trouv~ plus haut  

__ Aa b b b c 

Pour obtenir s  il suffira dans le 3" membre de cette double ~galit~ de rem- 
placer b 1 . . . .  , b . - i  par z6ro. Mais a(S) provient de l'intdgration d 'un des termes 

T (S) du d~terminant 
/ t x , , x2  . . . .  x,) 

et ba de celle de la fonction / (x  1, x~ , . . . ,  x.). D'o0 la r~gle suivante: 

Quand le noyau deviendra infini pour x = y de la m6me faqon que (x- -y)a  

oh a <  n - I  - - ,  on pourra former le d~nominateur de notre fonction m6romorphe 
n 

en appliquant la r~gle g6n6rale de FREDHOL~I; et par cons6quent en par tant  des 

d~terminants 
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seulement il /audra supprimer tous ceux des termes de ces ddterminants qui con- 

tiennent un /acteur de la /orme: 

/ (~o, ~,~, z.~ . . . . .  x~., z,~) = / (xo, ~ )  / (x~, x~ ) . . . / ( ~ ,  z,,) / (x,,, ~ )  

les lettres Xa, xfl, x 7 . . . . .  x)., x i, /ormant un  cycle de moins de n lettres. 

La m6me r~gle s'applique h la formation du num6rateur. 

Dans le cas de n = 2; il suffira donc de supprimer les facteurs de la forme 

/ (x i ,  xi), c'est-h-diro de remplacer dans nos d6terminants tous les  termes de la 

diagonale principale par z6ro. Cette r+gle, dans ce cas particulier, avait  d~j~ 6t6 

trouv6e par une autre vole par HLLBg~T dans le dernier paragraphe de son pre- 

mier m6moire (GSttinger Nachrichten, 1904). 

w 4. La question du genre. 

FREDHOLM a d6montr~ qu e les coefficients de la fonction enti~re D()~) d~- 
1 

croissent comme (n")-~; et que la d~croissance est plus rapide encore quand le 

noyau / (x ,  y) satisfait h certaines conditions de continuitY. Si par exemple on a: 

I f (x ,  y ) - - / ( x ,  y')] < A [ y - -  y'[~ 
( i )  

I I(x, y)--/(x', y) l<  A I x - -x ' l  - 
1 

A e t a  ~tant des constantes, les coefficients an d6croltront comme (nn) -a-~-.  

D'un autre cSt~ I~ADAMARD a d~montr~ que si le n e coefficient d'une fonc- 
1 

tion enti~re est de l'ordre de (n ~) ~-, le genre de cette fonction enti~,re sera E, 

en d~signant par E § i l 'entier imm~diatement sup~rieur s )L Si ~ est entier, il 

peut y avoir doute et ]e genre peut ~tre ~gal h X off ~ ~ - - i .  

Donc le genre de la fonction D(~) d~pendra de l'exposant a qui figure dans 

les in~galit6s (I); il sera z6ro pour a > ~ ,  il sera au plus ~gal s I pour a >  o, 
z 

a < I - ;  et enfin au plus ~gal s 2 pour a = o .  Si donc le noyau a des d~riv~es 
~ 2  

premieres finies de sorte que a = I, le genre de D (~) sera certainement nul. 

Nous pouvons nous demander ce que devient l 'exposant a quand on passe 

du noyau / (x ,  y) aux noyaux r~it~rSs suceessifs. Supposons que / (x ,  y) soit de 
la forme: 

A c t a  mathemat ica .  33. Imprim~ le 14 septembre 1909. 10 
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t (x, y) i ~ _ y l ,  , 

~p(x, y) 5tant holumurphe. On peut alors 5tablir l'in6galit~,: 

I 1.~ (~', y ) - l : ( x ,  y ) l < A I x - - x ' l  ~-2" 

A 6tant une constantc. La function 

D (Z' , /2 )  

sera donc une function entigre de genre o par rappurt s )? pourvu que l'expo- 

i c'est-h-dire pourvu que sant i - - 2  re soit plus grand que - ,  
2 

I 

4 

Si alors le noyau ](x, y) n'est pas partout fini, la fonction D(1, [) n'existo 

pas en g6nSral, mais nous pouvons comme dans le w 2, former les deux fonctions 

enti6res 
elC(;.), .~).h/h+leK(D ; 

un a d'ailleurs 
D (Z%/.,) ~ e ~ e K(-~~.  

La fonction e K(;.) sera en g~n~ral dans ce cas de genre i, de sorte que 

e K(~.) scra le pruduit d 'un certain numbre de facteurs primaires de la furme: 

e,v~" ( I - -  7 Z). 

Le facteur primaire eorrespondant de e K ( - ~ . )  sera alors: 

et celui de D ()?,/2) sera 
e- '~ (I + 7Z) 

I -- 7 -~ Z -~ 

ee qui explique que la fonctiun D 0 ?, ]2) suit de genre z~ro. 

Les rdsultats des trois premiers w167 s'appliquent sans changement lorsque 

les intggrales ot les fonctions connues ou incunnues qui figurent dans l'~qua- 

tions de FREDHOL3r sont des int~grales doubles ou triples, et des fonctions do 

deux et de trois variables, au lieu d'Stre des int~grales simples, et des fonctions 

d'une seule variable. Mais il n'en est pas de m~me des r6sultats relatifs au 

genre que nous venons d'expuser. Le genre ne s'abaisse plus quand les in6gali- 

t6s (i) sunt satisfaites, ou plut6t il s'abaisse moins rapidement. Un r~sultat 
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subsiste toutefois,  eL c 'est  le seul qui nous importe,  le genre de D().) reste toujo~rs 
au plus ~gal 5 2. 

Comme d'ail leurs nous avons:  

D' 0-) 
_~ ).,~-1 b,~ 

D ()J 

et  que l 'on peu t  ~crire en d(~composant D()~) en facteurs  primaires 

D ()J = H I - - ) ,  

)~i 6rant  les *valeurs propres)) de l%quation de FnEImOL.~I, c'est-~'l-dire les raeines 

de D ( i ) =  o et Pi 6rant un polynSme du 2 a degrd au plus; on en ddduit :  

D' (A) I 
D()O--  ~'~ + Z P ' i = - -  ~ ~ z" + ZP' i  

D ~ 
d'ofi en ident i f iant  les deux d6ve |oppements  dc D ct  r e m a r q u a n t  que _~P'i ne 

peu t  donner  que des termes de degr6 o eL i.  

(2) b. -- "~ ~.?" 
~galiL6 qui est exacge pour  n > 2. 

w 4. T e n t a t i v e  de g6n/ , ra l isat ion.  

Au w 2, nous avons donn6 une r~gle pour  former  notre  fonct ion n%romorphe  

de )v quand  le noyau  / ( x , y )  peut  deveni r  infini, tandis  que Fun des noyaux  

r6it6r6s successifs /n(x, y) reste p a r t o u t  fini. 

On est na tu re l t emen t  amen6 5, penser  que la m6me r~gle res tera  applicable 

dans des cas beaucoup plus g6n6raux h savoir:  

i ~ Si les int6grales 

/h (X, y) ~ (y)dy 

sont  finies, sauf pour  des valeurs exceptionnelles  de x. 

2 ~ Si en m~me temps 'X p&rtir d ' un  certain rang, les nombres  que nous 

avons  appel6s b,, sont  finis. 

I1 esL clair que eela pen t  a r r iver  dans des cas off t o u s l e s  noyaux  /,,(x, y) 
pr6sentent  encore des infinis, eL l 'on peu t  se demander  si les rSgles des w167 2 et 3 

peuven t  n6anmoins ~tre appliqu6es. 
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Je  me bornerai au cas off toutes  les valeurs propres ).i sont r6elles et posi- 

tives. Les th6or~mes de HILBERT nous permet ten t  de reconnai t re  dans quel 

cas cela a cer ta inement  lieu. Ainsi si le noyau  est symdtrique, les ),i sont cer- 

ta inement  r6els; ils seront positifs quand la forme quadra t ique  qui correspond 

ce noyau  sera d4finie; et par  exemple, si /(x,  y) est un noyau  sym4trique, les 

valeurs propres r61atives au noyau  redoubl6 /2 (x, y) seront r6elles positives. 

Cela pos6, nous supposons que notre noyau  /(x, y) sym&rique,  devient  in- 

fini pour  certaincs valeurs de x s t  de y; par exemple en certains points singu- 

lisrs ou sur certaines lignes singuli~res du plan des xy. Nous emploierons le 

m~ms artifice que M. HILBERT & la fin de son premier m6moire. Nous sub- 

diviserons la pat t ie  du plan des xy  ~ laquelle s '6tend l ' int6gration (c'est-h-dire 

par  exemple le carr6 o < x < i,  o < y < i,  si les limites d ' int6grat ion de l ' int6grale 

de FREDHOLM sont o et  I). Cs carr6 sera ainsi divis6 en deux aires A st  A' que 

nous assujett irons aux conditions suivantes:  i ~ T o u s l e s  points et lignes singu- 

li~res devront  se t rouver  dans A'. 20 Chacune des dsux aires A e t  A' devrai t  

&re sym&rique par  rappor t  ~ la droite x -- y. Nous d6finirens ensuite un noyau  

sym6trique f (x, y) de la fa~on suivante:  

/'(x, y ) = / ( x ,  y) (dans A) f (x ,  y ) = o  (dans A'). 

Nous d6signerons par  ~-i et  b,, les valeurs de ces quanti t6s qui correspondent 

/(x,  y) et par i/i et b',, les valeurs des quanti t6s  eorrespondantes pour f (x, y). 

Nous ferons ensuite tendre l 'aire A' vers zdro, de telle sorte que zi" tende 

vers 2i et  b', vers bn. L e  noyau  f ( x , y ) & a n t  sym6trique,  les 2'i seront tous 

r6cls, et  nous pouvons nous arranger  de fa~on qu'ils soient tous positifs. Comme 

le noyau  /'(x, y) est par tou t  fini, les r6sultats du w 4 seront applicables et nous 

aurons:  

( I )  bt,t = .v )v,~-rt. 

Nous supposerons les ).'i rang& par  ordre de grandeur  croissante. Nous aurons 

ensuite 
b, = lira b',, 

n 
Je  dis d 'abord  que Vb~, tend vers une limite pour n = oo. En effet, les /t'i &an t  

r6els positifs, les quanti t6s 1/b~, sont positives; de plus cn a: 

b'. ,-1 < b',, ).'7 1, b',, > )"T" 
d'ofl 
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1 1 - - 1  l 

',,-Z-i "n~+l b';i b'n+l<bn /'z )"~-] < n 
- - n + l  

77 

- - I  l l 1 

rt  ~ n + 1 n " 

~t 

Les quanti t6s  Vg~ vo n t  done en ddcroissant quand  n c ro l t ;  il en rdsulte 

qu ' s  la limite les quant i t6s  b~ i ron t  en d6croissant  quand  n c ro l t  (ou du moins 

ne p o u r r o n t  croi t re)  et  comme ces quant i tds  sont  positives, elles t e n d r o n t  vers 

une limite pour  n = ~ ;  ce t te  limite, je l 'appelle 9.]-~. 

Je  dis ma in t enan t  que l 'on a:  

t-t = lira ~,'~. 

Observons d ' abo rd  que, au moins s i n  est pair, b', va en croissant  quand  n 6rant 

constant ,  l 'aire A' diminue, on a en effet:  

b 2,~ = /',, (x, y ) / 'n  (y, x) dx dy.  

Mais le noyau  6 tant  sym6tr ique,  cela peu t  s'dcrire 

b'2n = ; f~ (x ,  y ) d x d y  
J 

et  d 'apr~s sa d6finition /'~,(x, y) ne peu t  que c ro i t rc  quand  l 'aire A r diminue;  on 

aura  donc s i n  est pair :  
b'n < b,~. 

De plus pour  n > p ,  d 'apr~s not re  hypoth~se,  les quant i tds  b,, sont finies; 

nous aurons  done s i p  est un nombre  pair  suff isamment  grand:  

Les quant i t6s  
b'p ~ Z).'i-p < bp. 

~ n  + 1 

b r n  

von t  en croissant  quand  n cro i t ;  il ell est donc de m~me des limites vers les- 

que]les t enden t  ces quanti t~s quand l 'aire A' t end  vers z6ro, c 'est-h-dire de 

~n -I-1 
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b•4-1 
bn +1 Les quant i t6s  ~ .  et  -b, ,-  t enden t  pou r  n - - ~ ,  vers  los m~mes  ]imites que 

V ~-  Vb~ e 'es t -h-dire  vers  ~,~-: et )-T:; mais  elles tenden$ vers  ces les quant i t6s  b,,, 

1 ' - -  i5- l imites  en croissant ,  tandis  que "b,~, Vb, ,  t enden t  vers  ces l imites en ddcroissant .  

On au ra  done:  
~ b ~t +_+1 n bn +1 r vb-,i Vb ,, > iJV a > , > ).T: > -b, ,-  Yt 

On tire de 1~: 

d'ofl : 
btn+p b.,~+,-, 

b',, < ).'~v, - b f  < )7~'" 

)'-;,,. < b',, < b~ :".,'-". , < b~,;,'z,.. , . . . .  

).;,, < b,, < b~,Z~-,, 

(2) 

1 l 

/,, t b,,I _ b  /., , )., tb,,!  > 

Nous ne savons  pas  encore si )J~ t end  vers  une l imite q u a n d  l 'a i re  A'  t end  

vers  z6ro; mais  nous pouvons  par le r  de la l imite sup6rieure  et  de  la l imite in- 

f6rieure de )Jl; je veux  dire que ).'~ oseillera en t re  deux  limites, don t  l 'une  t end ra  

vers l im sup )J: et l ' au t r e  vers  l im inf. ).r 1 quand  A' t end ra  vers z6ro; h ta l imite 

les in6galit6s (2) dev iend ron t  donc ( tmisque lira b',~ = b,~): 

" : - ~  lim. inf. " ~ ;: ).~- p (3) lira. sup. z'~ < t,,~-1, ~,~-~,. z', > b " 
i.1 = ~ v  -i , ).1 

Mais comme  nous pouvons  p rendre  n assez grand  pour  que les seconds m e m -  

bres de l ' in6galit6 (3) soient  aussi voisins de I que nous voudrons ,  nous pouvons  

6crire : 
lira sup  ).'1 < I lira inf )J 

�9 t >  I 

) - t  = ' ) .1  - -  
c 'es t -~-dire  

lira )-'1 ----- )-- 

On ver ra i t  comme plus h a u t  que los quant i tds  
C. Q. F. D. 

1 1 

(b', ,--  Z': ,@ = (),'7- + ).'7" + )" 

v o n t  en ddcroissant  quand  n c ro l t  ind6finiment,  et que l 'a i re  A r demeure  con- 

s tan te .  D ' a u t r e  p a r t  on a 
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l im ( b ' ~ - ) ~ r 7 ' ~ )  - :  b .  - -  9-7" 

q u a n d  n r e s t a n t  c o n s t a n t ,  A '  t e n d  v e r s  z6ro. 

d 6 c r o l t  q u a n d  n c ro l t .  

q u e  j ' a p p e l l e  ~,71. 

79 

On  v e r r a i t  ensu i t e  que  les exp re s s ions  

e t  p a r  e o n s 6 q u e n t  

bin +1 ~ ).t~ - n - 1  

b',~ - -  ). '7" 

b .  - -  )C" 

v o n t  en c r o i s s a n t  a v e e  n e t  on  en d d d u i r a i t  les in6gal i tds  

~7 ~ < b~ - -  ):;,~ < (bp - -  ~4-p) ,~ - , '  < bp ).~-" 

e t  en r a i s o n n a n t  en su i t e  su r  b , ~ - - ) . ~ - " ,  b ' . - - ) . ' 7  '~, ).'.. e t  ).2 e o m m e  nous  l ' a v o n s  

fa i r  su r  b~, b ' . ,  g'~ e t  ;~,, nous  v e r r i o n s  que  

l im ~'~ = )~2. 
E t  a ins i  de  sui te .  

J e  dis m a i n t e n a n t  que  si nous  eons id6rons  la  f o n e t i o n :  

K(Z)  . . . . .  
p p + I  

c ' e s t  le l o g a r i t h m e  d ' u n e  fonc t ion  en t i~ re  de  ).. Soi t  en  ef fe t  

g ~ ( X ) = K ( ~ ) - - ~ l o g  - - L  = ~-- q " 
i ~ l  

N o u s  a u r o n s  p o u r  q > p 

e t  p a r  c o n s 6 q u e n t  
cq =- bq - -  ) . 7 q  - -  ) . 7 q  . . . . .  ).~, ,t 

q 
lira Vcq --  z~+q 1 . 

L a  fonc t ion  KI()~ ) es t  d o n e  h o l o m o r p h e  p o u r  [ ) . [<[z~,+l  [ e t  il e n e s t  de  

m ~ m e  de  e K1 ou de 

On vo i t  q u ' h  la  l imi te  

1 

( b , ~ -  ~.7")" 

Cct t e  exp re s s ion  p o u r  n = ~ ,  t e n d  done  ve r s  une  l imi te  
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eK'i~l t I - -  ~i ) = eK (D. 

Mais nous pouvons prendre h assez grand pour que th+1 soit aussi grand 

que l'on veut. On a en effet 

b~ > ).1 p + )..:-p + ..- + ).lFP > h ;~-+P~ 
d'oh 

1 

D o n c e  K reste holomorphe pour un module de ). aussi grand que l'on veut. 

C'est done une fonction entigre. 

C. Q. F. D. 

I1 faudrait  pour compl4ter le r4sultat, d4montrer le m~me th4orgme en ce 

qui concerne le num4rateur de la fonction m4romorphe; je me propose de revenir 

ult6rieurement sur cette question. 

w 5. Equations int~grales de la ~ o  sorte. 

I1 y a des cas oh la m6thode de FREDHOLM permet presque imm~diatement 

l 'int6gration des ~quations int6grales de la i ~re sorte, c'est-~-dire de la forme: 

f /(x, y) ~ (y) dy ---- ~l, (x) 

off ~ (x) est donn~e et ~ (y) inconnue. Soit par exemple: 

(i) , f ~f (Y) [e ix~ 
- - 0 0  

+ ~ / (X, y)] dy ~ g' (x). 

Dans le eas de ). = o, elle se r~duit tout  simplement h l'~quation do FOURTER. 

d'ofl l'on tirerai~: 

/ 0  (Y) eixY dy = ~ (x) 

2 zef  (x) =f l  g'(y) e-ixYdy. 
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Posons alors: 

d ' o h  : 

l '6quation (z) deviendra: 

(z) 

2 ;tO(x) = f f ( y )e i~dy  
- -  :,t~ 

. J r ~  

~o(z) + zjo(~)/(x, 
- -  r 

y)e-i~ydzdy ~ ~(x) 

et prend ainsi la forme d'une 6quation de F R E D H O L M ,  Oh ~ ( X )  est la fonction 
inconnue et oh le noyau est 

d $ - ~ O  

K (x, z) = ?  (x, y) e-i~ydy. 

Quelle est la condition pour que la m6thode de FICEDtIOLI~I soit applicable 

s l '6quation (2) qui peut  s'6crire: 

/ 

2 zO(x) + )~ tq~(z)K(x, z)dz = (p(x). 
! 

L ,  

L'int6grale grant prise entre des limites infinies, il faut chercher d 'abord 

la ramener s des limites finies; c'est ce qui est possible si K(x, z) s'annule pour 

z = + ~ ,  et est pour Iz] tr6s grand de l 'ordre de Izl -h, oa h >  ~. Si nous posons 
en effet 

x = t g  ~, z - - t g  

l'dquation prend la forme: 

. 'T 
-4- 2 

f ' ~ ( t g  ~)K(tg ~, tg ~') c - 0 ~  = ~( tg  ~); 2 ~O( tg  ~) + )~ d~." 

ou micux encore posons: 
x = tg k ~, z = tg k 

k 6tant un nombre suffisamment grand pour que 
Acta mathematica. 33. Imprim6 le 14 septembre l!~)9. 1l 
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k + I > h  

ce qui est toujours  possible si h >  I ;  notre 6quation deviendra:  

+~ 

z j~t/)(tg k ~) + )~ /kO( tg  k r ) K ( t g  k ~, tg k ..,_2) tgk_ ~ ;. d~ 
c o s  .~ 

2 

q~(tg k ~). 

Nous voyons que le nouveau  noyau  

I 
k K ( t g  k ~, tg k ;') tgk-1 ~" cos ~ ~ 

yg 

se eomporte  pour ~ = •  comme: 
2 

c'est s dire comme: 

I 
tg -kh ~ tg k-1 ~_ 

C O S  ~ 

(cos 7)~-h-k-~ 

et par cons6quent reste fini puisque 

k h - - k - - i > o .  

Pour  pr6ciser davan tage  nous supposerons que:  

I K(x ,  z) l< A z  -h 

A dtant  une eonstante  inddpendante  de x et  de z, et l'in~galit6 subsis tant  pour 

toutes  les valeurs de x et de z depuis - - ~  jusqu'~ + ~ .  

A quelles conditions cela correspond-il pour  /(x, y). I1 fau t  d 'abord  que 

la m6thode de FOURIEg puisse ~tre appliqu6e /r ](x, y), e'est s dire: 

I ~ Que /(x, y) considdrde comme fonction de y n ' admet t e  qu 'un  nombre 

fini de maxima et de minima (quelle que soit la valeur eonstante  a t t r i bu te  ~ x). 

2 ~ Que /(x, y) tende uniformdment  vers z~ro, quand  y tend vers l 'infini, 

et cela quel que soit x. 
Si nous supposons de plus que /(x, y) admet  des ddrivdes des deux premiers 

d/ 
ordres; que dY tend uniform6ment  vers z~ro, quand y tend vers l ' infini et que 

I 
d-./I 
dy 2[ < M--~ + y~. , 
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et qu'enfin d ~  n'ait comme ] qu'un nombre fini de maxima et de maxima, on 

aura en int6grant par parties: 

f i e_i.y d / I  i "d "~ . 

ou en prenant pour limites y = J: oo 

d'ofl : 

K(x, z) = / ]d*Ydy  z~Jdy~ e-i~YdY 

-~t- Q0 

IK(x,  < j y  + Izl" " 
- - 0 0  

Et  eomme d'ailleurs ]K(x,z)[ reste fini m~me pour z = o ,  on voit que les 

conditions sont remplies pour que la m6thode de FREDttOL~i soit applicable. 

I1 est b~ peine n6cessaire d 'ajouter  qu'elle le serait darts des cas beaucoup 

plus g6n6raux et qu'il serait ais6 de d6terminer. 

Cherchons s appliquer le m~me priucipe s des s6ries analogues 5, celles de 

FOURIER et derivons: 

(3) ~(x) ~ V. Am[dm~ + ZO.~(x)]. 

Partons de la formule de FOURIER, en posant:  

2 ~  

2 ~ A ~  ~ f ~ ( z )  e-i"~dz; 
o 

~(z) = ~ A,,~e i''~ 

notre ~quation deviendra: 

(4) 
o 

Dans l '6quation (3), il s'agissait de d~terminer les coefficients A,,,, connais- 
sant les fonetions ~(x) et O,,(x), e'est ~ dire de d6velopper la fonction donnSe 

~(x) en sSrie proe~dant suivant les fonctions d "~ + ),Ore(x). Dans l'Squation 

transformde (4), il s'agit de ddterminer la fonction inconnue ~f(x) connaissant la 

fonction tp(x). Les deux probl~mes sont manifestement 6,quivalents, mais le 
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second se ram6ne  s une dquat ion int6grale, et  la m6thode  de FREDHOLM y sera 

applicable pou rvu  que le noyau  

2"e--i""Om(X) 
soit toujours  fini. 

C'est ce qui a r r ivera  6v idemment  si ]a s6rie 

zlOm(x)l 

est absolument  et  uniformSment  eonvergente .  

Soit par  exemple  s d6velopper  )~!,(x), pour  les valeurs de x comprises ent re  

o et  2 :T, su ivant  les exponent ie l les  

Nous pour rons  ramener  ces exponentiel les  5~ la forme 

e i m x  -4- ).Ore 

en posant  : 
)~ - -  I, Om ~ e i ' ' m x  - c i m x .  

Or on a 
IOml < I.,,,,.--m I~ 

puisque:  

Ore: = i / e i t  dt ; 

71~X 

et que let I= i .  Comme x varie  de o h 2 ;~; on aura :  

I1 suffit  done que la s6rie 
10,hi  < 2 ~',: I : , , , , - -  m I- 

soit absolument  

ple, si l 'on a 

et un i form6ment  convergente .  

I 
~lm --- m + m~ �9 

C'est ce qui  a r r ivera  pa r  exem- 

Ici encore, il serai t  ais6 d '6 tendre  le r~sultat  h des cas beaucoup plus 6tendus.  

Soit ma in t enan t  l '6quation 

(5) 

2 ~  

.;~P (Y) [e ix~ 

0 

+ )~[(x, y)]dy = tp(x) 

qui diff~re de (z) parce  que les ]imites ne sont  plus infinies. Nous ne pouvons  
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pas nous proposer de d6terminer la fonction inconnue rf, connaissant ]a fonction 

~; ct cette fonction 6rant que]conque; le probl6me serait en gSn6ral impossible. 

I1 suffit pour s'en convaincre de faire Z = o; on volt alors que quelle que soit 

]a fonction rp(y), la fonction (p sera une fonction enti6re, qui tend vers zSro 

quand x tend vers l ' ~ ,  avec un argument compris entre o e t  ~T; ct telle que 

~e -21"~x tende vers z6ro quand x tend vers l '~  avec un argument compris entre 

et 2 z.  La fonction ~) ne peut done pas ~tre choisie arbitrairement. 

Ce que nous nous donnerons, ce sont les vMeurs ~(m)que prend lu fonction 

~p quand x prend une valeur enti6re positive ou n6gative. I1 est ais5 d'ailleurs 

de se rendre compte que ces valeurs ~P(m) suffisent pour d6terminer une fonction 

enti6re satisfaisant aux conditions que nous venons d'6noncer. 

Posons encore: 
2 ~  

q~(z) --~_A,,,e -~''~, 2 :cAm =;f(z)ein'zdz. 
0 

L'6quation (5) devient alors: 

2.~ 
P 

(6) 2 IRA,,, + g]~,Ape-i,~'J/(m, y)dy = g'(m). 
t,Y 
0 

Cette dquation dolt permcttre de d6terminer les coefficients A et par cons6- 

quent la fonction inconnue el, quand on connait  los quantit6s ~O(m). 

Cette 6quation n'a plus la forme d'une 6quation intSgrale, mais celle d 'un 

syst6me d'une infinit6 d'6quations ~ une infinit6 d'inconnues, tel que ceux qui 

ont fait l 'objet des 6tudes de M. vo~r Koctr. L'analogie des deux th6ories est 

d'ailleurs 6vidente. 

Pour que la m6thode soit applicable, il faut et il suffit que le d6terminant 

infini converge; il suffit done qu'il soit normal au sens de M. yon  KocH, c'est 

dire que ]a s6rie double en m e t  p 

,d 
0 

converge absolument. Si /(m, y) est une fonction p6riodique de y avec une d6ri 

v6e seconde, nos int6grales peuvent se transformer par une int6gration par parties 

et la s6rie (7) devient 
2.~ 

s e - i p y  " m - / ( , v ) @ .  
t /  
0 
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Les termes en sont  plus pe t i t s  que ceux de la s6rie: 

I. 

I1 suffit  donc que ]a s~rie 
zl"(m, z) 

converge absolument  ct  uniform6ment ,  ou encore que l ' int6grale 

"(z, z)dz 

converge absolument  e t  uni form6ment .  

On voi t  par  cet exemple queUes diff6rences il y a en ce qui concerne les 

dquat ions intSgrales de i ~r~ esp~ce, en t re  les cas oh les limites sont  finies, et  celui 

oh elles sont  infinies, cas auquel  se r a t t ache ra i t  d 'ail leurs celui off le noyau  

pr6senterai t  des singularit6s ent re  les limites d ' int6grat ion.  Je  me r6serve de 

reveni r  sur cet te  quest ion par  des m6thodes fond6es sur l ' i t6ra t ion des noyaux  

et  qui m e t t r o n t  en 6vidence d 'une  au t re  mani6re  les m~mes part iculari t6s.  


