
SUR LE PRINCIPE DE DIRICHLET. 
PAR 

S. ZAREMBA 

CRACOVIE. 

I. Introduction. 

N ~ I. Je  me propose de d~velopper dans ee m~moire les idles esquiss~es 

clans la communication que j 'ai faite au IV e Congr~s des math~maticiens, tenu 

Rome du 6 - - i I  Avril, i9o8. 

La m6thode que je vais exposer s'applique aussi ais~ment s l'espaee qu'au plan, 

de sorte que c'est seulement pour fixer les idles que je me bornerai au cab du 

plan. 1 

N ~ 2. Consid~rons dans le plan un syst~me de eoordonn~,es rectangulaires 

(x, y) ainsi qu 'un domaine (D), d 'un seul tenant, ne s '6tendant pas ~ l'infini et 

que je supposerai ~tre quarrable. Envisageons en outre, d 'une part  une fonction 

continue ~, d~finie sur la fronti~re (S) du domaine (D), et d 'autre par t  l'ensemble 

(E) de routes les fonctions ] jouissant des propri~t~s suivantes: 

T ~ Chaeune des fonetions ] est continue s l'int~rieur du domaine (D) ainsi 

que sur la fronti~re (S) de ce domaine. 

2 ~ Les valeurs p~riph~riques de ehacune des fonetions ] coincident avee les 

valeurs de la fonction (r. 

8I 81 3 ~ A l ' intgrieur du domaine (D), ]es d~riv~es Oxx et 8y sent continues sans 

avoir n~eessairement des valeurs p6riph~riques d6termin6es. I1 peut arriver que, 

pour aueune des fonetions 1, l'int~grale 

A (l) laxl (1) 

Voir la note ~ la fin du m~moire. 
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no prenne une vMeur finie. C'est  co que M. HADAMARD 1 a montr6 sur un exemple 

tr6s simple. 

Nous  admet t rons  que la fonct ion a v6rifie lea condit ions voulues pour  que 

la circonstance pr6c6dente ne so pr6sente pas. Les valeurs de l ' int6grale A (]) 

a d m e t t r o n t  alors une borne inf6rieure I ,  par fa i tement  d6termin6e. 

Cela pos6 voici le Principe de Dirichlet tel que le comprenai t  RIEMANN: il 

existera dans l 'ensemble (E) une fonct ion u v6rifiant l '~quation 

A (u) = 1 .  (2) 

C'est, on le salt, de 1s que RIEMANN concluai t  la possibilit6 du Probl6me de 

Dirichlet.  

A la suite de la cri t ique bien connue de WEIERSTR.~SS, les recherehes relatives 

l 'existence de la solution du Probl~mo de Dirichlet  rest~rent  pendan t  longtemps 

ind6pendantes  du fair de l 'existence du nombre  I .  Ce n 'es t  qu ' en  i897 que M. 

CESARE ARZEL.~ * a pr~vu avec une remarquable  nettet~ lo par t i  qu ' i l  est possible 

de tirer de ce fait s et c 'es t  seulement quelques ann~cs plus tard  que M. HILB~RT * 

a r~ussi, dans certains ces particuliers /t t r iompher  de routes les difficult~s de la 

question. 

Ou a obtenu depuis, dans la mSme voie, des r~sultats d ' une  remarquable  

g~n6ralit6. ~ En  reprenan t  s men  tour  la question, je me propose d ' ind iquer  une 

m~thode nouvello qui pe rme t t r a  de re t rouver  ces r~sultats d 'une  fa~on tr~s simple, 

sans rien faire perdre  d 'essentiel  ~ leur g~n$ralitd. 

I HADAMARD. Sur le Probl~me de Dirichlet (Bulletin de la Socidtd mathdmatique de France, 
1906 p. 135). 

2 C. ARZELk. Sul Principio di Dirichlet. (Nora letta alla R. Accademia delle Sienze dell'In- 
stitute di Bologna nell'Adunza del 24 Gennaio 1897). 

8 A la vdritd M. It. WEBEa a tentd, d~s 1869, (Note zu Riemanns Beweis des Dirichletschen 
Princips, Journal do Borchardt, t. 71) de completer le raisonnement de Riemann, mais les con- 
siderations ddvelopp~es dans ce travail, ~crit avant la publication de la critique de Weierstrass, 
sent sujettes ~ do s6rieuses objections. 

4 A) Ueber das Dirichletsche Princip (Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung 1900). 

B) Uober das Dirichletsche Princip (Festschrift zur Feier des 150-j~hrigen Bestehens der 
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu GOttingen, 1901). 

5 Voir en particulier, dans les Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, les travaux 
suivants : 

.A) BEI, PO LEVI, Sul Principio di Dirichlet (1906). 
B) FuBISi, I1 Principle di minimo i teoremi di esistenza per i problemi al contorno rela- 

tivi alle equazioni allo derivate parziale di ordini pari (1907). 
C) LEBESGUE, Sur le principe do Dirichlet (1907). 
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II. Le Probli~me de Dirichlet transform6. 

N~ 3. Posons d 'une facon g6n6rale: 

B(P,Q)  i5~ |i) z i ) x + ~ y  d x d y  (i) 

et  d~signons par  rf une fonction donn6e, quelconque h eela pros que l ' int~grale 

A (rf) ~- B(ef, ~f) air une valeur  finie et  bien d6termin6e: la fonction ef pourra  done 

ne pas avoir de d6riv~es du premier ordre en certains points int6rieurs au domaine 

(D), elle pourra m~me admet t re  elle-m6me des ]ignes de diseontinuit6. Cela pos6, 

proposons-nous de d~terminer une fonetion v, harmonique  s l ' int~rieur du domaine  

(D), telle que l ' int~grale A (v) soit finie et telle en outre  que, pour route fonetion 

h, harmonique s l ' intSrieur du domaine (D), l 'on air 

B (9, h) = B (v, h), (2) 

pourvu quo l ' int6grale A (h) ne soit pas d6pourvue de signification. 

J 'appel lerai  ce probl~me, Probl~mo de Diriehlet transform6, ou m6me sim- 

plement,  Probl~me transform6. 

On verra, s la fin de ee ehapitre,  que le probl~me pr6c6dent, tel que nous 

l 'avons pos6, est toujours  possible, mais, d~s maintenant ,  il est ais6 de mont re r  

que la solution, quand elle existe, est d6termin6e h une constante  addit ive pr~s. 

En  effet, lorsqu 'une fonetion harmonique v 0 est une solution du Probl~me, la 

fonetion : 

vo + Const. 

en est 6videmment  une autre.  D 'au t re  par t  si chacune des fonctions v ~ et v" est 

une solution du probl~me consid6r6, on aura :  

B ( d ,  h) = B ( 9 ,  h), 

B (v", h) = B (~f, h), 
d 'oh : 

B (v' - -  v " ,  h)  = o ,  

pourvu que l ' int~grale A (h) ne soit pas infinie. 

Posons, comme il est permis, 

h ~ V r - -  V ' ,  

il viendra:  

B (v' - -  v", v' - -  v") = A (v' - -  v") = o, 
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d '  ot'l : 
V t - -  V t t  ~ C o n s t .  

Le th6or6me est done 6tabli. 

N ~ 4. Envisageons le eas partieulier oh la frontibre du domaine (D) se r6- 

duit h un eercle (C) de centre O e t  de rayon r. Le point O 6tant pris pour 

pble d 'un syst6me de eoordonn6es polaires (Q, 0), posons: 

ainsi que : 

I keos k O 

Yk --- - V ~  sin k O, 

(3) 

Done la s6rio 
OO 

2 (aT, + b~) 
k = l  

est convergente. Cela prouve, on le v6rifiera avec quelque attention, que la for- 

mule (5) d6finit uno fonction harmonique h l'int6rieur du domaine limit6 par le 

eerele (C) et que l'on a: 
Go 

A (v) = ~ (al + bD. (6) 

L'int6grale A ( v ) a  done une valeur finie. 

ak = B ffp, Xk) (k = I,  2, 3 ) (4) 
bk = B (9, Yk). 

fie dis que la solution g6n6rale du Probl~me transform6 sera donn6e par la for- 

mule suivante: 
OO 

v = ao + 2 (ak Xk + bk Y}), (5) 
k = l  

oh ao repr6sente uno eonstante arbitraire. 

Pour le d6montrer, posons: 

v~ = a0 + ~ (ak Xk + bk YD. 
k = 1  

En se reportant  aux formules (3) et (4) on s'assurera ais6ment que l'on a: 

A (of - -  v~) ---- A (9) - -  ~ (al + bl). 
k- -1  
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Observons maintenant ceei: pour toute fonetion h, harmonique ~ l'int6rieur 

du cercle (C), nous avons le d6veloppcment en s6rie suivant: 

(7) h = -0 + ~ (-k Xk + flk Y~), 

en d6signant par les a et fi des coefficients constants. Supposons que l'int6grale 
A (h) air un sens. Nous aurons: 

cO 

(s) A (h) = ~ ( . l  + fit), 
k = l  

la s6rie du second membre 6rant covergente. Les formules (7) et (4) donnent 
ais~iment: 

Ct3 

B (~p, h) = ~ (ak ak + bk fl~), 

en tenant compte de la convergence de la s6rie (8). 

D 'autre  par t  il r6su]te des formuIes (5) et (7) ainsi que de la convergence 
des s6ries (6) et (8) que l'on a: 

Co 

B (v, h) = ~ (ak .k + bk ~k). 
k - - 1  

On a done: 

B(f,h)=B(v, h )  

pourvu que l'int6grale A (h) air un sens. I1 est done prouv6 que la formule (5) 

fait connaltre une solution du Problbme transform6 pour le cercle et, en se repor- 

rant au num6ro pr6e6dent, on s'assure de suite que la solution trouv6e est bien 
la solution g6n6rale du Problbme. 

N ~ 5. Passons au eas off le domaine (D) pourrait  ~tre d6fini eomme l'en- 
semble des points dont ehaeun appart ient  ~ l 'un au moins de deux domaines 

(D1) et (D 2) ayant  des points int6rieurs eommuns et tels que, pour ehaeun d'eux, 
on saehe r~isoudre le Problilme transform6. 

Dans ee cas, un proe6d6 altern6 permettra de r~soudre le Probl~me pour le 
domaine (D) lui-m6me. 

Pour 6tablir ce point, d6signons, eomme pr6c6demment, par ~ la fonetion 

donn6e et formons une suite infinie dont le premier terme ~o repr6sente la fonc- 
tion d~finie par l'~quation 

AcJa maJhomaJiaa. -~4. Imprim6 lo 10 aofit 1910. 3 8  
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le te rme g6n6ral ~2 k + ~, off a d6signe r u n  des nombres  i ou z, 6 tan t  une  fonet ion 

se d6duisant  de la fonet ion ef2k + ~ -1  de la fagon su ivante :  k l ' in t6r ieur  du  do- 

maine (D~), la fonct ion  cf2~ + ~ eat 6gale / r u n e  solut ion du  Prob l6me  t ransform6 

pour  ee domaine  et  pa r  r app o r t  k la fonet ion r k + ~ - ~; dans le res te  du  domaine  

(D) on a 
~2k+a~-~21a+a--1 �9 

D'apr~s  eela, la fonet ion ~2 k + ~ ne aera d6finie, dana la pa r t i e  (D.)  du  do- 

maine (D) qu 'k  une  eons tan te  addi t ive  pros, mais il n 'y  a paa lieu de lever  ee t te  

ind6terminat ion,  paree  que lea d6riv6es 

Ox Oy 

in t e rv i end ron t  seules dana lea eonsid6rat ions qui  v e n t  auivre. 

A l ' int6r ieur  du  domaine  (Da), la le t t re  a r epr6sen tan t  tou jours  l 'un  des 

nombres  x ou 2, la fonet ion ~02t + ~ est une  fonet ion ha rmon ique  et  l ' int6grale 

a une  valeur  finie, pour  tou to  va leur  enti~re e t  non  n6gat ive  de t.  Cela 6rant ,  

il suffira de se r epo r t e r  h la d6finit ion de la fonct ion 92~ + ~ pour  r eeonna i t r e  

que l 'on a: 

I~(D~a) { ocf2k+aOff2t+a r dxdy= 
Ox Ox + Oy Oy } 

(9) = f S ) {  0 ~ 2 ' + ' - ' 0 q ~ ' + "  §  i)x Ocf2"+a-'OqD't+a} d x d y ' O y  i)y 

Or, h l ' int6r ieur  du  domaine  ( D -  D~), on a 

~k+a=q)2k+a--1 �9 
Done l'6galit6 (9) no cesserait  pas d ' e t r e  v6rifi6e si lea int6grations,  au lieu d ' f t r e  

born6es au  domaine  (Da), 6 ta ient  6 tendues  k tou t  le domaine  (D). P a r  eons6quent  

nous a r r ivons  au  r6sul ta t  su ivant :  on a 

pou rvu  que  les ent iers  positifs n e t  m v~rif ient  la congruence  

m~n (rood. 2), 

ou, ee qui revient  au m6me, p o u r v u  que la somme m + n soit  paire.  
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Lorsque le nombre m est sup~rieur g l'unit6, rien n'emp~che de changer, 

dans la relation (io), n en m - - i  et m e n  n + i .  En tenant  eompte de la rela- 

tion ainsi obtenue, on trouve 

B ((f,, ~,~) = B (~, + 1, ~f~- 1). 

II est ais6 d'en conelure ceci: lorsque chacun des entiers p e t  q est sup6rieur 

z6ro et lorsque leur somme est paire, l'int6grale 

(II) B (~0p, ~0q) 

ne d@end que de la somme p + q. 

En se reportant de nouveau ~t la relation (io), on conelura ais~ment de ]s 

que l'int6grale ( i i )  jouit de la m6me propri6t6 encore dans |e cas off le somme 

p + q est impaire et cela, sans que la valeur z6ro pour l 'un des entiers p e t  q 

soit alors ~ exelure. I1 r6sulte de ees propri6t6s de l'int6grale (1I) que l'on peut 

poser: 

I~ + ~ = B (~p, 9~). 

La relation (io) pourra alors s'6erire ainsi: 

(12) I 2 k  = I 2 k - - 1  (lr = 1 ,  2 ,  3 , "  �9 ")" 

Cette relation nous apprend que tous les  In sont positifs et, moyennant  Fin- 

6galit6 de M. SOHWARZ, elle donne: 

I]/,< I2k12k--2, 
d'ofi : 

I~k<I~e_2. (1~=I , z ,3 , . . . )  

En se reportant de nouveau h l'6quation (I2), on d6duit imm6diatement de la 

relation pr6c6dente la cons6quence suivante: la relation 

(I3) o < I,, < I,~_~ 

subsiste pour route valeur enti~re et positive de n. 

On a donc: 

(I4) lim L, -~ I ,  

en d6signant par I un nombre non n6gatif parfait6ment d6termin6. 

N ~ 6. Nous avons: 

A (~p- -  %) - -I2p - -  2 Ip+q + I2q. 
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Par eons6quent : 
(15) l i m  A (gp  - -  *fq) = o ,  

p ~ o o  
q ~ o o  

en vertu de l '6quation (14). 

L'6quation (15) entraine 6videmment les suivantes: 

l i m .  f f J %  O~~ ~ ,_:jj/o  }dx v=o 
(16) q -  (Dl) 

lim. f fjor ~ .xqVdxdy :o"  
, , --J, ] l  
q "  | (D2) 

Or suivant que l 'entier positif n sera impair ou pair, la fonction ~v, et par 

condquen t  aussi la fonction ~ seront des fonctions r~guli~rement harmoniques 

l'int6rieur du domaine (D~) ou du domaine (D2). Donc, en s 'appuyant  sur lea 

th6or~mes que j'ai 6tablis aux w 5 et 6 de mon m6moire Sur l'intdqration de l'dqua- 
tion biharmonique, ~ on peut  6noncer lea propositions suivantes: 

x ~ L'6quation: 

(17) dl = lim 0~2k + 1 
k - ~  t~X ' 

6quivalente s l '~quation: 

v'l - O x + k~ol O-x O x ' 

d6finit une fonction all, r6guli6rement harmonique ~ l'int6rieur du domaine (DI) 

et l 'on a: 

f f ( '~ef2k + ' ) ' dxdy  lim d~ = o. 
k= r  ~ Ox 

(D1) 

(~8) 

2 ~ L'6quation: 

(19) v': = l i m  0 ~p~ k 

d6finit une fonction v'~' r6guli~rement harmonique s l'int~rieur du domaine (D,) 

et l 'on a: 

(/~) 

Lea 6quations (16) permettent  do d~duire des ~quations (18)et  (2o)les 6qua- 

tions plus g6n6rales que voici: 

1 Bullet in de l 'Academie des Sciences do Cracovie. Janv ie r  1908. 
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(21) 

[ l im.  ( s  d x d y = o  
I J " ' J d  ~ . z  t 

(DD 

I 1 f ' f ' l  ,, &pv~ ~ I img J J~v~- -  ~-~) d x d y = o .  

D6signons par (Do) le domaine commune aux domaines (D~) et (D2) et consid6rons 
l'identit6 suivante: 

// :if/( (v'~ - -  v';) ~ dx  dy v', v~ dx d y .  
(Do) 

Les 6quations (21) nous apprennent  que le second membre de cette identit6 
tend vers z6ro lorsque l 'entier p crolt  ind6finiment. D'ailleurs le premier membre 
de l'identit6 consid6r6e ne d@end pas de p. On a donc: 

f/C v', - -  v';) ~ dx  dy  --= o. 

Cela prouve que l'on a: 
vli ~ ~t; 

l 'int6rieur du domaine (D0), commun aux domaines (D1) et (D2). On d~finira 
done une fonction % rJguli~rement harmonique h l'int6rieur de tout  le domaine 

(D) en sp6cifiant qu'elle est 6gale g v'~ ~ l'int~rieur du domaine (D~) et ~ d; 
l'int6rieur du domaine (D2). /1 est ais6 de conelure de ce qui pr6e6de que Ia 
fonetion harmonique v~ est carart6ris6e par la propri6t6 suivante: on a 

lim. f ~ l v t - - O O ~ l ~ d x d y = O .  (22) p= ' 0 ~ r  

On &ablirait d 'une fa~on analogue qu'il existe une fonction 
seule, harmonique ~ l'int6rieur du domanie (D) et telle que l'on ait: 

V2, e t  u n e  

(23) lim. l / I v , -  %/'a av = o. p=-~d / ayj 

N~ 7. Assurons-nous maintenant  que les 6quations 

(24) 
#v 
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sont compatibles et  d6finissent, Svidemment ~ une constante additive pros, une 

fonction v harmonique ~ l'int~rieur de tout  le domaine (D). 

On reconnaitra ais6ment, en s 'appuyant  sur les fairs 6tablis plus haut  

ainsi que sur les th6or~mes rappel6s au num6ro pr6cddent que les fonctions vl et 

v~ pourront 6tre repr6sent6es, b~ l'int6rieur du domaine (Do), commun aux do- 

maines (D~) et (D2), par les s6ries suivantes 

p--1 

p=l~ ~Y ~yl 

et que, ~ l'int~rieur de tout  domaine intdrieur au domaine (Do) ces s~ries seront 

uniform~ment convergentes. Il r6sulte a]ors des th~or~mes classiques relatifs 

aux s~ries de fonctions harmoniques que, k l'int~rieur du domaine (Do) , on aura 

8y 8x 8xSy ~--1~ 8xiJy 8xSy j" 

Cela prouve que la fonction 

Vl 0 V 2 

8y #x ' 

r~guli~rement harmonique dans le domaine (D), est nulle dans la portion (Do)de 

ce domaine. Elle est done nulle dans tout  le domaine (D). 

Par  consequent les 6quations (24) sent  compatibles. 

Cela pos6, on recconnalt  imm~diatement clue la solution commune v de ces 

~quations est r~guli~rement analytique dans le voisinage de tout  point int~rieur 

au domaine (D) et que, k l'int~rieur de ce domaine, elle satisfait ~ l '$quation 

(2S) A v = 

en d6signant par A l 'op6rateur de Laplace et par c u n e  constante. 

Reste s faire voir que la constante c e s t  nulle. J 'observe g cet effet que 

les 6quations (22), (23) et (24) donnent:  

(26) lim. A (v- -~p)  = o. 
jp~aa 

D~signons par (T) Je domaine l imi~ par  un cercle (C)situ6 en entier ~ l'int6rieur 

du domaine (Do). On aura: 
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, ira. ' <:,> o , ,  : o ,  

en vertu de l'~quation (26). D'aiUeurs les fonctions ~0p ( p ~ i ) s o n t  rlguli~re- 
ment havmoniques ~ r int6r ieur du domaine (Do); on aura donc, dans tout ce 
domaine, 

/~ ( v - - ~ )  - -  

en vcrtu de r~quation (25), et si, en pla~ant rorigine des coordonn~es au centre 

du cerele (c) et en d6signant par r le rayon de ce cercle, on pose: 

v - -  ~0~ ~ h~  + �88 c ( x  ~ + y~ - -  r ~) 

on aura: 
A h p = o  

dans tout  le domaine (Do). Cela ~tant on trouve ais6ment: 

d'oil : 

cause de l'6quation (27). 

En r6sum6 il existe une fonction v, d~finie ~ une constante additive pr&s, 

r4guli~rement harmonique ~ l'int6rieur du domaine (D), v6rifiant l '$quation (26). 

N ~ 8. Je vais 6tablir que la fonction v repr6sente la solution du Probl~me 

transformS. 

D~signons par h une fonction harmonique ~ l'int~rieur du domaine (D), 

quelconque ~ cela pros que rint6grale A (h) air un sons. Il r~sulte imm~diate- 

ment de la d6finition des fonctions ~0p que ron  aura:  

B (~o, h) = B (~0~, h) 

route valeur enti~re et positive de p. L'6galit~ pr~c6dente peut s'~crire 

B@,h)=B(qo~--v ,h)  + B(v, h). 
Or 

lira. B (~p - -  v, h) = o, 

cause de l'~quation (26). Nous avons donc: 

B (~o, h) = B (v ,  h). 

Cela prouve que la fonction v e s t  bien une solution du Probl~me transformS; elle 

e n e s t  d'ailleurs la solution g6n~rale, on le reconnait imm6diatement en se 

reportant au th~or~me du N ~ 3. 

pour 

ainsi: 
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J 'a joute  ceci: il r6sulte des 6quations (I4) et (26) que l'on a: 

(28) A (v) --  I. 

N~ 9. Consid6rons enfin le eas le plus g6n6ral, off le domaine (D), ne satis- 

ferait qu 'aux conditions d 'etre born6 et quarrable. 
Envisageons, eomme dans la m6thode de balayage, une suite infinie de 

cercles, 

(29) ( c , ) ,  (c2), (o . )  . . . .  

tous int6rieurs au domaine (D) et tels que tout  point int~rieur au domaine (D) 

soit int~rieur ~ l'un au moins des cercles pr6c6dents. 
D6signons par  (D.) le domaine form6 par ]'ensemble des points tels que 

chacun d'eux soit int6rieur ~. Fun au moins des cereles: 

(o,) ,  (c , )  . . . .  ( c . ) .  

Le domaine (Dn) pourra se composer d 'un certain nombre de r6gions, soit (Rn,1), 
(R.,2) . . . .  (Rn, an), telles que deux d'entre elles n'aient ~amais de points int6- 
rieurs communs et que chacune de ces r6gions cons t rue  un domaine d'un seul 

tenant.  

Cela pos6, continuons h d6signer par cp la fonction donn6e dans le Probl~me 

transform6 et formons une suite infinie de foncti0ns dent  ]a premiere ~P0 soit la 

fonetion d6finie par l '6quation 

(30) ~P0 = 9~, 

la fonction ~Pn, formant le terme de rang n + i de la suite consid6r6e, d6rivant 

de ~P--I de la fa~on suivante: ~ I'int6rieur de la r~gion.(R~,i), pour i = I ,  2, 
3 , . . .  an, la fonction ~ .  est 6gale ~ une solution du Probl~me transform$ pour 

cette r6gion et par rapport  h la fonction ~P.-1, dans tout  le reste du domaine 

(D), on a: 
(3~) ~P,. = ~-,. 

I1 est 6vident que les r6sultats d6j~ 6tablis dans ]es num6ros pr6e6dents, assurent 

l 'existence de tous les termes de la suite: 

(32) ~0, ~ , ,  ~ . . . .  

Consid6rons une fonetion w assujettie uniquement ~ v6rifier les conditions sui- 
vantes : 

I ~ L'int6grale A (w) a un sens. 

2 ~ La fonction w e s t  r6gulibrement harmonique dans le voisinago de tout  
point int6rieur au domaine (D~). 
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II rdsulte immddiatement do la ddfinition de la suite (32) que l'indgalitd 

(33) 

entraine l'6galitd suivante: 

k < n  

B (~1,-1, w) = B(~V~, w). 

Done l'indgalit6 (33) entraine aussi l'dgalit6 suivante: 

(34) B (qJk, w) = B (tpn, w). 

Or la fonetion ~n elle-m6me vdrifie les conditions imposdes h la fonction w. Par  

consdquent l'indgalit6 (33) en t ra lne  la relation suivante: 

(35) B(q,k, q,.) = T . ,  

en posant : 

(36) T .  = B (tp., q&) = A (tp.). 

Si, apr6s avoir pos6 k--- -n--I  dans l 'dquation (35), on fair usage de l'indga- 
litd de M. SOHWARZ, on trouvo: 

T .  < T.-1.  
On a done: 

(37) lira. T .  = I,  

en ddsignant par I un hombre parfaitement d&ermind, positif ou nul. 

L'in4galitd (33) &ant  vdrifide, on a 

A (~ -- ~k) = T.-- 2 T. + Tk = Tk -- T. 

en vertu des relations (35) et (36). On en conelut, en tenant  eompte de (37), 
que l'on a: 

lim. A (q% - -  ~0k) = o. 
(38) ~-  | 

N ~ xo. Ddsignons par (D {~}) le domaine formd par l'ensemble des points in- 

tdrieurs au domaine (D) et tels que la plus courte distance de chacun d'eux k la 

fronti~re de ce domaine soit sup4rieure ou dgale /~ une longueur non nulle & 

I1 serait ais6 de ddmontrer qu'il est possible de faire correspondre ~ la longueur 

0, si petite qu'elle soit, un hombre entier et positif p, tel que, sous la condition 

(39) n~p 

tout  point du domaine (D{ ~}) ou de sa fronti6re soit intdrieur au domaine (D.). 

Mais nous admettrons co point sans ddvelopper la ddmonstration, paree qu'il 
Aeta  ma~he~natica. 84. Imprimd lo 12 aoilt 1910. 39 
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est manifestement possible de former la suite (29) de telle fagon que l 'existence 
du nombre 10 soit assur6e ~ l'avanee. 

Cela pos6, je fais les remarques suivantes: 
1 ~ L'6quation (38) entraine chacune des deux suivantes: 

lim. f / ' J 0~n  0q~k/'- 

et 

r,m. ffjo , o,p,l,e ey=o 
n m ~  d ,_.J J /  y @! 

2" Pour toute valeur de n v6rifiant l'in6galit6 (39), la fonetion qJn et, par 

a ~ .  aqJn eonsBquent, les fonetions ~ et ~ sont des fonetions r6guli6rement harmoniques 

/~ l'int6rieur du domaine (Dp). 

On eonelura de ees remarques, au moyen des th6or~mes rappel~s au N ~ 6, 
que les s6ries: 

_ I 

(40) [ 00" + k~ {0qJ'+' 0y - ~YY 0 qJ,],Oyf 

sont uniform6ment eonvergentes dens tout domaine int6rieur au domaine (Dr), 
qu'elles jouissent, par cons6quent, de eette propri6t6 dens les limites du domaine 
(DC~) et que les sommes de ees s6ries sont des fonetions r6gulibrement her- 
moniques ~ l'int6rieur du domaine (Dp). I1 est ais6 de voir que eela nous permet 

d'6noneer la proposition suivante: les 6quations 

vl ----lira. 0x 

et 
0W. 

v2 = n-| 0y 

d6finissent des fonetions vL et v2 r6gulibrement harmoniques ~ l'intArieur du 
domaine (D) et, en tout  point int6rieur ~, ce domaine, on a 

0 vl 0 v2 
(4I) Oy Ox 

En se reportant  au w 6 de mon m~moire eit6 au N ~ 6, on reeonnaltra,  avec 

un peu d'attention, que l'on a encore: 
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(42) 

I1 r6sulte do l'6quation (41) qu'il existe une fonction v, d6finie h l'int6rieur 

du domanie (D) g une constanto additive pr6s, v6rifiant les equations 

Ov Ov 

(43) 

En vertu de l '6quation (42), ou aura: 

lim. A ( v -  ~Pn) = o. 
n ~ o o  

Cela pos6, un raisonnement analogue k eelui que nous avons d6velopp6 k la 

fin du N ~ 7 permettra de d6montrer que la fonction v satisfait /~ l '6quation de 
Laplace h l'int6rieur du domaine (D). 

Je  dis que la fonction v repr6sente la solution du Probl6me transform6 
pour  le domaine (D) par  rapport  k la fontion 9. En effet, nous avons vu que 

]a relation (33) entrains  la relation (34) pourvu que la fonction w soit harmo- 
nique k l'int6rieur du domaine (D.) et que l'int6grale A (w) air un sens. Donc 

si l'on d6signe par h une fonction harmonique h l'int6rieur du domaine (D), 

quelconque /~ cela pr6s que I'int6grale A (h) air un sens, on aura 

B (~vk, h) ---- B (,r h) 

pour routes les valeurs enti6res et non n6gatives des hombres k et n. 
d6finition 

~V0 = 9 .  
Nous avons donc 

B (9, h) = B (q-,,,, h) 

Or, par 

pour toutes les valeurs enti~res et  positives de n. Cels 6tant il n 'y a plus, pour 

achever la d6monstration, qu'g reprendre le raisonnement du N ~ 8. J 'o jouto 

eeci: il est ais6 do conclure de la relation (43) que l'on a: 

(44) A (v) = I 

off I est le nombre d6fini par l '6quation (37). 

En r6sum6 nous avons fait eomaltre un proc6d6 th6orique pour r6soudre 

le Probl6me transform6 et, par  ce|a m6me nous avons 6tabli la possibilit6 de ce 

Probl6me, en nous bornant  g admettre les hypotheses suivantes: 
i ~ Le domaino (D) est un domaine born6 et quarrable. 
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2 ~ La fonction ~ vdrifie lea conditions voulues pour que l'intdgrale A (cp) 

ait un sens. 

D'aprbs eela le Probl~me transformd, tel qu'il a 6t6 pos6 au N ~ 3, est, comme 

nous l'avions annoncd, toujours possible. 

I l L  A p p l i c a t i o n  s u  P r o b l ~ m e  e t  a u  P r i n e i p e  d e  D i r i e h l e t .  

N ~ i i .  Dana tout  ce ehapitre nous allons admettre que, dans le Probl~me 

transform6, la fonction donn6e r tout  en v6rifiant, bien entendu, les hypotheses 

du N ~ 3, jouisse encore des p r o p r i ~ s  suivantes: 

z ~ Elle est continue dans tout  le domaino (D) ainsi qu'en chaque point de 

la fronti~re. 

2 ~ Les points i n t ~ r i e u r 8  k tout  domaine int~rieur au domaine (D) et  tels que, 

en chacun d'eux, l 'une au moins des d~riv~es cesse d'exister ou d 'etre continue, 

sont dispos6s sur un nombre fini de lignes a]g~briques. 

N ~ z2. Commenqons par l'$tude du cas du cercle et examinons d'abord le 

eas tr6s partieulier oh l~ fonction ~ s 'annulerait  sur la circonf6rence. Eu 6gard 

aux hypotheses adoptSes au sujet de ]a fonction ~, on aura le droit de trans- 

former ]es formules (4) du ehapitre pr6c~lent au moyen de l'int~gration par partie. 

On trouvera do la sorte: 

a~ = bk = o (/c = I ,  2, 3 . . . .  ) 

et la formule (5) nous donnera alors 

~ a 0 . 

Donc, lorsque la fonction ~ s'annule sur la cireonf~rence, la fonction v, solu- 

tion du Probl~mo transform6 se r6duit ~ une constante arbitraire. 

Laissons maintenant  k ]a fonetion ~ sa g6n6ralit6 et d6signons par u ]a 

fonction, harmonique k I'int~rieur du cercle, dont les valeurs p6riph6riques coin- 

cident avec celles do la fonction ~. 

Si, dans le Probl~me transform6, on substitue k la fonction r la fonction 

- -  u ,  la solution, d'apr6s ce quo nous venons do voir, se rdduira b. une eonstante. 

On aura done: 
B ( ~ - - u ,  h) = o 

pour toute fonction h, harmonique ~ l'int~rieur du cercle consid6r6 et telle que 

l'int6grale A (h) ait un sens. Or l'6quation pr6c6dente 6quivaut h la suivanto: 

B h) = B (u, h). 
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Cela prouve que la fonction u est une solution du Probl~me transform6 

pour le:cercle eonsid6r6 et par rapport ~ la fonetion ~. 

Nous concluons de 1~, en nous appuyant  sur le th6or~me du N ~ 3, le th6o- 
r~me suivant : 

Dans les conditions off nous nous sommes plac6s, la solution g6n6rale v du 

Probl~me transform6 est donn6e par la formule suivante: 

v = u + Const. 

N ~ I3. Passons au eas g~n6ral oh l'on se borne ~ admettre que le domaine 

(D) v6rifie les hypotheses du N ~ 2. Le th6or~me qui vient d'etre 6tabli nous 

apprend que la suite (32) du ehapitre pr~c6dent pourra ~tre form6e de fagon 

que ehacune des fonctions ~p~ soit continue dans tout  le domaine (D) et sur la 
fronti~re. 

Cela pos6, admettons que chacune des fonctions ~ ,  jouisse de ]a propri6t6 

pr6c6dente et envisageons d'abord le cas off les valeurs p6riph6riques de la fonction 

rp se r6duiraient ~ z6ro. Je dis que la suite 

(i) ~0, ~,, ~v~,... 

sera alors convergente et aura z6ro pour ]imite. 

En effet, d6signons par ~ un nombre positif, non nul, arbitrairement petit. 

I1 correspondra au nombre ~ une longueur, 6, non nulle, telle que, en d6signant 

par d ]a plus courte distance d 'un point P du domaine (D) h la fronti~re et par 

el(P) la valeur de la fonction ep en P, l'in6galit6 

(2) d<,~ 
entraine l'in6galit6 

(3) I~(P)[ < ~. 

D'autre part  (N ~ io) il correspondra k la longueur $ u n  nombre entier et 
positif p, tel que, sous la condition 

(4) n > p 

l'in6galit6 (2) soit v6rifi6e pour tout  point du domaine ( D -  D~). Or, k l'int6- 

rieur de ce domaine et sur la fronti~re, on a 

q, , ,  = <p, 

tandis que dans le reste du domaine ( D ) l a  fonction ~p. v6rifie l '6quation de 

Laplace. P~r consequent, k cause de la continuit6 de la fonetion ~ . ,  l'in6galit6 
(4) entralnera l'in~galit6: 



(6) 

et posons 

3 1 0  S. Zaremba. 

pour tout  le domaine (D). Done, lorsque les valeurs p~riph~riques de la fonction 

rp se r~duisent h z~ro, la suite (I) aura bien z~ro pour limite. 

Il rdsulte imm~diatement de ce qui precede que, dans les conditions con- 

sid6r~es, les d~riv~es ~ et - ~ y  tendent  vers z~ro avec n-' en tout  point int~- 

rieur au domaine (D). Par consequent nous avons le th~or~me suivant: 

Lorsque les valeurs p~riph~riques de la fonction r se r~duisent h ztro, la 

solution du Probl~me transform~ se r~duit ~ une constante. 

Envisageons maintenant  le cas off les valeurs p~riph~riques de la fonction 

rp sont quelco.nques mais supposons qu'il existe une fonction u, r~guli~rement 

harmonique ~ l'int~rieur du domaine (D) et telle que ses valeurs p~riph~riques 

coincident avec celles de la fonction rP. 

I1 suffirait alors de raisonner, comme h la fin du num~ro precedent, pour 

~tablir le th~or~me suivant: 

Lorsque l 'hypoth~se consid~r~e est v~rifi~e, la solution g~n~rale v du Probl/~me 

transform~ est donn~e par la formule suivante: 

(5 )  v - -  u + Const. 

N ~ I 4 .  II nous fa.ut examiner maintenant  la question suivante: la fonction 

u, entrant  dans la formule (5), existe-t-elle? 

I1 est ais~ de voir que, pour pouvoir l'affirmer, il est n~cessaire de restreindre 

dans une certaine mesure la g~n~ralit~ du domaine (D). En effet, d~finissons, par 

exemple, ce domaine au moyen des relations suivantes: 

{ x ~ + y ~  o 

x ~ + y~< I 

r = x s + yS. 

Dans ces conditions le domaine (D) sera born~ et quarrable et la fonction 

satisfera aux hypotheses du N ~ II ,  mais la fonction u n'existera pas et voici 

pourquoi: on v~rifie ais~ment que, dans ]'exemple considerS, la fonction v se 

r4duit k une constante, done, en ~ertu du th~or~me qui termine le num~ro pre- 

cedent, la fonction u, si elle existait, devrait  aussi se rSduire h une constante; 

or eela est impossible puisque eette fonction devrait  6tre Sgale h z~ro au centre 

du cerele consid~r~ et ~ l'unit~ sur la circonfSrence. 

Je vais d4montrer que la fonction u existe sfirement lorsque le domaine (D) 

v~rifie, en dehors des hypotheses adopt~es jusqu'ici, une condition additionnelle 

que j'appellerai pour abr6ger, la condition (C). 
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Pour 6noncer cette condition, consid6rons un point quelconque O situ6 sur 

la fronti&re (s) du domaine (D) et, de ce point comme centre, d6erivons un eercle 

(~) de rayon r. L'ensemble des points, int6rieurs A la fois au cercle (~) et au 
domaine (D), pourra se composer d 'un nombre quelconque de r6gions distinctes 
(d) dent  chacune serait d 'un seul tenant. D6signons par (d ~) l 'une de ces r~gions 
et consid6rons un point variable M assujetti k rester h l'intgrleur de cette r6gion. 

Soit 0 l'angle form6 par le rayon OM avec un axe fixe. Imposons k l'angle 0 
la condition de varier d 'une fa~on continue avec la position du point M. Dans 
co cas la condition (C) pourra ~tre exprim6e de la fa~on suivante: Lorsque le 
rayon r du cercle (~) v6rifie l'inSgalit6 

(7) r s  

off R repr6sente uno longueur ind6pendante de ]a position du point O sur la 
fronti6re (s) du domaino (D) et du ohoix de ]a r6gion (d') parmi les rSgions (d), 
les valeurs de l'angle 0 devront, de quelque fafon que so d6place le point M 

l'int6rieur do la r6gion (d'), ne pas sortir d 'un intervalle (0~, 0~), tel que l'on air 

(S) 1 0 , - - 0 , 1 < 2 .  , 

en d6signant par ~ un nombre positif fini qui ne devra d6pendre, r ]a 

longueur R, ni do la position du point O sur (s) ni du choix do la r6gion (d') 
parmi  los r6gions (d). 

Reprenons la suite (i) et supposons, ce qui, d'apr6s la remarque faite au 

d6but  du N ~ 13, est permis, que ehaune des fonctions de cette suite soit continue 
dans le domaine (D) et sur la fronti6re. Supposons en outre que le domaine (D) 
v6rifie la condition (C). Cola pos6, d6signons par tL un nombre positif, diff6rent 
de z6ro mais arbitrairement petit, choisi h l 'avance et consid6rons la longueur R, 
second membro de l'in6galit6 (7)- On pourra faire eorrespondre au n o m b r e #  
uno longueur non nulle ~ ,  v6rifiant l'in6galit6 

(9) ~ ~ R, 
telle que l'in6galit6 

(IO) A B  < c)~ 
entralne la suivante 

(H)  I~(A) - -  ~(B)]  < ~,, 

en eonvenant d'une favon g6n6rale de d6signer par F(P)  la valeur d'une fonction 
$' des coordonn6es en un point P du plan. 

Consid6rons maintenant le second membre de l'in6galit6 (8), posons: 

3 u 
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et d6signons par ~52 une longueur non nulle v6rifiant h la lois les deux in~igalit6s: 

(13) ~2 < ~t, 

D6signons encore par (D ~)) l 'ensemble des points int6rieurs au domaine (D) 

et tels, que la plus courte distance de chacun d'eux k la fronti~re du domaine (D) 

soit 6gale ou sup6rieure h J2 et observons que, en vertu de la remarque faite 

au d6but du N ~ io, il existera un nombre entier et positif N, tel que l'in6galit6 

(i5) p>_2v 

air pour cons6quence que tout  point du domaine (Dt~)) ou de sa fronti~re soit 

situ6 g l'intdrieur du domaine (Dp). 

Proposons-nous maintenant d'6tudier l 'expression suivante: 

(16) [ ~V. ( A ) - -  ~Vm(A) [ 

et pla~ons-nous d 'abord dans l 'hypoth6se oh la plus courte distance a du point 

A ~ la fronti6re (s) du domaine (D) satisferait ~ l'in6galit6 suivante 

(I7) a~< ~2. 

D6signons par O un point situ6 sur la fronti~re (s) du domaine {D) tL une 

distance 6gale ~ a du point A et cherchons une limite sup4rieure de l 'expression 

(18) I ~v. (A) - -  cf(O)l.  

I1 r6sulte de la d6finition de la fonction ~Vn que, dans la portion ( D -  D.) 

du domaino (D), la fonction (],n se confond avee la fonction ~f. Done, lorsque le 

point A n'est pas ext6rieur au domaine (D ~ D.), on a 

(19) I ~V.(A) - -  , ( o )  1 < ~,; 

cela r6sulte des in6galit6s (17) et (13) ainsi que de ce que l'in6galiUt (IO)entraine 
l'in6galit6 (II). 

Voyons ce qui arrive lorsque le point A est ext6rieur au domaine ( D - - D . ) .  

Dans ce cas lo point A sera int6rieur h un domaine (T), d'un seul tenant, jouis- 

sant des propri6t6s suivantes: 

i ~ T o u t  point int6rieur h co domaine sera ext6rieur au domaine (D--D, , ) ,  
mais int6rieur au domaine (D) ainsi qu 'au cercle (2) do centre O et de rayon d,. 

2 ~ Tout point-fronti6re du domaine consid6r6 cera situ6 sur la fronti6re du 

domaine (Dn) ou sur ]a circonf6rence du cerele (2). 
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11 pourrait  se faire que tout point de la fronti~re du domaine (T) appart int  
k eelle du domaine (D.). 

domaine (T), on aurait  

D'ailleurs 

Dans ce cas, en tout point P situ6 sur la fronti~re du 

~,, (P) ~ qo (P). 

oP s ~,, 

en vertu de la d6finition du domaine (T). On aurait  done 

(20) I ~v. (p)  - ,f (o)  I < ~, 

pour toute position du point P sur la fronti~re du domaine (T); pour le reeon- 
nal t re  il n 'y  a qu'h se rappeler que l'in6galit6 (IO) entraine l'in6galit6 (1i). Or, 
h l ' intfrieur du domaine (T), la fonction ~Pn vSrifie l'~quation de Laplace. Par  

cons6quent, dans le cas consid6r6, l'in6galit6 (19) serait encore v6rifi6e. 
II nous reste k examiner lo cas off une partie (sa)de la fronti~re du domaine 

(T) serait form6e par des points situ6s sur la cireonf6renee du eerele (2). L'in6- 

galit6 (2o) pourrait  eesser d'6tro v6rifi6e sur (at), mais eIle subsistera 6videmment 
sur le reste (s2) do la fronti~ro du domaine (T). 

Pour estimer la quantit6 

I ~O~(P) - ~(O)l,  

dans le cas oh le point P se trouve sur (st), j 'observe que, pour routes les valeurs 
de l'indiee n e t  dans tout  le domaine (D), on a: 

en d~signant par a) une iimite sup6rieure de [9[. On aura done 

(2~) I ~v. (p)  - -  ~0(o)I=< 2 �9 

pour toute position du point P sur ]a partie (s,) de la fronti~re du domaine (T). 
Reportons-nous g l'6none6 de ]a condition (C) g laquelle le domaine (D) 

satisfait par hypoth~se et pla9ons en O le p61e d 'un systiime de eoordonn6es 
polaires (Q, 0). 11 sera toujours possible de ehoisir l 'axe d6fini par l '6quation 

0 ~ o  

de telle sorte que, pour toute position du point (•, 0) dans le domaine (T), la 
condition 

(22) 10l < -  

soit compatible avec celle de la continuit6 de l'angle 8 regard6 comme fonction 
des coordonn6es rectangulaires du point auquel cet angle se rapporte. 

A~a maJhematica. 34. Imprlm6 le 25 novembre 1910. 4 0  
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L'in6galit6 (22) d6finit 6videmment sans ambiguit6 une eertaine d6termination 

de l'angle O; ce sera eelle quo nous eonsid6rerons ~ l'exclusion de toute autre. 
D6signons par M le point (e, 0) et consid~rons los deux fonctions suivantes 

4 O. e~c~ + u 
3t~ 

q~,,(M)--~(O). 

A l'int6rieur du domaine (T), elles sont r6guli~rement harmoniques et, sur la 

fronti~re, la premiere est constamment sup6rieure g la valeur absolue de la se- 
conde. On aura donc 

I q,.(M)-- ~o(O) l < 4 ~ -0-~ e~ + t ' ,  

pour touto position du point M dans lo domaino (T). Faisons eoincider le point, 

M avee lo point A et reportons-nous aux in6galit6s (I4), (17)ot  (22). Nous 
trouverons 

(23) IO,(A)--~p(O)l  < (40  + i),u. 

En r~sum6 il est 6tabli que l'in6galit6 (17) entraine rune  au moins des 

in6galit~s (19) et (23); elle entralne done 6videmment l'in6galit6 (23) dans tous 
les eas et cela, pour toutes los valeurs de l'indiee n. Cela nous permet d'~crire: 

(24) I ~O~(A)-- ~(0)1 < (40 + i)~, 

pourvu quo l'in6galit6 (17) soit v~rifi6e. 

Los in6galit6s (23) et (24) donncnt:  

(25) [ q J , ( A ) -  qJ~(A) I < 2 (40  + i) ,- .  

Par  eons6quent nous arrivons g la conclusion suivante: l'in6galit6 (i7) en- 
t ralne l'in6galit6 (25) pour toutes les valeurs des indices n e t  m. 

Supposons quo l'on ait 

(26) { n > N  
m > N  

off la lettre N a la m6me signification qu'au second membre de l'in6galit6 (15). 
Dans co eas les fonetions ~t,n et q)m seront des fonetions r6guli~rement harmoni- 
quos dans toute l'6tendue du domaine (D (~)) et, par cons6quent i| en sera do 
m~mo de la diff6renee 

~V,(A) - -  tp= (A). 



Sur le Principe de Dirichlet. 315 

Or cette diff6rence v6rifie, comme nous venons de l'6tablir, l'in6galit6 (25) 

dans la portion ( D -  Dc~)) du domaine (D). Elle v6rifiera done cette in6galit6 

dans tout le domaine (D). 

Par  eons6quent nous avons la proposition suivante: si petit  que soit un 

nombre donn6 p,  diff6rent de z6ro et positif, il est possible de luf faire corres- 

pondre un entier positif N, tel que les in6galit6s (26) entralnent l'in6galit6 (25) 

pour toutes les positions du point A dans le domaine (D). 

Cela prouve que la suite (i) est uniform6ment convergente dans tout  le 

domaine (D) et que, d~s-lors, la limite de cette suite est une fonction U, r~gu- 

li~rement harmonique ~ l'int6rieur du domaine consider6, admet tant  les m~mes 

valeurs p6riph~riques que la fonction donn~e ~. Donc, comme nous l 'avions 

annonc6, la question plac6e en t6te de ce num6ro comporte une r6ponse affir- 

mative dans le cas oh le domaine (D) satisfait ~ la condition (C). 

Remarque. La d6monstration pr6c~dente de la convergence de la suite (I) 

repose, en ce qui eoncerne la nature des termes de cette suite, uniquement sur 

les hypotheses suivantes. 

I ~ Pour  toute  valeur de n la fonction ~ ,  est continue dans le domaine (D) 
et sur la fronti~re. 

2 ~ Dans la portion ( D -  D~) du domaine (D) on a 

~vn = ~ /n-x  ( n = I ,  2, 3 . . . .  ) 

et, ~ l'int6rieur du domaine (Dn), la fonction ~v~ satisfait k l '6quation de Laplace. 

Or, 6tant donn6 une fonetion continue a d6finie sur la fronti~re du domaine 

D, il est possible do former, ct cela d 'une infinit6 de mani~re une fonction ~v0, 

continue dans le domaine (D) et telle que ses valeurs p6riph6riques d6finissent 

une fonction identiquo ~ la fonction donn6e a. D'autre  part  ]e proe6d6 altern6 

de M. SCHWARZ permettra  de d6duire, du premier terme ~v 0 de la suite (I), chaeun 
des termes suivants. 

Done, les eonsid6rations expos6es dans ce num6ro constituent une d6mon~ 

stration g6n6rale, 6videmment tr~s simple, de la possibilit6 du  Probl~me de Di- 

richlet pour tout domaine v6rifiant la condition (C0. 

N ~ 15. Pour aehever d'61ucider les relations qui existent entre le Probl~me 
transform6, le Probl~me de Dirichlet et le Principe du m~me nom, il suffira de 

d6montrer le th6or~me suivant: lorsque dans l'ensemble (E) d6fini au N ~ 2 il 

-existe une fonction harmonique U, eette fonction v6rifie l '6quation (2) de l 'In- 
troduction. 

Pour  6tablir co th6or~me consid6rons dans l'ensemble ( E ) u n e  fonction 

quelconque ~ cela pros que  l'int6grale A (]) air un sens. D'apr~s le th6or~me qui 
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termine le N ~ I3, la fonction U sera une solution du Problbme trandorm6 pour 
le domaino (D) et par rapport  /L la fonction [. Nous aurons done 

B (/, h) = B (u, h) 

pour toute fonction h, r~guli6rement harmonique dans (D) et telle que l'int~grale 

A (h) soit finie. Done, en partieulier, on aura: 

B (1, u) = B (u, u) = a (u). 

II rSsulte de !~ que Yon a: 

.4  ( l  - -  u )  = ,4  ( I )  - -  A ( u ) .  

Par eons6quent 

q) > .4  (u), 

moins que la fonction / ne se confonde avecla fonction u. Le th6or~me est 

done 6tabli. 
Les principaux r6sultats do co travail peuvent 6tre r6sum6s ainsi: pour tout  

domaine born6, quarrable et v6rifiant la condition (C) du num6ro pr6e6dent, le 
Probl6me de Dirichlet est toujours possible et le Principe de Dirichlet est exact. 

I1 est g peine utile d 'ajouter que la m6thode des rayons-veeteurs r6eiproques 
permet do conclure, de ce qui pr6c6de, la possibilit6 du Probl6me do Diriehlet 

pour tout  domaine non born6, pouvant  6tre regard6 eomme l'inverse d 'un do- 

maine remplissant les conditions 6nonc6es tout  s l'heure. 

Cracovie le 5 Juin I9o8. 

Note. Depuis la r6daction de ce m6moirc, j'ai consid~rablement compl~t~ 
mes id6es sur la question; je les ai expos6es, pour trois dimensions, dans le 
m6moire Sur le principe du minimum (Bulletin de l'Acad~mie de Cracovie, 
Juillet 1909). 

Cracovie le 29 Avril 1910. 

T 


