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UBER PFAFFSCHE AGGREGATE.
Yo~
E. NETTO

in GIESSEN.

Am Schlusse einer Arbeit »iiber orthogonale Substitutionen» habe ich eine
Bemerkung KrRONECKER’s mitgeteilt (Acta mathematica 9, S. 299) dahingehend, dass
noch kein Beweis dafiir erbracht sei, dass jede orthogonale Determinante durch
die CavrLeY’sche Bildungsvorschrift erreichbar ist. Andere man z. B. in einer,
nach dem CayLEY’schen Verfabren hergestellten orthogonalen Determinante B die
Vorzeichen der Elemente einer graden Anzahl von Zeilen, so erhalte man eine
neue orthogonale Determinante B', die sich nicht nach der Cayrey’schen Dar-
stellungs-Vorschrift bilden lasse.

Die KroNECKERsche allgemeine Bemerkung gilt noch heute; das angefiibrte
Beispiel ist dagegen nicht stichhaltig. In der Tat werde ich im Folgenden eine
Methode entwickeln, durch die auch B nach CavyLeY’s Vorschrift dargestellt
werden kann. Diese Methode stiitzt sich auf die Eigenschaften der PrAFF’schen
Aggregate, d. h. der Quadratwurzeln aus schief-symmetrischen Determinanten,
die bisher nicht beachtet zu sein scheinen. Natiirlich reicht es aus, die Zeichen-
inderungen in zwei Zeilen von B vorzunehmen, und zwar kionnen dabei die beiden
ersten Zeilen von B benutzt werden. Die folgende Untersuchung behandelt und
erledigt also die Frage: aus einer schiefen Determinante A ist nach der CAYLEY-
schen Methode eine orthogonale Determinante B hergeleitet worden; welche
Determinante 4' muss an die Stelle von 4 treten, damit die aus ihr nach der
gleichen Methode hergestellte orthogonale Determinante B' aus B durch Anderung
der Vorzeichen der Elemente der beiden ersten Zeilen von B hervorgeht?

Zwischen den n® Gréssen a;; (¢,k=1,2,3,...n) sollen die Beziehungen
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(1) air +ari=o0 (1K),

By =gy =gy =...=0Opp=0
stattfinden, wobel w eine willkiirliche Grisse bedeutet. Die Determinante
| aixl

ist eine schiefe; fiir w = o ins besondere eine schief-symmelrische; also fiir w=o
und ein ungrades n gleich Null, fiir w= o0 und ein grades » gleich einem Qua-
drate. Mit der zweiten Wurzel aus einem solchen Quadrate, die wir nach passender
Bestimmung des Vorzeichens als Pfaffsches Agyregat bezeichnen, wollen wir uns
eingehender beschiftigen.

Wir setzen n = 2m und schreiben das Pfaffsche Aggregat m** Ordnung

(2) (1,2,3,4,...,2m—TI,2m).
Fiir seine Bildung setzen wir folgendes fest. Das Glied

(3) + a8y ...0m1,2m,

das wir als Hauptglied bezeichnen, dient zur Ableitung der weiteren Glieder: Man
hilt im Hauptgliede die ersten (2m -—3) Indizes fest und verschiebt die letzten
drei zweimal zyklisch. Die Resultate

Ay .. .02m—3,2m—1A2m,2m—2; @y3 .. .02m—3,2m A2m—2,2m—1

gehoren, mit dem Pluszeichen versehen, zu den Gliedern von (z). In jedem der
jetzt vorhandenen drei Glieder hilt man die ersten (zm— 5) Indizes fest und ver-
schiebt die letzten fiinf je viermal zyklisch, so erhilt man 12 neue Glieder von (z).
In jedem der nun vorhandenen 15 hilt man die ersten (2m —7) Indizes fest und
verschiebt die letzten 7 je sechsmal zyklisch u. s. w. bis endlich nur der erste
Index fest bleibt und die folgenden (z2m — 1) zyklisch verschoben werden. So
erhilt man die 3.5.7...(2m—1) Glieder von (2); alle sind unter einander ver-
schieden. In jedem dieser Summanden tritt jeder der z m Indizes einmal und nur
einmal auf. Jeder dieser Summanden kann durch Umstellung der Faktoren a;;
in mannigfaltige Formen gebracht werden, ndmlich in m! Ausserdem kann jedes
eintretende a;; durch (—ay:) ersetzt werden; das gibt firr die m Faktoren 2m
Formen; zusammen also m!2m. Wie es sein muss ist

(m!2m)(3.5.7...2m—1)= (2m)!
Ist umgekehrt ein Produkt gegeben aus m Faktoren a;j

Ao ys ... Auy,
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in dem die Indizes «,8,7,...u, v eine Permutation von 1,2, 3, ..., 2m sind, so
kommt dies mit richtigem Vorzeichen versehene Produkt in (2) vor. Das Vorzeichen

wird durch
(_ I)[a,ﬂ, [ TR |

bestimmt, wobei [«,8,7,d,..., i, »] die Anzahl der Inversionen angibt, die in der
Anordnung «,8,y,...,» auftreten. Das erkennt man, wenn man bedenkt, dass
eine Zirkularverschiebung einer ungraden Anzahl von Elementen die Anzahl der
Inversionen um eine grade Zahl dndert; dass fiir Umstellungen der a das Gleiche
gilt, da durch eine Transposition der @ zwei Transpositionen der Indizes hervor-
gerufen werden; endlich, dass die Verwandlung von a;; in (— az;) die Anzahl der
Inversionen um eine ungrade Anzahl éndert.

Nimmt man unter den Elementen der Klammer (2) eine Transposition vor,
dann geht der Wert in den entgegengesetzt gleichen iiber

(4) (1,2,...7...k...,2m)=—(1,2,...k...5...,2m).

Dies zeigt, dass jede grade Substitution der Indizes (2) in sich selbst, jede un-
grade in den entgegengesetzt gleichen Wert umwandelt. (2) ist also eine alter-
nierende Funktion.

Fiir (2) ist die Reduktionsformel

) (1,2,3,4...2m)=a;,(3,4,...2m) + @3(4,5,...2m,2) + a,,(5,...2m, 2, 3)

(5
+rdaem(2,3,...,2m—1)

bekannt; wir fiigen die folgenden dazu

VHGs e KD grene m-—1I
(6) (2")(-—1)[”2 "3 2o "2"'](1,%2,%3...ng)(X2g+1,...xgm)=(9_2)(1,2,3,...zm),

(%2<}13<...<%29; 1o 41< M0 42< ... < Aapm),

wo die Summe auf alle Systeme der #, =2, 3,4, ...2m erstreckt wird, die den
Ungleichheitsbedingungen der letzten Zeile von (6) geniigen.

Das Prarr’sche Aggregat (2) vereinfacht sich, wenn Gleichheiten unter den
Elementen eintreten, die sich durch Gleichheiten unter den Indizes charakterisieren.

So wird
(1,2,3,4) =0y Gy + Q13 @y + Gy Gy,
(r,1,3,4) =0y Qg + (3158 + @y a) = @y, a5, + a5 (0, + ay,) = ayy gy,

(I’ 1,34, 5’6)=a11 (31 4,5, 6),
(r,1,3,...,8) =a,(3,4,5,6,7,8)

und allgemein
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(1,1,3,4,...2m) =a,,.(3,4,...2m),
(7) (1,1,3,3,5,-..2M)=0a,, Ay . (5,6, ...2m),

Werden in (2) das i und das k** Element einander gleich, dann ist der Wert des
Aggregates ‘

(—x)itk=Nr1,2,...0—1,041,...k—1,k+1,...2m)a.
Fiir das Folgende wollen wir der Analogie halber
a;ir= (k)
setzen. Dann wird die schiefe n-reihige Determinante nach Potenzen von w ent-
wickelt
(8) A=lair]=0"+ 0"~ 23(ik)? + 0"~ 43 (tkim)® + 0"~ 83 (ikimno)® + ---,
wobei die Summen sich auf alle wohlgeordneten Kombinationen zweiter, vierter,
sechster, . .. Klasse der Elemente 1,2,3,...%n—1,n beziehen. Diese Formel ist
bekannt und leicht abzuleiten. Bedeutet A4;; die Adjunkte von a;x in 4, so folgt
Ay ="~ 2(gh) — w33 (gi) (hi) + w43 (ik) (ghik)
(9) — w53 (gikl)(hikl) + 0= 3 (iklm)(ghikim) (g=h)

wobei die Summen sich auf 7, k, I, m, . .. beziehen, die als wohlgeordnete Kombina-
tionen erster, zweiter, dritter, vierter, ... Klasse der Wertereihe

1,2,3,.-.g—1,g+1,...h—1,h+1,...0

entnommen sind. Der Beweis der Formel (g) ist mit Schwierigkeiten verbunden.
Die Erginzung von (g) durch die Entwickelung von A,, ist einfach, da 4,, wie
A eine schiefe Determinante ist.
Wir machen nun folgende Substitution: An die Stelle jedes a;; setzen wir
(129k) I

(10) ——w—=—a(a“ @ik + Q1iQxz + A1z G24)

und bezeichnen dies durch
(11) S (ik);

und eben so bedeute das, einer Funktion der a vorgesetzte S, dass in dieser Funk-
tion jedes a,s durch S («f) zu ersetzen ist. Dabei wird 7 — k = 2 ausgeschlossen;
die Bedeutung von S (22) soll sofort festgesetzt werden. Man hat nach (10)
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S (¢7) =—£(a12 @i + @1 iz + 015 A2).
Ist ¢ = 2, dann zerstéren sich die beiden letzten Summauden der Klammer wegen
(1), und man hat wegen des zweiten Teils von (1)
(12) S (w) =8 (37) = —a,, = — (12).

Wir lassen (12) auch fiir ¢=2 gelten, trotzdem dabei a;; + as; nicht Null ist.
Weiter wird

S(x7) = —:T)(an i+ @y Fiz + 05 ay) = —0G2=az; (i 1)
(13) L
S(zz‘)=-—-a(a,2a2,~+a12a;2 + aia,)=—a; (v = 2).

Wendet man 8 auf (¢kIm) an, so findet man

(14) 8 (3 kim) =%(Izilclm)
und daraus mit Hiilfe von (7)

S(1klm) = %-;- (121 kim) = —ﬁf(aklm),

(x5) S(zklm):%‘;’(122klm)= + %—’(Iklm),

S(z2lm) = —a,, Gm.
In der gleichen Weise ergibt sich

8 (i kimno) =—232 (12iklmno),
8(1klmno) = + % (2klmno),

S (2kImno) =—%—; (1klmno),

8(12lmno) = +“T;-= (Imno),

(16) e e
" —
86,4y o) = (— 1) B0 (124,14, .. am),
.. a1l
S(x1%;...%m) = (—1)™! w,‘n’:i(zzzz,...zgm),
a1

8(2¢,...00m) = (—1)™

dn_l(lizis'--i2m)»
.. amt . .
S(Izz,...zgm)——-(——x)”'—‘w,‘,f 5 (5 Ty . 2m).

Acta mathematica. 34, Imprimé le 11 aolt 1910 317
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Es verdient bemerkt zu werden, dass die Substitution S von der Ordnung 4 ist;
in der Tat hat man
S A = S (S a,'k) = — ik

St aip == a.

Diese Formeln setzen uns in den Stand, die Einwirkung der Substitution §
auf die schiefe Determinante A und auf die Adjunkten A4;; ihrer Elemente ai
zu bestimmen. Dabei reicht es aus, den Verlauf der Rechnung an einigen Bei-
spielen zun zeigen. Es sei n =6, dann wird

S8(4) =8[w® + o ((12)+ (13)* + (x4)2 + -+ + (2302 + (24)* + .- +(34)° + -~ + (56)?)
+ (12344 (1345)° + - + (2345 + - + (3456)%) + (123456)°]
= (P + (20 0 (23) ()t o (13 (g + T2 (2900)

w?

o (g CRLBSY Vs i rzaest)
+(12)*(32456_)f
w

und ahnlich

S(4,,) = S[w*(12) — w*((13) (23) + - - + (16) (26)) + w* ((34) (1234) + -+ + (56} (1256))
— w((1345)(2345) + -+ (1456) (2456)) +(3456) (123456)]

= (21)*w — (21)% (— (23) (x3) —--- —(26) (16)) +
+ (an)t (239 1) (39) 4+ 238 22) 56)
~(21)(——(?9(2345)(1345)—-~— wg) (2456)(r456))+(w2
— ((‘ZL))SAW;
w

8(4,,) = S[w*(34) — 0*((32) (41) + (32) (42) + (35) (45) + (36) (46))
+ w¥((12)(3412)+(15)(3415)+(16)(3416)+(25)(3425) +(26)(3426) +(56)(3456))
—w((3125)(4125)+(3126) (4126)+(3156)(4156)+(3256) (4256))
+(1256)(341256)]

— — @ 23— (a0 ((23) (24) + (13) (20 41235 (245)
(x

(1236)(\1246))

2 (26) (23.46) —

%2) (15) (1345)— 22 (:6) (13.46) — 3

+(21)2(—w(12)(34) (12 )(25)(2345)

_(z2) (1256)(123456))
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~(a1) ((m)s (35) (45) +(12)*(36) (46) + 22
+%(xss6)(r4s6) — 28 (56) (3456)

(2356)(2456) +

+ ((271))3;434.
Allgemein erhélt man bei einer n-reihigen schiefen Determinante 4
sy = ()"
,k)=—( ) A, (t=1,2; k=1,2,3,...m; i#k)
(17) /S(A = ((ZI) Air, (t=3,4,...m k=1,2,...1m; i=k)
S(A”)——( ) SLIT)A—AM], (t1=1,2)
)= (2 )"“3 (i=3.4,...1).

Mit Hilfe von 4 stellt CaAYLEY die orthogonale Determinante des Wertes + 1 her

B=|b,:k| (i,k==1,z,...n),

wobei
b'kzzwAik (¢, k=1,2,...n;15%k)
2 A ? 9 Ly 1 ]
20 A;; .
bii = 1 I (t=1,2,...m).

Bilden wir nun
S(B) =|8 (ba)| =|b"],

so finden wir vermittels der Formeln (17)

b’il;:= ZSQ:S,‘S;:;@= +z2a ((:JI)) A = 4 by, (4-fiiri=3, 4, ...n; —firi=1, 2);

b'si = %@—I=zazl[:~u~—%“]-((zlr))—1 (fiirs =1, 2)
=I-—z%=-—b",

b’u=2'M(f£’Q — I =20, ((:’I))‘i”—x =by;, (fiirei=3,4,...0).

Man hat also
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‘S(B)""" _bu“"bn~--“bln
—by —b,,...—ben
by by... bamls

........

d. h. § wandelt in B nur die Vorzeichen der Elemente in den beiden ersten Zeilen
in die entgegengesetzen um. Damit ist der in der Einleitung behauptete Satz

bewiesen. —

Wir konnen unsere Bezeichnungen nach der Richtung hin erweitern, dass

wir die Substitution, die jedes a;; in

(18) _ QapQik + @i Gxg + Aox Agi
@

umwandelt, mit

(x9) Sag (asw)

bezeichnen, so dass unsere bisher benutzte Substitution (10), (11)
S (ai) = 81,2 (aix)

zu setzen ist. Man findet dann als Kompositions-Resultat

A, Ak + A1 G + Tix Do
S3,4(S1,20ix) = — S3,4 o

_ L[a94a12+ e .a‘q“a‘.k_*_ - +a3‘ah-+ P .a34ak2+ . .+an4alk+ .. .'a34a2i+ e
(20) a,, —w —w —w —w —w —w
_i[au(msuk)]
a,, w®
12341k
= (———3—‘:——) = 81,2 (S aix).
w
Setzt man zwei von den Indizes der 8 einander gleich, so entsteht nach (7)
(20 Sua(Saao) — (22208 _(13i8)

Vergleicht man (20) mit (14), so ergibt sich

S  k
S (85,4 a)= 1213410

12

und shnliche Bezichungen folgen fiir die weiteren Kompositionen mehrerer Su;.

Giessen, Januar 19ro0.




