
DIVERGENZCHARACTERE GEWISSER DIRICHLET'SCHER 
REIHEN. 

YON 

KONR~D KNOPP 

in  NAGASAKI. 

[n seiner Arbeit ~Uber den Divergenzcharacter gewisser Potenzreihem~ 1 hat  

Herr  PRINGSHEIM iiber das Verhal~en yon Potenzreihen bei der Ann~herung an 

die Konvergenzgrenze sehr weitgehende Siitze bewiesen, die es bisher erst zum 

kleinen Teil auf Diriehlet'sche Reihen zu iibertragen gelungen ist. Es ist das 

Ziel der vorliegenden Arbeit, diese ~bertragung - - i m  Wesentlichen unter  Bei- 

behaltung der Pringsheim'schen M e t h o d e n -  fiir die haupts~chlichsten seiner 
Resultate durehzufiihren. 

Es seien 
w I. 

C~ 

und 

zwei Diriohlet'sche Reihen mit der Grenzgeraden 

RCx) 

und zwar mSge die Reihe (i) fiir z = ~ konvergieren, wiihrend die Reihe (2) in 

der Weise divergieren sell, dass, 

i Acta mathematica, Bd. XXVIII (I9O4), S. I03o. 
Die Annahme ~ ~ o bedeutet keine sachliche Einschritnkung, erweist sich aber im Fol- 

genden als vorteilhaft. 
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d , - - - - J , +  J ; r  

gesetzt, wenigstens eine der Reihen 

und ~ J ' ~  

naeh + ~ o d e r -  ~ divergiert. 

Dann hat Herr CAHEN I als Analogon zu dem entsprechenden Abel'schen 

Grenzwertsatz fiber Potenzreihen bekanntlich bewiesen, dass 

ii,~ ffi - (3) , - ~  . ~ ~ , ~  

ist, wenn r durch reelle Werte abnehmend, sieh dem Werte ~ n~hert. Von die- 

sem Satz gilt die leicht beweisbare t Umkehrung, dass 

lim ~ + oo (4) 

wenn ~ eine Reihe der Art  (2) bezeichnet, und s i e b  ebenso wie bei (3) dem 

Werte 2 nghert. 
Herr CAHEN hat  nun ferner gezeigt 1 und es sell weiter unten yon neuem bewie- 

sen werden, dass bei dem Satze (3) die Anniiherung l~ngs der reellen Achse an den 

Punkt  Z keinen wesentlichen Teil des Satzes ausmaeht, wie dies in entspreehender 

Weise ffir Potenzreihen yon STOLZ S bewiesen worden ist. Vielmehr bleibt die Be- 

ziehung (3) bestehen, wenn sieh die Variable auf einem beliebigen Wege dem Werte 

Z n~hert, wofern dieser Weg nut  ganz in einem veto Punkte 2 ausgehenden Win- 

kelraume liegt, dessert Schenkel je einen spitzen Winkel q% mit der positiven 

Richtung der Axe des Reellen bilden. Eine AnnKherung in diesem Winkelraume, 

den wir kurz den Winkelraum J nennen woUen, au die Stelle Z soil im Folgen- 

den durch 
lira x ~ ~t ( 5 )  

im Gegensatz zu der l~tngs der reellen Achse erfolgenden Ann~herung 

I Sur la fonction ~(s) de RIE~S et sur des fonctions analogues [Annales scientifiques de 
l']~cole Normale sup~rieure, S~r. III, Bd. XI (1894), S. 75--I64], S, 86--87. 

KI~oPP, Grenzwerte yon Reihen bei der Ann~herung an die Konvergenzgrenze [Inaugu- 
ral-Dissertation, Berlin (I9o7) , S. I--5o], S. 39~4o. 

a Beweis einiger S~tze fiber Potenzreihen [Zeitschrift ffir Mathematik und Physik, Bd. 
XX (i875), S. 369--376]. 
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bezeiehnet werden. 
Satz 

167 

lira r = 

Es liisst sich also, wie gesagt, neben (3) der weitergehende 

lira ~-~ = ~ }2 (5) 

beweisen. Bei der Umkehrung (4) dieses Satzes liegt es indessen anders; bier 
bildet die Ann~iherung lira O = ;~ einen wesentlichen Bestandteil des Satzes, selbst 
wenn man die Koeffizienten dr s~imtlieh positiv voraussetzt. Die folgende dem 

Pringsheim'sehen Beispiel naehgebildete Reihe mag dies erl~iutern: 
Aus 

I ~(~ + x ) = ~  + 2-~-+~ + . . .  + - ~ ; +  ... 

b i l d e  ieh die Funktion 

(X) --~ e ~(1+~1 ~ e ~ 1 ~ 1 + x ,  

~ ( ~ )  
wo ~ (v) die Anzahl aller Teiler yon v bezeichnet. Die Reihe a , ~  ist bekannt- 

lich fiir R(x)> o konvergent, und es ist daher aueh die Dirichlet'sche Reihe, 
in die sieh ~0(x) entwickeln liisst, n~mlieh 

~(x)=e ~+ ~ - r ~ + " ' + ~ + " "  +~., 2-~z+"" +""  

[ ] = e  +2-r  + 3-r  + + . . .  

im Gebiet R (x)> o konvergent. Die Reihe hat iiberdies nur  positive Koeffizien- 
ten und muss fiir x = o in eine divergente Reihe fibergehen, da gem~iss der De- 
finition yon ~ (x) 

lim ~0 (Q)= + oo 
0--0 

ist, was der im Falle der Konvergenz der ebengen~nnten Reihe stattfindenden 

Beziohung (3) widerspreehen wiirde. Trotzdem aber hat die Funktion ~(x) bei 
gewissen Anniiherungen an die Stelle o innerhalb des Winkelraumes J einen end- 

lichen Grenzwert, wie sieh folgendermassen zeigen liisst: 
~*(I + x) gestattet  bekanntlieh die Darstellung 
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wo h (x) eine in der Umgebung yon x----o reguliire Funktion bezeichnet, die im 

Punkte  x = o den Weft  i hat. Bei der Ann~herung an die Stelle o verh~lt sich 

daher die Funktion ~(x) genau so wie die Funkt ion 

Setzt man nun 

so ist 

und folglich 

1 

x ~ J (cos ~ + i sin ~) 

I I 
x~ = ~-i (cos 2 ~ - -  i sin 2 ~) 

hat  man nach (4) wegen der Divergenz yon 7- 

divergiert. Denn wegen 

N~hert man sich also der Stelle x ~ o auf einem Strahle, der mit der Achse des 

Positiv-Reellen einen zwischen ~ und -~ gelegenen Winkel einschliesst, So niihert 
4 2 

sich 
1 

und also auch ~ (x) dem Werte o. - -  

Will man also den Satz (4) im Sinne der Gleichung (6) erweitern, so wird 

man den Koeffizienten d, gewisse Beschriinkungen auferlegen miissen. Solche 

Beschr~nkung wiirde etwa die Annahme 

fiir alle im Winkelraum d hinreichend nahe an ~t gelegenen Werte yon x sein, 

wofern gleichzeitig die Reihe 



Divergenzcharactere gewisser Dirichlet'scher Reihen. 169 

lim = lira ~ = + ~ .  
x--2 O--g 

Gleiehzeitig mit dem Nenner muss dann aber wegen der Annahme (7) auch der 

Zghler unendlieh werden, d. h. man hat auch 

lim ----- + oo. 

Im Anschluss an Herrn PRINOSHEIM, will icb yon einer Dirichlet'schen 

Reihe ... ~ die der Bedingung (7) genfigt und ffir die ~ divergiert, sagen, 

sie ginge bei x = 4  gleichmdssig zur Divergenz fiber, oder kurz, sie divergiere 
gleichmdssig bei x = ;t. Es gilt dann also der Satz: 

Satz I. ~)Wenn ~ bei x----~, gleichm~issig divergiert, so ist neben 

| d ~ ,  

auch 

Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun leieht, einen Satz zu beweisen, der ffir 

Potenzreihen zuerst in der genannten Arbeit des Herrn PRINGSHEIM und der fiir 

Dirichlet'sche Reihen und die reelle Anngherung lim Q = ~  yon mir bewiesen 

wurde. 1 Aus diesem Satze lassen sieh dann eine Reihe yon Analogien zu Sgtzen 

fiber Potenzreihen herleiten. 

Satz I I .  >>Sind zwei Dirichlet'sche Reihen mit der Grenzgeraden R ( x ) ~  
vorgelegt 

~ a ~  ~ d ~  
7 '  und v%, (9) 

v=l  "-'=1 

deren zweite bei x = ~ in dem Sinne der eben aufgestellten Definition gleieh- 

m~issig divergiert, und hat  man 

a n  ~m ~ = g ,  (IO) 

so ist auch 

1 1. c.) S. 38~41. 
Acta mathematiea. 34. Imprim6 le ~ mai 1910. 2~ 
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lim ~=~ g, (g beliebig) 
=-~t ~ d ~ ,  

(zi)  

und,  falls g # o, so d ivergier t  aueh die Reihe  ~a., ,  bei x =  Z gleichmiissig, d. h. 
a , ~  ~ , x  

es exis t ier t  ein fl > o, so dass 

~' =>t~ > 0 (I2) 

fiir alM hinre ichend nahe  an 2 gelegenen Wer te  x des Raumes  z/.,> 

Beweis: Ieh  setze 

so dass 

und  

ist. Dann  ha t  man :  

a n  

l lm ~ , ~ o  
i ttl Qo 

an = g d .  + , , ,  d,, 

oder  

~ a~ ~ d,, ~=g" ~ + ~ ~d~r ~ 

r - - n + l  

a,_. g--< 

,,,_, ~'~ I~I 

Wiihle ich nun  hierin n so gross, dass fiir alle v > n 

wird, wo e eine beliebige posi t ive GrSsse ist, und dann  x so dicht  an /t (inner- 

halb d) ,  dass aueh 
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< e  

ist, - -  was wegen (8) s te ts  mSglieh ist - - ,  so wird auch 

~ a,~ 

' r '~ l  

~ d~, 
- - - - g  < e +  e - - - -  ~ 1  

I~.1~. 
oder  wegen der  Annahme  (7): 

<.(.+:) 
ffir alle in dieser N~he yon  Z gelegenen Wer t e  yon  x. Dies besagt  aber,  dass 

lira ~'-~ g 

i s t .  - -  

Dass nun,  im Fal |e  g ~  o, die Reihe ~ a ~  ~-~ ebenfalls bei 

divergier t ,  lgsst sieh folgendermassen einsehen: 

Wegen  a~ = g d~ + ~,,d~, hat  man  

(if) 

x = Z gleiehmiissig 

und  

I~,"~1 I~1 I~,'~l I ~'~1 
a~ < + 

I~-I~"' ~1 ~" ~''~'' I..~l 
Denke  ich mir nun  diese beiden Ungleiehungen durch  e inander  dividier t  und  dann  

den Quot ien ten  auf  der  rechten  Seite in Z/ihler und Nenner  durch 
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gehoben, so erb~lte ich einen Ausdruck yon der Form 

a - - A - - B  > 

wo A ,  B ,  W, B r GrSssen sind, die dureh geeignete Wahl yon n und passende 
Besehri~nkung yon x, wie oben, beliebig klein gemaeht werden k6nnen. Ieh habe 

also sieher far eine hinreichend kleine Umgebung yon Z (innerhalb ~):  

> > o (i2) 
~ a , v  

w. z. b. w. 

Aus diesem Satze l~isst sieh nun eine Reihe yon S~itzen folgern, die im Falle 

reeller Ann~iherung und reeller Koeffizienten zum Tell schon bekannt  und fiir die 

Ann~herung dutch komplexe Werte neuerdings zum Tell yon Herrn SCHNV.~. 1 auf 

Grund ganz anders gearteter Betraehtungen bewiesen worden sind. Bevor wir 

indessen hierzu iibergehen, soll der Satz II  noch naeh einer Riehtung bin erweitert 

werden, die seine Anwendung wesentlieh erleichtert. Ieh behaupte n~imlich, dass 

der Satz II  giiltig bleibt, wenn man (unter sonst gleiehen Voraussetznngen)stat t  
der Anna,hme 

an  lim ~- ~ g (IO) 
n ~  oo 

die allgemeinere 

setzt, zu deren Erfiilltsein die 

nicht notwendig ist. - -  

lim a~ + a2 + ... + a,, 
~_| d, + d2 + + d~ = g  (~3) 

vorige im Allgemeinen * zwar hinreichend aber 

i Ueber  irregulitre Potenzre ihen und Dir ichlet ' sche Reihen [Inaugural-Dissertation, Ber- 
lin (x9o8), S. 1--80], S. 29"--59. 

' Den Schluss yon (1o) auf (I3) dar /  man stets dann machen,  wenn ? I d o l  in der Weise 
divergiert ,  dass doch 

Id, + &, + . . - +  d , I  
Id, l + l r  

fiir alle n oberhalb einer positiven Zahl bleibt, -- sicher also wenn die d v positiv sind und ~ d r 
divergiert. 
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Fiir R(z)> ~ gilt bekanntlich die Transformation 
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W O  

~ =  D~ ( , , + ~ ,  

D~=d, + dl+."+d~ 

gesetzt ist. Hierfiir kann man dann aueh schreiben: 

v ~ l  v--1 

D,r_  =,(,+,) ] 
v = D '  2 ! v  I + " "  

'Y--1 

D~, [ z ( z + I  (x + z) (z + 2) + . , .)] 
= x  ~ i - - -  v 2! 3 ' r  ' 

wo die im Innern stehende Reihe fiir a l ] e v  > z und alle in Betraeht  kommenden  
Werte yon x gleiehm~ssig konvergiert.  Ieh kann daher setzen: 

v=l v = l  

wo die Or (und gleich hernach die 0'~ und 0"~) Zahlen bedeuten, deren Betr~ige 
fiir a l l e v  und alle in Betracht  kommenden Lagen yon x unterhalb einer end- 
lichen Schranke bleiben. Analog gilt ffir R (x)> ~ die Transformation 

W O  

~tx - -  X .  (,5) 

A~=a,+a2-k...-t-a~ 

gesetzt ist. Man hat  daher 

~d~ ~ D~ 
v--I v=l ~=I 

wo rechts der gemeinsame Faktor  x unterdri ickt  ist. 
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Geht  man  in dieser Gleichung zur Grenze Iim x ~ )~ fiber, so bleibt  der  zweite 

Summand  in Z~hler und Nenner  endl ieh;  der  erste  S u m m an d  des Nenners  dage- 

gen. wird seinem Bet rage  nach unendlieh,  wie m an  dies am einfachsten aus (i4) 

erkennt ,  indem man  dor t  zur  Grenze lira x = 2 iibergeht.  Denn  wiirde 

un te rha lb  einer endl iehen Sehranke  bleiben, so wfirde dies aueh mi t  der  reeh ten  

Seite yon  (14) der  Fall  sein, wiihrend doch  die linke Seite den Vorausse tzungen 

gemiiss unendi ich wird. Daher  ha t  man:  

~ a_ ~ ~ A,, 
V.~ ~1+~ 

lira ~=~ = l i r a  ~=~ 
~-~ ~ d~_ ~-z ~ D~ ' 

~x ~l+x 

(~6) 

wofern der rechte  Grenzwer t  vorhander~ ist. Ist  nun  aber  

A n  
lim ~ ~ g ,  
fl~oo 

so folgte naeh Satz I I  sofort  

und also auch 

- -  wenn nur  die Re ihe  

~ A~ 
~l+x 

lira ~ t  

~.l+x 

lim ~=l 

v--i 

bei x = ~ gleiehmiissig divergiert .  

miissigen Divergenz yon  ~ boi 

dermassen : 

lim A,, 
n~oo On 

- - - -  = l i m a t  + a2 + . . .  + a ~  
,~-| dt + d2 + + d,~' 

~l+x 

Dass dies aber  un te r  der  Annahme  dor gleich- 

x = ~ s te ts  der  Fall  ist, e rkenn t  m an  folgen- 
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Nach (I4) ist 

;+_, ++: + ,,+':,. ++:I  
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und entspreehend, indem man 

setzt: 

also ist: 

Id, I + Idol + ... + Id+l---- ,++ 

'v=l ~,~ = v~ l  ~ = R ( z )  VI..I_+R(x ) + R ( x )  V2.,I.RCx} 
'~'~] "+'+ I 

i~,1 R(x) ~ d= ~ ~ " ~  
~,I+'~I +"+-"+<+--+---+ + ~R(=--~ 

Da nun der Voraussetzung nach dieser Wert  stets 

> a > o  

bleibt, da ferner bei der Ann~iherung der GrSsse x an die Stelle E der erste Sum- 

mand in ZKhler und Nenner der rechten Seite unendlich wird, wKhrend die zwei- 

ten Summanden bei diesem Grenziibergang unterhalb einer endliehen Schranke 
bleiben und da endlich auch stets 

Ixl 
R(x) 

unterhalb einer dureh die 0ffnung des Winkelraums d fixierten Konstanten  

ko i liegt, so existiert eine positive Zahl a' derart, dass fiir alle x einer 
cos ~o 

hinreiehend kleinen Umgebung yon ~ innerhalb J stets 

I•D,I ~d>o 

f l  + R  (x) 

bleibt. Nun ist aber 
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also aueh 

d. h. auch die Reihe 

[ ~ D, 

>a' >o 

divergiert gleichm~issig bei x = 2, wie behauptet.  Damit ist dann der folgende 

Satz vollsts bewiesen: 

I l l .  ~)Sind ~ a ~  und ~ _ ~  zwei Dirichlet'sche Reihen mit der Grenz- ~atz 

geraden R(x )~  ~>~o, deren zweite bei x = ~, gleichmKssig divergiert, so ist 

lim ~'* __=lima, + a2 + ... + a, 
,.| ~, + d, + + d,' 

(~s) 

wofern der rechtsstehende Grenzwert existiert und x sich innerhalb A dem Wert  

n~hert.a - -  
Setzt man, in derselben Richtung weitergehend 

und allgemein 

A, + A, + ... + A~= A'~ 

D, + D2 + "'" + D~ ----- D'~ , 

D~-~) + D~-~) + + D~-') n(~) 

so folgt dureh wiederholte Anwendung der Beziehung (i6) 

lim ~ '  = lim t~ = lira A~ 
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wofern fiir einen bestimmten Wert  yon 7 der letzte Grenzwert existiert. Es ist 
aber im allgemeinen die Voraussetzung der Existenz von 

A~ 
lira 

umfassender als die Voraussetzung der Existenz yon 

lim D~_I ~ , 

da man zwar (ira Allgemeinen ~) yon dem ]etzteren Grenzwert mit Hilfe des be- 
kannten Cauehy-Stolz'sehen Grenzwertsatzes auf die Existenz des ersteren, aber 

nieht umgekehrt  schliessen kann. 

Folgende Bemerkung 

setzung 

mag hier Platz finden: 

a n  lira ~- = g 
~MO0 

Im Satz II  hat  die Voraus- 

offenbnr die Tatsache zur Folge, dass die Reihe 

az (2o) 

dieselbe Grenzgerade hat  wie die Reihe 

2d~ (21) 

so dass es dort  geniigt h•tte, nur fiber die Grenzgerade dieser letzten Reiho 
etwas vorauszusetzen. Dasselbe gilt aueh fiir den Satz III.  Ist n/imlieh 

a, + a 2 + . . . + a n  A~ 
lira d, 4 d2 + + d~ = lim ~ = g, 

so ist 

log I A~ ~ < lim sup log I D .  I 
li | logn  = n-~ logn  

d . h .  ~ ~ konvergiert mindestens (und fails g ~ o ist, sogar genau)in demselben 

Gebiet wie ~,d~.  Anders liegt es aber bei der Erweiterung (19). Ist z. B. 

x S. F u s s n o t e  2 S. I72. 

.4c~a mathematica. 34. Impr im6 le 27 mai  1910. 23 
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limA~ + A2 + - . .  + A~ 
.-| D1 + D2 + + ~ = g' (2z) 

so braueht die Reihe (2o) doeh nicht dieselbe Grenzgerade zu haben, wie (2i). 1 

Es liegt dies ersiehtlich daran, dass die transformierte Reihe (I5) weiter konver- 

gieren kann als die urspriingUehe. 

Es habe etwa (2o) die Grenzgerade R(x )~  A~; dann ist (s. o.) fiir R(x)> ;~ 

= A~ (~ + I " ~ ~+~ ' 

wo O(u, x) fiir alle ~ und alle in Betracht kommenden x unter einer endliehen 

Sehranke bleibt. Es kann nun abet, wie gesagt, eintreten, dass die rechts- 

stehende Reihe noeh in einem gewissen Streifen links yon der Geraden R ( x ) ~  il 1 

konvergiert; stets dann n~imlieh, wenn 

suplog [A, + A2 + .-. + An] < lim sup l~ I A ~  lira + I 
,_| log n ._| log n ' 

oder, was dasselbe ist, wenn es eine Zahl c < x gibt, so dass fiir jedes e > o yon 

einer gewissen Stelle an 

[A, + A, +.. .  + An[ < n*+*[An[ 

ist. In  diesem Falle liefer~ also die transformierte Reihe die Fortsetzung der 

durch die gegebene Reihe dargestellten Funktion a(x) und diese selbst kann 

demnaeh keinen singulgren Punkt  auf der Geraden R ( x ) ~ )  h h a b e n . -  a(x) 
ist dann also unter den Voraussetzungen des Satzes (i9), welehen Wert aueh 

)~ > )~ haben mag, sicher fiir R(x)> g regul~ir und fiir die Ann~herung an den 

Punkt  9~ gilt die Relation (i9) in dem etwas modifizierten Sinne, dass jetzt 

A~) 
lim a (x) _ lim D~) 
x - x ~  dr -,-- 

z~ 

ist, falls der reehtsstehende Grenzwert fiir einen bestimmten Wer~ yon 7 existiert. 

1 Man kann dies le icht  an der  durch gl iedweise Addi t ion yon 

-~  und ,~ 

�9 ~ 1  ~ 1  

entstehenden Reihe ~ a ~  prfifen. 
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w 2. 

Um aus den S/itzen II, I I I  und (i9) spezielle ScMiisse ziehen zu kSnnen, 

ist es vor ahem nStig, Reihen vom Typus 

~x 

aufzustellen, die bei x ~ ;~ gleiehmiissig divergieren. Am einfaehsten liisst sieh 

diese Eigensehaft yon der Funkt ion 

~(x + x ) = ~  ~ ~l+x  

mit der Grenzgeraden R ( x ) =  o nachweisen. Denn da diese Funkt ion in der 

Umgebung yon x ~ o die Darstellung 

I 

~(~ + z ) =  x + g(z) 

gestattet,  wo g(x) eine in der Umgebung von x----o regul~re Funktion bezeichnet, 

so hat  man im Winkelraume J 

R(x) + g(R(x)) 
'v~l 

> 

= I~1 Ix R(x) + [g(R(x)) 

Beschr~inke ich also x auf eine so kleine Umgebung der Ste]le x ~ o inner- 

halb J ,  dass die zweiten Summanden in Ziihler und Nenner < _i bleiben, so 
2 

bleibt 

2 1 1"v " ~, > 

'~'~1 
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wo /c o die schon oben erwEhnte Konstante  ist. 

dass die Reihe 

~1 + ~  
~ 1  

bei ~ = o gleichm~ssig divergiert. 

stets dann bei x -~  o gleichm~ssig 

Funkt ion sich in der Umgebung yon x----o wie 

Diese Beziehung besagt aber, 

dr 
Ebenso wfirde offenbar eine Reihe ~,l+x 

divergieren, wenn die durch sie dargestellte 

+ gCx) (RCp) > o) xP 

verh~lt, wobei c eine Konstante, p eine komplexe Zahl mit positiv-reellem Tefl 

und g(x) eine dort regul~ire Funktion bedeutet .  Ich behaupte nun, dass die 

durch die Reihen 

~ logP-1 (R(p) > o) !1 
/ p ( x )  ---- I + ,,1+, 

dargestellten Funktionen fp(x) in der Umgebung yon x -  o ein solches Verhalten 

aufweisen. Hierzu ist es hinreichend zu zeigen, dass die Reihe 

I , ( Z )  j ula.. x U = I -~ ,--2 I ~lq-x J ul-["Z , 
2 

(23) 

fiir R ( x ) > -  I konvergiert.  Denn da 

co 
rlogp-~ u r (p )  j ~ du-----"xp 

1 

ist, so were in der Umgebung yon x----o wirklich 

(24) 

Nun ist aber, wenn ieh mir x zun/ichst reell denke, 

�9 +1 v4-1 

u du = logP-~ (v + O) ul+~ = 
logP "--1 (v + O) [__ ! ~  +l (o<O<~) 
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l~ ~ ( v +  

l o g ~  -1 (v + O) A 
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wo , eine beliebig kleine positive Zahl und A =A(v)  eine mit I gegen o ab- 

nehmende GrSsse bedeutet.  Es geniigt hiernaeh, zu beweisen, dass die Reihe 

fiir R(x)> ~ i konvergiert. Da aber die Differenz l o g ~ - l ~ - - l o g p  -1 (v + O) von 

geringerer GrSssenordnung ist als logpv, so erhellt dies unmittelbar. 

Die analytisehe Funkt ion (z3) erweist sieh dadureh fiir reelle x > -  i mit 

einer fiir R(x) > - -  I regulEren Funktion identisch; erstere ist daher ebenfalls fiir 

R ( x ) > - - !  regulgr, und fiir ]p(x) gilt somit in der Umgebung yon x = o  die 

Darstellung (24), w. z. b. w. 

Auf Grund dieser Tatsaehe nun, dass die dureh die Reihen 

~ logv-1 v (R(p) > o) 
~l+z 

dargestellten Funktionen sich in der Umgebung von z ~ o wie 

p(p) 
XP 

verhalten, und also diese Reihen selbst bei x = o gleiehm~ssig divergieren, lassen 

sieh mit  Hi|fe der S~itze II, I I I  und (i9) eine Anzahl spezieller Sgtze beweisen, 

die sgmtlieh Analoga zu bekannten Grenzwerts~itzen in der Theorie der Potenz- 

reihen darstellen, und die fiir Diriehlet'sehe Reihen zu einem Teil in der sehon 

zitierten Arbeit des Her in  SCHNEE enthalten sind, dort aber auf ganz andere 
Weise bewiesen sind. 

I) Wenn 

lira a~ ~- a, 

so hat  man 
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o d e r  a u c h  w e g e n  

~ l + x  

l im ,,=x 
x--O ~ I 

,yl-l-x 

QO 

l im  z )~- I  a~-i~ - - - =  - - a ,  

l i m x , C ( i - - l - x ) = I  

av ~ a,, l im  x .  ~ = l im (x ~ I )  ~ = a .  
X~0 X~I  

~ 1  v ~ l  

(25) 

A n a l o g  fo lg t  a u s  

d a s s  

ist .  

l im  -~  ---- a ,  
n~0o 

a~, 
l i ra x vz+l+~ a (26) 
x ~ 0  '1,~1 

2) W e n n  ~ die G r e n z g e r a d e  R(x)=o h a t  u n d  w e n n  ~ a ~  k o n v e r g i e r t ,  u n d  

= A ist ,  d. h. a lso  w e n n  

lira (a t + a2 + . . .  + a , )  ----- lira A,, ----- A 
n co n~oo 

is t ,  so  h a t  m a n  n a c h  ( i4)  bezw.  ( I5)  

a l so  a a c h  (25) 

A~ 
l im  ~ .  ~ ----- l im x .  v:+=, 
x = 0  v~ml ~ x  4 = 0  ~=1 

oo oo 
�9 a ,  ~ a~; h m  ~ - -  ---- A = 

x = 0  ~--1 ~ v = l  
(27) 

m a n  e r k e n n t  h i e r in  d a s  C a h e n ' s c h e  1 A n a l o g o n  z u m  A b e l ' s c h e n  ! S t e t i g k e i t s s a t z  

f i ir  P o t e n z r e i h e n .  

1 Siehe Fussnote I S. i66. 
2 Untersuchungen tiber die Reihe 

m re(m-- I )x  ~ + re(m-- I)(m--2)xS + . . .  u. s. w. 
z + u  x.2 1 .2 .  3 

[Journal fttr die reine und angewandte Mathematik, Bd. I (1826), S. 3zI--~39], S. 317--318. 
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3) Wenn 2 ~  die Grenzgerade R ( x ) = o  hat,  wenn abet  2a~ nieht  konver- 

giert, wohl aber das arithmetische Mittel der ersten n Teilsummen einem Grenz- 
werte A zustrebt, d. h. also wenn 

l im A1 + A2 + ... + A ,  lim "4'---e" = A 

ist, so hat man analog 

]imz=o --  ~ = limx_o x.  ~ = lim,_o X (X -~- I) 21 ,y2+zJ 

also naoh (26) fiir ;~---- 

~ a ~  A~ + A2 + "" + A,~ lira = A ---- lira (z8) 

Man erkennt  hierin das Analogon zu dem bei Potenzreihen zuerst yon Herrn  
FROBENIUS 1 bewiesenen Satz. 

Sowohl ABEL, wie Herr FROBE~IUS haben indessen die Beziehungen nur  fiir 
reelle Anns aufgestellt. 

4) In derselben Riehtung weitergehend ergibt sich durch wiederholte An- 
wendung yon (I4): 

limx=o a~_l im= x.  ~A~ = . . . .  lim~_o x ( x + x ) . . . ( x + 7 )  Ay) [ 

Existiert  also ffir einen best immten Wert  yon 7 

lim ~ " A(~) ---- A 
n~ n Z " 

so hat  man  hieraus nach (26) fiir ~----7 

lim ~ = A 
X--0 ~'~I 

5) Hat die Reihe 

�9 7! (r). 
= hm ~ A,, (2 9) 

n ~  n 

~ a~ 

* ~ber  die Leibnitz'sche Reihe [Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 
L X X X I X  (I88O), S: 262--264]. 
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die Grenzgerade R(x )~  il > o und existiert hier der Grenzwert 

l i m n ~  = A ,  

so ist zuni~chst 

lim x ~ ~+-V+~+,j lim (x--i.)~,v~,+l+. j 
X--0 X--~, 

also 

a ,  ~ .. lim (x--  Z) ~ ~ -- (Z + I) . (~ + ~) A .  

----A, 

(30) 

6) Da bekanntlich 

lira {r ((i + s l~ 
~-0 , -2  ~ q = r ( p )  

(R(p) > o) 

ist, und da, wie oben gezeigt, die Reihen 

logP 1 
I -~- ~ l + x  

v~2 

(R(p) > o) 

bei x = o gleichm~ssig divergieren, so ist auch 

{ s l~  lira xn. 
~ 0  ~ " 

~m2 

(3~) 

Ist also fiir eine Reihe ~a ~  

so folgt nach (31) sofort, dass 

lim a, 
n - |  l o g  ~ q  n 

lira xP. 

A, 

-- A .  r ( p )  

(R(p)  > o) 

(32) 
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ist Man erkennt  hierin das Anatogon zu einem von Herrn  APPELL ~ bei Potenz- 
reihen bewiesenen Satz. 

Ganz entsprechend folgt aus 

dass 

ist. 

�9 an hm , ,  . = .A 
n_| n~ log p- ,  r~ 

/ ~ a Ti_4_ } {( ~ a } lira xV. = lira x - - ) , ) v  = A . F ( p )  (33) 

7) Endlich ergibt die bei (3o) ausgefiihrte Transformation dass aus 

sich folgern liisst, dass 

lira § ] 
, . |  nr logP-- n = A  

lira (x--Z)p = Z ( Z  + x ) . . .  (Z +~:y)A . F ( ~ ) *  (34) 

st. Und in dieser Formel sind aUe vorhergehenden als Spezialf~lle enthalten,  
wenn man nur, im FaUe Z = o, sich den rechts auftretenden Faktor  2 gegen 
( x -  ~) auf der linken Seite heben l~sst. 

w  

Die in den Forme]n (25) bis (34) enthal tenen S~tze waren bisher allein aus 
der  Tatsache hergeleitet, dass die Reihen 

~ ] o g ~  -1  v 
~1+~ (R(p) > o) 

v ~ l  

bei x ~ o gleichm~ssig divergieren. Zu wesentlieh weitergehenden S~tzen gelangt 
man, wenn man a]lgemeinere Typen gleichmiissig bei x = o divergierender Reihen 
aufstellt. Diesem Zwecke soil der folgende Abschnit t  dienen. 

i Sur certaines s6ries ordonn6es par  rapport  aux puissances d 'une  variable [Comptes 
rendus, Bd. L X X X V I I  (2. Semester I878), S. 689--592 ]. 

Auch fiir die Beziehungen (29) , (3o) unr (~4) gelten die am Ende yon w I gemachten 
Bemerkungen.  

Acta mathematica. 34. Imprim6 le 28 mai 1910. 2 4  
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Es sei0n ~ ,  ~2 . . . .  ~ , . . .  eine mi t  n monoton  ins Unendliche waehsende 

Folge positiver Zahlen; doch sei ihr Wachs tum schliesslich langsamer als jede 

noch so kleine positive Potenz yon log (n + i), d. h. es sei  

:t < < ~ log n 

fiir jedes e > o yon  einer gewissen Stelle an. Dann ist aueh 

oder aueh 

( Zn l~ ( I + n  (i+ l__ogn} 8 
z._, < ~+ 1 ~  / < 

~,,_--~ < :t + n log-----n 

fiir jedes e > o, mindestens yon  einer gewissen Stelle an. Es ist  daher  aueh 

- -  Z,,_~ < ez"-~ < ~ (35) n l o g n  n l o g n  

und man kann  daher  setzen 
t .Z .  

- -  M-1 --  n log n '  

we die ~, eine Folge posit iver Zahlen sind, fiir die 

lim ~n ~ o 
ist. 

Neben den Gr5ssen ~. bet rachte  ieh noeh die positive, stetige, mi t  r mono- 

ton ins Unendliche wachsende Funk t ion  

Z(r), 
die sonst nur  der  Bedingung 

z (n) = 
zu geniigen hat .  

Diese Funk t ion  ha t  die fiir das Folgende fundamenta le  Eigenschaft ,  dass 

;t(r~) 
lira .~.(r) ~ z (36) 

ist fiir jedes positive a. Wegen der  Stet igkei t  der  Fu n k t i o n  k(r) und  der  Be- 

ziehung lim M+I n-=  ~ = z geniigt es offenbar  zu zeigen, dass 
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ist. Da aber, falls a > I, 

187 

[ '~]  ['r E,,~ 

z .  
ist, so hat  man, da auch I o ~  sehliesslich monoton abnimmt, 

An [.a] I I ~--I . - ,  

x ~  v~n+l 

wo ~+1 die grSsste der GrSssen ~+1, ~.+2 . . . .  bezeiehnet. Da aber 

ist, so folgt hieraus unmittelbar 

l i m  e~+a = o 

und damit die Gfiltigkeit der Beziehung (36) 1 die offenbar gleichm~ssig fiir alle 

a zwischen zwei festen positiven Grenzen gilt. 

Ieh behaupte nun, wenn die )~. Zahlen der eben charakterisierten Art sind, 
so hat die Dirichtlet'sche Reihe 

F(x) = ~ z~ - ~-~ (z0 = o) (37) 

die Grenzgerade R (x) -=-- o und divergiert gleichm~issig bei x = o. - -  Nur das letztere 

bedarf  eines Beweises. Es ist 

oder 

F ( x ) - - ~ n =  2 ( ~ , - - ~ , ' 1 )  ~ - - I  + q,x 

i ~  1" F(x)--z= Z~ "1 ~ ( Z ~ - - ) ~ - 1 ) ( ~ - - z )  + Z~-l ~ Iv--~i(~-1 

In dieser Gleichung denke ich mir nun x und n so gew/~blt, dass 

oder 

I 
[x ] < l o g  n 

Ix] log n <  x 

1 
1 Ist u < I, SO substituiere man ra ftir r. 
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ist. D a n n  ist abor  fiir ~ < n  

Kom'ad Knopp. 

i i i  I  .log.  I ~ - ~  = l ~ - -  = x l o g v  2! + "'" 

Also ist 

{ i  } <lx l  log ~, I + ~ + . . -  <21xl  log ~,. 

iZz~F(x)-- ~l <__ (Z.--~.~__,)log ~ + , , - .  ~,~ 
~--1 v - - n +  l 

I , - -n+l  

Ich bes t imme nun  die Abhiingigkeit  y o u  x u n d  n genauer  dahin,  dass ich setze 

w o r a u s  

[I'll n = e ~ , (38) 

I ~ [ = l o g  (n + O) 

i < I_A__ " 
Ixl = log (n + o) = l o g  n '  

und  n soil im Folgenden die du rch  (38) wohlbes t immte  Zahl n(x) sein. Dann  

ist  zuniichst  

lira ]xJ log n ~ l i r a  I x ]  l o g  n ~ i ( 3 9 )  
8 n 0  n g 

und  also 

�9 -o ~-o ~ log n - 7  
v--1 ~n  v - - n + l  

< l i m 2 - ' - ~ - - + l i m  x ~ ~ 2 .  x 
=~-o ~ log n ~-o ~_~+/lo--ff ~' ~R(~ 

-- l~n (A) + lhn (B). 
x--0 ~*u0 

Nun  ist  aber  
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�9 -01im (A) ~ ~..lim| ~-~og n --- ~ 2 lira 
n~| L~log n - -  ~,--1 log (n - -x)  

= 2 lim 

D a  abet ffir grosse n 

und  

ist, so hat  man 

.--00 blog (?~__i) / ]og~b ~ 1 )  
~log ( n - -  x) 

logn i)>I "~ 
log ( n - -  = z(n--I) log ( n - - I )  

en 
n l o g n  

d, h. 

lim (A) < z lira ~ < 4 lira e .  

~-0 ~-~ n log (n ~ i) z ( n ~  I) log ( n - -  i) + n l ~ )  

Ebenso finder man 

lira (A) = o. 
X--0 

l i m ( B ) ~ l i m  i " ~ ,~  I 
~-o =-o ~ ~ "  ~',log ~" v R(~ 

< lira ~ -  ~ ~ 

da ja fiir alle hinreichend grossen v neben 

auch 

;t~ log v 
~-1 < log (v -" I) 

~ , ,  <. k,.-1 
log ~,i log 0 ' - -  z) 

ist. Folglich ist unter  Beriicksiohtigung yon (39): 

Wegen 

00 

lira (B) < lim Ix [ ~ e" 

lim e~ = o 
n~ OD 

ist aber dieser letzte Wort nach (25) gleich o. Also folgt: 

189 
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odor 

Konrad Knopp. 

F(x) 
lim - 7 ~ )  = I. 

Dann ist aber aueh spezieU 

lim F (R(x)) I ,  

(40) 

(4~) 

und es folgt aus (40) und (4I) z u s a ~ e n ,  dass 

lira F (x___~) = lira ~t ~ . ( ' )  .-o F ( R ( x ) )  ~-o ;~ e~T~ ~ 

Dieser letzte Grenzwert ist aber, da sieh [~[ 

und von o versehiedenen Faktor  unterscheiden, nach (36) gleich I. 

man auch 
lira F ( x) 
~.-o F ( R ( z ) )  = I ,  

d. h. aber d ~ s  

I und ~ nur um einen endliehen 

Folglieh hat  

(4z) 

ist. Da dann der linksstehende Quotient ffir alle hinreichend nahe an o inner- 

halb J gelegenen Werte yon x sicher > _i ist, so besagt (4 2) zugleieh, dass die 
2 

Reihe 

�9 ~ 

bei x = o gleichmgssig divergiert, w. z. b. w. -- 

Reihen yon diesem Typus kSnnen also in den Sgtzen II, I I I  und (I 9) als 

Vergleichsreihen ~ d ~  benutzt  werden, was dann fiir spezielle ~ (z. B. log Iogp~ ~z 

u. s. w.) spezielle Sgtze liefert. 
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w 

Analoge Betraehtungen lassen sich nun aueh fiir die verallgemeinerten Di- 

richtlet 'schen Reihen 

~ d~e - ~  (43) 
,vml 

durehfiihren, in denen 7 ,  72 . . . .  7~, . - .  irgend eine monoton mit n ins Unendliche 
wachsende Folge positiver Zahlen bedeutet.  Diese Reihe habe die Grenzgerade 

R(x)-----~, und es sei 
o0 

divergent. 

Winkelraumes , /  

I I 
Winkelraumes ,/ 

d~ e'-r~ x 

I~'=1 > a  > o 

'~'ml 

Wenn dann fiir alle hinreichend nahe an ~ gelegenen Werte  yon x des 

(44) 

bleibt, so soll die Reihe (43) wieder als gleiehm~ssig divergent bei x =  Z bezeich- 

net werden. 
Es gilt dann auch hier der 

Satz I V :  ~)Sind ~a~e-r~ �9 und Y,d~e~  ~ zwei Dirichlet'sche Reihen, deren 

zweite die Grenzgerade R(x) ~ ~ hat  und bei x ~- ~. gleiehm~ssig divergiert, und ist 

so ist auch 

l i m a .  ._| ~ = g ,  

~av 8 - T ~  z 

lira ~-1 

~-;~ ~ d~ e-r~x 
g; (45) 

es konvergiert auch die zweite Reihe fiir R(x) > ~t und, fails nur g ~ o, divergiert 

auch sie gleichm~issig bei x = ~. 

Beweis: Es sei 

SO d&ss 

a ~  
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ist. D a n n  ha t  man  wieder:  

Konrad Knopp. 

lira e , , = o  
n oo 

Wiihle ich hierbei n so gross, dass fiir alle ~ > n 

I 1<' 

ist, so folgt  mi t  Beri icksicht igung von  (44) 

Da nun  aber  

2 a~, s x d~ ~v e - r ~  = 

_1 / 1~-1 l 
yl_-_ i 

I I ~ , - I  I 

oo 

+ - .  (46) 

divergieren sollte, so ist, w ie  man  in Analogie zu (4) sehr leieht zeigt, 

l im 2 [ d~ e--'r,* [ = + oo ; 

wegen der  Bedingung (44) ist d an n  aber  auch  

lim d,e--~, �9 = + ~ .  

Folglich kann  ich z innerhalb  ~ auf  eine so kleine Umgebung  yon  ~ = ~t 

beschri inken,  dass flit alle diese P u n k t e  

d~ ~ e - r~  = 

d~ e -r~' ~ 

I~'--1 I 

bleibt. Dann  ist aber  die reeh te  Seite von  (46) 
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oo 

lira ~-I 

~'~ ~ d~e " ~  

193 

ao 

Dass auch die Reihe ~ a~,e-r~, falls nur g r o ist, bei x = Z gleichmiissig diver- 
~=1  

giert, folgt nun iilmlich wie oben folgendermassen: 

Es ist 

und 

Also ist 

I '~--1 I [ ,v--1 I I ' v = n + l  I 

~ n QO 

]~,_~ a~e--r"'~l > a - -  A --  B 
| = I  + A '  + B  r 

~ ]a~e-r~x I 

wo A, B, A', B' GrSssen bedouten, die durch geeignote Wahl yon n und x bo- 

liebig klein gemacht werden k6nnen. Man hat also sicher fiir oine passend ge- 

w/ihlto Umgebung yon x = Z innerhalb J :  

a~, e " ~  v x 

I~,-1 I >  _ > o 

' t ' ~ l  

d. h. auch die Reihe ~a~e--r~ divergiert gleichmiissig bei x = / t .  

Einen 13bergang yon der Reihe ~,a~e-r,,~ zur Reihe 

2 A~e-Z~x 

A ~ a  mat l~mat ioa .  ~ .  Implflm6 le ~) m&i 1910. 

(A~ --- al + a3 + ' "  + a , )  

~5 
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wird man hier natfirlich nieht ohne besondere Annahmen fiber das Verhalten 
der 7~ machen kSnnen. 

Wie im vorigen Fall besteht auch bier die Schwierigkeit darin, geeignete 
Vergleichsreihen vom Typus 

aufzuste|len, die bei x ~ gleichm~ssig divergieren. Es lassen sich, wie oben, 
zwei Gruppen solcher Reihen bilden. 

Zur Bildung der ersten Gruppe benutze ieh folgenden kfirzlieh von Herrn 
SCB~.E 1 aufgestellten 

,~atz: ~)Genfigen in der Reihe 

l(x) - ~ &e-~ffi (43) 
r  

die Exponenten ~ yon einer gewissen Stelle an der Bedingung 

~'~ -- 7~-~ ----- a~ < e - ~  (k > o) (47) 

und die Koeffizienten d~ der Bedingung 

D ~ - d ~  + .. + d ~ = e ~  ~ "-1 + O ( e ~ l " ~ ) ,  (P beliebig' / (48) 
q > o  / 

so ist die Reihe /(z) ffir R ( x ) >  i konvergent; und fiir 

R(x)>Max ( i - - k ,  i - - q )  
ist die Funktion 

l(x) - -  F(p)  (x--  I Ip+  ( ~ - I )  p--i (49) 

reguliir, ausser wenn p e i n e  negative ganze Zahl oder o ist; in diesem Falle ist 
abet die Funktion 

in demselben Gobiete regulKr., 

~ber  Dirichlet'sche Reihen [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. X X V I I  
(x. Semester 19o9) S. 87--I16], S. 9I. 
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Aus diesem Satze folgt offenbar, dass die Reihe (43), unter den Annahmen 

(47) und (48), bei x ~ z gleichm~ssig divergiert, wenn nut  R(p)  > o oder p ~ o ist. 

Durch die Substitution x r = x  + ~ kann man natiirlich den Satz s tat t  fiir den 

Grenzpunkt x = + i fiir jeden andern Punkt  aussprechen. Ich will im folgenden 

einen elementaren Beweis dieses wichtigen Satzes geben. 

Beweis:  Der Satz braucht offonbar nur  fiir eine spezielle, den Voraus- 

setzungen des Satzes geniigende Funkfion ](x) bewiesen zu werden. Geniigt n~im- 
lich eine zweite Funkt ion 

/,(x) = ~ d'~ e -r*," 

denselben Bedingungen, so ist 

(d*,--d'd=O(e c~-~") 

und ](x) - -  [l(x) erweist sich somit als mindestens fi~r R(x )  > i - -  q konvergent. 

Bis zu dieser Geraden miissen also / (x)  und /~(x) gleichsinguliir sein. 

Ioh wiihlo nun 

d ~ - - d r  ( v = 2 , 3 , . . . ;  d t=e~ '  ~Y~ -1) 
so dass 

D*, = e ~ ~ - 1  

wird und behaupte zun/ichst, dass, welehen Weft  auch p haben mag, die Reihe 

'Y,p 7~ 

},{ f f / a~(x)= d~,e - ~ ' ~ -  e-~'t'~-l~ u P - l d ~ t ~  ( p - -  I) e-~'~-l~uP-~du 

7v--1 Yv--1 

(50) 

fiir R (x) > ~ --/9 konvergiert. Es ist n/~mlieh, wenn ich mir x zun~chst reell denke, 

Y,v--1 7.,--1 
( o < ~ < ~ )  

oder da 

e - ~ - 1 ( z - 1 ) -  e -~(~-1) ~ e  -zvtx-1) ( x + e te~-r~-Ots-l)) 

(X - -  I)a~,r -r~'O~--i) + e -r*,{~-l) O(a~), 
so ist 
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/ s (.~--1) ~p--1 du ~ a ~ ( 7 , -  ,-ga,) p-1 e -r'~x-l~ + e -~ '~ -1 -~  O(a~) (5 I) 

fiir jedes e > o. 

Da ebenso 

~-- , I  J 

=r ~1~--1[i_ ( I - - a l , +  O(a~)) (I ( p - - I ) a ,  + O(aD)] 

=e~,p- l [a  ~ + (p--I)a,  + O(a$)] 

ist, so erh~lt man fiir das allgemeine Glied der Reihe (5o), naehdem man die 

Relation (51) noeh fiir p - - 2  s tat t  p - - I  angesetzt hat, 

a,,(x)=e--r~,{~--l}{a~, [~p---1 _ ( ~ , _  Oa,)F..-i ]+ (p--I)a~, [~p--2 __ ( ~ , _  8av]p--2]+O(er~,ea~,)} 

Da nun ersichtlich 

und also auch 

~'~ (r -- erl,--1) e-r,x 

• a~ e -~(z -1)  
, - - |  

fiir R ( x ) > i  konvergiert, so konvergiert wegen der Annahme (47) die Reihe 

~a~e -r~c~-l~ flit R ( x ) >  i - - k  und es gen/igt nun, das gleiehe yon 

~ a ~ [ f ~  ~ - -  (7, - -  Oa , )p -q  e - r ~ x - ~  

zu beweisen; da aber die in der KL~mmer stehende Differenz von kleinerer Gr6s- 
senordnung ist als a,7~ p-I,  so erhellt dies unmittelbar. Die Reihe (50) erweist 
sieh also ffir alle reellen Werte yon x > i - / r  mit einer Reihe identisch, die fiir 
alle Werte yon R ( x ) >  i - - b  konvergiert und dort eine regul~ire analytisehe Funk- 
tion darstellt. Demnaeh ist also die dureh die Reihe (50) selbst dargestellte Funk- 
tion mindestens bis zur Geraden R(x)  ~ i - -  k regular, und also die durch die Reihe 

:~d~e -r~" dargestellte Funktion /(x) bis zu dieser Geraden mit der Funktion 
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gleiehsingul~r; hierbei ist die untere Grenze a eine beliebige positive Zahl. Zur 

Untersuchung des Verhaltens yon [(x) geniigt es also dasjenige der Funktionen 

und 

oo 

~Pl (X) ~ f e -u(x-1)  U p-1 d u  
a 

~, (x) = (p -- i ) / e  -"('-~) uP-~du 
a 

festzustellen. Differenziere ich zu diesem Zweck r (x) r-mal - -  was hier gestattet  

- -  unter dem Integralreichen nach x 
oo 

f t  

(p(r) (X) ---- ( - -  I )r[e--u(x--1)  UP-- l+rdu ,  

a 

so kann ich mir r so gross gew~ihlt denken, dass R(p+ r)=>i ist (r ist e v . ~ o ) .  
Dann ist aber 

(f(r)(x) 

also 

oo 

(-- i)"  s  
( x ~ + r J  e up+r-ldu 

a ( s - - l )  

(-- I) r _uup+r_ld u _  e-uup+r-ldu (x-- i)p+~ 

0 0 

- -  1)I" 
(fr)x = (x- -  i)~+r r ( p - -  r) + g(x), 

we g(x), und ebenso im Folgenden g,(x), g2 (x ) , . . . ,  ganze Funktionen yon x be- 

deuten; durch r-malige Integration erh~ilt man nun, wofern p keine negative 

ganze Zahl oder o ist, 

r(p) + g,(x). 
~01 ( Z )  (:~ -- I)P 

Analog ist 

so dass 

r ( p - -  i) 
r = ( p -  x ) ( z - - i )p -~  + g2(x), 
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q~,(x) + q~(x) = r ( p )  ( x _  I i)p + ( z - -  i)p-~ +g,(z). 

Ist aber p eine negative ganze Zahl oder o, so w~ihle ich r = - - p  + I u n d  finde 

~)(x)--(--:)" ~-L-+g,(x) 
X - - I  

und die r-malige Integration liefert nun 

~,(x) = ( - - : ) P - l ( x - - I ) - P l o g ( x - - : ) + g 6 ( x ) .  
(--p)~ 

Analog ist in diesem Fall 

so dass jetzt 

~ ( x ) + ~ ( x ) = - -  

( - -  I)i~'-I " I) "-p+I log ( x -  :) + g.(x) = 

( - -  I) ' r  "" I)-P+l log (x - -  z) + (x - -  I)-Plog ( x - -  :)} + gT(x); 

und in beiden F~illen ist die Funktion 

l(x)--[r162 

fiir R ( x ) > : - - k  regulKr. Da r  tP2(x) genau die im Satze angegebene Zu- 

satzfunktion ist, so ist nach den eingangs gemachten Bemerkungen der Satz voll- 
st~ndig bewiesen, und es sind somit Typen yon Reihen hergestellt, die bei x = z 
gleichmSssig divergieren. Eine zweite Gruppe solcher Reihen erhKlt man wieder 

hbnlieh wie oben auf die folgende Weise: 
Es sei ~1, ~2 . . . .  )~,, eine mit n monoton ins Unendliche wachsende Folge 

positiver Zahlen; doch sei ihr Waohstum derart an das der 7- gebunden, dass 
fiir jedes positive r die Beziehung 

( 7- t ~ 

mindestens von einer gewissen Stelle ab erfii]lt ist. Dann ist auch 

s (}/n - -  }/n--l) ~n Y n - - - 7 " - - l t ~  ( I -~- - -  
~ - ~ <  :+ ~'.--i I 7,,-~ 

fiir jedes noeh so kleine e > o. mindestena yon einer gewiaaen Stelle ab. 
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Man kann daher setzen 

~n - -  ~*--1 = *tt ( ~ -  ~ n - - l ) ~ - - 1 ,  (n ---- 2, 3 . . . .  ) (52) 

WO dann wieder 

lira , ,  ----- o 

sein muss. 

Neben den ~, und 7n betrachte ieh dann weitor die stetigen und monotonen 

Funktionen )~(r) und 7(r), die im Ubrigen nut  der Bedingung 

) ~ ( n ) = ~  und 7(n)=7., 

zu geniigen haben. Neben 7(r) ffihre ich endlich noch dio dazu inverse Funktion 

ein, die dann auch stetig und monoton veelguft, und ffir die 

= r 

ist. Dann behaupte ich zuniiohst, dass fiir j e d ~  positive a 

lim Z [~(a. ~,(r))] _~ I (53) 
, . |  

ist. Die Bedeutung dieser vorbereitenden Ausfiihrungen erkennt man am besten, 

wenn man die entsprechenden Ausffihrungen bei dem Spezialfalle 7 - =  log n ver- 

gleicht. 

De aus (52) hervorgeht, dass 

lim.g~, = I ,  
n - |  )tn--1 

also aueh 

lim ~+~ 

ist, wenn a e i n e  feste Zahl bedeutet,  wofern nur 

lira sup ~ " -  7,~-1 

als endlieh vorausgesetzt wird, so geniigr es offenbar, zu zeigon, dass 
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lim Z [ ~ ( a T " ) ]  : I 

ist fiir jedes a > o. H a t  man  vorerst  a >  I,  SO ist 

xEP((,r.)]--z.= ~ (z.-- ~_,) 

also 

[r(az.)] 
= 2 ~y ~--I(Zv-- Zv--1) 

v~,,+l 

woraus sieh 

<_ ~,,+' Car.-- r.) < ~-.+i (~ -- i), --7,, 

lira A[~(aT")]= I 

_(i) 
Durch die Subst i tu t ion 7 aT(r) fiir ergibt. 

Aus beiden folgt die Behaup tung  (53)- 
Bezeichnet nun  it 1, Z 2 , . . .  eine Folge der  eben 

haupte  ich, dass die Reihe 

F(~) = ~ (~.,--~--l)e "-Zv'v 

r ergibt sich das gleiche fiir a < I .  

bezeichneten Art, so be- 

(Zo=O) (54) 

bei z----o gleichmiissig 

man  unmit te lbar .  

Es ist wieder 

divergiert .  Dass sie fiir R(x)> o konvergier~, e rkennt  

F(x)--L,= ~ (~--l~_,)(e-Z"--I)+ ~ (~--L-,)e -r'', 

und zwar denke ich mir hierbei n so gewiihlt, dass 

Ixl< ~- 
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ist, also e twa 

n (55) 

Diese durch  x wohlbes t immte  Zahl soil n = n(x) im Folgenden bedeuten.  Dann  
ist aber  fiir v<n 

) ! ( , )  Ix-e-r~l< 7,~x+-~T-. +"'<lXlT~ x + ~ + . . .  s 
und  also 

I/ '(x)--Z,,l<2ixl]~ (&,--z~-,).7~ + (Z.--Z~-,)e -~'~ 
'V=I I ,t,~n+ 1 t 

21xl7~ 

n [ ~,,,g,,_1(7__7,_t)e_r,,~ [ ~-Ixl~ E~Zv--1 ( 7 ,  - -  7 , - -1)  3t- - - -  
<~ 2 [ X [ ~t  71 + 72 v--2 I v - -n+ l  7v--I  

, ~ *~-1(7~--7~1) 
2 ~=2 _I[  ,~,]~v--l(7~--f~--l)e-r~x[ IF(x)  [ < 2 [x ]~ ,7 ,  + ~[X]Tn + 

I L,(~) - -  x = Z,, Z,, 7 -  L, [~_~+~ 7~-~ [ 

= A (x)  + B ( x ) .  (56)  

Wegen der Fes tse tzung (55) und  wegen lim Z, = oo ist zun~chst 

und  also 

limlxlT"=z,~=o und  ~,-=lim2lXl~ ' 7 '  o (57) 

lira A (x) < 2 lira t,,~-~(7,,--~a-x) 
~ , -o  ----72,,-| L~7---  ~.-~7,,--1 

Da nun  nach (52) 

= __21i m e n ( 7 , , - - 7 , , - l )  
72 n--*o ~n  

L,-a 7n - -  7,,-1 

Z,, *,,(7,, - -  7,-1) - - - - =  i + 

ist, so ha t  man 
Aeta raathematlea. 34. Imprim6 lo 30 mai 1910. 26 
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/~hnlich f inder  m a n  

Konrad Knopp. 

lira A (x) = 2 l im * , * ( r - - -  r - - l )  

Zn--1 

= __2 lira ~'~ 
Y2 n-| x + ~,0',, 

yn-] 

o .  (58) 

B(x)<~.+l~ ~ �9 ' e - r ,  nc~ r,,,-- ~ _  (~'' - -  Y - l j  

so dass  wegen (57) und  

auch  

w~re, wenn  nu r  

<: E n + l  . 
(~'~ - -  7~-1] = ~  ko.R(x)~ 'e -r'R(") 

l i ra  ~,,+I = o 
n 

l im B (x) : o (59) 

q '~  (r _ r , _ l ) e - - ~ ,  Q 
Y~I 

endlich bleibt,  wenn q durch  reelle Wer te  a b n e h m e n d  sich dem W e r t e  o niihert.  

Ich  behaup te ,  dass  der  Ausd ruck  s te ts  < I bleibt .  D a  n~mlich 

und  also 

ist, so h a t  m a n  

T,J 7~ 

( ~ / _  ~v__l)e--7~,O ~ e--TvOfd~b f <~fg'-'uO du 
7~---I 7v--I 

~ (r~--7~_~)e-~ ~ < /e-"~ du 
~,--1 0 

0 

ao 
~. ~ (r,--r,_l)e-'l,~ < I. 

'v--1 
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Dadurch ist aber die Beziehung (59) bewiesen. 
,nit (58) nach (56), dass 

lim F(x)  = x 
x-O A,,(~) 
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Aus ihr folgt aber in Verbindung 

(6o) 

ist. Speziell ist dann auch fiir reelle Ann~herung 

und also 

lira F(R(x))  
R(x)-o ~n(R(xll 

lim F(x )  ,. Z(n(x)) =nm �9 (6I) 
~-o t ' (R(x ) )  ._oZ(n(Rx))  

Die Argumente yon $ sind aber hier gem~ss (55) 

und 

n ( R ( ~ ) ) = ~  

und da sich R(x)  und Ix] nur um einen endlichen und yon o verschieden bleiben- 

den Faktor  unterscheiden, so hat  man nach (53) (durch zweimalige Anwendung): 

Folglich ist auch 

l ira Z(n(x) )  
~-o Z ( n ( R x ) )  = I .  

, .  F(~) _ 
nm - -  ~ lira 
~ . o F ( R ( : O )  ~ -o  

Diese Beziohung besagt aber zugleich, dass die R e i h e  

bei x = - o  gleichm~ssig divergiert, womit die ausgesprochene Behauptung be- 
wiesen ist. 
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Diese letzte Tatsache enth~lt die oben ffir die Reihen ~ d ,  bewiesenen 

Beziehungen als den Spezialfall 7~ ~ log n und den entsprechenden yon Herrn 

PRI~GS~EIM a. a. O. f/it Potenzreihen bewiesenen Satz fiir 7n-----n. 
Durch Wahl spezieller 7, und ~ erh~lt man dann auch hier eine Anzahl 

spezieller S~tze. 

Nagasaki (Japan), den 14. Dez. 1908. 


