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Introduction.

L’origine de ce travail réside en sa deuxiéme partie, qui est un essai d’exten-
sion aux groupes abéliens localement compacts de la théorie des distributions, que
Mr. L. Schwartz a développée pour les espaces euclidiens [1].) Bien que la théorie des
groupes prenne de plus en plus d’importance en mathématiques tant pures qu’appliquées
il se peut que les résultats que nous obtenons ne présentent pas un grand intérét
en comparaison de celui qu’offrent les résultats de Mr. L. Schwartz, car les groupes
auxquels nous généralisons la théorie des distributions sont loin d’8tre ceux que
Pon rencontre pratiquemment; il est par contre possible que les notions que nous
introduisons et que les méthodes utilisées permettent d’aborder des problémes analogues
4 ceux que nous traitons dans des cas plus dignes de considération. Les deux notions
~que nous introduisons pour tout groupe abélien localement compact sont celles de
dérivation et de fonction dérivable (ces deux notions ont d’ailleurs déja été définies
indépendamment de nous par Mr. G. W. Mackey [2]) et leur étude, qui constitue une
ébauche de calcul différentiel sur les groupes, fait 1'objet de la premiére partie de
notre travail. On y trouvera en particulier:

a) Une étude de l'espace des représentations continues du groupe additif de la
droite dans un groupe abélien localement compact. C’est un espace vectoriel en général
de dimension infinie, que I'on peut encore considérer comme l’espace des dérivations
sur le groupe ou comme l’espace tangent au groupe en son élément neutre.

! Les nombres entre [ ] renvoient & la bibliographie placée & la fin du travail.
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b) Un théoréme fondamental sur les fonctions continues et continfiment déri-
vables, qui dit que pour toute telle fonction I’ensemble des dérivations qui annulent
la fonction donnée sur un compact donné est un sous-espace vectoriel de codimen-
sion finie dans l’espace des dérivations.

¢) Un théoréme affirmant D’existence de fonctions continues et continfiment in-
définiment dérivables non identiquement nulles et nulles en dehors d’un ensemble
ouvert arbitrairement choisi non vide. Ce théoréme est essentiel dans bien des ques-
tions et d’ailleurs faute de I’avoir démontré il eut été impossible de nier que notre
généralisation de la théorie des distributions n’efit pas conduit dans certains cas &
une théorie vide.

Quant & la deuxiéme partie de notre travail elle contient:’

a) Une étude de 1’espace vectoriel sur le corps des nombres complexes des fonc-
tions &4 valeurs complexes, continues, continiiment indéfiniment dérivables et nulles
en debors d’un compact, définies sur un groupe abélien localement compact. Il est
défini sur cet espace une topologie d’espace vectoriel localement convexe & laide
de topologies de convergence uniforme définies sur certains sous-espaces. Nous avons
utilisé pour cela un procédé généralisant celui que Mrs. Diendonné et Schwartz em-
ploient pour définir les espaces (CF) [3] et I'étude de cette topologie se fait en partie
4 laide de théorémes généraux sur les espaces vectoriels localement convexes donnés
par Mr. Mackey [4], [5].

b) Une étude des distributions, c’est-a-dire du dual de I’espace vectoriel qui
vient d’étre considéré en a), ce qui comporte la définition de différentes topologies
sur ce dual, de certaines opérations linéaires et 1’étude de leur continuité dans les
différentes topologies envisagées.

¢) Une étude de distributions de types particuliers; parmi ces derniéres les
distributions & support ponctuel introduisent les opérateurs généralisés de dérivation.

d). Une définition et une étude sommaire de la transformation de Fourier des
distributions. Ceci nécessite la considération d’un espace fonctionnel tel que les
espaces correspondant & deux groupes en dualité solent isomorphes par transforma-
tion de Fourier. Les distributions pour lesquelles on pourra définir la transformation
de Fourier sont alors les formes linéaires continues sur ce nouvel espace fonctionnel.
Dans le cas général, contrairement au cas euclidien, les distributions ainsi définies
ne sont pas toutes des distributions du type de celles considérées en b) et ceci pose
un probléme de comparison.

D’une fagon générale nous utilisons la terminologie de Mr. N. Bourbaki et les
résultats de ses ¢Eléments de Mathématique»; pour la théorie des groupes abéliens
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localement compacts on pourra consulter [6], [7], [8] et pour la théorie des espaces
vectoriels [3], [4], [6], [9], [10].

Je voudrais en terminant exprimer toute ma reconnaissance 4 Mr. L. Schwartz
pour les conseils qu’il n’a cessé de me prodiguer tout au long de la rédaction de ce
travail et & Mr. N. Bourbaki pour ’ensemble des connaissances que j’ai pu acquérir
grice 3 lui.!

Les notations suivantes seront utilisées:

R groupe additif des nombres réels;

Z groupe additif des entiers rationnels;

T groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 (isomorphe & R/Z);

@ corps des nombres rationnels;

R, T*, Z" produits topologiques finis de groupes isomorphes respectivement aux
groupes R, T, Z.

R4 produit topologique quelconque d’espaces vectoriels isomorphes & R;

G G,...G, @, ... groupes abéliens localement compacts. D’une fagon générale
tous les groupes que nous considérerons seront abéliens localement compacts et nous
supprimerons en général cette dénomination; une expression telle que ¢soit G-un groupe»
signifiera donc que G est abélien localement compact, mais par contre une expression
telle que ¢soit G; un groupe déduit du groupe @ par telle ou telle opération» n’entrai-
nera pas que @, est abélien localement compact. Cette convention est faite pour
simplifier 'exposé mais n’entraine nullement que certains des résultats donnés ne sont
valables que pour les groupes abéliens localement compacts.

Enfin nous rappelons les propriétés fondamentales suivantes:

1. Tout groupe @ admet un dual G, qui n’est autre par définition que le groupe
abélien des représentations continues (caractéres) de G' dans le tore T. Muni de la
topologie de la convergence compacte G est localement compact et son dual est G.

Pour tout sous-groupe H de G on définit dans @ un sous-groupe orthogonal H*:
c’est ’ensemble des caractéres sur G égaux & 1 sur H; H* est un sous-groupe fermé
de G et son orthogonal est 'adhérence de H dans G. Si H,<H, sont deux sous-

! Depuis la rédaction de ce travail nous avons trouvé un procédé permettant d’améliorer con-
sidérablement 'exposé de la premiére partie du chapitre 1 en le rendant indépendant du théoréme
de structure des groupes abéliens localement compacts ([6] page 110). Les résultats obtenus per-
mettent de plus de démontrer ce théoréme plus aisément, semble-t-il, que dans [6] et seront publiés
ultérieurement.
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groupes de @G alors Hi>H; et si H, et H, sont fermés dans G alors H,/H, et
H1/Hj5 sont groupe dual I'un de Pautre.

Si les (H,)uca sont des sous-groupes fermés de G l'orthogonal de leur intersec-
tion est le sous-groupe fermé engendré par les (H)aca.

Pour que H soit ouvert il faut et il suffit que H™ soit compact et on en déduit
la caractérisation suivante de la composante connexe de 0 dans G': d’une part, comme
dans tout groupe localement compact, la composante connexe K de 0 dans & est
Pintersection des sous-groupes ouverts de G:! K* est donc I’adhérence du sous-groupe
de @ engendré par les sous-groupes compacts de @, soit encore ’adhérence de Ien-
semble des éléments de G engendrant un sous-groupe relativement compact. Mais
dans tout groupe G tout élément engendre un sous-groupe soit relativement compact
soit discret?, et si & engendre dans @ un sous-groupe discret, donc isomorphe & Z,
ce sous-groupe discret aura dans G un orthogonal H tel que G/H soit, comme dual
de Z, isomorphe & 7, donc connexe et ceci entraine que H ne contient pas la com-
posante connexe de 0 dans G 3: ainsi dans @ la réunion des éléments engendrant un
sous-groupe relativement compact est le sous-groupe fermé orthogonal de la compo-
sante connexe de 0 dans G. En particulier pour que G soit connexe il faut et il
suffit que dans @ tous les sous-groupes cycliques soient infinis et discrets.

Pour tous z€@, z€G nous désignerons par (x, #> la valeur en z (resp. z) du
caractére z sur @ (resp. z sur G). Dans G comme dans @ nous emploierons la nota-
tion additive pour la loi de groupe, de sorte que par définition on aura:

(z+y,2)=(2,8){y, 2> et <{z,z+i)> =<z, )<, .

2. Pour tout groupe G nous désignerons par L (G) ’ensemble des représentations
continues de G dans R. C’est un espace vectoriel sur R, sous-espace de I'espace vec-
toriel R® de toutes les fonctions réelles définies sur G et dont les éléments seront
appelées les formes lindaires continues sur G. Si H est un sous-groupe de @ il existe
une application canonique de C(G) dans L(H) I->ox(l) qui a tout 1€ L (G) associe
sa restriction gy (l) & H. Nous allons montrer que si H est ouvert dans G cette
application [—gy (I) applique £(G) sur £ (H) et qu’il existe au moins une application
linéaire de L (H) dans L (@) inverse & droite de l'application !—>gy (l): considérons
pour cela la famille des sous-groupes K de G dont l'intersection avec H se réduit &
{0}, ordonnée par inclusion cette famille est inductive et admet donc d’aprés le théo

1 Cf. [11] page 33 exercice 18,
2 Cf. [6] page 96 lemme 2.
3 Cf. [11] page 33 exercice 21.
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réme de Zorn des éléments maximaux; soit K I'un de ces éléments, pour tout z €@
il existe alors un entier non nul n tel que nz € H+ K. Pour toute forme linéaire
A€L(H) nous désignerons par ey g(A) la seule représentation de G dans R définie

par les conditions
A sur H

enx(A) = {0 sur K.

Cette représentation est unique car G/H + K a tout ses éléments d’ordre fini, elle est
continue car sa restriction au sous-groupe ouvert H coincide avec A et elle dépend
linéairement de 4, ce qui achéve de démontrer ce que nous avions en vue.

En particulier si @ est discret et si 1’élément a est d’ordre infini il existera une
forme linéaire (continue) sur ¢ non nulle en @, obtenue comme prolongement de la
forme linéaire continue na—>n définie sur le sous-groupe ouvert engendré par a. Ce
cas particulier est aussi une conséquence immédiate du théoréme d’immersion de tout
groupe abélien sans élément d’ordre fini dans un espace vectoriel sur @ et engendré
par les éléments du groupe!; il en résulte de plus que l’espace £ (G) est dans ce cas
isomorphe algébriquement & un produit B (tout espace vectoriel posséde une base?)
et devient topologiquement isomorphe & un produit topologique R si 'on munit
L (@) de la topologie de convergence simple. Il en résulte finalement que £ (G) est
alors un espace de Baire (comme tout produit d’espaces métriques complets).

CHAPITRE PREMIER.

Eléments de calcul différentiel dans les groupes abéliens localement
compacts.

1. L’espace des représentations continues du groupe additif des nombres réels dans
p P group
un groupe abélien localement compact.

1. Pour obtenir d’une part une définition des opérations de dérivation dans un
groupe G et d’autre part des fonctions définies sur G & valeurs complexes pour les-
quelles ces opérations sont définies, nous procéderons par analogie avec leurs défini-
tions dans un espace euclidien R" d’élément générique z=(z,, 3, ..., a): dans R"

. . . . . )
on introduit d’une part la notion de dérivées partielles ﬂ ’ —?l e —Z- d
oz, 0w, 0y

tion dérivable suivant tout x (¢=1,2,...%) a laide desquelles d’autre part toute

une fonc-

1 Cf. [15] page 25 th. 2 et ses corollaires.
2 Cf. [16] page 33 th. 1.

4 — 5338056. Acta mathematica. 89. Imprimé le 13 mars 1963.
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of + et u ?L eut
dx, "o, peu

étre interprétée (au moins sous 'hypothése de continuité des dérivées partielles) comme

combinaison linéaire & coefficients constants réels “1a—f + uy
041

la dérivée pour t=0 de toute fonction ¢—f0¢ () de la variable réelle ¢ composée

d’une application ¢—>¢ (t) de R dans R" et de la fonction f, pourvu que ’application

t>¢ ()= (P (D), Pa(2), .. ., Pn(f)) soit définie au moins au voisinage de ¢ =0, que ¢ (0)==x
d¢¢

et que pour tout 7 —— (0) existe et soit égal & w;. Parmi ces derniéres conditions la

dt
dérivabilité pour t=0 des fonctions ¢;{¢) (¢=1, 2, ... n) est essentielle et peut s’ex-
primer intrinséquement en disant que pour toute forme linéaire I(x) sur R" la fonc-
tion ¢—>[0 ¢ (¢) doit étre dérivable pour ¢=0.

Soit alors E un espace topologique quelconque et supposons donnée pour tout
z€E une famille F, d’applications de R dans E définies au moins au voisinage de
t=0 et appliquant 0 sur z; par analogie avec ce que I’on vient de rappeler on pourra
dire qu’une fonction f(z) définie sur £ et & valeurs complexes est dérivable en z si
pour toute ¢€F, la fonction de variable réelle 1—/ O ¢ (t) est dérivable pour ¢=0.
Inversement si pour tout z€ E on s’est donné une famille D, de fonctions & valeurs
complexes définies au moins au voisinage de x on pourra considérer la famille F, des
applications {—>¢(t) de B dans E définies au moins au voisinage de ¢t=0, appliquant
0 sur z et telles que pour toute €D, la fonction t—/0 ¢ {¢) soit dérivable pour ¢=0.
Dans le cas olt E est un groupe G de dual @ les familles D, les plus intéressantes
4 étudier & ce point de vue sont sans doute celles qui pour tout z € (G coincident
avec lensemble des caractéres z— (x, > définis sur G par tout élément z de G.

Parmi les applications dérivables de R dans G que l'on obtient alors figurent
en particulier les représentations continues du groupe additif de R dans @, car si 7 est
la représentation (continue) de G dans R duale de la représentation continue ¢—7 (¢)

de R dans G on a! ) .
(r(e), x> =t 7 () (1)
d’ott I'on déduit '

L, i=2ini @) < ), . @)
Nous nous limiterons momentanément & considérer ces applications dérivables de R

dans G et définirons les familles F. comme les ensembles d’applications t—>z+ 7 (¢)
ol r décrira 'ensemble R (@) des représentations continues de R dans G'; nous mon-

! La valeur commune des expressions figurant dans les deux membres de la relation (1) est de
la forme exp. (2 fw.it7(Z)) ol la constante réelle w peut étre choisie arbitrairement; nous prendrons
toujours w = 1.
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trerons d’ailleurs plus tard (chap. 1, § 3, th. 2) gu’il n’'y a pas 13 de restrictions im-
portantes si Pon fait abstraction de considérations tératologiques.

2. Le premier probléme qui s’impose est donc celui d’une étude détaillée de
R (G); la relation (1) établissant une correspondance biunivoque entre R (Q) et L (G)
il est équivalent d’étudier P'un ou l'autre de ces espaces. Dans la suite nous con-
sidérerons toujours £ (@) comme muni de sa structure naturelle d’espace vectoriel sur
R (cf. Introduction 2) et de la topologie compatible d’espace vectoriel localement
convexe déterminée par la convergence compacte, qui fait d’ailleurs (G étant locale-
ment compact) de R(G) un espace complet. La relation (1) permet de transporter
cette structure d’espace vectoriel localement convexe & I'ensemble R (G), qui sera dans
toute la suite de ce travail considéré comme muni de cette structure.

Proposition 1. La topologie de £ (@) est identique d la topologie de convergence simple.

En effet tout groupe G étant isomorphe i un produit direct R"*xG’ d’un espace
euclidien par un groupe possédant un sous-groupe ouvert compact! si H' désigne la
réunion des sous-groupes compacts de G’ 'espace £ (G) est isomorphe 4 L(R")x L(G'/H')
car d’une part toute représentation continue de G' dans R s’annule sur H’, et d’autre
part tout compact de G’'/H’ est Yimage canonique dans G'/H’ d’un compact de @ 2;
de plus G'/H’' est un groupe discret et £ (R") est isomorphe & R", ce qui achéve de
démontrer la proposition.

Proposition 2. Dans R (GQ) Uaddition r+ ¢ et la multiplication ar par a € R sont
définses par: (r+2')(t)=r(t)+7 (t) et (ar)(t)=r(at). La topologic de R (G) est la moins
fine des topologies d’espace vectoriel localement convexe sur R (G) rendant continue appli-
cation (¢, r)—>r(t) de RXR(G) dans G; dans R (Q) les ensembles U (K, V) des r appli-
quant le compact K de R dans le voisinage V de O dans G forment un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 dans R (Q) quand K décrit une famille quelcongue de compacts
de R & laquelle appartient au moins un voisinage de 0 et quand V décrit un systéme
fondamental de voisinages de 0 dans G.

En effet les relations écrites dans I'énoncé résultent de suite de la relation (1)
et de la définition de la structure de L(G). D’autre part la toplogie de G étant
celle de la convergence compacte des fonctions Z—{x, ) définies sur G par les
z €@ la continuité de l'application (¢, r)->r () résulte alors de la relation

{1 +70) (E+ b), B> — Lo (L), D = {1 (b), & (L, 7)) Kby, 7 (@)D <L, 76 (@)D — 1) (3)

1 Cf. [6] page 110.
2 Cf. [11] page 21 exercice 14,
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car pour f, et r, donnés le second facteur du second membre de cette ralation con-
vergera uniformément vers 0 sur tout compact de @ pourvu que r converge' vers 0
dans L£(G) et que ¢ reste borné dans R. D’autre part si une topologie d’espace vec-
toriel localement convexe sur R (G) rend continue 1’application (¢, 7)—>7(f) elle la
rendra continue au moins au point (0,0) ce qui en vertu de la relation (3) ol l'on
fait £,=0 r,=0 entraine que, r décrivant un voisinage de 0 dans cette topologie et ¢
un voisinage de 0 dans R, les nombres complexes (r(t), ) =<t 7 (z)> doivent rester
aussi voisins de 1 que 'on veut sur tout compact de G, et il en résulte que la topo-
logie considérée est alors plus fine que celle de R(G). Enfin la derniére partie de
la proposition résulte du fait que pour ¢ restant borné et z décrivant un compact de
@ les fouctions 7—(t, 7 (z)> convergent uniformément vers 1 quand 7 converge vers
0 dans C(G).

Définition 1. On appellera application canonique de R (G) dans G application
r—>r(1).

Proposition 3. L’application canonigue de R(G) dans G est une représentation
continue de la structure de groupe sous-jacente & la structure de R(G). Le noyau de
celte représentation est un sous-groupe totalement discontinu et I'image canonique de R ()

dans G est dense dans la composante conneze de 0 dans G

La premiére partie de la proposition est une conséquence de la proposition pré-
cédente. En vertu de la relation (1) 7(1)=0 est équivalent & 7(z)€Z quel que soit
z €@, donc le noyau de l'application canonique est isomorphe (prop. 1) & une partie
du produit topologique Zé, lequel est totalement discontinu, d’ol la seconde partie
de la proposition.

Pour démontrer la derniére partie de la proposition il suffira de montrer que la
composante connexe de 0 dans G et 'image canonique de R (G) dans G' ont méme
sous-groupe orthogonal dans G; or pour qu’un caractére soit égal & 1 sur I'image
canonique de R (G) dans G il faut et il suffit d’aprés la relation (1) que ce caractére
annule toutes les formes linéaires continues sur G; mais en vertu du théoréme de
structure G=R"x@ ou @' possede un sous-groupe ouvert compact cette derniére
condition signifie que le caractére considéré engendre dans G un sous-groupe relative-
ment compact: en effet 8'il en est ainsi toute forme linéaire continue sur G s’annule
alors en ce caractére et sinon dans le quotient de G par le sous-groupe {0} X H’, oit

1 La derniére partie de cette proposition a déja été donnée par Mr. MACKEY dans les Proceedings
of the National Academy of Sciences, vol. 34, n°® 4, p. 157. D’autre part on donnera plus loin un
oxemple ol l'image canonique de R(G) est un sous-groupe strict de la composante connexe de 0
dans G.
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H' désigne la réunion des sous-groupes compacts de G’, I'image canonique de ce
caractére sera un élément d’ordre infini et en conséquence (introduction 2) il n’annu-
lera pas toutes les formes linéaires continues sur G. D’ou la proposition en vertu de
la caractérisation de la composante connexe de 0 dans G qui a été rappelée en In-
troduction 1.

Si H est un sous-groupe fermé de G le sous-espace de R (G) dont les éléments
appliquent R dans H est isomorphe & R (H) en vertu de la proposition 2 ou de
Pisomorphisme de C(G/H*) et de C(H); nous noterons encore R (H) ce sous-espace
de R(G) et tout espace R (G) étant complet il en résulte que R (H) est fermé dans
R(G). Parmi les sous-groupes H de G les sous-groupes compacts H tels que R (H)
soit de codimension finie dans R (G) joueront un réle important dans la suite de ce
travail; nous désignerons par ¥ (G) la famille de ces sous-groupes.

Proposition 4. La famille H(G) est dans G une base de filtre convergeant vers
0 et il en est de méme dans R(G) des R(H) quand H décrit H (G).

En effet si des H; en nombre fini appartiennent & H# (@) il en est de méme de
leur intersection H, car H est compact et R (H) n’est autre que l'intersection des
R (H,) donc est encore de codimension finie. D’autre part soit ¥ un voisinage com-
pact de 0 dans G et U le voisinage de 0 dans R (G) dont les élément appliquent le
segment [—1, +1] de R dans V; la topologie de £ (@) étant celle de la convergence
simple ¥ contient un sous-espace vectoriel E de codimension finie, dont 'image
canonique dans G a pour adhérence un sous-groupe compact H contenu dans V et
tel que R(H), qui contient E, est de codimension finie; de plus R (H) est aussi
contenu dans ¥. D’oll la proposition car si V Jéerit un systéme fondamental de
voisinages de 0 dans @ il en est de méme de ¥ dans R(G)

Corollaire. Pour tout sous-espace vectoriel fermé E et de codimension finie dans
R(@) il existe He H (G) tel gue E>R (H).

En effet dans R(G)/E les images canoniques des R(H) quand H décrit #(G)
forment une base de filtre convergeant vers 0, d’oll la proposition car dans tout
espace euclidien tout filtre convergeant et admettant une base de filtre formée de
sous-espaces vectoriels contient un élément réduit & {0}.

Proposition 5. Soit h une représentation continue du groupe @ dans le groupe G'.
Lapplication r—~h(r)=hor de R(G) dans R(Q') est une représentation continue.’

! Comme nous 1'a fait remarquer Mr. H. CARTAN on peut montrer que 3 est toujours un homo-
morphisme de R (@) dans R (&).



54 J. Riss.

En effet cette proposition est une conséquence évidente de la proposition 2 ou
peut aussi s8’établir directement 3 P'aide de la représentation duale 5 de G’ dans G,
car si des # €L (G’') convergent simplement vers 0 dans G’ il en est de méme des
7 ok dans G.

Conformément & la proposition précédente nous poserons la définition:

Définition 2. Soit h une représentation continue de G dans G, on appellera re-
présentation canoniguement associée d h de R (G) dans R(G') et on notera k Vapplica-

tion r—>hor.

Théordme 1. Soit b I'homomorphisme canonique de G sur son quotient G/H par
un sous-groupe compact H, Tapplication h est alors un homomorphisme de R(G) sur

R(G/H).

En effet soit & la représentation duale de %, c’est-d-dire l'application canonique
du sous-groupe ouvert H* de G dans G; le théoréme sera démontré si nous établis-
sons que Papplication pye qui associe & toute forme linéaire sur G sa restriction &
H* est un homomorphisme de £ (@) sur £ (H*). Or d’une part la proposition 5 montre
que gge est continue; d’autre part le paragraphe 2 de l'introduction montre que gy«
est une représentation continue de L£(G) sur £ (H*) qui admet une application linéaire
inverse & telle que si des A convergent vers 0 dans C(H") les & (A) convergent vers
0 dans £(@), ce qui achéve de démontrer ce que nous voulions.

Le noyau de ’homomorphisme % étant R (H) nous identifierons souvent R (G)/R (H)
4 R(G/H) quand H sera un sous-groupe compact de G.

3. En tant qu'espace vectoriel sur R I'espace R (G) posséde un dual qui est
Pespace des formes linéaires continues sur R (G). Si f(r) est une telle forme linéaire
continue il existe en vertu de la proposition 1 un systéme fini de caractéres Z; sur
G tels que

1£()] < A sup. |7 (30

olt A est une constante positive, f(r) s’annule donc en méme temps que les 7(z;) et
par suite en est une combinaison linéaire. La topologie de R (G) peut donc étre con-
sidérée comme la topologie faible définie par les formes linéaires r—7 (z).

D’autre part en vertu du théoréme de structure G=R"XG ou G’ posséde un
sous-groupe ouvert compact 'espace R (G) apparait comme produit d'un espace eucli-
dien et d’un espace L (H) ol H est un groupe discret, de sorte que, d’aprés intro-
duction 2, R(G) est dans tous les cas un espace de Baire. On en déduit:
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Proposition 6. Si une famille de formes linéaires continues sur R (G) est bornée
en tout point elle est équicontinue et les éléments de cette famille dépendent linéairement
d’un nombre fini d’entre eux.

En effet R(G) étant un espace de Baire les éléments de toute famille de formes
linéaires ponctuellement bornées sont alors uniformément majorées dans un ouvert!
et sont donc équicontinues. La topologie de R (G) étant de plus une topologie faible
ces formes linéaires s’annulent alors toutes sur un sous-espace vectoriel de codimen-
sion finie contenu dans un voisinage de 0 sur lequel elles sont uniformément majorées,

d’otr la proposition.

4. On appellera polynéme sur G tout élément de I'algébre? tensorielle symé-
trique P (G) construite sur l'espace vectoriel £(G). Tout polynéme sur G admet donc

une représentation

P=TCorogeray i la* o 2
4 laide d’éléments I,,1,, ..., I, linéairement indépendants de £ () et détermine sur
@ la fonction (indépendante de la représentation choisie pour P)

P(@)=3 Caap--ay bt (@) ' (2) -+ 1" ().
Nous allons montrer que si P(z) est identiquement nul en z c’est que P est 1'é1é-
ment 0 de D (G). Exprimons en effet P comme ci-dessus & l'aide d’éléments indé-
pendants de L (G) et supposons P(x)=0 quel que soit z, alors pour tous z€G,

y€G, n€Z on aura P(x+ny)=0; or P(z+ny) est un polynéme sur Z dont le
coefficient du terme du premier degré est

FL@L ST G b

et qui doit étre identiquement nul et comme les éléments [, 1,, ..., I, sont indépen-
. . . oP . .
dants il en résulte que pour tout z la fonction é—l—(x) est identiquement nulle. Par
(]

itération de ce procédé on en déduit que si P(z) est identiquement nul, qu’il en est

encore de méme de tous les coefficients ¢ a,---a, car

\ , \ aal+aa+~~+an})
oyl otg! eyl Culan...an= m .
En vertu de cette propriété nous identifierons toujours I'élément P de D (G) avec
la fonction P (z) qu’il détermine sur G et nous appellerons cette fonction un polyndme.

1 Cf. [12] page 77 th. 2.
2 Sur le corps des nombres complexes.
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§ 2. Les fonctions dérivables.

Définition 1. On dira qu’une fonction a valeurs complexes z—f(x) définie sur
un groupe G est dérivable en x suivant la représentation r € R(G) si la fonction de la
variable réelle t t—f(x+7(t)) est dérivable pour t=0 et sa dérivée sera dite la dérivée

de f en x swivant r; on la notera d.f(x).

Si d,f(x) existe en tout z€ A<@ et suivant tout r€ A<R(G) on dira que f
est A-dérivable en tout point de A4; si A=R(G) (resp. A=G; resp. A=R(G) et
A=@G) on dira simplement que f est dérivable en tout point de 4 (resp. A4-dérivable;
resp. dérivable). Voici trois exemples de fonctions dérivables:

a) les fonctions caractéristiques des ensembles & la fois ouverts et fermés; toutes
les dérivées de ces fonctions sont nulles;

b) les formes lindaires sur G, car si I(x) est une telle forme linéaire sur G et si
t—r(t) est une représentation continue de R dans @, alors t—>lor(t) est un endo-
morphisme de R, de sorte que dyl(z)=10r(1);

c) les caractéres sur @ car nous avons déja établi que d, <{z, ) =21 n 7 () {x, Z).

Alors que dans les espaces euclidiens toute fonction dérivable est continue il
n’en est plus en général de méme dans un groupe, méme connexe: soit par exemple
G un groupe connexe dans lequel le sous-groupe H image canonique de R (G) soit
distinet de G?!, sur un tel groupe toute fonction & valeurs complexes et constante
sur les classes suivant H est dérivable (toutes ses dérivées sont nulles) et ne saurait
étre continue que si elle était constante (H est dense dans G d’aprés la proposition
3 du §1).

Aussi nous limiterons-nous dans la suite de ce chapitre aux fonctions satisfaisant
a la définition suivante:

Définition 2. On dira qu’une fonction est continiiment dérivable st elle est dérivable,
continue ainst que chacune de ses dérivées, On désignera par &, (G) Uensemble de ces
fonctions définies sur le groupe G,

Théoréme 1. Si f est contintiment dérivable sur G, Uapplication r—d, f(x) est
une forme linéaire continue sur R (G).

La partie algébrique de ce théoréme se démontre classiquement, en vertu de la
continuité des dérivées, & P'aide de la fonction différentiable de deux variables réelles

1 C’est le cas du dual de @ (si » est représentation continue de G' dans & telle qu'il existe
un sous-groupe fermé strict H de G dont I'image r (H) dans G’ est dense, alors (G') ne rencontre
H* qu'en 0 donc est distinet de G).
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(¢ w)~f(x+rt)+s(u). Dautre part Pespace R(G) étant un espace de Baire la con-
tinuité de l'application linéaire r—d,f(x) résulte de la continuité des fonctions
r—>n(f@+r1/n)—f@) dont elle est la limite quand l'entier » augmente indé-
finiment.!

Supposons maintenant que dans les conditions du théoréme précédent on fasse
décrire &4 z un ensemble compact de G, comme par hypothése les formes linéaires
r—d, [(x) sont bornées en tout point r quand x décrit un compact il en résulte
qu’elles sont équicontinues (proposition 6 du § 1) et comme ( est localement compact
on en déduit que Papplication (z, r)—>d, f(z) est continue sur GxR(G). Quant & la
possibilité de munir I'espace &, (&) d’une topologie telle que 'application (z, r, f)—>d. f (z)
soit continue elle est théoriquement exacte mais en dehors du cas ol R (@) est de
dimension finie on est alors conduit & des considérations dans le genre de celles qui
feront 'objet du § 1 du chapitre 2 et c’est pourquoi nous n’insisterons pas sur cette

question,

Définition 3. On appellera sous-groupe des périodes d’une fonction | définie sur
le groupe G le plus grand sous-groupe P (f) de G tel que f soit constante sur les classes

survant ce sous-groupe.

Si pour tout s€(@ et toute fonction f définie sur G on désigne par f, la fonc-
tion définie par f;(z)=f(x—s) il est immédiat que la condition nécessaire et suffisante
pour que s appartienne & P (f) est que f;=f Pour toute fonction continue P(f) est
un sous-groupe fermé; nous allons montrer que si f appartient & &, () la compo-
sante connexe de 0 dans P (f) n’est autre que ’adhérence de I’image canonique dans
G du sous-espace vectoriel de R (G) défini par d,f(x)=0 quel que soit z€G. En
effet si d,f(r) est identiquement nulle en z la fonction de la variable réelle ¢
t—>f(x+r(t) est pour tout x constante car sa dérivée est nulle, donc 7 (t) € P(f) pour
tout t€R, et inversement si pour tout t€ R r(t) appartient & P(f) alors d, f(x) est
identiquement nulle; d’oli résulte ce que nous voulions démontrer & I’aide de la pro-
position 3 du § 1 appliquée & P (f).

Théoréme 2. Soit H un sous-groupe compact contenu dans le sous-groupe des
périodes de la fonction [ appartenant d &, (G). Considérée comme définie sur G/H la
fonction | appartient encore & &, (G/H), de plus st chaque dérivée de f est bornée sur G
le sous-groupe P (f) appartient au filtre engendré par M (G).

En effet désignons par % Dapplication canonique de G sur G/H et soit F la
fonction sur G/H définie par f=F 0h, comme pour toute représentation r € R(G/H)

1 Cf. [12] page 81 exercice 14 et [11] page 15 proposition 13.
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il existe 7 € R(G) telle que 7 Oh=r on en déduit que la fonction F, définie sur G/H
par d,.-f=F,0h n'est autre que d, F; d’autre part les fonctions F et d. F sont con-
tinues sur G/H car les fonctions f=Foh et d,-f=(d, F)oh sont continues sur G?,
d’olt la premiére partie de la proposition.

De plus les formes lindaires r—d, f(z) sur R (G) sont continues et si elles for-
ment une famille ponctuellement bornées quand z déerit G alors elles sont équicon-
tinues et s’annulent sur un méme sous-espace vectoriel £ de codimension finie (pro-
position 6 du § 1) dans R (@), lequel contient donc un sous-espace R (H) avec H € H (G)
(corollaire de la proposition 4 du § 1): mais le sous-groupe des périodes de f contient

I'image canonique de E dans @, d’oh la seconde partie de la proposition.

Corollaire. S: [ appartenant ¢ &, (@) est de plus & support compact il existe
HeH(G) tel que | soit constante sur les classes suwant H et considérée comme définie
sur G/H | appartient ¢ &, (G/H).

En effet toutes les dérivées de f sont alors bornées et le sous-groupe des périodes
de f est compact, donc en vertu du théoréme précédent il appartient & H(G); il
suffit alors de prendre pour H n’importe quel sous-groupe contenu dans P(f) et
appartenant a H (G).

Par exemple si G est produit topologique de groupes compacts connexes (G3)ica,
pour toute f appartenant & &, (@) il existera une partie finie A (f)< A telle que f
soit constante sur les classes suivant le produit des (G3)i¢ay. Les théorémes précé-
dents permettent aussi de trouver des conditions pour qu’'une fonction presque-
périodique sur un groupe G soit prolongeable en une fonction continfiment dérivable
sur le groupe compact attaché 4 GZ%; par exemple si G=R on trouve qu’il est né-

cessaire que le module des cxposants de la fonction considérée ait une base finie.

Définition 4. On appellera opérateur de dérivation associé d r € R (G) Uapplica-
tion [—d, [ définie sur Uespace &, (G) et a valeurs dans Uespace des fonctions continues.

Les opérateurs de dérivation obéissent & certaines régles de calcul formel dont
deux peuvent étre considérées en un sens, qui va étre précisé, comme caractéristiques:
la premiére de ces régles est la permutabilité des opérateurs de dérivation et des
opérateurs de translation f—f, et la seconde est celle qui donne la dérivée d’un
produit d,(fg)=fdr-g+gd.f; nous n’en donnerons pas les démonstrations qui se font

comme dans le cas de @ euclidien. Considérons alors sur I’espace &, (G) et sur l’espace

! Cf. [13] page 53 th. 1.
2 Cf. [8] chapitre VII.
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C(@) des fonctions continues sur & deux topologies d’espace vectoriel localement
convexe satisfaisant aux conditions suivantes:

a) L’application z—~>{z,z) de G dans &, (G) est continue.

b) L’ensemble des polyndmes trigonométriques est dense dans &, (G).

¢) Les opérations de dérivation sont des applications continues de &, (G') dans C(G).

d) La topologie de C(G) entraine la convergence ponctuelle en au moins un
point de G.

Dans ces conditions les seules représentations d’espace vectoriel topologique de
E,(G) dans C(G) qui permutent aux translations et satisfont 4 la formule du pro-

duit écrite ci-dessus sont les applications f—>d, f+id,~f. En effet

a) Si f—>df est une forme linéaire sur I'espace vectoriel des polyndmes trigono-
métriques sur G telle que la fonction composée z—d <z, z) soit continue sur G et si
de plus on a d(fg)=/(0)dg+g(0)df on en déduit que z->d{z, &) est une repré-
sentation continue de G dans le groupe additif des nombres complexes et en con-
séquence qu’il existe 7’ et s’ appartenant & R(G) tels que pour tout polyndéme
trigonométrique f on ait df=d, f+id,f.

b) Si les polyndmes trigonométriques sont denses dans & (G) et si les applica-
tions f—d,f de &,(G) dans C(G) sont continues, la topologie de C(G) satisfaisant
4 la condition d) alors la forme linéaire considérée en a) se prolonge a tout 'espace
&, (@) par la formule df=d, f+id:f.

¢) Si f>Df est une application linéaire de &, (G) dans C(G) satisfaisant aux
conditions indiquées ci-dessus alors f—df=Df(0) est sur & (&) une forme linéaire
du type de celles qui viennent d’étre étudiées et en vertu de la permutabilité des
opérateurs de dérivation ainsi que de f->Df avec les opérateurs de translation on
en déduit que Df=d, f+vd,-f.

Relativement & ce résultat il se pose la question de savoir s’il existe des topo-
logies satisfaisant aux conditions données en a) b) ¢) d): or on montre aisément que
si Pon munit &, (G) de la topologie de la convergence compacte des fonctions et de
chacune de leurs dérivées et C(G) de la topologie de la convergence compacte alors
les conditions a) b) d) sont vérifiées, quant & la condition b) elle I'est alors aussi
et ceci sera démontré plus loin (proposition 2 du § 3). Faisons aussi la remarque
suivante qui nous sera souvent utile: muni de la topologie de la convergence com-
pacte des fonctions et de chacune de leurs dérivées Pespace &, (G) est complet; en

1 Rappelons qu’on appelle polynéme trigonométrique toute combinaison linéaire, & coefficients
complexes, de caractéres.
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effet si @ est un filtre de Cauchy sur cet espace il est alors filtre de Cauchy sur
C(@) muni de la topologie de convergence compacte et il en est encore de méme
de d. @ quel que soit r€R(Q), dans C(G) D et dr D ont donc des limites f et f, et
on a f,=d,f car pour tout £ €G les fonctions de variable réelle ¢t t—f(x+r () con-
vergent alors uniformément sur tout compact suivant le filtre @ vers la fonction
f(x+7r(@) ainsi que les fonctions d,f(z+ () vers f, (x+7()).

2. Définition 5. On dira qu'une fonction | est h fois contindiment dérivable si
tout opérateur composé de k dérivations successives est défini pour la fonction f quel que
soit k<h. Un tel opérateur sera dit ume dérivation d’ordre k et s’il est composé de
dy,, dr,, . .. dr, On le motera dl‘lr,...,k; la fonction dflr,...rkf sera dite une dérivée d’ordre

k de f.

Remarque: On notera qu’en vertu de la définition 4 si une fonction est k fois
continiiment dérivable toutes ses dérivées d’ordre au plus égal & &, ainsi qu’elle-méme,
sont continues. D’autre part pour ne pas étre obligé de faire constamment des répéti-
tions dans les hypothéses nous introduirons un opérateur de dérivation d’ordre 0
défini par D°f=/.

Dans la suite nous désignerons par &,(G) 'ensemble des fonctions % fois conti-
niiment dérivables et considérerons les espaces définis comme suit:

B, (@) et D, (G) désignerons les sous-espaces respectifs de £, (G) dont les éléments
ont toutes leurs dérivées d’ordre au plus égal & % bornées ou dont les éléments sont
a support compact.

&+ (@), B; (@), Dx(G@) désignerons les sous-espaces respectifs de £,(@), Bx(Q),
D, (G) dont les éléments sont positifs.

£(@), B(@), D(G), £'(G), B (G), D' (@) désignerons les sous-espaces respective-
ment communs quel que soit % aux espaces £,(G), Bn(G), Dx(G), Ex (G), B (G),
Di (G).

3. On appellera polynéme de dérivation sur G tout élément de Palgébre ten-
sorielle symétrique D (G) sur le corps des nombres complexes construite sur l'espace
vectoriel des dérivations du premier ordre d,. Tout polynéme de dérivation D admet
donc une représentation

ay 40y an
D=zc°1°s"'dnd71d71..' n

et définit dans & (G) un opérateur

aytagt+-tay

/—)D(f)=zcala,~~~au d,:lrg!“,,;n /
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indépendant de la représentation choisie pour D. Nous allons montrer que si D(f)=0
quelle que soit la fonction f alors D est I'élément neutre de D (G): en effet on aura

alors en particulier pour tout caractére z —> (z, Z)
@, &) D (%, 2) =3, Cayay - ay (25771 (£) (2 inFo (@)% -+ (2057 (@))%
donc dans P (G) le polyndme
P=3Csaa, (20ary)" (207F) " (29770)""

n’est autre que 0, de sorte que si les 7,,7,,..., 7, ont été choisis linéairement indé-

pendants dans R(Q) les coefficients ¢,,q,...a, sont tous nuls, donc D=0. De plus ce

n
qui précéde prouve que lapplication D->FD de D(G) dans D (@) définie par
(3 D) (&)=<, &> D (<z, z») est un isomorphisme de ces deux algdbres obtenu par pro-
longement de Papplication d,—~ —2¢n#. F D sera dit le polyndme sur @ transformé
de Fourier du polynéme de dérivation D sur G; cette dénomination ainsi que la
notation employée seront justifiées plus tard.

Si 'on convient de considérer ’espace R (G) comme plongé dans D (G) par l'iso-
morphisme r->d,, toute représentation continue e du groupe G dans le groupe G’
définit alors une représentation de I'algébre D (@) dans I’algébre D (G’) obtenue par
prolongement de la représentation € de R (@) dans R (G') canoniquement associée & e;
nous noterons encore é cette représentation. Si f' est alors un élément de E£(G”) la
fonction composée f'Oe appartient & £ (G) et pour tout DED(G) on a

D(f'oe)=(eD)(f))oe.

En particulier il est évident que pour tout systéme fini (D;) de polynémes de déri-
vation sur @ il existe un espace euclidien R", une représentation continue e de R"
dans G et des polyndmes de dérivation D; sur R" tels que pour chaque ¢ on ait
D, =& (Dy).

§ 3. Existence et propriétés des fonctions dérivables a support compact.
Applications.

1. Pour établir I'existence de fonctions appartenant 3 I'espace £ (G) et & support
contenu dans un ouvert donné nous utiliserons un procédé de composition qui peut
étre défini comme suit: soient G (resp. G') un groupe sur lequel est définie une
fonction f(x) (resp. f'(z')) et z’—>e(z’) une application de G' dans G, nous posons
formellement:

fff=!ﬂw—uf»f@3dﬂ-
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Proposition 1. Soient:

a) f(x) une fonction définie sur le groupe G et A-dérivable, continue ainsi que ses
dérivées d, f(x) pour tout r€ A.

b) f(x') une fonction définie sur le groupe G' @ support compact, A'-dérivable,
continue ainsi que ses dérivées dy-f (') pour tout r' € A'.

¢) z'—>e(x’) une représentation continue de G' dans G, r'—~&(r') la représentation
de R(@) dans R(G) canoniquement associée d e.

Dans ces conditions la fonction feeef’ est définie sur G, (A+&(A"))-dérivable con-

tinue ainsi que chacune de ses dérivées d,.| pour towt '’ € (A+E(A')) et pour tout tel

"' on a quels que soient r€ A et v' € A’ satisfaisant & "' =r+e(r'):

df % ['=(def) % '+ % (dr [).
En effet f étant & support compact donc aussi toutes ses dérivées, définie con-
tinue que les fonctions d,f', f, d, f, toutes les intégrales qui vont étre écrites existeront

et représenteront des fonctions continues en vertu de 'uniforme continuité sur tout
compact de toute fonction continue. Posons F(x)=f%f on a par définition
e

F(z+r" (t))=f/(:z; +rg)y—e@ —reN)f (@)da'
&
d’oit en vertu de Pinvariance de l'intégrale par translation

Fz+r"(t)= ff (x+r@g)y—e@))f &+ @) da’
G'

et la proposition se déduit directement de cette relation & l'aide des théorémes clas-
siques de dérivation sous le signe .

Remarque 1. Le procédé de composition fx /' se rattache & la notion générale

e
de régularisation des fonctions, sur un espace dans lequel opére un groupe localement
compact de transformations z—z’(z), & l'aide d’une fonction définie sur le groupe
de transformations et de l'intégrale de Haar sur ce groupe: F(x)= f & @) (z)d'. .
d:

Dans le cas particulier envisagé ici on a z'(z)=2z—e ().

Remargue 2. Lorsque G'=G et que e est I'application identique la proposition
prouve que tout produit de composition appartient 4 E(G) dés que 'un de ses

facteurs est continu et que I'autre appartient a D (G); en fait la méme démonstra-
tion prouve qu’il suffit alors que le premier facteur soit sommable sur tout compact.

1 Remarquons que cette proposition entraine que pour toute f dérivable suivant r, continue
ainsi que dr f on a fd,/(x)dx=d,ff(z)dm=0 {prendre G’ = @G, e(x) =z ot f (x) = 1).
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En combinant cette proposition avec les résultats acquis antérieurement nous
allons établir le théoréme fondamental suivant:

Théoréme 1. Quel que soit U'ouvert Q<G il existe { € D' (G), non identiqguement
nulle et @ support contenu dans £.

Soit en effet a€2 et U un voisinage compact de O tel que a +3 U0 et
soient d’aprés la proposition 4 du § 1 H un sous-groupe fermé de G contenu dans
U et appartenant & la famille 3 (@) et E un supplémentaire de R(H) dans R(Q);
E est un espace euclidien, prenons dans E un voisinage ¥ de 0 compact et tel que
r €Y entraine 7 (1) € U. Si f(z) est une fonction continue positive définie sur G non
identiquement nulle et & support contenu dans e+ U et /' (r) une fonction apparte-
nant 3 D'(E) non identiquement nulle et & siipport contenu dans ¥, on aura en
désignant par e Vapplication (&, r)—>h+7(1) de HxE dans G une fonction cherchée
F en posant

F@=j={=[[@-h=-r0)f (r)drdr
Hx E

car F est positive non identiquement nulle, 3 support contenu dans a+U-+ U+

+Hca+3UcQ et qui en vertu de la proposition 1 appartient & & (G) car sur

HxE la fonction f (r) est dérivable suivant R (H)x R (E) ainsi que toutes ses dérivées

d’ordre quelconque et 1'application & applique cet espace sur R (G).

De ce théoréme nous allons déduire quelques résultats importants sur 'approxima-
tion des fonctions dans certains espaces. Pour simplifier I'exposé nous dirons qu’une
fonction 6 définie sur un groupe G est une fonction U-régularisante si elle est con-
tinue, positive, a support compact contenu dans le voisinage compact U de 0 et si
son intégrale est égale & 1; Vimportance de ces fonctions provient du fait que si f
est une autre fonction continue définie sur le groupe on s

[%0(2)—f(@)=[({@—y-Fa)0@)dy
d’ou

|f%0(z)- @) < sup. |/ (@~ y)— [ ()]

et de ce que les fonctions régularisées /% 0 jouissent en général des propriétés de
Pune et de lautre des fonctions f et 8. A l'aide de cette notion on peut dire que
le théoréme précédent est équivalent & I'existence de fonctions U-régularisantes ap-
partenant & D (G) et ceci quel que soit U. Enongons simplement le lemme suivant
qui est une conséquence triviale de I'uniforme continuité sur tout compact de toute
fonction continue et du théoréme 1:
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Lemme. Les polyndomes trigonométriques régularisés (resp. les fonctions contindiment
indéfiniment dérivables régularisées) sont demses dans Uespace des polynémes trigono-
métriques (resp. dans E, (G) quel que soit 0<h<ool) mumi de la topologie de conver-
gence compacte des fonctions et de chacune de leurs dérivées (resp. dérivées d’ordre au

plus égal a 7).

Proposition 2. Les gpolynomes trigonométriques sont denses dans En (G) quel que
soit 0<h<oo muns de la topologie de convergence compacte des fonctions et de chacune

de leurs dérivées d’ordre au plus égal d h.

D’aprés le lemme précédent il suffit de montrer que pour toute régularisante 6
les polyndmes trigonométriques w x O sont denses dans l’espace des fx 0 f€E(G)
muni de la topologie de convergence compacte des fonctions et de leurs dérivées.

Mais en vertu des relations
D(f%0)~D(wx68)=(f—w)* D6,

ol D est un polyndme quelconque de dérivation, ceci est alors une conséquence tri-
viale de la proposition & démontrer dans le cas de A=0.2

En donnant au théoréme 1 la forme plus précise suivante nous pourrons établir
I’existence sur G' de partitions de P'unité en éléments de D* (G).

Proposition 3. Soit B un voisinage compact du compact A, il existe f € D" (G)
telle que 0<f<1, f=1 sur A et /=0 en dehors de B.

- Soit en effet U un voisinage de 0 dans G tel que 4+3 U< B et soit f une
fonction continue égale 4 1 sur 4+ U, nulle en dehors de 442U et comprise entre
0 et 1; toute U-régularisée de ' par une fonction de D (G) satisfait & la question.

2. Définition 1. On appelle recouvrement ouvert relativement compact localement
fini d’un espace (localement compact) E tout recouvrement de E d Uaide d’ensembles
ouverts, relativement compacts et dont seul un nombre fini rencontre chaque compact de E.

Pour tout groupe G il existe de tels recouvrement car si ¥ est un voisinage
symétrique ouvert relativement compact de O dans G engendrant le sous-groupe
ouvert H de G, la famille des ensembles V" NGV™ ! (n>1) est un tel recouvrement
pour H et d’autre part tout compact de G/H est fini.

1 Nous convenons que pour k= 0O En (@) n’est autre que E (G).
2 Pour h=0 la proposition est une conséquence du théoréme de Weierstrass-Stone (cf. [14]
page 55 th. 3) car pour tout couple d’éléments distinets ,y de @ il existe un caractére & tel que

<yv i’> 7é<z’ i>'
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On démontre aussi que pour tout tel recouvrement Q= (£2;):c4 il existe un autre
tel recouvrement dépendant du méme ensemble d’indices ' =(£2)ica tel que pour
tout A€ A4 on ait 2;,<=2;: on dit que £’ est un recouvrement subordonné & 2.

Définition 2. On appelle partition de Vunité subordonnée ¢ un recouvrement ouvert
relativement compact localement fini Q= (8:)iea toute famille de fonctions (f2)rca dépen-
dant du méme ensemble d’indices, telle que pour tout A le support de [, soit contenu
dans £, et telle que la somme des f; soit égale @ 1.

Proposition 4. Pour tout recouvrement ouvert relativement compact localement fini
du groupe G il existe une partition de Punité subordonnée d ce recouvrement et dont les
éléments appartiennent & D (G).

by

Soit en effet £’ un recouvrement subordonné & £ et soit de méme £ sub-
ordonné & £’. Il existe en vertu de la proposition 3 pour tout indice 4 tel que
Q) <2, une fonction f1€ D" (G) égale & 1 sur Q et nulle en dehors de ;. Comme
pour tout ouvert relativement compact de G la somme des f; (z) ne dépend effective-
ment que d’un nombre fini de A la somme F (x) des f;(z) est comme chaque f; un
élément de D' (@) et est en chaque point supérieure & 1 (comme au moins une des f;);
les quotients des f,(x) par F(z) constituent alors une partition cherchée.

3. Dans le but d’étendre aux groupes les relations qui lient dans un espace
euclidien la transformée de Fourier d’une fonction sommable ainsi que ses dérivées
aux transformées de Fourier de ces dernidres, nous aurons besoin de certains théo-
rémes d’approximsation dans Yespace des fonctions appartenant a & (G) et qui sont
sommables ainsi que certaines de leurs dérivées, quand l'espace considéré est muni
d’une topologie de convergence des fonctions et de leurs dérivées dans L' (G).2 L’exis-
tence de fonctions satisfaisant aux propriétés indiquées dans la proposition 3 et qui
sont utiles dans les questions d’approximation locale ne peut étre d’aucun service
quand on considére des procédés d’approximation du type de ceux qui viennent
d’étre indiqués; ceci tient au fait qu’avec les notations de la proposition 3 si le
compact B est trop petit voisinage de A alors les fonctions considérées dans cette

! On commence par se ramener au cas d’'un compact en considérant pour tout compact K I'en-
semble des £, rencontrant K, puis on peut appliquer la proposition 3 page 65 de [12]. Pour ces
questions voir aussi: [18].

2 On rappelle que pour tout p =1 on désigne habituellement par L? () I'espace des fonctions &
1
p-idme puissance sommable sur G muni de la norme ( f | /|p dz)? que I'on désigne par ” /",,. Pour
p=00 " f”w n’est autre que le plus petit des a tels que |f(r)| < a presque partout.
5 — 533805, Acta mathematica. 89, Imprimé le 14 mars 1953.
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proposition auront des dérivées trés grandes & l'extérieur de A; toutefois lorsque le
compact B n’est pas imposé a priori on a la propriété suivante:

Proposition 5. Soient A un compact de G et (Di)1<i<n un systéme fini de poly-
noémes de dérivation sur G tous indépendants de D°. Pour tout >0 il existe alors
f€D* (@) majorée par 1, égale d 1 sur A et telle que pour tout t=1,2,...n on ait
| Diflleo <&

Soit en effet R® un espace euclidien et e¢ une représentation continue de R dans
G telle qu’il existe des opérateurs de dérivation (D)i<i<n sur RP satisfaisant &
¢(D;)=D,. Choisissons une fois pour toute ¢€D*(R”) telle que ||¢|,=1 et pour
toute f€ D" (¢) posons

fz=7~pf'§‘(¢°8z)

ou & désigne Pendomorphisme z—>Az de R (A€ R), donc ¢Oe1(z)=¢(Ax); on a alors
| £allee <l 1o+ 2% 0 eally =11 1loo
| D falleo < |11l 1127 &2 (D) ¢ © &ally = [l [l Il 22 (D5) 1}

mais él(D{)¢ est en A un polynéme sans terme constant donc converge vers 0 avec 4.

et

On peut donc trouver A assez petit pour que pour tout ¢=1,2,...n on ait
|&2(Ds) ¢]l, < e; ayant ainsi choisi 4 on prendra ensuite f bornée par 1 et égale & 1
au moins sur 4 —e0&(S) ot S est le support de la fonction ¢; la fonction f, satis-
fait alors aux conditions voulues.

De cette proposition on déduit le lemme suivant:

Lemme. Soient (f)ica un famille de fonctions appartenant @ € (G) et (1)1c1=n des

éléments de R(G) tels que:

agtagi-tuy . . .
a) da s a, [y soit sommable pour tout A et tout systéme d’entiers oy, a,, ... 0
12 n

tels que 0<oy+a,+ - +an=|a|<h,
aytagte-tay
b) sup. sup. |[d,a,a a0 fz]| < +00,

jai=h AedA ) 4 n 1

c) quel que soit €>0 1l existe un compact A de G lel que les intégrales des fonc-

aytaglertay

tions da, a:  _an f1 en dehors de A soient majorées par . Alors il existe g € D™ (G) telle
1°2

a
n
T
n

que sup. sup. || Difi— Di(gf) ] <e.
h o aed

la=
agtagtectay .
En effet posons D"=df:1 2% alors 81 (a)!=o,! a! ... ots!
|
prof=gpri+ 3 O peipyg

@+ on-ta: ;=0 (B)! (!
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ot si (B) et (y) désignent respectivement les systémes d’entiers B, B, ..., fn et
V1> Va5 - - ¥n (B)+(y) désigne le systéme £, + 1y, ﬂ2+y2, cews Bntyn. On en déduit

121 -0 6l <6 -1 0+ S 1 ol

si alors g est égal & 1 sur un ouvert relativement compact £2 on a

1%/~ D*(a)) II1<le"fldw+Z ' o - 1D e@I Dl

(/3)'

d’ol le lemme en vertu de la proposition 5 et des hypothéses.

Proposition 6. Soit f une fonction définie sur G, bornée et mesurable; pour toute
fonction g€ &, (G) sommable ainsi que sa dérivée dy g la fonction [ g est continitment
dérivable suivant r et on a d, {f ¥ g)=f*d:g.

En effet d’aprés le lemme il existe une suite de fonctions g, € D (@) telle que
llgn —glly+||dr gn — drg]l, tende vers 0 avec 1/n. D’aprés la proposition 1 on a alors
dy (f % gn)=(drf) % gn; ainsi fxg est limite uniforme des [ g, dont les dérivées
d, ({ % g») convergent uniformément vers fxd.g; d’oit la proposition.

Un raisonnement semblable donne de suite la proposition suivante que nous nous
contenterons d’énoncer:

Proposition 7. Soient € B(G) et g sommable sur G; alors | x g est dérivable et
ona d(f xg)=(d f)*%g.

Corollaire. Soient f€B(G) et g€ E(R), g et d.g étant de plus sommables; alors
de (f % 9)=[%drg=g % d[.

En effet la premiére de ces deux égalités résulte de la proposition 6 et la se-
conde de la proposition 7.

Appliquons en particulier le corollaire au cas ol f est un caractére et g une
fonction de & (@) sommable ainsi que sa dérivée d.g, on a

(2, %) % dyg={2, &) F (dr g)*

gxdelz,x>=2imr(z) F (9)

Fldg)=—21inr (@) F(9)

! Pour toute f sommable sur @ rappelons que la transformée de Fourier de f est définie par

Fi=f1@<z 3) da.
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et ¢’est pour cette raison que nous avons introduit la notation —2inr=3Fd, a l'aide
de laquelle on peut alors écrire F(d,g)=3Fd, F(g).

Inversement soit 1€ L(G) et soit f une fonction sommable ainsi que If, si f,
est une suite de fonctions continues & support compact qui convergent dans L!(G)
vers [ ainsi que la suite If, vers If, les fonctions F(f,) convergent alors uniformé-
ment vers Ff et les fonctions di (Ffn)=247F(If») convergent uniformément vers

2inF (lf), Aol la relation
di (FHy=2iaF ().

4. Nous terminerons ce chapitre en étudiant et caractérisant les applications
dérivables de R dans @:

Théoréme 2. Si t~>¢(t) est une application de R dans G telle que powr tout
caractére & sur G t—><{$(t), z) appartienne d E, (R) alors il en est de méme de t—f0 ¢ (t)
quelle que soit [€E,(G), Uapplication t—¢(t) est continue et il existe une application

t—>r, de R dans R (G) telle que l%(fmp) =(dr, 1) 0 ¢.

a) Montrons d’abord que toute application t—>¢(t) de R dans G telle que
t—>{¢ (), ) soit continue quel que soit le caractére = sur G est continue. Premiére-
ment R et T étant des espaces métriques complets et @ un espace de Baire et les
applications partielles t—{¢ (f), z) et z—>{$(f), ) étant continues il en résulte que
pour tout f, il existe au moins un x, tel que lapplication (¢, z)—><{¢(t), > soit con-
tinue en (fy, Z,), mais cette application étant une représentation en 7 il en résulte’
que cette application est alors continue sur le sous-ensemble {f,} x@ de Rx@, car
d’une part application partielle ¢—>{¢ (£), Z> est continue et d’autre part [<¢ (t), &+ 7> —
—~{¢(t), z)| est indépendant de #. Ceci ayant lieu quel que soit f, on en déduit la
continuité de (¢, £)—<{¢(t), 2>, ce qui entraine alors I'uniforme continuité des fonctions
t—><{(¢(t), ) quand & décrit un compact de @, c’est-a-dire la continuité de t— ¢ (t).

b) Posons alors

%@b (), &) =217 {p (1), ) @ (¢, 7)

on a de suite
wt,z+y)=w(t,2)+w(ty)
et
(&)=t 8)

1 Cf. [12] page 83 exercice 20 (dans I’énoncé de cet exercice I'un des deux espaces E, F qui y
figurent peut étre supposé seulement espace de Baire et non nécessairement métrique complet).
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done pour tout ¢ - w (¢, ) est une représentation de G dans R et cette représenta-
tion est limite d’une suite de fonctions continues, donc G étant un espace de Baire,
elle est continue. Pour tout ¢ il existe donc 7. € R(G) tel que

Mais comme de plus, {(¢(t),z) € E;(R) il en résulte que w (f,Z) est continue par
rapport & ¢; donc pour tout x lapplication ¢—>7;(Z) est continue et comme la topo-
logie de F(G) est précisément la topologie de convergence simple il en résulte que
t->7; est une application continue de R dans R (G).

¢) D’autre part pour montrer que quelle que soit la fonction f€ &, (&) la fone-
tion fo¢ appartient & & (R) il nous suffira en vertu du théoréme 1 de le montrer
pour toute f€ D (G); de plus si H€ H(Q) et si k est 'homomorphisme canonique de &
sur G/H Yapplication t-h0¢(t) est telle que pour tout caractére  sur G/H (z€ H*)
la fonction t-><(hO¢(t), s> appartient & &;(R), alors le théoréme 2 du § 2 prouve
qu'il suffit d’établir la derniére partie de la proposition lorsque R (@) est de dimen-
sion finie.

Prenons alors une suite de polynémes trigonométriques w, convergeant uniformé-
ment sur tout compact vers f ainsi que la suite d, @, vers d.f pour tout r € R(G)
(proposition 2), comme R (G) est de dimension finie on en déduit de suite que la
suite d, @, converge uniformément sur tout compact de R(G)XG vers d; f; 'applica-
tion t—>¢ (t) étant continue les fonctions @, 0O ¢ convergeront uniformément sur tout
compact vers fO¢ et les fonctions (d, @.)O¢ convergeront uniformément vers

(dr,f) 0 ¢, mais par définition de r on a (dr, @n) O :(%Qp (), z>; on en déduit clas-

siquement que (dr,f)O¢ est la dérivée de fO¢ et que cette dérivée est continue.
Pour toute application dérivable {—¢ (¢) de R dans G I'application t—7; telle que

‘% fo¢=(dr,/)O¢ peut étre appelée I'application rivée de I'application ¢ et nous

la noterons encore 4. Quels que soient les en.iomorphismes e et ¢ de G et les
applications dérivables ¢ et ¢’ de R dans G l'application y=eO¢+e'0¢’ est encore
une application dérivable et on a dy=2&(6¢)+& (8¢’), de sorte que si d¢'=d¢
I'application y=¢'—¢ est telle que dy=0 ce qui entraine que y est constante; plus
particuliérement si Oy est constante y est & une translation prés élément de R (@)

Ces indications et le théoréme qui précéde permettent de caractériser compléte-
ment les applications dérivables de R dans G t—>¢(t), pour lesquelles quelle que soit
f€ &, (@) fo¢ appartient & &, (R), comme suit: {—>¢ (¢) est composée d’une applica-
tion t—>®, de R dans R(G) et de lapplication canonique de R (G) dans G. L’applica-
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tion t—@; de R dans R(G) est définie & une constante additive prés (si on lui impose
d’étre continue, ce gui se peut toujours) et est l'intégrale de d¢. Signalons enfin
que l'on peut définir et étudier Q’une fagon toute semblable des applications déri-
vables d’un groupe G' dans un autre G’, qu’il existe un théoréme général de dériva-
tions des applications composées et que les résultats obtenus généralisent parfaitement

ceux du cas G@=R quand G est connexe,

CHAPITRE DEUXIEME.
Les distributions sur les groupes abéliens localement compacts.
§ 1. L’espace topologique D (G).

1. La théorie des distributions sur un groupe G est, comme I'a définie Mr. L.
Schwartz dans le cas de G euclidien [1], 'étude d’une classe de fonctionnelles linéaires
définies sur lespace D (G) et des opérations qui peuvent y étre définies, en ayant
pour but de généraliser la notion de fonction indéfiniment dérivable. Les définitions
et propriétés que nous donnerons seront telles que dans le cas de G euclidien elles
se réduiront & celles qui ont été données par Mr. Schwartz, mais en vertu méme de
la généralisation que nous nous proposons de faire nous ne pourrons pas pousser cette
étude aussi profondément que dans le cas euclidien. Nous utiliserons largement la
théorie des espaces vectoriels topologiques et tous les résultats dont nous nous servirons
sont démontrés dans I'un ou l'autre des mémoires auxquels nous référerons (certains
de ces mémoires donnent des résultats relatifs aux espaces vectoriels sur le corps des
nombres réels, résultats qui peuvent étre étendus sans difficulté aux espaces vectoriels
sur le corps des nombres complexes). C'est d’ailleurs I'emploi systématique de cette
théorie qui nous a conduit & modifier la définition des distributions telle que nous
Pavions donnée dans une note aux Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences
(T. 227 p. 809).

2. Nous désignerons par D (d4; I') le sous-espace vectoriel de 'espace D (&) dont
les éléments ont leur support contenu dans 4 et qui admettent le sous-groupe I" de
G comme sous-groupe de leur groupe de périodes; lorsque I"= {0} nous écrirons simple-
ment D (4) pour D (4; {0}). Parmi les sous-espaces que l'on vient de définir ceux,
pour lesquels 4 est un compact et I" un sous-groupe appartenant i la famille H (@),
jouent un role fondamental et pour les distinguer des autres sans avoir besoin de le
préciser chaque fois nous leur réserverons la notation d(K; H) ol K est le compact
A et H le sous-groupe I'. Les sous-espaces d (K; H) seront toujours considérés comme
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munis de la topologie de convergence uniforme des fonctions et de chacune de leurs
dérivées de sorte que si 7y, 7,,...,7p est un systéme de représentations continues de
R dans G qui composées avec I'application canonique de G sur G/H forment une
base de R (G/H) la topologie de d (K; H) est définissable par la famille de semi-normes
ayFagtetay

sup.

0sa tayt---tapsn ’

a @ a
1’29___?pp

1 o

En vertu d’une remarque faite antérieurement cas espaces sont complets et comme
Porigine de ces espaces posséde un systéme fondamental de voisinages qui est dénom-
brable, ce sont des espaces (JF) [3].

Tl est clair par définition que les ensembles bornés de d(K; H) sont formés de
fonctions bornées dans leur ensemble ainsi que chacune de leurs dérivées; d’autre part
en vertu du théoréme d’Ascoli® les ensembles relativement compacts d’'un 4 (K; H)
gont les ensembles bornés dont les éléments sont équicontinus ainsi que chacune de
leurs dérivées, ce qui entraine de suite trivialement que tout ensemble relativement
compact engendre un convexe fermé qui est compact.? En général un ensemble borné
d’un d(K; H) n’est pas relativement compact; cette particularité se présente quand
G est euclidien (en vertu de la formule des accroissements finis) et cette remarque
nous permettra de montrer plus tard que la topologie que nous introduirons sur
Iespace des distributions coincide dans le cas euclidien avec la topologie de Mr. L.

Schwartz.

Définition 1. On appelle distribution sur G toute forme linéaire sur D (G) dont
la restriction @& chaque sous-espace d(K; H) est continue. L’espace vectoirel de toutes
les distributions sera noté D' (G).

Comme exemple de distributions citons:

a) Les distributions-mesures f—pu(f) associées aux mesures sur G, dont la mesure
de masse + 1 placée & l'origine, définie par (f)=7(0), sera dite la mesure de Dirac.
Comme pour toute fonction continue 3 support compact f et pour toute mesure u u (f)
est la limite des u(f* 6) quand le support de la régularisante 6 tend vers 0, on en
déduit en prenant les fonctions 6 dans D(G) que si u est nulle en tant que distribu-
tion elle l'est aussi en tant que mesure; la correspondance établie entre mesures et
distributions-mesures est donc biunivoque.

b) Les dérivées de mesure définies par une mesure u et un polynéme de dériva-
tion D par f—>u(Df), parmi lesquelles les doublets ou dérivées de la mesure de Dirac.

1 Cf. [14] page 43 théorédme 1.
2 Cette propriété est d’ailleurs valable dans tout espace localement convexe complet.
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c. Les sommes de dérivées de mesures f—> u;(D;f) dans lesquelles seul un
nombre fini de D; n’est pas réduit & 0 sur chaque D (G; H) pour H e H(G).

Les espaces d (K; H) étant des espaces (F) les distributions peuvent étre carac-
térisées par l'une ou lautre des propriétés suivantes et qui sont équivalentes & la
définition 1%

a) Une distribution est une forme linéaire sur D (G) qui reste bornée sur tout
compact de tout d(K; H).

b) Une distribution est un forme linéaire sur D (G) qui reste bornée sur toute
suite de D (G) contenue dans un d(K; H) et qui y converge vers 0.

Nous allons maintenant montrer que on peut définir sur D (G) une topologie
d’espace vectoriel localement convexe pour laquelle les seules formes linéaires con-
tinues sont les distributions. Pour cela rappelons qu’étant donné un espace vectoriel
E et un sous-espace vectoriel B’ de son dual algébrique toute topologie d’espace
vectoriel localement convexe sur E pour laquelle le dual de E est E’ s’obtient de
la fagon suivante?: on considére sur E’ la topologie faible qui y est définie par
E, o(E', E), c’est-a-dire la topologie de convergence simple des fonctions z—z'(x) ol
z€E et 2’ € E', les topologies cherchées sont alors celles qui correspondant & la con-
vergence uniforme des fonctions z’—z'(x) dans les familles de parties convexes et
faiblement compactes de E’, la réunion des parties d’une telle famille engendrant E’.
Parmi ces topologies il en existe:

a) Une moins fine: la topologie faible o (E, E') ou de convergence simple.

b) Une plus fine: la topologie forte v (E, E’) ou de convergence uniforme dans
la famille de toutes les parties convexes et faiblement compactes.

A laide de ces notions on peut énoncer:

Proposition 1. Sur D (G) les trois topologies suivanies sont identiques:

a) La topologie forte T(D (@), D' (@), soit C;.

b) La plus fine des topologies d’espace vectoriel localement convexe pour lesquelles
les ensembles bornés des sous-espaces d (K; H) sont bornés, soit C,.

¢) La plus fine des topologies d’espace vectoriel localement convexe induisant sur
chaque d (K; H) une topologie moins fine que la sienne, soit C,.}

En effet, montrons d’abord I'identité de €, et de ,: soit pour cela T une forme
linéaire sur D (@) continue dans la topologie C;, elle est donc bornée sur les com-

1 Cf. [3].
2 Cf. [4] page 198 th. VII—4 et [5] page 523 th. 4.
3 Cf. [5] page 524 théoréme 7.
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pacts des d(K; H) et par conséquent est une distribution %C, est donc moins fine
que C;; mais inversement les compacts des d (K; H) sont bornés dans la topologie
faible définie sur D (@) par D’ (G), donc aussi dans la topologie forte €', de sorte
que T, est aussi plus fine que €;. D’autre part si T est une forme linéaire sur
D (@) continue pour la topologie €, ses restrictions aux d (K; H) sont continues pour
les topologies de ces espaces et 7T est donc une distribution, de sorte que C; est
moins fine que °C;; mais inversement <; induit sur chaque d (K; H) une topologie
pour laquelle toute forme linéaire continue est d’aprés le théoréme de Hahn-Banach
prolongeable en une forme linéaire sur D (G) continue pour la topologie C;, il en
résulte que pour cette topologie induite les formes linéaires continues sont continues
pour la topologie des espaces d (K; H) et comme ces espaces sont munis d’une topo-
logie forte? on en déduit que la topologie induite par °C; est moins fine que leur
topologie, d’oit la proposition.

. Désormais quand nous parlerons de D (G) il sera toujours considéré comme muni
de la topologie que l'on vient d’y définir et si on remarque que la topologie de
convergence uniforme des fonctions et de chacune de leurs dérivées induit sur chaque
d (K; H) sa topologie on en déduit:

Corollaire. La topologie de D (@) induit sur chaque d(K; H) sa topologie.

De ce corollaire résulte les caractérisations suivantes des voisinages de 0 dans
D (@) et des semi-normes continues dans cet espace:

Pour que ¥V soit un voisinage ouvert convexe de 0 dans D (@) il faut et il suffit
qu’il en soit de méme de sa trace sur chaque d(K; H); quelque soit le voisinage U
de 0 dans d(K; H) il existe un voisinage ouvert convexe de 0 dans D (G) dont la
trace sur d(K; H) est contenue dans U.

Pour qu’une semi-norme sur D (G) soit continue il faut et il suffit que ses res-
trictions aux d(K; H) soient continues; quelle que soit la semi-norme p (f) sur d (K; H)
il existe une semi-norme continue sur D (G) dont la restriction 4 d (K; H) majore p (f).

De ces résultats on déduit de suite que pour qu’une application linéaire de D (@)
dans un espace vectoriel topologique soit continue il faut et il suffit que ses restric-
tions aux sous-espaces d (K; H) le soient; mais les d (K; H) étant des espaces (F) il
suffit alors que les ensembles bornés de chaque d (K; H) soient transformés en en-
sembles bornés. Mais & un point de vue général I'espace D (G) est un espace que
Mr. Mackey appelle «relatively strong and boundedly closed» c’est-a-dire muni d’une

1 Cf. [5] page 524 théoréme 7.
2 Cf. [5] page 527 théoréme 10,
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topologie forte pour laquelle toutes. les formes linéaires bornées sont continues, et I'un
de ses théorémes® (valable en particulier dans le cas des espaces (¥)) dit que pour
un tel espace une application linéaire dans un autre espace vectoriel topologique est
continue dés qu’elle transforme tout ensemble borné en un ensemble borné. Il se
trouve d’ailleurs que les deux critéres de continuité que nous venons d’indiquer

coincident ici en vertu de la proposition suivante:

Proposition 2. Pour quun ensemble soit borné dans D (G) il taut et il suffit
qu'il soit contenu dans un d(K; H) et qu’il y soit borné.

Il suffit évidemment de montrer que si des f forment un ensemble borné dans
D (G) qu’elles ont leur support contenu dans un compact fixe et qu’il existe H € H(GF)
qui est un groupe de périodes pour chacune d’elles.

Or si les f d’'un ensemble borné B de D (G) n’avaient pas leur support contenu
dans un compact fixe il existerait pour tout voisinage compact U de O dans G une
suite z, d’éléments de G telle que deux quelconques des ensembles z,+ U ne se
rencontrent pas et telle que sur z,+ U il existe au moins une f, € B non identique-

ment nulle; la fonctionnelle

up. (n( sup |1 @) s, Jf @)

ne serait donc pas bornée sur B, ce qui est absurde car elle induit sur chaque

d (K; H) une semi-norme continue; comme il en est de méme pour tout r € R(G) de

la fonctionnelle ||d, /|l on en déduit que sup. lldr f]lo est bornée en tout r de R(G),
re

donc que lorsque z décrit G et f B les formes linéaires sur R (G) r—d. f(x) sont bor-
nées, ce qui entraine qu;elles g’annulent toutes sur un meme sous-espace vectoriel de
codimension finie de R(G) et enfin Pexistence du sous-groupe H cherché (proposi-
tion 5 du § 1 du chapiure 1, corollaire de la proposition 4 du méme §).

Comme exemples de transformations linéaires continues de D (G) nous citerons:
les dérivations, la multiplication par un élément quelconque de € (G) la composition
avec une fonction continue & support compact et toute opération de moyenne rela-

tivement & un sous-groupe compact I" définie par f—fr= f {(x+y)dy. Sur ces trans-
r

formations on peut faire les remarques qui suivent:
a) Si (ai)ica est une partition de 'unité sur. G dont les éléments appartiennent
4 D(Q) la famille (a;f)ic4 est pour toute f€ D (G) sommable et de somme | et ceci

uniformément par rapport & f sur tout borné de D (G).

1 Cf. [5] page 527 théordme 8.
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b) Quand le support U des fonctions U-régularisantes @ tend vers 0 les fonc-
tions a % f convergent vers f dans D (G) et uniformément sur tout compact de D (G)
('uniformité de la convergence résulte de I'uniforme continuité des fonctions et de
chacune de leurs dérivées quand ces derniéres restent dans un compact de D (@)).

¢) Quand le sous-groupe compact I’ tend vers O les fonctions fr convergent
vers [ dans D (G) et uniformément sur tout borné de D (G).

Pour tout sous-groupe compact I' la fonction fr(f€ D (G)) peut étre considérée
comme appartenant 3 D (G/I"); nous allons montrer qu’a ce point de vue 'applica-
tion f—>fr est un homomorphisme de D (G) sur D(G/I"). En vertu de la relation
(fr)r=f il résulte de suite que l'application f->fr est une application de D (G) sur
D(GQ/T); elle est aussi trivialement continue. Pour montrer que c’est un homo-
morphisme il suffit alors de montrer que la topologie € induite sur le sous-espace
D(G; I') de D(G) par la topologie de D (G) est moins fine que celle qui peut étre
construite & partir des sous-espaces d (K; H)< D(G; I') comme a été construite celle
de D(G). Or ceci résulte de ce que ces deux topologies induisent sur chaque
d(K; H)<D(G; I'}) ]a méme topologie; d’oll la proposition suivante.

Proposition 3. L'application f—fr est un homomorphisme de D (G) sur D (G/I)
quel que soit le sous-groupe compact T,

Remarquons que la démonstration donnée de cette proposition montre que toute
forme linéaire sur D (G) continue sur les d(K; H)< D (G; I') coincide sur D (G; I')
avec la restriction d’une distribution; & Paide de ce qui a été dit ceci est en effet
une conséquence du théoréme de Hahn-Banach, mais plus particuliérement ici c’est
aussi une conséquence de la possibilité de prolonger 4 D (G) une forme linéaire définie
sur D(G; I') 4 l'aide de la projection f—fr de D(Q) sur D(G; I').

3. Nous nous proposons maintenant de montrer que D (G) est un espace complet;

pour cela nous nous appuierons sur le lemme suivant:

Lemme. Soit G un espace localement compact admettant un recouvrement ouvert
relativement compact localement fini. L’espace L(G) des fonctions continues d support
compact est complet quand on le munit de la plus fine topologie d’espace vectoriel locale-
ment convere induisant la topologie de comvergence uniforme sur chaque sous-espace
vectoriel L (K) dont les éléments ont leur support contenu dans le compact K.

Soit en effet (£2;)1c4 un recouvrement de G du type indiqué; alors pour toute
application 1—>c; de A dans R* la fonctionnelle sur L (G)

c(f)=§ca sup. |f ()}
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est une semi-norme continue; il va en résulter que tout filtre de Cauchy sur L (@),
qui définit toujours un élément de ’espace de toutes les fonctions continues sur @,
est convergent dans L(@). Soient en effet @ un filtre de Cauchy sur L (G) et ¢ sa
limite dans la topologie de convergence uniforme; pour toute fonction continue 6 sur
G 0 @ est encore un filtre de Cauchy sur L(G) car f—0f est un endomorphisme de
L(@) et 0¢ est la limide ce filtre dans la topologie de convergence uniforme, mais
si 6 est & support compact O¢ est aussi la limite de 6 @ dans L(G); dans ce qui
suit on suppose 8 ainsi choisie et de plus 0<0<1, de sorte que ¢(0f)<c(f). Si
alors é désigne le prolongement par continuité de ¢ au complété de L (G) on aura
c(04)=3¢(0¢)<é(¢) et si ¢ n’était pas & support compact on aboutirait & une con-
tradiction car il serait aisé de choisir les ¢; pour que ¢ (8¢) ne reste pas borné quand
# varie dans les conditions indiquées.

Proposition 4. L’espace D (G) est complet.

En effet si @ est un filtre de Cauchy sur D (G) il est aussi filtre de Cauchy
sur l'espace L (G) introduit au lemme précédent et il en est de méme de D@D quel
que soit le polyndme de dérivation D sur G; soit ¢ la limite de @ et soit ¢p celle
de D®P; le topologie de L (G) entrainant la convergence uniforme on a classiquement

par récurrence sur l’ordre des opérateurs de dérivation ¢p=D¢, d’oit la proposition.

4. Nous terminerons ce paragraphe en étendant & l'espace D (G'xG’) une pro-
priété classique du cos de G et G’ euclidiens.

Proposition 5. L’image par Uapplication (f,f)->[f de D (G)*x D (G') dans D (G xG")
engendre un sous-espace vectoriel partout dense.

Il est clair qu’il suffira de démontrer que:

a) Toute /€ D(Gx@') appartient & un sous-espace d (KxK'; HxH').

b) Le sous-espace de D (G'xG’) engendré par les ff' a une trace dense dans un
d(K;xKi; H<H') ot K, (resp. K;) est un voisinage de K (resp. K').

Or a) résulte de ce que tout compact de GxG' est contenu dans un compact
produit d’un compact de G par un compact de G’ et d’autre part de ce que tout
sous-espace vectoriel de codimension finie de R (G'<G’) contient le produit de deux
tels sous-espaces définis tespectivement dans R (G) et R(G’). Quant & b) cela résulte
des remarques suivantes:

b’) Si 0 et 6 sont des fonctions régularisantes définies respectivement sur G et G,
alors 66’ est une régularisante sur G'x@’, pour tout produit f/ on a (ff') % (60")=
=(f%6)(f'%x6) et pour toute " €D (GxG’) les ' % (00') convergent vers f’ dans
D (GxG') quand les supports de 6 et 6 tendent vers 0.
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b”) On a D(" % 86') =D (X (fu % 6) i % )= (" ~ 3 fu fe) % D 6¢', de sorte que

la proposition est une conséquence de la méme proposition exprimée pour les espaces
de fonctions continues sur G G' et G'xG' munis de la topologie de convergence

compacte.!
§ 2. L’espace D' (G) des distributions,

Ce paragraphe contient 'extension aux distributions de certaines propriétés des
fonctions de E(G) et d’opérations sur ces fonctions; on y définit ensuite diverses
topologies sur D’ (@) relativement auxquelles sera étudiée la continuité des opéra-

tions qui auront été définies.

1. Etant donné un sous-espace vectoriel D (2) de D(G) ol £ est un ouvert
de G toute forme linéaire définie sur D (£2) et continue sur chaque d(K; H) <D ()
gera dite une distribution sur Pouvert £2; une telle distribution ne peut pas en général
étre prolongée en une distribution sur ¢. On a toutefois le résultat suivant:

Proposition 1. Sout (Ti)ica une [amille de distributions définies respectivement
dans les ouverts £, de réunion 2 et telles que dans 2N 2, T, et T, coincident.
Alors il existe une distribution T et ume seule définie dans 2 et coincidant avec T,

dans £,.

a) Supposons que les £2; forment un recouvrement relativement compact et locale-
ment fini de £ et soit (@)ica une partition de 'unité sur 2 subordonnée & ce re-
couvrement et dont les éléments appartiennent & D (@); alors la distribution cherchée
dans Q ne peut étre que

T(f)=; T (aaf)

et cette fonctionnelle linéaire qui dans chaque D (£;) coincide avec T, car si
f€D(8;,) on a alors
T(f)‘*‘;Tzo(azf):Tao(;az/)=Tlo(f)

est continue dans chaque d(K; H)c D (2) car chacune des applications f—a;f est
et de plus seul un nombre fini des a; n’est pas nul sur K; ainst T est effective-
ment une distribution dans £.

b) Si les 2; ne forment pas un recouvrement localement fini relativement com-
pact de £, soit (2.)aca un tel recouvrement et extrayons de la famille de tous les
ouverts relativement compacts 2; N 2, un recouvrement localement fini de £ soit

! 1. DiguponNE: Comptes-Rendus de I’Académie des Sciences t. 205, 1937, page 593.
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(28")sc 5 et pour tout B définissons dans £ une distribution 7 restriction & D (£25')
de toute T telle que Q5 < ;; si la distribution cherchée existe elle doit alors pou-

voir é&tre définie par les T et d’aprés a) il en est bien ainsi; d’ott la proposition.

Corollaire. Pour foute distribution sur G il existe un plus grand owvert dans lequel

elle est nulle. Le complémentaire de cet ouvert sera dit le support de la distribution.

Ce corollaire découle de suite de la proposition 1 en considérant la famille (£2;)ic4
des ouverts dans lesquels 7' est nulle et en définissant dans chacun d’eux une distri-
bution T;=0; la restriction de 7 & la réunion des £, coincide alors avec ’extension
des T; & cette réunion et est donc nulle. -

Remarque. Pour toute mesure u sur G' le support de u en tant que distribution
est identique & son support en tant que mesure, car D (G) est dense dans L{G),
toute fonction de L () pouvant de plus &tre approchée par des fonctions de D (G)
dont le support est arbitrairement voisin de celui de la fonction donnée.

vomme pour une raison analogue le support d’une fonction continue est identique
4 son support en tant que mesure, il est encore le méme que son support en tant
que distribution.

D’autre part soit a € £ (G) égale &4 1 sur un voisinage du support de la distribu-
tion T, on a alors T (af)=T(f) pour toute f€ D (G).

2. Tout endomorphisme continue f—>¢(f) de D (G) définit par transposition un
endomorphisme T'->¢'(T)=Toe de D’(G). Nous allons étudier & ce point de vue la
multiplication des distributions par une fonction appartenant & € (&) et leur dérivation.

Pour toute fonction a€ E(G) f—af est un endomorphisme continu de D (G) dont
nous désignerons encore le transposé par T—>aT, de sorte que l'on a par définition

@T)()=T(a/)

et dans le cas particulier olt T est une fonction continue g le produit ag ici défini
coincide avec le produit ordinaire de multiplication de la fonction g par la fonc-
tion a@; c’est pourquoi nous appellerons encore aT' le produit de multiplication de la
fonction @ (€ E(G)) par la distribution 7. Cette multiplication fait de D’ (G) un
module unitaire sur € (@) 1’élément unité n’étant autre que la constante 1.

Soit maintenant D un polynéme de dérivation sur G f—>Df est aussi un endo-
morphisme continu D (@), dont nous désignerons momentanément le transposé par
D' T; il est évident que si

D=3 a0y a, r des - dom (1)

alors
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‘D’T=TOD=zcula2-~-an d,ﬂn dlan_l"'dl;x:'T

Tn¥Tn
le sorte que pour connaitre ce qu’est D'T quand I' est une fonction élément de
£(G) il suffit de connaitre ce quest d; T dans les mémes conditions, mais par défini-

tion on a alors:
da(y=aldN=[adf-do=~[fda-dz+ [d (@f)-dz=(-da)()

de sorte que
dra=—dya.

Pour tout polynéme de dérivation D sur G désignons alors par D Timage de D par

Iisomorphisme involutif de D (G) canoniquement associé & la symétrie z— —z de G,

si D est représentable sous la forme (1) alors D l’est sous la forme
D=3 (-1t ey g g dridpe dyr
et alors pour toute fonction a € £ (G) on aura
D'a=Da.
Ceci nous conduit & poser la définition suivante:

Définition. Pour tout polynéme de dérivation D sur G on appellera DT la distri-
bution sur @ définie par DT (f)=T (D).

Ainsi par ce qui précéde si f est élément de £ (G) elle aura mémes dérivées en
tant que distribution qu’'en tant que fonction. La dérivation des distributions est
comme celle des fonctions une opération linéaire et de plus satisfait & la régle habi-

tuelle de dérivation d’un produit (pour les dérivations du premier ordre) car:
d @T)()=aTl(~df)=T(-adf)=T(—(d: @)+ T (fdra)=(ad: T +(dra) T) (/)
c¢’est-a-dire
di(aT)=(dra) T +ad.T.
3. Dans ce qui suit le produit de composition joue un rdle essentiel; pour étendre

cette notion aux distributions nous passerons par l'intermédiaire du produit tensoriel.

Lemme 1. Soient ¢ (z,2') €D (GXG') et T' une distribution sur G'; Uapplication
é (@, 2)>T" (¢ (x, &) est une application linéaire continue de D(GxG') daas D (G).

En effet désignons par z—>¢q, 'application de G dans D (G’) qui & tout z€G
associe la fonction ¢u(z')=¢ (z,2'). Quand z décrit G les fonctions ¢, restent dans
un sous-espace d(K’, H') de D(G') car ¢ (x,z') est & support compact sur GXG' et
de plus il existe H€ H(G) et H € H(G’) tels que HxH’' soit un groupe de périodes
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de ¢ (z,z'); pour tout opérateur de dérivation D’ sur G’ les fonctions D’¢ sont uni-
formément continues sur GxG’, donc pour tout D’ si z converge vers z, dans G D’ ¢,
converge uniformément vers D’¢,, de sorte que z—>¢w) est une application continue
de G dans D(G’). Mais comme 7" est une forme linéaire continue sur D (G') il en
résulte que z—> 1" (¢w)) =T' (¢ (x, x')) est une fonction continue; d’autre part si 7€ R (G)
dans D (G’) les quotients

1
; (¢ (@+r@), )¢ (@,2))

convergent vers d, ¢ (z, z’) de sorte que'
& (T" ($e) = T' (dr ¢ (x, 7).

Par itération des raisonnements précédents on en déduit que 7" (¢ (x,z’)) appartient
a E(G) et comme d’autre part ¢ (z, ') est & support compact sur Gx G’ il en résulte
encore que 71 (¢ (z, ') appartient 4 D(G). Reste 4 montrer que Iapplication
¢ (z,z') =T (¢p(x, x')), qui est trivialement lindaire, est continue; il suffit pour cela
de montrer si ¢ (x, 2') reste dans un ensemble borné de D (GxG’) qu’il en est de
méme de 1" (¢ (x, 2’)) -dans D (G). Or:

a) Si les ¢(x,2') sont bornées dans D (GxG’) elles ont leur support contenu
dans un compact fixe 4 de G'xG’, donc les T” (¢ (z, z)) ont leur support contenu dans
le compact projection de 4 sur G.

b) Il existe alors aussi HxH' € H(Q)xH(G’) tel que HxH’ soit un groupe de
périodes de toutes les ¢ (x, z') et toutes les 7" (¢ (x, z')) admettront H comme groupe
de périodes.

c) Siles ¢ (z,z’) restent bornées dans D (G x @) il en sera de méme des T’ (¢ (x, 2))
car d’'une part 7' est continue et d’autre part pour tout polynéme de dérivation D
sur G on a vu que DI (¢(z,2'))=T" (D¢ (z, z')).

Considérons alors sur @ et G’ deux distributions T et 7”; le lemme prouve que
sur D(G'x@Q') la forme linéaire ¢ (z, z')—>T' (T (¢ (z, ))) est une distribution et qu’il
en est de méme de I (7'(¢(z,x"))). Mais en vertu de la proposition 5 du § 1 ces
deux distributions sont égales car elles coincident sur le sous-espace partout dense
de D (G xG’) engendré par les ¢ (z) ¢’(z’). Conformément & ce résultat nous poserons
la définition suivante.

Définition. Etant données deux distributions T et T' définies respectivement sur
les groupes G et G' on appelle produit tensoriel de T et T' et on note TxT’ la seule

1 Cf. [17] page 8, corollaire de la proposition 2.
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distribution sur GxX Q' qui prend sur les fonctions du type ¢ (z) ¢’ (z') la valeur T (¢) T’ (¢')
et qui pour toute autre fonction ¢ (x, ') €D (GXQ') est donnée par Uune ou Uautre des
expressions T (T' (¢ (x, ), T'(T (¢ (z, ='))).

il résulte de la démonstration de I'existence du produit tensoriel de deux distri-
butions qu’il peut &tre défini généralement pour tout systéme fini de distributions
T, ¢=1,1,2,...n respectivement définies sur les grouper G, .qué ce produit est
associatif et qu’il peut s’obtenir en effectuant les distributions facteurs 7; dans un
ordre quelconque.

Comme premiére application de cette opération montrons comment elle permet
d’étendre aux distributions une propriété déja vue pour les fonctions continfiment
indéfiniment dérivables:

Soit r une représentation continue de R dans @, si ¢ € D (G) la fonction de deux
variables (z,!)—>¢ (z+7()) est un élément de & (GxR) et pour toute distribution
T sur G et toute distribution S & support compact sur R, le produit tensoriel 7'x8
peut encore &tre défini pour les fonctions ¢ (z+7(f)) comme étant la valeur commune
de toutes les expressions TxS(a(t)p(z+7(@®) ol a(t)€D (R) est égale & 1 sur un

¢
voisinage du support de S. En particulier si S est la distribution S(¢)= ‘f ¢(u)ydu
on aura

ST (¢ (@+rm)=T([¢@+rw)du) =ofT(¢(z+r(u)))du
[

et de méme (ou par définition Ts(¢)=T (¢-5s))
SxT(dflx+r®)=T(p(x+r®)— @)= (Tre,— T){¢)

si donc d,T=0 on en déduit que Tr¢,=T; convenons alors de dire (comme pour
une fonction) que s est une période de la distribution T si Ts=T ; T'application
s—T (¢s) étant continue il en résulte que le groupe des périodes de T est fermé;
d’autre part les résultats que ’on vient de donner prouvent que si d,T =0 le repré-
sentation £—7r(f) se fait dans le groupe des périodes de T et qu’inversement pour
toute telle représentation on a d,T=0. Il en résulte donc que la composante con-
nexe de 0 dans le groupe des périodes de T n’est autre que 'adhérence de '’ensemble
des r(R) pour les r tels que d,T=0.

4. Pour déduire le produit de composition du produit tensoriel nous associerons
4 chaque ¢ €D (@) la fonction ¢ (x+2')€E(G@XG) et nous poserons formellement
TxT'(¢)=TxT'(¢x+2)). Les calculs indiqués par cette relation ne seront d’ail-

leurs possibles que sous certaines conditions car en général 7" (¢ (x+ z')) ne sera pas
6 — 5338056 Acta mathematica. 89. Imprimé le 16 mars 1953.
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a support compact; mais si 'une au moins des deux distributions 7', 7" est & support
compact, soit 7' par exemple, il existe alors a € D (G) égale & 1 sur un voisinage du
support de T et on a T {¢)=1T (a¢); de plus dans ces conditions la fonction a (z) ¢ (z+ )
est & support compact sur Gx@G et donne au produit tensoriel une valeur indépen-
dante de a. Enfin l'application ¢ (x)—>a(z)¢(2+2’) est une application linéaire con-
tinue de D(G) dans D(Gx@G), de sorte qu’alors ¢—>TxT'(a(z)¢(x+2')) est une
distribution sur G.

Si l'on convient alors d’étendre & l'espace &€ (@) toute distribution & support
compact sur G en posant pour toute f€E(G) T (fy=T (af) ol a est n'importe quelle
fonction de D (G) égale &4 1 sur un voisinage du support de 7', on peut énoncer la

proposition suivante:

Proposition 2. Eiant données deux distributions T et T’ sur un groupe G dont
Uune au moins est d support compact, il existe une distribution et un seule sur G dite
produit de composition de T et T, notée T % 1", définie par T x T (¢)=TxT' (¢ (x+ ).

On établit de suite que si 7,,T,, ..., T'x sont sur G des distributions dont toutes
sauf une au plus sont & support compact, que leur produit de composition dans un
ordre quelconque existe, qu'il est associatif et commutatif et peut encore étre défini
pat Ty % Tyx- % Tp(p) =T xTyx - xTy(¢(xy+ x5+ -+ +a,). Comme exemple de
produit de composition montrons que la mesure de Dirac est une unité pour cette
opération:

0% T (p)=6xT(p(x+a)=T(8(p(z+2)=T (¢@)=T (¢).
Nous allons maintenant préciser les propriétés du produit de composition d’une
distribution 7' et d’une distribution fonction a €D (G). Par définition on a

(I'xa)(¢)=Txa(p@+z))=T(dx¢) ol &(z)=a(-2)
(Tx*a)(¢)=axT (¢(x+2"))=a(T($-2)
si Pon introduit alors la fonctionnelle 7 définie par 7'(¢)=T(¢), qui est encore une

distribution car ¢—>¢ est un endomorphisme de D (G), on peut écrire la premiére de

ces égalités sous la forme

o

T(Ex¢)=T(Gx¢)=T(ax)=T *%¢(a).
D’autre part T'(¢-;) est une fonction d’olt
a(T($-2))=(T(¢-2) (a)

d’olt par comparaison

Tx¢=T (¢-.)
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Tx¢ est donc bien une fonction et le raisonnement utilisé au cours du lemme 1
prouve que cette fonction appartient a & (¢). D’ou:

Proposition 3. Le produit de composition d’une duistribution et d’une distribution

fonction appartenant ¢ D (G) est une distribution fonction appartenent a & ().

Dans le cas particulier ot 7' est une distribution & support compact pour toute
¢ €D(G) la distribution 7% ¢ est alors une fonction de D (G) et de plus ¢—>T % ¢
est un endomorphisme de D (G) et cet endomorphisme permute aux translations car

(Tx¢)s=(T*x¢)s*0=T%¢x0s=T%(p%0s)=T*¢.

Inversement supposons que e soit un endomorphisme de D (G) permutable aux transla-
tions, on aura donc

e(¢p)=0(e(dp)-s)=00e(¢p-s)=Tx¢ ol T(p)=00e(¢)

et ceci montre que I'endomorphisme e n’est autre que le produit de composition avec

~

la distribution d0e. Mais cette distribution n’est pas obligatoirement & support com-
pact comme le prouve I’exemple suivant: soit r, une suite infinie d’éléments distincts
de R(G) telle que tout sous-espace vectoriel fermé de R (G) de codimension finie con-

tienne tous les 7, 4 l’exception au plus d’un nombre fini d’entre eux, la distribution
T(¢)=3dr, (@)

est pour toute suite discréte infinie z, une distribution qui n’est pas a support
compact mais telle que ¢$— T % ¢ soit un endomorphisme de D (G). Les résultats précé-
dents permettent d’énoncer:

Proposition 4. Tout endomorphisme de D (G) permutable auz translations est de
la forme ¢—1 = ¢, pour certaines distributions T, dont an muins toutes ics distribu-

\

tions 4 support compact.

Corollaire 1. Tout polynéme de dérivation D sur G définissant un endomor-
phisme de D (G) il existe une distribution T sur G telle que Do=1T % ¢ et cette distri-
bution est donnée par T=80D =D, de sorte que Dp=D3 % ¢. De plus cette relation
est valable pour les distributions DT=Déx T, car DT (¢)=T(D¢)=T(Ddéx¢)=
=T xDd(¢).

Corollaire 2. D(T'xT")=(DT)*xT'=Tx(DT').

En effet en vertu du corollaire 1 on a D(T*I")y=T%xT'xDé=Tx(DI').

5. Nous allons maintenant définir sur D’(G) certaines topologies et indiquer

quelques-unes de leurs propriétés; nous ne ferons d’ailleurs qu’appliquer des consi-
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dérations valables en général pour un espace vectoriel et son dual. Les topologies
considérées sur D’ (G) seront:

a) La topologie C; ou de convergence simple.

b) La topologie . ou de convergence uniforme sur les parties convexes et com-
pactes (ou simplement sur les parties compactes).

¢) La topologie forte <, ou de convergence uniforme sur les parties convexes
et faiblement compactes.

d) La topologie €, ou de convergence uniforme sur les parties bornées. La
définition donnée en b) ne comporte pas d’indétermination car I’espace D () est
complet (ou parce que nous avons montré directement & Paide d’une propriété spéciale
de D(G) que tout compact de D (G) engendrait un convexe fermé compact). Il est
évident que chacune des topologies de la suite ordonnée C;, Ce, €., C» est moins
fine que la suivante et que le dual de D’ (G) muni de 1'une ou l'autre des topologies
€., Ce, T est D(G) et d’autre part que dans I'une ou Pautre des topologies €z, -,
C» Vespace D’ (() est complet, car toute limite de distributions qui convergent uni-
formément sur les parties compactes est une forme linéaire sur D (G) bornée sur les
parties compactes donc une distribution. Les topologies précédentes seront en général
distinctes, toutefois elles possédent les mémes ensembles bornés:

Proposition 5. Soit A une famille de distributions sur G; les propriétés suivantes

sont équivalentes:

a) A est contenue dans une partie convexe et faiblement compacte.
b) A est une jamille équicontinue de distributions.
c) A est bornée dans Uune quelconque des topologies Ce, Ce, Cx, Cs.

En effet la topologic de D (G) étant une topologie forte, donc une topologie de
convergence uniforme dans toutes les parties convexes et faiblement compactes de
D' (G), pour toute partie 4 de D’(G) convexe et faiblement compacte il existe un
voisinage V de 0 dans D (G) tel que

sup. |T(p)|<1

pevi Te A

et réciproquement si V est donné ’ensemble A des T satisfaisant & la relation précé-
dente sera convexe et faiblement compact (théoréme de Tychonoff appliqué a l'espace
de toutes les fonctions sur D (G) et muni de la topologie de convergence simple);
ceci prouve l'équivalence de a) et b). D’autre part si 4 est une famille équicontinue
de distributions elle est bornée sur un voisinage de 0 dans D (G) donc est a fortiori
bornée au sens de l'une quelconque des topologies C;, €Ce, C:, Co. Enfin si des
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distributions 4 forment un ensemble faiblement borné, elles seront ponctuellement
bornées dans chaque d(K; H) et comme ces espaces sont des espaces de Baire elles y

seront équicontinues et par conséquent équicontinues dans D (G).

Corollaire. Les formes linéaires bornées sur D' (G) sont les mémes pour les topo-
logies Cs, Ce, Coy Co et toute forme linéaire sur D' (G) faiblement continue dans les

ensembles bornés est une forme linéaire bornée.

En effet toute forme linéaire faiblement continue dans les ensembles bornés sera

bornée sur les ensembles faiblement compacts, donc sera bornée.

Remarques. 1) En général les formes linéaires bornées ne seront pas continues;
pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que les topologies €, et €, coincident.

2) Toute partie faiblement compacte de D’(G) étant faiblement bornée est con-
tenue dans une partie convexe et faiblement compacte.

3) Dans le cas particulier de G euclidien les trois topologies C., C;, C» coinci-

dent car alors dans D (G) les ensembles bornés sont relativement compacts.

Proposition 6. La transposée d’une transformation linéaire continue de D (G) est
une transformation linéaire continue de D' (G) pour Uune ou Pautre des topologies
C., Ce, T, Co; réciproquement st une transformation linéasre de D' (G) est continue
pour Vune ou Uautre des topologies Cs, Ce, C: elle est la transposée d’une transforma-

tion linéaire continue de D(G).

En effet tout endomorphisme de D (@) transformant tout ensemble compact
(resp. faiblement compact, resp. borné) en un ensemble compact (resp. faiblement
compact, resp. borné) la premiére partie de la p1 ‘osition en résulte. D’autre part
si ¢ est un endomorphisme de D’'{(G) continu d: s une topologie pour laquelle le
dual de D' (@) est D (@), pour toute [ appartenant & D (G) &' (T)(f) sera une forme
linéaire continue sur D’ (&) donc il existera g=¢(f) * "le que &' (T) (f)= T (); g dépend
linéairement de f et reste bornée dans D (&), ; le reste, donc dépend continii-
ment de /.

Corollaire. 8¢ T, (resp. a) est une distribution d support compact (resp. une fonc-
tion de E(G)) la transformation linéaire T—Tyx T (resp. T—>aT) est continue sur D' (G)
dans chacune des topologies Cy, Ce, Crs Cs; en particulier il en est ainsi des dérivations.

Proposition 7. Les distributions fonctions appartenant & D (G) sont denses dans
D’ (@) pour la topologie C..

En effet pour cette topologie le dual de D' (G) est D (@) et seule la fonction
f=0 de D(G) annule toutes les distributions qui sont des fonctions € D (G).
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On en déduit que toute opération linéaire continue dans D’ (G) est déterminée
par sa restriction aux distributions € D (G) et que toute opération linéaire continue
sur le sous-espace D (@) de D’ (G) est prolongeable & D’(G) en une opération linédaire
continue. Ce procédé permet en particulier de retrouver la dérivation des distribu-
tions qui peut encore étre définie comme suit:

Proposition 8. Pour toute distribution T Uapplication t— }(T_r (&) — T) admet dans

D' (@), muni de la topologie C,, une limite quand t tend vers O et cette limite est d. T.

En effet dans D'(G) les quotients
1
[ @tro)=f@)-td:f]

convergent uniformément vers 0 sur tout ensemble borné, car si M est une borne
supérieure des di:f quand f décrit un ensemble borné B la formule de Taylor appliquée
4 la fonction de variable réelle t—f (x+r()) prouve que ces guotients sont majorés
par M |¢t| et que 'on a un résultat semblable pour les quotients formés avec les Df
quel que soit le polynéme de dérivation D sur G.

§ 3. Propriétés de certaines distributions particuliéres.

1. Quelle que soit la partition (@i)ica de l'unité sur G dont les éléments a;
appartiennent & D (@) toute distribution T peut étre considérée comme la somme de
la famille de distributions (@3 T)ic4, famille qui est sommable dans D’ () muni de
la topologie de convergence sur les parties bornées de D (@), car pour tout compact
K de G il n’y a qu'un nombre fini d’indices 4 tels que a; ne soit pas nul sur K.
Or les distributions @, T sont des distributions & support compact et peuvent étre
considérées comme les éléments fondamentaux de la théorie des distributions au point
de vue local; les résultats qui suivent ont pour but de préciser les propriétés de
ces distributions.

Lemme 1. Soit dans R? (N) Uensemble des a=(ay, %, ..., xp) 0o les oy sont des

entiers positifs et de somme |« | au plus égale d N; d tout « € (N) nous associons Uopérateur

de dérivation D*=da e o, o les € R(G) ont été choisis ume fois pour toutes.
12 P

Alors pour toute ¢ € D (Q) telle que D*¢ =0 sur un compact K de G quel que soit « €(N)

et pour tout £>0 il existe . € E(G) égale a 1 sur un voisinage de K telle que pour tout
w €(N) et tout z€G on ait |D*(f.¢ (@))|< eV 1o
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Soit en effet V (e) le voisinage de K sur lequel on a
v (x) = sup. | D" ¢ (z) |""“"‘")_1 <e
a €(N)

et soit Cs dans R” Pensemble des t= (¢, ¢, ..., %) tels que |t]<d, r(Cs) sera dans G
I'image continue de C; par la représentation 7 (¢) =7, (¢;) + 75 (&) + -+ + 75 (tp). Posons alors

M= sup. |D¢(x)]

(a, TYe(N+1)x G
et désignons par A (a) le plus grand des nombres A définis par les conditions

0<i<l1

ol t bre >1.
lil T Mi<a u a est un nombre

Nous allons montrer qu’en posant

U, 0)=V (e)+7(Cs)
on a

U, d)<V ()
dés que

65/1(2—) ; (€ >¢).:

En effet pour tout x € U (e, 8) il existe o€V (e) et O € R (G) tels que
O=t,r +tyry+ - tyrp, avec |ti]<é
z=x9+ 0 (1)
si alors g (z) €D (@) on aurs
g (z) =g (%) +0fldoa (T +0(m)dr
d’ott

Ig(w)lglg(xo)_l +6azossurps'1ld"g(x°+ o).

Appliquons cette inégalité successivement a

1°. L’une des D°¢(x) avec |«|=N ol nous majorons alors le second membre &
laide de M, on obtient -

|[D*¢(z)|<e+pdM=(1+MA)e (Ae=pd).
2°. L’une des D®¢(x) avec |a|=N~—1, alors les D* =d, D° sont tels que «’ € (N)

avec |a'|=N et lon peut majorer le second membre & l'aide du résultat qui précéde

|D“¢(m)|582+p6(1+Ml)es(i% +M}.2) .
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Supposons alors avoir établi que pour |a|=N—% on a
IDa‘i’(x)lS(i%i +MA’H]) 8h+1
et appliquons alors P'inégalité &
3°. L'une des D°¢(x) avec |a|=N—-h—1, les D*=d, D sont donc tels que
@’ €(N) et |a'|=N—% et nous obtenons la majoration
lDa¢($)|S6h+2+Z)(S (l_i_l -’r—M}»h“) 8h+1S (1 il +Mlh+2) 8h+2

4

et comme par définition on a A<1 et A< A (z—) on en déduit que pour tout « € (¥)
on a pour tout x€ U (g, 9)

|D° ¢ ()] < 2—’ et gt Nt

Soit alors H le sous-groupe des périodes de [ et soient r,,7,,..., 75, 8;, 82y - -+ Sq
des éléments de R (G) dont les images canoniques dans R (G/H) forment un systéme
de générateurs de cet espace; nous désignerons par s(C,) l'image continue dans G
par la représentation s(u)=s; (1) + 55 (uy) + - + 8¢ (%,) du cube C, de I'espace R’ v(z)
étant uniformément continue si & >¢ on pourra trouver 7 tel que

V(e)+s(Cp<TV ().

z )S A(2) on aura

En prenant donc % assez petit, puis A< A (e_

Ve)cU(e,8)cV(2e)cV (2e)+s(C)cV (Be)cU(de,0)cV (5e)+s(C)cV (6¢).

Prenons alors pour chaque £>0 une fonction continue w,(v) de la variable réelle »

telle que
O<w,(v)<1
() 1 8i v<3¢
w, (V)= )
0 81 v>4e.

Dans ces conditions w,(v(z)) sera sur G une fonction uniformément continue égale
a1 sur V(3¢), & 0 en dehors de V(4¢) et constante sur les classes suivant H. Soit

finalement g (¢) € D' (R) & support dans lintervalle [— 1, + 1] et telle que f e(t)det=1.
Posons

_p - t
0@ =077 [ouw-n- - awe(}) -e(%)dndu

RP+Q
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on aura:

pe(x)=1 sur V(e) car V(e)+7(Cs)+s(C,)=V (3¢)
ve(2)=0 en dehors de V(6¢) car V (4¢&)+7r(Cs)+s(Cp)<V (6¢).

0<y.(xr)<1 et y.€E(G) car cette fonction est continiiment indéfiniment dérivable

suivant 7, ..., 5q et est constante sur les classes suivant H. De plus si « €(N) on a

“e-1a an der
1Dy, |l < I () =67 uf Tae ) T o()|dty - dty

RP ' ’

si donc
-1a
Ay= sup. p'*' 4 (§) I ()
aemy 4

on aura

| D%y ()| < o™
et en appliquant la formule de Leibnitz & la dérivation D°(¢y,) on obtiendra des
termes de la forme D’ ¢ D”y, avec |B|+|y|=|a| pour chacun desquels on aura
D8 D7 | <601 dy et
car 8i 2§V (6¢) on a D"y,=0 et si €V (6¢) cette majoration résulte de la défini-
tion A~ #(x) et de l'inégalité qui précéde. On a donc
|D0¢'/’e| < gV A, LI (4, E)N+l«|a|
ol A, est une nouvelle constante et il suffit de prendre f.=y, pour en dédwre
le lemme, -

Proposition 1. Soit T une distribution & support compact K; pour tout H € H(G)
il existe un systéme fini d’opérateurs de dérivation (Dy)¢1m tel que pour toute ¢ €D (G; H)
on ait T(¢)=0 dés que Di¢(x)=0 pour tout x€K et tout €1 (H).

Soit en effet a €d (K'; H') égale & 1 sur un voisinage de K; pour toute ¢ € D (G; H)
la fonction a¢ appartient alors & d(K'; H' N H) et il existe done un systéme fini

(n) t=1,2,...n € R(G), un entier N et une constante 4 tels que si D"=d:3,',ra,_._,a,.
12 n
ol |al=0, +ay+ - +an on ait
I7@)=17(@p)]<4 sup, |10 9)]lo
de sorte qu’il existe une majoration

|7 (¢)|< B sup. sup. |D*¢(a)|

d’olt découle la proposition 4 l'aide du lemme 1.
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Corollaire. Si de plus le sous-groupe des périodes de T appartient a H(G) le
systéme des opérateurs (D;) peut étre choist indépendant de H.

Soit en effet H, le groupe des périodes de T et considérons sur le produit GxH
la distribution 7'x1 produit tensoriel de la distribution 7' sur G et de la constante 1
sur H; pour toute fonction ¢ € D (G) la fonction (z, h)—¢ (z+ &) appartient & D (Gx H,)
et on a

T(¢)=[T(¢)dh=[T(¢@+m)dh=1xT(p@@+h)=Tx1(¢@+h)=T ([ @+h)dh).
Hy H,

Hy
Mais pour toute ¢ € D (G) la fonction f¢(x+h)dk appartient alors & D (@; H,), d’oit
Hy
le corollaire.

Dans le cas particulier ot 7' est & support ponctuel on peut préciser la proposi-

tion 1 & l'aide de la notion suivante:

Définition. On appellera polynome généralisé de dérivation sur G tout endomor-
phisme de D (G) qui dans chacun des sous-espaces D (G; H) ou H € H (G) se réduit d
un polynome de dérivation.

Par exemple si R(Q) est identifié & un produit R* et si pour tout A€ r; dé-
signe un élément de R (G) dont toutes les coordonnées d’indice distinct de A sont

nulles, alors

D ($)=3 Diody, (4)

est un polynéme généralisé de dérivation quels que soient les polyndémes de dériva-
tion DA.

Proposition 2. Pour toute distribution T 4 support ponctuel a il existe un poly-
néme généralisé de dérivation D et un seul tel que T (¢)=D ¢ (a).

En effet par hypothése il existe en vertu de la proposition 1 pour tout H € # (G)
un systéme fini d’opérateurs de dérivation (D\)icia tel que si ¢ € D (G; H) satisfait
4 D;¢-(a)=0 pour tout 1€ (H) on ait T (¢)=0; on peut supposer que les conditions
D, ¢ (a)=0 sont indépendantes car si l'une d’elles résultait des autres on pourrait
simplement la supprimer et recommencer I’opération jusqu’a obtention d’un systéme
pour lequel pour tout indice 7€ (H) il existe a; € D (G; H) telle que D;a;(a)=1 s
j=1t et O si j>¢; & l'aide de ces fonctions construisons alors

¢($)=¢($)—ZD‘¢(a)at(w)

qui vérifie
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Dy @ (a)=0 quel que soit 1€ (H)
de sorte que

T(¢)=Du¢(a)

olt Dy est 'endomorphisme de D (G; H) défini par

Dy ()= Z T (ai) D(9).

On peut ainsi associer & chaque H un polyndme de dérivation Dy tel que dans
D(G; H) on ait T{(¢)=Du¢(a) et en vertu de la permutabilité des opérateurs de
dérivation avec les translations on en déduit que si Dy et Dy satisfont tous deux &
T(¢)=Dyu¢(a)=Dy¢(a) pour toute ¢ €D (G; H) on a Dy=Dy dans D(G; H), de
sorte que si ¢ appartient & différents D (G; H) on aura toujours Dg(¢)= Dy (¢) car
¢ appartient alors aussi & D(G; HNH') et Dy et Dy coincident avec Dynn sur
D(G; H+H’). On peut donc définir un endomorphisme D de D (G) tel que D ¢ (a)=
=T (¢) et tel que D se réduise dans chaque D (G; H) & un polynéme de dérivation
et cette derniére condition assure I’unicité de D.

2. Soit T une distribution & support compact et soit a € D (@) égale &4 1 sur
un voisinage du support de 7'; I’application f—T (af) est alors une forme linéaire sur
€ (@) indépendante de a: nous dirons qu’elle définit I'extension de T' & ’espace & (G).

Convenons alors de dire qu’une famille d’éléments de £ (G) est bornée si ces
éléments sont bornés sur chaque compact de G ainsi que chacune de leurs dérivées
et introduisons dans £ (G) la plus fine topologie d’espace vectoriel localement convexe
admettant comme ensembles bornés ces familles bornées. On montre aisément que
cette topologie est la topologie forte définie sur € (@) par la famille des formes
linéaires qui restent bornées sur les ensembles bornés donnés; cette topologie est donc
une topologie forte dans laquelle toute forme linéaire bornée est continue et est aussi
trivialement plus fine que la topologie de la convergence compacte des fonctions et
de chacune de leurs dérivées; on en déduit que &€ (G) muni de cette topologie est
un espace complet, dans lequel les seuls ensembles bornés sont les ensembles bornés
initialement considérés et que toute application linéaire de & (G) sera continue dés
qu'elle transformera tout ensemble borné en un ensemble borné; en particulier toute
exsension & £ (G) de distributions & support compact est continue.

Nous allons établir que toute forme linéaire continue sur £ (@) est une extension
de distribution & support compact pourvu que D (@) soit dense dans £ (G):

Soit (a3)ica une partition de l'unité sur G choisie une fois pour toutes dont les
éléments appartiennent & D (G); pour toute famille de constantes positives ¢={(c)ica
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désignons par /A (c) I'ensemble des familles de constantes complexes y=(yi)ica telles
que pour tout A on ait |y;|<c;; dans ces conditions la famille de fonctions

).?';‘ yaa; f(x)

olt f décrit un ensemble borné B< £ (@), F la famille des parties finies de A et y
la famille A (c) est un ensemble borné de &€ (G), car sur tout compact de G iln'y a
qu'un nombre fini de fonctions @; non nulles; si donc 7" est une forme lindaire con-
tinue sur & (@) il existera une constante M ne dépendant que de 7", B, ¢ telle que

IAEEFVA T (af)l <M

mais les constantes complexes y; étant astreintes aux seules conditions |y;|<c, il en

résulte de suite que
A;C;.'T’((hf)‘SM

ce qui entraine que dans R la famille des ¢;| 7’ (a1f)]| est sommable quelles que soient
les constantes ¢; donc que pour toute f il existe une partie finie F (f) de A telle que
T’ (@1f)=0 si A¢ F(f). Montrons maintenant que ’on peut choisir F(f) indépendant
de f; sinon il existerait une suite infinie f, € £ (@) et une suite infinie d’éléments
distincts A, € A4 tels que T'(a;,f,) #0 et comme seul un nombre fini de fonctions

a;, n'est pas nul sur tout compact les fonctions ¢, @y, f» formeront dans € (G) un

ensemble borné quelles que soient les constantes ¢,, d’ou contradiction.

Ainsi pour toute forme linéaire continue 7' sur £ (G) il existe a € D (@) telle que
T {af)=T'(f) pour toute f€D(G) et si D(G) est dense dans &€ (G) cette relation est
encore valable pour toute f€E&(G). Considérons alors sur D (G) la form linéaire
T(¢)=T'(a¢) c’est une distribution car elle est composée de l'application continue
¢—>a¢ de D(G) dans E(G) et de la forme linéaire continue 7" sur € (G); de plus

T (¢) est & support compact (comme @) et son extension & & (G) est définie par
T"(h=T®N)=T (abf)
ol b est égale & 1 sur un voisinage du support de a, donc 7' =T".

3. Indiquons simplement pour terminer ce paragraphe que l’on peut dans D’ (G)
introduire comme dans D’ (R) une relation d’ordre compatible avec la structure de
D’ (G) en définissant une distribution positive comme étant une distribution prenant
des valeurs positives sur D* (G). On montre que toute distribution positive est une
mesure positive et que si une distribution I' est majorée par une mesure positive u,

¢’est-a-dire si 'on a
[T ()| <edel)

que 7 est encore une mesure.
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§ 4. Transformation de Fourier des distributions.

1. Rappelons que si f est une fonction continue sommable sur le groupe G ainsi
que sa transformée de Fourier F/! on a la formule de réciprocité /=F Ff et que f
et Ff convergent vers 0 & l'infini, ce qui entraine que leurs sous-groupes de périodes
sont compacts (exception faite de {=0); pour une telle fonction /= 0 nous désignerons
par P (f) son sous-groupe de périodes et par S(f) le sous-groupe ouvert engendré par

son support. On a alors les relations
P(H)*=8(F) S(H*=P(F/)
en effet si d est un caractére égal & 1 sur S(f) on a
Fi@+d)=[t@)x 2+d)de=[f(2) <z, 2> do=F (&)
S <=P(F})
et d’autre part si f(a) n’est pas nul la formule d’inversion donne

f@)=[31@)a,2ydi= [ Ff [ <a,&>dd

GIP3 P3N

done

il est donc nécessaire que 4 détermine sur ¢ un caractére égal & 1 sur le groupe
des périodes de Ff, donc

S(h=P@FH*
Les deux relations d’inclusion obtenues sont équivalentes a S(f)=P (Ff)* d’ou les
relations 4 démontrer.

On peut donc considérer la fonction f comme définie sur S(f)/P(f) et la fonc-
tion Ff comme définie sur S(Ff)/P(F/) sur lequel elle est encore transformée de
Fourier de /.

Supposons maintenant de plus que f et F/ soient respectivement des éléments
de £(G) et £(G) sommables aprés toute dérivation et toute multiplication par poly-
néme; en remarquant que si r€ R(G) et 1€L(G) on a d:(If)—1ld.f=1lor(1)f on en
déduit par itération que les fonctions PDf et DPf?), pour f fixée, sont respective-
ment combinaisons linéaires & coefficients constants les unes des autres et en vertu
des hypothéses faites sur f les fonctions PDf sont sommables ainsi que leurs trans-
formées de Fourier; toutes les dérivées de f sont donc bornées (elles sont continues
et convergent vers 0 4 Pinfini) et en conséquence le groupe de périodes P (f) de la

! Comme par exemple tout produit de composition de deux fonctions & supports compacts.
? Dans ce qui suit P, D (resp. P, D) désignent respectivement un polynéme ou un polynéme
de dérivation sur G (resp. @).



94 J. Riss.

fonction f appartient & H(G) et de méme celui de Ff appartient & H(G): les
espaces R et L construits sur le groupe S(f)/P(f) et son dual sont donc de dimen-
sions finies,

2. Pour définir la transformation de Fourier des distributions nous introduirons
Pespace A (G) des fonctions f€E&(GF) sommables aprés toute dérivation et toute
multiplication par polynéme et dont les transformées de Fourier satisfont aux mémes
conditions. Ce qui a été dit ci-dessus prouve que si /€ A (G) alors PDf appartient
aussi & A(G) et qui si A(K; H) est le sous-espace de /A (G) dont les éléments ont
leur support dans le sous-groupe ouvert K (K* € # (G)) et sont constants sur les classes
suivant le sous-groupe H € H (G), alors la réunion de ces sous-espaces est A (G); d’autre
part les résultats obtenus au chapitre 1 montrent que A (K; H) est isomorphe &
A(K/H). Enfin F définit un isomorphisme de /A (G) sur A (G) qui applique 4 (K; H)
sur A (H* K*).

Les sous-espaces A (K; H) de A (G) vont ici jouer le rdle des sous-espaces d (K; H)
de D (G); nous munirons chacun d’eux de la topologie définie par la famille dénom-
brable de semi-normes:

| P D7 fil, + | D* PP f||, + | 3 D* FPEFf, + || F P2 F DP 3, (1
avec
ﬂl 2 ""ﬁn
Piofilpelp D=dpip
ou by, l, ..., In et v, ry, ..., 7, désignent respectivement des représentants dans C (G)

et R(G) d’une base de C(K/H) et R(K/H); il suffirait d’ailleurs pour obtenir la
topologie de A (K; H) de considérer les semi-normes déduites des précédentes en ne
conservant que l’'une on Pautre des intégrales prises sur G et G. On montre facile-
ment que ces espaces sont complets (leur topologie est plus fine que celle de con-
vergence uniforme des PDf et que celle de convergence dans L'(G) des PD{) et
sont donc des espaces (F).

Remarque: On notera qu’en général (contrairement au cas de G euclidien) I’espace
A(G) n’est pas contenu dans D(G) et que la topologie induite par D (G) sur
D(G) N A(GQ) n’est pas plus fine que celle qui y est induite par A (G). A ce point
de vuc la différence avec le cas euclidien est nettement marquée dans le cas d’un
groupe (F compact totalement discontinu, cas ot A (G) est un vrai sous-espace de
D (G) avec une topologie strictement plus fine que celle induite par D(G) (exception
faite du cas olt G est fini). Ceci explique que dans ce qui suit nous sommes obligé

de démontrer & nouveau certaines propositions déjd vues pour D (G). En plus pour
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pouvoir définir la transformée de Fourier des distributions nous sommes obligés de
considérer des formes lindaires definies sur A (G) dont la restriction & D(G) n A (G)
peut ne pas étre continue pour la topologie induite par D(G), ¢’est-a-dire de modifier
la définition des distributions pour lesquelles nous nous proposons de définir une

transformation de Fourier:

Définition. On appellera S-distribution sur G toute forme linéaire sur A (G) con-

tinue dans chagque sous-espace A(K; H).

Comme pour l'espace D (G) (chapitre 2, § 1, proposition 1) on peut alors définir
sur A (G) une topologie forte dans laquelle toute forme linéaire bornée est continue,
qui n’est autre que la topologie forte définie sur A (@) par les S-distributions, et
qui admet des caractérisations analogues a celles de D (G). Iei encore la topologie
de A(G) induit sur chaque A (K; H) sa topologie, car les formules (1) définissent
des semi-normes continues sur A (G); il est donc nécessaire et suffisant pour qu’une
application linéaire de A (G) dans un autre espace vectoriel topologique soit continue
qu'elle transforme tout ensemble borné en un ensemble borné; on montre d’ailleurs
aussi que les seuls ensembles bornés de A (G) sont contenus dans les A (K; H) et y
sont bornés. Enfin & Paide de topologies de comparaison on prouve que A (@) est
complet.

Dans ce qui suit nous indiquons quelques propriétés de 'espace A, (G), qui n’est
autre par définition que A (G) mais muni de la topologie définie par les semi-normes

\eDflL,+PDFfl|,

ensuite nous appliquerons ces propriétés aux sous-espaces /A (K; H) pour en déduire
des résultats semblables pour A (G).

Nous introduirons la notation A, :(G) (resp. A, * (G@)) pour désigner I'algébre topo-
logique obtenue par adjonction & I'espace: vectoriel A; (G) de la multiplication (continue)
f,a—>fg (resp. fxg). Ce qui a été dit antérieurement prouve la proposition suivante:

Proposition 1. A,-(G) (resp. A, % (@) est une algébre topologique compléte ot
les opérations [—>PDf sont continues et f—>Ff est un isomorphisme de A,-(G) sur
A, % (G).

Proposition 2. L'application (s, f)—>fs (resp. &, =<z, 8 [) de @ ><‘A1 (@) (resp.
Gx A, (@) dans A,(Q) est continue.

Quand on a fait les remarques suivantes:

a) ||/s—/|l, est une fonction continue de s.
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b) Pour tout polynéme P et tout compact 4 il existe un polynéme P’ tel que
glelg.'lP(w+s)|SP'(x).

¢) Pour tout polynéme P il existe des polynémes P, et P;’ tels que P (z)=
=3 P/ (x—y)P{’ (y), ce qui donne la formule P (f%g)=2 (Pi*f}(P;’ %g) la démon-
stration ne présente plus que des difficultés d’écriture, et c’est pourquoi nous ne la

donnerons pas ici.

Proposition 3. Quel que soit le compact A de G et le voisinage compact B de A
il existe f € A(G), positive, majorée par 1, égale d 1 sur A et @ 0 en dehors de B.

Soit en effet U un voisinage de 0 dans G tel que 4+3 U< B et soit a € D" (G)
majorée par 1, égale 3 1 sur A4 et & 0 en dehors de B; pour toute U-régularisante
b la fonction ax b satisfait aux conditions voulues.

Corollaire. Quel que soit le voisinage compact U de 0 dans G il existe une fonc-
tion U-régularisante et appartenant d A (G).

Les propositions précédentes vont nous permettre d’établir un théoréme d’ap-
proximation dans A, (G) fondamental pour la suite:

Lemme 1. Quelle que soit f€ A(G) f appartient & Vadhérence de [+ A, (G).

Soit en effet U un voisinage compact de 0 dans @ et 6§ une fonction U-régulari-
sante appartenant 4 /(G), on a pour tout polyndme P et tout polynéme de dériva-
tion D l'inégalité:

IPD@%0)-PD3fll < sup. | P (Fhi - FNlh
velU

or d’aprés les propositions 1 et 2 la fonction §— [ | P (@) (F); — F/)| d est continue
et comme elle est nulle & 'origine on voit que le premier membre de I'inégalité sera
aussi faible que I'on veut pourvu que U ait été choisi assez petit.

De plus on a aussi une relation du type

DP(tF8)-DPj=(DP/)(F0-1)+3 D' (P) D" (3D)
et d’'une part I'inégalité

1D F )l < [|3D"| a3
U

et d’autre part le fait que 6 converge uniformément vers 1 sur tout compact
quand U converge vers 0 achévent de démontrer le lemme.
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Lemme 2. Le sous-espace A (@) des fonctions d support compact est dense dans A (G).

En effet la démonstration du lemme 1 prouve aussi que f appartient & I'adhérence
de f%4(G) dans A,(G). De sorte qu’il suffit de prouver le lemme 2 dans chaque
sous-espace 0% A (G) ot 6 est choisie une fois pour toute & support compact; mais
pour que dans ces sous-espaces des fx 8 convergent vers 0 il suffit que ||Pf||; con-
verge vers 0 quel que soit le polynéme P; d’oll le lemme.

Proposition 4. Quelle que soit € A(G) [ appartient ¢ Padhérence de f-4 (@)
dans A, (G).

Cette proposition est en effet une conséquence triviale des lemmes 1 et 2.

La topologie de A, (G) induisant sur chaque /A (X; H) sa topologie qui est une
topologie A, (K/H) on déduit des résultats précédents les propositions suivantes:

Proposition 5. Quelle que soit f€A(G) [ appartient @ Uadhérence de f- 4 (G)
dans A(G).

L’importance de ce résultat provient du fait qu’il permet d’approcher dans 4 (G)
toute fonction / par une fonction & support compact et confenu dans celui de f. 1l
donne de suite:

Proposition 6. Pour toute S-distribution S sur G il existe un plus petit ensemble
fermé de G (dit le support de S) tel que toute fonction de A(G) ayant son support
contenu dans le complémentaire de celut de S annule S.

Considérons en effet la famille des ensembles ouverts (£,),.: de G tels que si
f€A(G) a son support contenu dans l'un d’eux on ait S(f)=0; d’aprés la proposi-
tion 5 pour démontrer que la réunion des £2, est encore un tel ensemble il suffit
de démontrer que pour toute f€A(G) dont le support est contenu dans cette réunion
on a encore S(f)=0, mais alors le support de f est recouvert par un nombre fini
d’ensembles £, et la proposition découle de la proposition 3 (qui entraine l’existence
de partitions de l'unité sur G en fonctions appartenant 3 A (G) et subordonnées & un
recouvrement ouvert donné),

Remarque: Soit U une forme linéaire définie sur un espace de fonctions (définies
sur @) contenant D (G) et A(G) et dont les restrictions & ces sous-espaces sont con-
tinues; la proposition 5 prouve de suite que le support de U en tant que S-distribu-
tion existe et est égal & celui de U en tant que distribution, et ceci sans avoir besoin
de la proposition 6.

Dans le dual A'(G) de A (@) on peut définir et étudier des opérations de méme

nature que celles qui ont été définies dans D’ (G). Les procédés i utiliser étant
7 - 633805, Acta mathematica. 89. Imprimé le 28 mars 1953.
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semblables nous n’en parlerons pas ici. D’autre part A’ (G) peut &tre muni de diffé-
rentes topologies pour lesquelles il est complet et admet A (G) pour dual: il en est
ainsi en particulier quand on munit A’ (G) de la topologie de convergence uniforme
sur les ensembles convexes et compacts de A (¢). Parmi les éléments de A’ (G)
figurent en particulier les fonctions /€ A () qui définissent la S-distribution f(g)=
= [fgdz et seule la fonction g=0 de A (G) annulant toutes les S-distributions /€ A (G)
on en déduit que dans toute topologie sur A’(G) admettant A (G) comme dual le
sous-espace des S-distributions f est dense (cf. proposition 7 du § 2).

3. Pour les S-distributions f€ A (G) la formule de Plancherel-Weil peut s’éerire
(FH@G=1FJ

oli dans le second membre il faut prendre soin de ne pas confondre F symbole de
la transformation de Fourier de G & (f avec F, inverse de la transformation de Fourier
de G 3 G (on a FFf=/ mais FFf=]).

Cette formule montre que pour f, considérée comme élément de A’ (@), Ff n’est
autre que la transposée de Papplication §->F§ de A(G) sur A (G). Nous sommes
ainsi conduit & poser la définition suivante:

Définition. On appelle transformation de Fourier de A'(G) @ A’ (G) Pisomorphisme
S—F 8 transposé de Visomorphisme j—F f de A((i)'d A(Q).

On désignera encore par F le symbole de lapplication inverse de S—FS et on
a comme ci-dessus FFS=8 et FFS=3J (o1 S(/)=S(i)).

Remarque: Si f€ A{G) la formule de Plancherel-Weil prouve que sa transformée

de Fourier en tant que S-distribution est égale & sa transformée de Fourier usuelle.
Plus généralement ceci est encore vraie pour toute f€L” (G) p=>1.

Définition. On appellera spectre d’une S-distribution le support de sa transformée

de Fourier.

4. La fin de ce chapitre est consacrée 4 1’étude des S-distributions 3 support
ponctuel. Cette étude est basée sur les lemmes qui suivent et dont le premier permet
de montrer que pour toute f€ A (@) il existe une suite de polynémes trigonométriques
@, et une suite de fonctions 6, €1 (G) égales &4 1 au voisinage de 0 telles que dans
A(G) la suite (f—w@4) 0. tende vers 0 quand n—>oo,

Lemme 1. Pour toute partie compacte C de G, tout polynéme P sur @ et tout
entter positif 1 1l existe:

a) Une famille de polynomes Q, sur G i=1,2,...m.

b) Une famille finie de caractéres di; sur G 7=1,2,...m.
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c) Une suite de fonctions 0,€A(G) égales ¢ 1 au voisinage de O et d supports
contenus dans un compact fize.
d) Un entier positif d, indépendant de 1, tels que si on pose
é [3’(@0, di.1>"1)"'(<x3 di.mi>—‘1) 0" . my 70
ton = A st
" lg On = on m; = 0

on a

1° lim. sup. #' [|P(z) (0. (@ ZQi(y O ( z)|dz=0

A

n>x g Eé’

2° la famille des fonctions n~*|P|%|(n| est bornée sur tout compact.

Nous démontrerons successivement:

A) Si le lemme est valable pour les groupes G et G'' il ’est encore pour G’ xG"’.
En effet toute partie compacte de G'xG"’ est contenue dans un produit de compacts
C'x(C" et tout polyndme sur G’ <G’ est majoré par un produit 2’ P’ de polyndmes
respectivement définis sur G’ et G'’. Prenons alors des éléments

Qi=1,2,...m,d,j=1,2,...m, 0,(z), d’ satisfaisant au lemme pour le groupe
(' et relativement & ', & P et & I'=1+d".
Q' i=1,2,...m", d;5=1,2,...m, 0, (z"), d’ satisfaisant au lemme pour le

groupe G’ et relativement & €'/, & P et 3 I"=1+d et posons:
Qs (@) =Q (@) Q) (")
dy,pe=Tun des d;, ou d;’,
0, (z) = 0, (') 0, (&)

d=d +d"’
dans ces conditions on a
2 A e
@(t.f).n = Ot.n @I.n

puis

J1B @)Y B @) (0n =i = 3 Qs Bunn @) i

i

SIIf"(é')ﬁ"(a‘c”)(5;(&’—@')5%’@"—@")—2@1(;/)@:n z)EQ; ") 0. @) |dz di'

<[|P” x")O”(z i) |dz" [P @ ) (0, &' —y)—ZQ, YO . (&) | da’

+(thIP’(x)Q‘(y O‘n(x)ldz)flplf ll 0’& _y z ,y”)éj,,ln(-%”))ldi‘”

i

fad X” ’ !
<|P"| %62 [P (& on(z“./)“ZQl 6. @) da

+(§I@{@>|f |P'@) 01,0 @)|d3) [P (&) (07 @ — 9~ 3@ @) 6)/n@")|da”

N
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mais

O, .3)=3 +0,@ -5y

16T
ot les b/, appartiennent an sous-groupe engendré par les di; et ne dépendent pas
de n pas plus que de Iensemble fini I(¢): donc

AL A, N ~, ~, X/ ~
1B @) 61 @)di < 3 |P]%107] G
On en déduit que les éléments ainsi construits satisfont a la premiére partie du
lemme sur le groupe G'xG’’ et relativement & C'x(C”, & P'P” et & [ d’autre part
en vertu de
n | PP %667 |= (0| P'| % [0a]) - (0[P | %] 67])

ces éléments satisfont aussi & la seconde partie du lemme.

B) Si G posséde un sous-groupe ouvert compact H et si le lemme est valable
pour H il D'est aussi pour @; ceci est en effet une conséquence triviale des propriétés
suivantes:

a) Le dual de H est G/H* o H* est comme H ouvert et compact.

b) La mesure de Haar sur G (resp. G) induit sur le sous-groupe ouvert H
(resp. H*) la mesure de Haar de ce sous-groupe.

¢) Toute fonction continue sur G & support contenu dans H admet une trans-
formée de Fourier constante sur les classes suivant H* et réciproguement.

d) Tout caractére sur H est prolongeable en un caractére sur G.

e) Toute partie compacte de @ est contenue dans une partie compacte image
réciproque d’une partie compacte de G/H* par ’homomorphisme canonique de G
sur G/H*.

f) Tout polynéme sur G est constant sur les classes suivant H*.
de sorte que si on a construit des éléments satisfaisant au lemme sur le sous-groupe
H et relativement & limage canonique de la partie compacte ¢ de G dans G/H*
et au polyndéme P considéré comme défini sur G/H* on en déduit de suite des élé-
ments satisfaisant au lemme sur G et relativement a € et & P.

C) Si H est un sous-groupe compact de G et si le lemme est valable pour G/H
on en déduira pour G a l'aide d’arguments analogues & ceux utilisés en B) auxquels
on joindra les propriétés de la mesure de Haar sur G/H.

D) Utilisons alors le théoréme de structure qui permet d’écrire pour tout groupe G
G=R"xG" ou & posséde un sous-groupe ouvert compact I Dans le dual de I toute
partie compacte est finie et engendre un sous-groupe & un nombre fini de généra-
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teurs H* et si H est dans I" Porthogonal de H* le groupe G/H est isomorphe & un
groupe ITPx @ ou @ est un groupe fini. Les différentes parties A) B) C) réduisent
donc la démonstration du lemme au cas de 'un des deux groupes R ou 7' (le cas
d’'un groupe fini est trivial). Mais 4 l’aide d’un isomorphisme local de T sur R la
démonstration du lemme dans le cas du tore T se calque pas & pas sur celle qui va
en é&tre donnée dans le cas de R. Le lemme sera donc prouvé quand nous l'aurons
prouvé pour R.

E) Démonstration du lemme dans le cas de R: pour tout couple d’entiers % et

k positifs posons
k

d .
(%, k]= e (exp. 2tmx)—1)"(0)

on a
=0 si k<h

k, k
[, ]l #0 sl k=h

et déterminons par récurrence sur % les polyndmes de dérivation D”* tels que

&k
S (h k] D" =0
0

d* <
les polynémes qui sont les transformées de Fourier des polynémes de dérivation D"

satisfont alors aux relations

Kk
(—2¢my)” ——hzo[h, k1 Pn(y)=0
de sorte que quel que soit ¥ la fonction de 2
k
exp (—2t7myz) -—hE (exp 2tz — 1)* Py (y)
=0

a toutes ses dérivées d’ordre au plus égal & £ nu" : pour 2=0.
Soit alors 0 (z)€A(R) et

B(x)= [ 0(z) exp. 2inzz)da
_— s .. - @ 4°0
d’olt quel que soit I'entier positif ¢ si ’on pose 69 = = on a

16@)| <]l 69l |47 2]
Posons alors

0, (x)=0(nz) dot 0,(z)

I

N =
>
———
18
g

on aura donc
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5 avy o LIO |n
Ion(m)lgﬁ (47!)“ z
donc pour z assez grand indépendamment de #
Q.= IA an F(exp 2imaz)—1)" 0,|

sera majoré par

n n
+Z|Ph )I2 z—h

)

_?/

1|6l (

n (47)?

ce qui donne I'Inégalité

ol F(y) est borné sur tout compact en y. Considérons alors I'intégrale
-L +‘L + 00
L= [|&|* Quda= [+ [+ [ =L+ 12+ 13
-0 —L + L

on aura pour L assez grand indépendamment de n

q
2 lF )

I:H*IZSQ_T—I n (@)’ﬁ,?;:i

d’autre part on a toujours

QnSIIO(nx)I~]exp(~2iny ZPn Y{exp Qinw)— 1)*|dx

<, [1o@

ol le second facteur de I'intégrale est une fonction de z qui a toutes ses dérivées

dzx

h
exp (—2imy)— ZPh y)(exp (2znn)—l)

nulles jusqu’a Pordre N pour =0 et dont la dérivée d’ordre N + 1 est uniformément

bornée quand y décrit un compact; donc # étant & support compact on a une inégalité

1 |
2, < " B (y) h_-i
ol B (y) est bornée sur tout compact uniformément en #; on obtient donc la majoration

2 _Fy n 2 B(y), L“”

I, < .
"Sag—a—1 L1 pg+l W

valable pour tout L assez grand indépendamment de %; en choisissant alors pour des
entiers [ et N, donnés les quantités ¢, N et L comme suit
g=Ny+2 N=(Ny+2)2(1+1)

3 Nyl
L=n**"
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on en déduit que la suite #'I, converge vers 0 uniformément sur tout compact en

¢ et quel que soit 'entier positif ¢ au plus égal & N,. D’autre part on a
A~ x A J ~ A ~ A A~
|2]* % 6] @)= [ [nz+g|*|6@]d2

X
de sorte que les fonctions n™%|z|* % | 0, | sont uniformément majorées sur tout compact.
Ainsi quelle que soit la partie compacte ¢ de R=R, pour tout polynéme P de

degré N, sur R et pour tout entier [, on satisfera aux conditions du lemme en
prenant:

Oi=P.() i=0,1,...,(Ny+22(1+1)

{x, dy.>=exp. (21mz) §=1,2,...72
d=N,
) . 1 \

et en prenant pour fonctions 0, les fonctions 0, (x)= h()(nw) ol 0(x) est une quel-

conque fonction de A(R) égale & 1 au voisinage de 'origine.

Lemme 2. 0 appartenant d A{G) pour que des 0f convergent vers 0 dans A, (G)
la fonction 0 étant fize, il suffit que pour chaque polynome P sur G les ||i’3 fl; con-

vergent vers 0.
En effet la formule de Leibnitz et la formule duale (indiquée en ¢ de la pro-

position 2) montrent que toute semi-norme sur les 0f est alors majorée par une

semi-norme || P ;.
Théoréme 1. Pour toute S-distribution d support ponctuel 0 il existe un polynéme

de dérivation généralisé D tel que S (fy= D/ (0).

En effet il est nécessaire et suffisant de montrer que dans chaque A (K; H) il
existe un polyndme de dérivation D tel que S(f)=Df(0). Or si 0€A(K/H) est
égale & 1 au voisinage de 0 il existe d’aprés le lemme 2 un polynéme P tel que

IS(H1=18ONI<PFfl).

Supposons d’abord Ff & support compact € et déterminons relativement & C, P et
I=0 les éléments satisfaisant aux conditions du lemme 1, puis posons

my

I1 (=, 40> — 1) my#0
7-1 si

1 m; = 0

Dif(0)= [31@) Q@) dy

Wy =
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dans ces conditions si

Qn=133’((f—iZD:/(0) @) )

on a

A

Q. =P [Ff@) (O EQi ) O, (&) dz
done

| 24| < mes. (O)||#]l; sup. [|P (@) (0@~ )~ }:@ ) Oy (3))| d
yece

d’olt en vertu du lemme 1 et de S(87)=8(f) quelle que soit =1 au voisinage de 0

=12S(6n @) Dif(0) =D/ (0).

Mais D est indépendant de C car si Df(0)=0 pour toutes les / dont le spectre est
contenu dans un compact il en est de méme pour toute f. Le théoréme en résulte

finalement & l’aide de la proposition 5 exprimée sur G.

Toute S-distribution & spectre ponctuel étant transformée de Fourier d’une
S-distribution & support ponctuel on aura un énoncé équivalent au précédent a I’aide
de la notion suivante:

Définition. On appellera polynéme généralisé sur G toute fonction qui sur chaque
sous-espace A (K; H) se réduit & un polynome.

Théoréme 2. Toute S-distribution d spectre ponctuel O est un polynéme généralisé.

Remarque: Si I'on considére sur G Palgébre topologique A° (@) dont les éléments
sont les fonctions continues sur G sommables ainsi que leurs transformées de Fourier,
munie de la norme ||/||; +||Ff|l, on peut établir une suite de propositions analogues
a celles qui ont été données ici; en particulier pour toute f€ A°(G) il existe une
suite de fonctions & support compact 0, € A°(G) égales & 1 au voisinage de l’origine
telles que (f(x)—/(0)0,—0 quand n—>oo et on en déduit de suite que tout idéal
primaire (de composition ou de multiplication) de A°(G) est maximal; comme I'al-
gébre A°(G) est dense dans l'algébre (de composition) L'(G@) on en déduit le méme
résultat pour L!(@), résultat qui a été publié par Mr. I. Kaplansky.!
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