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Introduction

On considére une feuille de papier, qu’on plie sur elle-méme un grand nombre ou une
infinité de fois, toujours dans le méme sens. On déplie ensuite cette feuille de papier et
on observe que les traces des plis se présentent sous forme d’angles tantot rentrants V
tantot saillants A, de la maniére suivante :

VVAVVAAVVVAAVAA....

On code la suite binaire par V=41, A=—1, et on a ainsi une suite s=(5,)r>1 qu’on peut
caractériser par I'une ou I'autre des propriétés suivantes (voir [ALM)] pour les détails) :

(i) s2n=8n, n21; Soptr1=(-1)", n20;

(i) sp=(—1)° si n=2%(1+42b).

La suite (s,) apparait naturellement dans I’étude de la série entiére X(2)=3_,,o 277
Cette série représente une fonction analytique pour |z|>1, s’annulant & I’infini. Si on

décompose cette fonction en fraction continue {J-fraction), on voit de suite que cette
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décomposition commence comme suit [ALM], (Km], [Sh]:

1 1
Ll 1 j02-1,241),

z—1+——~

1 1 1
;—{-;4—; =[0,2—1,2+2,2,2—1],

et de maniére générale, si n=2™ et

;+Z_2+ + om T = =[O7a'17 aan]
avec Gn(2)=2%", alors
1 1 1 pr, 1
;+z—2+---+w=21—-}-..—2=[O,Qh~--aan—1,an+1van_1,an—la---,all-
n n

En d’autres termes, si W est le mot ay, ..., an, (dans cet ordre), c’est-a-dire si pn, /Gn = [0, W),
alors P /Gn+1/G2=[0,wpw), olt on a désigné par Wpw le mot
WPW =01, ..., 1,an+1,an—1,8p_1,...,a1, N=2,

et ainsi, on peut définir un opérateur S: w— Sw=1wpw, de sorte que par exemple :

— S 99 § oo e—— §

WD WPpW —WPWPWPW — ...
et le développement en fraction continue de X(z) s’écrit (JALM], [Km], [Sh])

X(2) =[0,5%(z—1, z+1)]

avec la notation évidente :

§%(z—1,2z+1) = lim SN(z—1,2+1), SN=85080...08.

La suite des fleches dans Iécriture de SNw, w=2—1, 241, est en bijection avec la suite
des plis dans les pliages de papier définis auparavant, avec la correspondance suivante :
A V, on associe la fleche — et & A, on associe la fieche «—. Si 'on écrit plus simplement

a(2)=58%(z—1,z+1), alors on a aussitot :

X(2) =[0,a(2)] =0, 01 (2), a2(2), ...]

et comme cela a été remarqué dans [ALM] les a,(2) sont dans Z[z], et de fagon plus

précise: a,(z)=2+an, avec

a;=-1 et an:(—1)["/2]+1+(—1)”s[n/2], n>2,
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ot1 [n/2] est la partie entiere du réel n/2, et sy, /) est le [n/2]° terme de la suite de pliages
de papier (s). On a clairement a;=—1 et an=0,+2, -2, ce qui suggére la définition
so=0.

La théorie générale des fractions continues nous apprend que si Pp(z) et Qn(2)
sont les numérateurs et les dénominateurs des réduites P, /Q, de la fraction continue
[0,8%(z—1, z+1)], c’est-a-dire si

P,(2)
Qn(z)

alors P, et 2, satisfont & des relations & trois termes, et en particulier, on a:

=[0, 1(2), ..., @n(2)],

Qn+1(2) = (2+0n11)Qn(2) +Qn-1(2),
Q_1(2)=0, Qo(z)=1.

Dans [ALM], on montre que Q,(2) est un polynéme en z, de degré n et & coeflicients
dans ’ensemble {0, =1}

C’est cette relation de récurrence qui constitue ’objet du présent travail, plus par-
ticuliérement, nous nous intéressons & la question suivante: Y a-t-il une mesure (ou plus
généralement une fonctionnelle & préciser) pour laquelle la suite (@) est orthogonale.
On verra trés vite qu’il ne peut exister de mesure & support (compact) porté par P'axe
réel répondant & cette question. Cela est dii 4 la nature des points singuliers des deux

x)=3"2" %)=Y=

n20 n20

séries entieres

situés sur le cercle unité, vu comme bord des domaines de convergence des séries x(z)
et X(2). Le cercle unité est en fait une coupure analytique et méme quasi-analytique des
deux séries. Ceci est dii & la lacunarité des séries en question mais ce n’est pas suffisant
pour déterminer une quelconque mesure — si on suppose son existence — qui soit a
support dans le plan et qui répond & la question d’orthogonalité précédente. On verra
dans les prochaines sections qu’en gros, notre probléme peut se formuler comme suit :
Soit 7>1 un nombre réel et soit

Re(0) = 30 1 Fe 0 = g (re).

nz0

Xr(0) est une fonction C*°, 27-périodique. Elle définit une distribution sur le cercle unité.
Quelle est la limite (et en quel sens) de X, (), lorsque r tend vers 1?7 La méme question
vaut bien naturellement pour x(re?)=x, (), 0<r<1.



104 M. MENDES FRANCE ET A. SEBBAR

Il se trouve que les fonctions x(2), x¥(z) ont une certaine nature arithmétique et
géométrique qui fait que les limites lim,_, ;- x,(6),lim,_,,+ X (6) vont étre déterminées
par les limites radiales lim,_,;— x(re?"*/%), lim,_,+ X(re?™*/*) aux points rationnels du
cercle unité.

L’origine des natures arithmétique et géométrique de la fonction x(z) réside dans les
rapports qu’a cette série avec le probleme de Waring. On donnera plusieurs formules liant
X(z) aux puissances quatriemes des fonctions théta elliptiques. Les puissances quatriémes
des fonctions théta sont trés significatives comme on Pexpliquera, elles sont liées aux
aspects de presque-périodicité au sens de Besicovitch de la suite (o),

Qn = (_1)[n/2]+1 +(_1)ns[n/2]-

La méthode du cercle de Ramanujan-Hardy-Littlewood~Rademacher appliquée aux puis-
sances quatriemes des fonctions théta permettent finalement d’écrire pour la série entiére
X(2z) une représentation de la forme :

x(z) = Z aﬁl/k(l—ze_%""/k)"l, |z] < 1.

Comme dans [E], on appellera cette égalité représentation de Wigert de x(z). Elle exprime
x(z) & l'aide de séries singuliéres. Ce type de représentation a été étudié en grand détail
par Ramanujan, Hardy et Hardy-Littlewood [Hal], qui considéraient les séries singuliéres
seulement dans le disque unité. Rademacher, dans son étude sur la fonction de partition
[Ral] ou dans son étude sur la fonction modulaire J [Ra2] ajoutait aussi 'extérieur du
disque unité. C’est cette prise en compte simultanée des deux disques unités, centrés
en 0 et & P’infini qui constitue ’essence méme de la représentation de Wigert. Elle permet
des fois d’attribuer des valeurs naturelles 4 des séries entiéres hors de leurs coupures
analytiques ([Ral], [Ra2| pour des exemples). On fera la méme chose pour notre série x(z),
au §6 du présent travail, en explicitant ’analogue du phénomeéne dit du « développement
de zéro».

Les auteurs tiennent & remercier M. 1. Knopp pour des indications bibliographiques
sur la méthode du cercle, M. Balazard, R. Gay et J.Y. Yao pour de nombreuses et
fructueuses discussions et enfin L. Habsieger pour avoir posé la question de 'existence
d’une mesure pour laquelle la famille (Q,(z)) est une famille de polyndmes orthogonaux.
Et un grand merci & Nadia Méchalakh.

1. Sur certaines relations de récurrences

Dans cette section, nous étudions certaines relations de récurrences 3 trois termes na-

turellement associées aux fractions continues.
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On introduit la famille £ des suites c=(cp+1)n>0 telles que:

Cp+1="Tin+1"Tn, nz0,

770=0, nn:ila TL>1
Alors ¢;=m==%1 et ¢,€{0,%2} pour n>2. On va étudier ’équation :

Tn+1—Cn+1Tn—Tn_1=0 (1)

ou r_; et xg sont donnés.

De méme, on considere la famille £’ des suites v=(vp)n>1 définies par:

Un = (—l)ncn-I—lv c= (Cn+1)n>0 eL.

On peut remarquer que 1’équation

yn+1—vnyn+yn—1:0a (2)

appelée équation de Schrodinger discréte de potentiel v=(v,), est reliée & I’équation (1).
En effet, si on définit v=(n)nz0, Tn=(~1)*/2 alors ¥, yn11=(—1)" et toute solution
(zn) de I’équation (1) donne une solution (yn), Tn="5Yn, de I'’équation (2) avec une suite
(vn) donnée par v,=(~1)"cp,+1. La réciproque est aussi vraie.

On peut donner une caractérisation de la famille £ de la fagon suivante :

THEOREME 1. — Les trois énoncés sont équivalents :
(i) ceLl;
(i) il existe une suite (gn), go=1, g—1=0, go==1 pour n>0 telle que:

Cnt+1= qn(qn+1_qn—1) 5

(iil) 4l existe une suite (gn), g—1=0, gn==x1 pour n=0, telle que:

dn+1=Cn+1Gn+qn—1.

Preuve. — Pour montrer que (i) = (ii), on écrit cp41="7n+1—7n, c=(cn) €L et no=0,
Nn==1, n>1. On définit ensuite (gn) par ¢o=mn1 ... . AlOIS Gn@n+1="n+1, In—1¢n="n €t
Cnt1=Nn+1— M =0n(@n+1—qn). Pour définir complétement la suite (¢, ), on prend go=1.
Pour montrer (ii) = (i), on prend simplement 7,=¢,¢n—1, donc ¢p+1=qn(Gn+1—Gn—1)=
Tn+1— 7. L'implication (ii) = (iii) est claire: si gny1=Cni1Gn+qn-1, gn==1 pour n=0
et ¢_1=0, alors ¢,4+1=¢n+19n —gngn—1 €t réciproquement.
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On va expliciter & présent un peu plus les liens entre les équations (1) et (2) avec les
fractions continues. Considérons pour ce faire deux solutions (p,), (¢,) de I’équation (1),
p-1=1, po=0et g_1=0, gp=1. Alors:

(pn—H Pn)_(]’n pn—l)(cn-H 1>_<Po p—l)(cl 1) (Cn+1 1)
dn+1 qn In  dn-1 1 0 dgo 4-1 1 0 1 0
En prenant les déterminants des deux membres de cette derniére égalité, on voit que:
Prn+1 — (_1)n +Z_’_71
An+1  Indny1  Gn

et par suite
)k 1

Z Qh—10k ®)

kL —

Supposons & présent que c=(c,)€L, c’est-a-dire que ¢y 1="7n+1—"7n. Alors par la pro-
priété (iii) du théoréme, on a, avec une suite (g,), ¢-1=0, go=1 et g,==%1, n>1, la
relation gn41=(Mn+1—"n)gn+gn—1- Il en résulte que la suite (¢ngn_1—7,) est une suite
constante et en prenant n=0, on trouve que cette constante est nulle et donc:

Gn=TG@n-1=M--Tn, n=1 (4)
De plus ¢, =2 si et seulement si 77,79,,_1=—1. On en déduit aisément que
1)6(1)+..‘+6(n)’ Nn = cl(_1)6(n), (5)

gn=c7(—

ol 4(n) est le nombre d’apparitions des +2 dans le mot cjcy ... ¢,. La relation (3) s’écrit

= Z (—1)* 'qe_1qx = Z (—1)F?
k=1 k=1

aussi :

et par la relation (5):
n
Pn=cign »_(—1)*®
k=1

oli cette fois z(k) est le nombre d’apparitions des 0 dans le mot ¢ ... cx. On peut résumer
tout ce qui précede dans le résultat suivant :

THEOREME 2. — So0it ¢=(Cp41)n>0€ L. Soient (p,) et (g) deuz solutions de I’équa-
tion (1) d trois termes Tpyi—Cny1Tn—Tn_1=0 satisfaisant aur conditions initiales
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p_1=1, po=0 et q_1=0, gg=1. S [0, ¢1,..., ¢, désigne la n® réduiie p,/q, de la fraction

continue formelle

1

1+
co+ -,

alors on a pour tout n>0:

[0,¢1,....cn]=¢1 Z (—1)*®),
k=1

2. Pliage de papiers

Il y a deux maniéres de plier une feuille de papier, soit dans le sens positif (+) soit dans
le sens négatif (—), voir Figure 1.

_(_

VRN

NS

Fig. 1

On suppose qu’on se donne une suite e=(g,)n>1, &s==1 (€; est considéré alors
comme une instruction), et on plie une feuille de papier en respectant les instructions
€n,En—1,..,€1. Alors lorsque le papier est déplié, on voit que les traces des plis se
présentent sous les formes A ou V. Si on fait tendre 'entier n (le nombre d’instructions)
vers l'infini, on obtient une suite (s;)n>1 appelée suite de pliages, notée s=s°, & valeurs
dans alphabet {A, V}.

11 est assez aisé de voir qu’une suite s=(s,)n>0 & valeurs dans {A, V} est une suite
de pliages de papier ou une suite P.P si et seulement si

(1) (s2n+1)n3o0 est la suite alternée A, V, A, V, ... ou la suite alternée V,A, V, A, ...,

(i) (S2n)n>1 est une suite P.P.

Désormais, on note V=41 et A=—1 de sorte que nos suites P.P sont & valeurs dans
{—1,+1}. On peut énoncer alors:
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THEOREME 3. — Soit s°=(s{);, une suite de + et de — correspondant d une
suite de pliages de papier suivant les instructions ...e3e0€1, et soit eg=1. Alors on a
l’égalité formelle suivante, avec cy=—¢; et cnz—el(—l)["ﬂ]+(—1)"s["71f/2], n=2, ot Te=
(e2,¢€3,...) est la décalée de la suite ¢,

Y enX ¥ =[0,X+c1, X+ez, Xten, ]

n20

Preuve. — On commence tout d’abord par étudier le développement en fraction
continue, dii & Kmosek [Km] et Shallit [Sh|, de la série formelle a*=3" - ,en X -2
€0=1 et (ex)k»1 est la suite d’instructions de I’énoncé du théoréme. Comme on 1'avait

déja observé dans 'introduction, on a:

1 €1

Y‘*’F:[Oax—slyx'}'el]a
L E 0, X ey, X X X
3(—+)—(5+ﬁ_[ s X—e1, X +er+ez, X +e1—e2, X —¢e1),

et de facon générale, si n est un entier pair et si
E = [0, Q1,02 ... an]

alors
A 1

442
B~ B?

de sorte si a*=)", . e, X"?, on a:
2

= [O’ a1,y 0n-1,8nt1,8,F1,an1, “-aal]a

o =[0,X+c1,y..., X +Cn, -]
ol on peut montrer [ALM] que:
en = €1(—1)1*/2 +(-1) sy, n22; a=-e1,

ol (s1¥) est la suite des traces des plis, considérée comme & valeurs dans {—1, 1}, associée
au pliage suivant la suite Te=(e3, €3, ... ), décalée de €. On remarque que ¢, €{0, 2} pour
nz2.

LEMME 4. — c€L.

En effet, posons
N2n = 53:6 et Mont1=—€1(~=1)"=—€185,41, M E{£1}.

Alors: . T
can=ce1(—D)""+5 = o —non_1,

)1+n —ST

Cznt1=€1(—1 n =Mnt1— Ton.
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COROLLAIRE 5. — Soient Pp(X) et Qn(X) le numérateur et le dénominateur de la
n® réduite de la fraction continue de a6=zn>0 en X%, Alors

Pa(0)=-Q.(0) Y s5,
k=1

Qn(0) = (—1)l(n+D/2ge g2

Sm

Autrement dit, on a formellement :

Z £,07% =~ Z 8%+

n30 k>1

Remarque. — Dans cette derniére égalité complétement formelle les termes de la
premiére série sont tous infinis, tandis que ceux de la seconde série valent +1. Nous
reviendrons sur ce point au §6 pour g, =+1, n>0.

Preuve. — Dés lors qu’on sait que c€ L, on peut reprendre la preuve du théoreme 2.
Mais plus simplement on peut se contenter de vérifier que les deux formules donnant
P,(0) et Q,(0) satisfont & la relation de récurrence

Tnt1=Cn+1Zn+Tn—1

ol
en=e1(—1) A (~1)nsTe.

Remarque. — 1l est montré dans [ALM] que les polynémes @, (X) sont des poly-
nomes de degré n, i coefficients nuls ou +1.

3. Polynémes orthogonaux, étude des zéros

Dans cette section, on aborde la question de I’'orthogonalité des polynémes @, (z), satis-
faisant & la relation de récurrence:

Qn—i—l(z) = (z+an+1)Qn(z)+Qn——l(z)a

Q-1(2)=0, Qo(2)=1, ey

ol (ay,) coincide avec la suite (c,) de la section précédente avec £,=1. Elle est donc
définie par:

an = (=DM (1) sps2),  sm=(=1)" si m=2°(1+2b).
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On se propose de déterminer une fonctionnelle p telle que p(Qr@m)=Andmn ol (An)
est une suite de nombres complexes & préciser. Tout d’abord, on rappelle que d’aprés
un théoréme bien connu ([Sz, p. 42]), trois éléments consécutifs d’une suite (P, (X)) de
polyndmes orthogonaux satisfont toujours a une relation de la forme

PTH—I(X):(An+1X+Bn+1)Pn(X)—‘Cn+1Pn—1(X)a ’R?O,

(2)
An #0.
D’autre part, & toute relation de récurrence de cette forme, avec des coeflicients réels tels
que:
Cn+l

—— >0, nx=0 3

A->0 n>0 3
on peut associer au moins une fonction ¥, & variation bornée, vérifiant

+o00
P () P () dp(z) = Apbm -
-00

Le résultat, d & Favard [F], dit essentiellement que la condition (3) est suffisante pour
résoudre un certain probléme de moments. Dans le cas de la relation (1), Ap,=1et Cp,=-1
pour n>>1, et on ne peut pas faire appel au théoréme de Favard pour conclure quant a
Pexistence d’une mesure di)(z) portée par I’axe réel pour laquelle les polynémes forment
une famille orthogonale. On peut cependant partir de certaines observations générales
et classiques concernant les systémes orthogonaux de fonctions (comparer avec [Ge]).
Supposons qu’une famille de polynémes { Py, :m>0} vérifie une relation & trois termes
sur R ou C, et pour laquelle il y a une mesure de la forme p(z)dz,

1
/ Pk(a:)Ps(z:)p(a:) d.’l,‘=)\k5k,s, AeC.
~1

Alors
1

% g Pr(2) Ps(2)q(2) dz = Akl s

ol C est un contour simple entourant l'intervalle [—1, 1], et ceci pourvu que la transformée

de Cauchy:
1
p(z)
= —dz
q(2) /_ 7=z
existe. Ceci est le cas par exemple, avec une condition du genre:

/ ' |logp(z)|

3 . _ —n—1 . 9 ..
D’autre part, si x1(2)=3_,50an2" """ est une fonction holomorphe en dehors d’un voisi-
nage de I’origine, dont les dénominateurs des réduites de la fraction continue associée sont
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orthogonaux par rapport & une mesure réelle du(zx), alors x; se prolonge analytiquement
a tout C\supp(u) et on a I'égalité

Z—T

xl(Z)=/de—(z), z ¢ supp(p).

11 est donc naturel de chercher & établir 'orthogonalité sur les cercles, de rayons assez
grands, relativement & la mesure X(z) dz. On suit dans un premier temps la présentation
de Pollaczek [Poll].

Les polynémes Q,,(2) de la relation (1) sont de degrés n pour n20, et ils engendrent
donc Pespace vectoriel C|z], des polynémes en z, & coefficients complexes. On peut vérifier
par récurrence que:

(a) Chaque mondme s’exprime comme combinaison linéaire de Qg(2)=1 et des po-
lynémes :

QV(Z)QIH-l(z)a 0<1/< [%(n—l)], et QV(Z)QV+2('Z)1 0<v< [%n]_la

et par suite, on a avec des constantes a,, by, et ¢,y :

Zn:an+ Z banu(z) Qu+1(z)+ Z Canu(z)QV+2(z)'

0<w<[(n—1)/2] 0<v<[n/2)-1

(b) Les produits Q,(2)@n(z), m#n, s’expriment linéairement & l’aide des seuls

polynémes :
QV(Z)QIH-I(Z)y 0<rvg [%(m+n‘1)]; et QV(Z)QV+2(Z)7 0<vg [%(m+n)}7

. / / .
et par suite, on a avec des constantes b}, ,,, ¢,

Qm(z) Q’n(z) = Z b:n—i-n,uQV(z) QV+1(Z)+ Z c:'n+n,uQV(Z) QV+2 (Z)

0<w<[(m+n—1)/2] 0<r<[(m+n)/2]

Ceci étant, on définit sur ’espace C|z| la forme linéaire L par:

L(QO) = 17 L(QUQV+1) = 07 L(QVQV+2) = 0,

et grice & la propriété (a) ci-dessus L est bien définie, lorsqu’elle est prolongée a Cjz]
par linéarité.

On peut résumer notre premiere approche 3 'orthogonalité des polynémes @, (2)
définis par la relation (1) dans le résultat suivant :
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THEOREME 6. — Soit X la fonction holomorphe pour |z|>1 et s’annulant & Uinfini,
définie par X(z)=3_,5¢ 272", La suite des dénominateurs Qn(z) des réduites de X(z)
vérifient pour tout r>1:

1
Py Qn(z)Qm z i(z) dz= (_1)n5n,m'
24w c(o,r) ( )
De plus pour |z|>1:
X(z2)=Y L(z")z""L
n20
En d’autres termes L(2%"~1)=1 et L(z™)=0 si m#2"—1.

Preuve. — Elle est simple mais nous la donnons pour voir comment la fonctionnelle
L intervient. On remarque d’abord que si on suppose que la série
x1(2)= Z L(z™)z™™!
n20
est holomorphe pour |z|>7>2, alors pour tout entier m :
1 ~
— 2™x1(z)dz = L(z™),
7 c(o,r)
et ceci pour tout r>rg, ol C(0,r) est le cercle orienté positivement. Par conséquent, pour
tout polynéme Q(z)€Clz]:

1 ~
i C(o,r)Q(Z) x1(z) dz= L(Q), (4)
et ainsi )
5 Qm(2)Qn(2)X1(2) dz = L(QmQn) = L(Q2) dm n-
C(0,r)

Calculons L(Q2) pour neN. On a L(Q2%)=1, et de la relation (1) on obtient:
L(Q'rzt):L(anQn—-IL n2l,
L(2QnQn-1)=-L(Q7-1), n>1,

et ainsi

L(@%) =-L(Q4_1) = (-1)"L(Q}) = (-1)".
La relation (4) donne enfin

1 ~

= Qm(2)Qn(2)X1(2) dz = (—1)"dp m.

21 Je(o,r)

Il nous reste & montrer I'égalité X{z)=x1(2) pour |z| assez grand. On utilise pour
cela les résultats généraux sur les fractions continues. Soient P, et Q, le numérateur et
le dénominateur de la n® réduite de la fraction continue associée & X(z). Alors

P, P,_ 1
ooyt
Qn Qn—l QnQ'n—l

Afin d’étudier la série de fractions rationnelles de terme général (—1)"~1/Q,,Qn-1, on

n>=l.

montre la:
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PROPOSITION 7. — (i) Tous les polynémes @, ont leurs zéros situés dans la cou-
ronne C={3<|z|<2}.

(i) Pour tout entier n, la série de terme général (—1)""/Qniv+1(2) Qnyov(2) con-
verge uniformément pour |z|>22.

Preuve. — Dans [ALM] il est montré que tous les Q,, sont & coefficients dans {0, £1}
et le point (i) est une propriété générale pour de tels polynémes lorsque le terme constant
est non nul. Pour montrer le point (i), on note Q,(2)=gn2"+qn_12""+...+q0, ¢t =0
et [=I(n) le nombre de coefficients non nuls dans Qy,(z). Alors si |z|>2:

Qn(2)] = 2" = 2| == |21
> |2 = 2" (L4 2]+t ]2 72)
|Z|n;l+1
7zl

=27t 1=1(n).

On écrit pour simplifier Uy (2)=1/|Qn(2)Qn_1(z)|. Alors

1
Un(2) < 2o ) I(n=1)" |z| > 2.

LEMME 8. — 5% [(n) est le nombre de coefficients non nuls dans Qn(2), alors
l(n)=o0(n), n—+oo.

En effet, il est montré dans [ALM)] que la suite ({(n)) est liée & la suite de Stern—
Brocot v=(v(m)) par la formule {(n)=v(2n), ou:

v(2n) =v(n)+v(n-1), (5)
v(2n+1) =v(n). (6)
Posons
N =limsup %, A’ =lim sup i;:j—ll), A=max(X\,\"’) =limsup %12

D’apreés la relation (6), A" =1A, et d’aprés la relation (5):

v(2n) _1 (v(n) +v(n—l)

2n 2 n n

)’ )\,S%()\I—f—/\ﬂ),

donc X' <N’ et A=max()’,\")=X". Or on a vu que A”=1), donc X"=3\" et A" =0, par
suite A'=A=0, donc I(n)=0(n).
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La série de terme général U,(z) converge pour |z|>2, et ainsi on a l’égalité entre
fonctions holomorphes, pour |z|>2:
—~ P Pn P'n
%(2) = n(2) + ( +v+1(2) _ +u(z))
Qn(z) >0 Qn—+—u+1(z) Qn+u(z)
B, (-1
Qn(z) v20 Qn+v+1(z) Qn+u(z) .

(7)

On en déduit que si m<n:
1 o~
Py Qm(2)Qn(2)X(2)dz=0

2T c(o,r)

pour 722 et aussi pour r>1 a cause du théoréme de Cauchy et & cause de la relation

ey R (T B (e}

D’autre part si m=n, 1’égalité (7) permet d’écrire pour r>1:

|z| = +o0.

1
2inm

200 o) dy— 1" @Qn(2) o a o
/C(O‘T)Qn( )X(z)dz— 2im L(O,r) Qn+1(2) dZ—( 1) L(Qn)

En résumé, les moments

1 1 ~
— 2"x(z)dz et — 2"x1(2) dz
Pi%ie c(o,r) 2t c(o,r)
sont égaux en vertu de la propriété (a) ci-dessus. La fonction X;(z) est ainsi convergente

pour {z{>7¢ pour un ry>2, et elle est égale & X(z) pour |z|>1.

Lorsqu’on prend une famille de polyndémes, orthogonale par rapport & certaine
mesure du, portée par Paxe réel, il est connu que les zéros des polynémes en question
sont contenus dans I’enveloppe convexe du support de la mesure du. Nous avons observé
ci-dessus que les polyndmes @,, admettent leurs zéros situés dans la couronne de petit
rayon % et de grand rayon 2, et on peut se demander comment se comportent les zéros
lorsque n croit. On va répondre & cette question en utilisant les travaux de Polya—Bloch
et Erdos—Turan sur des questions similaires.

Nous avons déja dit que les polynémes Q,(z) sont de la forme:

Qn(2)=qnz"+...+q12+qo, q? =gj, Qqogn#0.

Ils sont de plus lacunaires, avec un nombre l(n)=o(n) de termes non nuls (lemme

précédent). On introduit ||Qy]], la longueur de @, c’est-a-dire :

1Qnll =lgo0l+|q1|+-.-+gnl ;
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par suite, |Qn||=I(n)=0(n). Le lemme 2 de [BP] assure que si 1<¢<2, le nombre de
zéros de @, se trouvant dans la couronne

Co={1/g<]z| < q},

ne dépasse pas (B/(g—1))log(1/(¢—1)). En prenant ¢=1+(loga)/a, avec a=logn, on
voit que le nombre de zéros de Q. (comptés avec multiplicités) ne dépasse pas Blogn,
avec une constante B, positive et indépendante de n et ce pour n assez grand. Ainsi,
lorsque n augmente, les couronnes Cy, g=1+(log a)/a, a=logn, se rétrécissent de plus
en plus autour du cercle unité, et seule une petite proportion (< Blogn) se trouve hors
de Cy. On rappelle le résultat suivant qu’on énonce dans sa forme générale :

THEOREME (d’Erdés-Turdn [ET]). — Soit P(2)=anz"+...+ag un polynéme a coef-
ficients complezes, apa,#0. On note ||P| la longueur de P, ||P|=|ag|+...+]|an|, et
zj=|z;|€'%7 les zéros de P, avec 0<yp;<2m, 1<j<n. Soient o, 3 deuz réels vérifiant

0<a<B<2n. Alors
P
<164/ nlog ﬁ .
Vlaoanl

Ce théoreme, appliqué & nos polyndémes @,,, permet d’écrire :

agspr<p

Cela signifie donc que les zéros des polynémes Q,, sont équidistribués (au sens de H. Weyl)
dans les différents secteurs centrés a l'origine. En conclusion, on a obtenu le résultat
suivant, concernant la famille (Q,).

THEOREME 9. — Soit Qn(2) la suite des polynémes définie & l’aide de la relation
trois termes :

Qn+1(2) = (2+an11) Qn(2) +Qn-1(2),
Q-1(2) =0, Qo(2)=1.

Alors le cercle unité {|z|=1} est contenue dans l’ensemble des valeurs d’adhérences
des zéros des Q. De fagon plus précise, pour n assez grand, les zéros de @, sont
équidistribués dans les différents secteurs, et seule une proposition de l’ordre Blogn
est hors de la couronne

1 1
{1__oga <|z| <1482 :a:logn}.
a a
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Remarque. — Les polyndmes Q,, peuvent avoir des zéros entiers. On peut vérifier
que @Q10(1)=0 et il serait intéressant de déterminer ceux des @, qui sont irréductibles
dans Z[X], et de savoir, lorsque @, n’est pas premier dans Z[X], s’il admet un facteur
irréductible de degré >Cn ol C est une constante indépendante de n pour n assez grand.

On conclut cette section par quelques remarques :
(1) Posons pour simplifier d,,;1=L(z"), n20. Alors

X(2) = Z dny12"7, 2| > 1

n20
On définit la fonctionnelle analytique T par la formule
d
(T,p)=3_ 26" ),
n30 .
c’est-a-dire que T est la fonctionnelle & support Vorigine :
_1 n
T= Z (—nT)—dnH‘s(")
nz20 :

ou ¢ est la distribution de Dirac. Alors
<Ta Zn>:dn+la n>0,

et la transformation de Fourier-Laplace de T est justement

T()=(Tey =) =X, el >1.

On peut montrer que comme ¥, T a certaines propriétés d’orthogonalité pour la famille
de polyndmes (Q,). A cette fin, on adopte les notations de [JT, p. 249 et suivantes]. On

écrit le développement en fraction continue de x(z) de la maniére suivante :

k1 ko ks
Z+l1 B Z+l2 B Z+l3

avec k,=—1, n>2, k1=1 et [,=a, ou la suite (a,) est la suite de pliages de papier
définie au début du §3. On applique la formule 7.2.41 de [JT] pour écrire

di  dp .. dp duyt
ds  ds .. dpy1 dnso

Ou(z) = _h_) . . .
" ldn dnt1 .. don—i  don

1 z .. ozl gm
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ott H{" est le déterminant de Hankel (d’ordre n) associé & x(z). Il est non nul par le
théoréme 7.14 de [JT]. En outre, @, (2)=2"+by 12" "1 +...4+ b, ,, avec des coefficients by, ;,
1<j<n, donnés par les formules 7.2.20 de [JT]. Ceci dit, on peut vérifier & présent que
(T, QmQn)=0si m#n. Si 0<j<m<n,

d1 da .. dn dny1

do ds B dni2
(T,Zan(z»:W : ' :
" | dp dpp1 .. donr dan

div1 djvz o djgn  djtni

Il en résulte les égalités (T, 27Q,(2))=0, 0<j<n—1, et par suite (T, QQn)=0, m#n.
Par contre: o
Hn+1

(T, Q%) =(T,2"Q,) = POk

n

Les formes linéaires T', L coincident sur les polynémes; les calculs précédents montrent
par exemple que Hr(lﬂzlz(——l)"H,(Ll)‘

(2) Notre seconde remarque est de nature plutét fonctionnelle et ayant trait & la
notion de dualité de Kothe. On se réfere & [BG] pour les détails sur cette notion. On note
K le disque unité fermé et on désigne par H(K) l’espace des fonctions holomorphes au
voisinage de K, muni de la topologie limite projective induite par 1’égalité :

H(K)= KQQH(Q)

ou Q est un ouvert quelconque contenant K et H({Q) est I’espace des fonctions holo-
morphes dans 2. La fonction ¥(z) est une fonction holomorphe hors de K, s’annulant a
linfini. Elle définit une forme linéaire continue S€ H'(K) sur 'espace H(K) et ceci de
la maniére suivante. Si fe H(?), KC {2, on pose

(5.0 =55z [ X))z

oll 7y est un lacet contenu dans 2, entourant K et d’indice 1 par rapport & K. On montre
que S est bien un élément de H'(K). Par suite, si £>0 et si K,={|z|<1+¢}, alors par
le théoréme de Hahn-Banach, il existe une mesure u. & support dans K, telle que:

/ QO dte = (—1)" 3y s
K.

et notre but consiste & étudier ce que devient cette égalité lorsque € tend vers zéro.
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4. Etude de la série x(z), I’équation (ED)

Nous avons vu dans la section précédente qu’il y a trois approches & la réalisation de
lorthogonalité des polyndémes @Q,(z), n=0. Le but de la présente section est de ren-
dre possible une construction effective de cette orthogonalité. Nous allons étudier, sous
plusieurs angles, la série entitre x(2)=>_,5¢ 2?" et surtout son comportement au bord
de son disque de convergence |z|<1.

On trouve dans la littérature quelques résultats sur cette série en relation avec les
questions de représentations conformes. Soient D={|z|<1} et B I’espace de Bloch, c’est-
a-dire 'espace des fonctions f analytiques dans le disque, telles que:

sup(1- |2%)|f'(2)] < +o0.

De méme, on désigne par H? et BMO les espaces habituels de Hardy et celui des fonctions
3 oscillation moyenne bornée sur le disque. Il est montré dans [Ga, p. 282] que:

(i) BMONH?CB,

(i) x(z)€B, x(z)¢ BMONH?.

Le fait que x soit un élément de B est un phénomeéne général: toutes les séries
entiéres lacunaires

HOEDS bez?, ¢>2, bl <1,
k>0

ont cette propriété [Pom).

Notre approche ici est différente de celles qui viennent d’étre rappelées. Elle va
utiliser le fait que x(2)=3_;5, 22" vérifie une équation fonctionnelle et est solution d’une
équation différentielle d’ordre infini. On a clairement :

x(@)-x(2) =2 |2<1. (EF)

Pour déterminer 1’équation différentielle d’ordre infini satisfaite par la fonction x on
rappelle tout d’abord quelques notions. Soit (An)n,>0 une suite croissante de nombres
positifs telle que:

— n
N

Le produit infini [Be, p. 267]
o0 2
z
n=1 n
définit une fonction entiere paire de la variable z, de type exponentiel A. En d’autres
termes pour tout £>0, il existe une constante C. >0 telle que pour tout z€C:

|C(2)| < CetArolzl,
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Si A, =2", alors A=0 et la fonction C(z) est alors de type exponentiel nul. Dans ce cas,
si on considére le développement en série entiére de C(z) :

C(z)= Zagkzzk, z€C,

k30

alors pour toute fonction g holomorphe pour |z—z|<h, h>0, la série

G(2) =Y azg®™(2)

k>0

est convergente et définit une fonction holomorphe dans le méme disque |z—zg|<h. On
peut donc définir 'opérateur différentiel d’ordre infini

Z d 2k
C(D)= azk(—) y
P dz

qui envoie les fonctions holomorphes dans un disque en fonctions holomorphes dans le
méme disque. On peut obtenir la méme fonction G par cet autre procédé:

oo (1 (-5 £

A la fonction x, on associe la fonction X, donnée par la série de Dirichlet suivante :

X&) =x(z) (z=e7% E=0+it, 0 >0)
= Z e "¢ (Re€>0).

nz20
Alors I'équation différentielle d’ordre infini & coefficients constants est tout simplement :
C(D)X(£)=0, Ref>0. (ED)

Pour terminer ces remarques, ajoutons que d’aprés les théorémes classiques de Fabry
(limg— 100 k/2%=0) ou seulement de Hadamard (limy_, ; o 25¥71/2¥=2>1), le cercle unité
{|z|=1} est une coupure analytique. Notre objectif est d’obtenir un résultat plus fort
comme conséquence des équations (EF) et (ED) (voir la remarque & la fin de cette
section).

THEOREME 10. — (i) Toute fonction f, définie sur [0,1], continue en O et solution
de Uéquation (EF) coincide nécessairement avec x(x)+ f(0), 0<z<1.
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(ii) Toute solution f de I’équation (EF), holomorphe dans le disque unité et holo-
morphe au voisinage d’un point zy, |29|=1, est nécessairement holomorphe au voisinage
du cercle unité {|z|=1}. Par suite le cercle unité est une coupure analytique pour la
fonction x(z).

(iii) Toute solution holomorphe f de l’équation (EF) dans D*=D\{0} telle que la
fonction F, F(&)=f(z2), z=e™¢, vérifie I’équation (ED) coincide nécessairement avec la
fonction x(z) dans D.

(iv) Toute solution f de I’équation (ED), holomorphe dans un ouvert 2, qui ne se
prolonge pas analytiqguement au voisinage d’un point zg situé sur le bord de Q, ne se
prolonge pas gquasi-analytiquement au voisinage de zp.

Preuve. — (i) On écrit tout simplement que pour tout entier m>0 et 0<z<1:
f@)=z+z2+2% +.. 422 +f(=")

et on fait tendre m vers +oo.

(ii) Supposons que f est holomorphe dans un petit disque ouvert Dy centré en z,
|20|=1. Par la décomposition de (i), f(2z)=Pm(z)+9gm(z), Pm est un polynéme et g, est
holomorphe dans Dg. Or g,,(2e%7%/2™)=g,,(2), k étant un entier quelconque, donc g,
est holomorphe dans Dy, Dy, ..., Dp,—; o chaque Dj, 1<j<m—1, est obtenu & partir
du précédent par rotation. Si m est pris assez grand, DoUD;U...UD,, est un ouvert sur
lequel f est holomorphe et qui contient une couronne de la forme {(<|2|<1/{:0<(<1}.
Si x était holomorphe au voisinage d’un point zg, |20/=1, le rayon de convergence de la
série représentant x serait supérieur & 1, ce qui est impossible.

(iii) La fonction F'(£) est holomorphe dans le demi-plan Re&>0 et est solution de
I'équation C(D)F(£)=0. D’aprés un théoréme de Ritt [Ri], F admet un développement
uniformément et absolument convergent sur les compacts de {Re{>0} de la forme:

F(¢)= Z ane‘2"€+z bne® ¢
n20 n20
avec a,€C, b,€C et Re£>0. Par conséquent
flx)= Z anz2n+z boz=?, 0<|z]<1.
n20 n20
L’égalité f(2)=f(2%)+2 montre que a,=1, b,=0 pour n>0.
(iv) Ce point exige certains développements et on se réfere & [Se|] pour ce qui suit.

Considérons la fonction entiere 7 de type exponentiel nul définie par :

w(z);n(l—%).

n20
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Alors C(z)=m(2?2). Soit n(r) le nombre de zéros de la fonction m dans le disque de centre
0 et de rayon r. On a n(r)<logr/log2+1 pour 721, et n(r)=0 pour 6<r<1. On peut
donc écrire, grace & 1'inégalité de Jensen:

loglw(z)ls/r n(®) dt+r/+°°@ dt

Lt t
T +o00

</ log2+logtdt r/ log 2+logt
1 1

dt =r,
tlog2 t2log2 » lel=r

ce qui montre :
log |m(2)| = O((log |2[)?),
log |C(2)| = O((log |2])?).

La fonction C(z) appartient donc & ce qui est appelé la “classe normale” de [Se|. Ceci
étant, revenons 4 la preuve du point (iv). Le théoréme du prolongement des solutions
des opérateurs différentiels d’ordre infini de [Se] dit que si 2 est convexe, alors toutes les
solutions u, holomorphes dans 2, de I’équation C(D)u=0 se prolongent holomorphique-
ment & un ouvert ﬁ, maximal convexe, tout en restant solutions de la méme équation. Ce
théoréme du prolongement dit aussi comment construire Qa partir de Pouvert €2 et de
la fonction caractéristique de I'opérateur différentiel C (D), c’est-a-dire la fonction C(z).
1l va avoir la forme d’une bande verticale :

Q={z€C:a<Rez<b}, QcQ.

Maintenant, un théoréme de Polya [Poly] dit que si u est une solution holomorphe de
C(D)u=0, alors son domaine d’existence est convexe, donc ce qui précede concernant le
prolongement s’applique puisqu’on peut supposer 'ouvert Q du point (iv) convexe sans
diminuer la généralité. L’ouvert € ci-dessus a la propriété que toutes les solutions wu,
holomorphes dans €2, de C(D)u=0 se prolongent & €. Mais si 'on considére une solution
ugp qui est holomorphe dans €, il se peut qu’elle se prolonge au-dela de Q! De toute
fagon, le point zg est sur la frontiére de Q. Pour fixer les idées, supposons que Rezp=a;
alors la solution f évoquée dans le point (iv) ne va pas se prolonger analytiquement au
voisinage d’aucun point de la droite Re 2=a. On va montrer qu’elle ne se prolonge pas
quasi-analytiquement au voisinage de zg non plus, ¢’est-a-dire qu’on ne peut pas trouver
un segment horizontal de la forme: '

A={Imz=yp:—c0<a<Rez<fB<+o0,a<a<f}

sur lequel existe une fonction F(z), indéfiniment différentiable, appartenant & une classe
quasi-analytique C{M,} telle que f(2)=F(z), z€A et Rez>a. A cette fin, on introduit
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selon [Be] I'indice de condensation de la suite (Ay)n>0, An=2". Il est défini par:

1
C'(Ar)

Un calcul direct montre que pour la suite A,=2", on a §=0. On peut aussi faire appel
au résultat général ([Be, note II]) selon lequel §=0 dés que:

T

n
n—o0 /\n

=0 et lim (Ap41—2An)>0.

n—+00
Pour conclure on utilise un critére établi par Leont’ev dans [Le, théoreme 1]. Ceci acheve
la preuve du théoréme.

Afin d’étudier le comportement au bord du disque unité de notre fonction x(g), on
cherche une autre solution particuliere de ’équation (EF). (La variable z sera désormais
notée g pour respecter un certain usage.) Plusieurs démarches sont possibles. Une pre-
miere méthode consiste & partir de la fonction x(g) elle-méme et y effectuer des transfor-
mations plus ou moins formelles, en procédant par (zéta)-régularisations, et c’est ainsi

qu’on aboutit & cette solution remarquable de 1’équation (EF):
(—1)n-1 v 1 1
=N 2 (log2) = ——logf[log=), 0<g<l.
Xo(q) 7; A1) 8 5 ) ~iogz o (og q
La fonction x(¢)—xo(g) est solution de ’équation fonctionnelle homogéne (EFy) :

@) =f(g (EFo)

dont toutes les solutions sont connues. Ce sont des fonctions périodiques de la variable
loglog1/q, de période log2. Pour déterminer la fonction périodique x —xo, on procéde
comme Hardy [Ha2|, en observant cependant qu’il y a moyen de développer une formule
sommatoire assez générale pouvant s’appliquer & des séries telles que :

xe(9) = Z end?, en€{-1,1},0<q<]1,
n20

pour certains choix des g,. Dans la suite, on désigne par S un ensemble discret contenu
dans ’axe imaginaire iR.

THEOREME 11 (premier théoréme de décomposition). — Soit

¢:N—>Ct={2€C:Rez>0}
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une suite telle que pour e,==+1, la série de Dirichlet

o2) = enip(n)~*

nz20

converge pour Rez>0 vers une fonction holomorphe. On suppose que cette somme se
prolonge analytiquement d tout C—S, 0€S, et que les points de S sont des pdles sim-
ples sauf eventuellement [’origine qui est un péle d’ordre k. On suppose enfin, que ce
prolongement noté encore {, vérifie Uestimation suivante : Pour tout €>0 et tout

—co<a<Rez<b<0 ou O<a<Rez<b<4+o
on peut trouver C.>0 telle que:
[€o(2)] < Cel™/2=92l 4 < Rez<h.

Alors avec S*=S\{0}:

—¢(n) _ =™ _ 1. d_(k_)_ k+1
2 e = 0 S G i g (0 G T )

n20 m>0
+ Z I'(2ikn) Res(yp, 2k)-
zZRES*
Preuve. — Elle est standard. La formule d’inversion de Mellin :
e v =— I(z)u"*dz, k>0, Reu>0,
2w k—ico
donne grace aux hypothéses faites :
k4100

S ene o [T () e

n20 k—ioco
Ensuite, on déplace le chemin d’intégration vers la gauche.

CoRroLLAIRE 12 (Hardy). — On a pour 0<q<1:

(i)

. 2kir [ log 2
1~ 1 2kim 1
x(@) =xo(a)+3 1082+1032k§z:* ( 1og2){°gq}

ou vy est la constante d’Euler ;
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(ii)
n -1)* (logl/q)"

n>0 n20
+- 12 F(_(thl:—f-l?)wr){logl
08 < iez g q

Remarque. — Dans le point (i) ci-dessus, les fonctions x(g), xo(q) sont deux solutions

}(2k+ 1)im/log2

de l'équation (EF). Leur différence

. 2ikn [log 2
1 v 1 —2ikm 1
PlJ=z———=+—=>» T log — '
(@ 2 log2+log2kgz:‘ ( log 2 ){ qu}

est bien une fonction périodique de la variable loglogl/q, de période log2. On peut
donner des représentations & I’aide d’intégrales de contours des fonctions x(g), xo(q)

et P(q). Si p(n)=2"log1/q, n>0, alors:

2 1\ ? .
S Z, (o(2)= (log 5) anZ , Rez>0,

log2 56

et on a avec L=LoUL,UL, (Figure 2):
1
X(0)= 5 [ TEG) dz

2im
1
%0l = 5= [ PG d
1
P@ =5 [ RO
A
Ly
Lo K
Lo

Fig. 2
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Les exemples du corollaire 12 sont en fait un cas particulier de celui ot I'on se donne une

suite (€n)n30, & valeurs dans {£1}, périodique de période N >0, c’est-a-dire e,y N=6n,

n=0. Avant d’énoncer un résultat général, on fixe quelques notations. On pose :
U={weC:w¥=1}, QX)=¢eo+e1X+..4en1 XV, To={welU:Q(w)#0}.

On peut donc écrire, avec un polynéme Q(X) qui divise Q(X):

Qx) _ Q)
XN_1 Hwezq(X——w)’
et par suite, si 1€ X, alors 0 est pdle double de la fonction
I(2)(log1/q)*Q(27%) _ I(2)(log1/q)~*Q(27%)
1-2== [oeg,@7-w) 7

et tous les autres poles wEXq, w#1, sont simples. Et si 1¢%, alors 0 est un péle simple
de la fonction ci-dessus.

THEOREME 13. — Si (6)nz0 est une suite périodique de période N, e,=%1, 0<
n<N, la série de Dirichlet (,(z) vérifie les hypothéses du théoréme 11, avec p(n)=
2™log1/q, et on a pour 0<g<1:

(i) Si 1¢Zq:
BRI o 8 o) A %1 ) LIV eW
_,;0 n g;o m! HNEEQ(2m—w) (1 & Q) HwezQ(l*w)
T((2ikn+logw)/ —log 2)(log 1/q)~(2ikm+losw)/—log2 (1)
wEZEQ k;* HWEE (2 _—wl) '
w;éw

(ii) Si ].EEQ:

o —1)ym-1 Q2™ 1y
X0 =3 e’ =30 X ‘Hwefi(wz-w)(lg )

50 =
B
+1o;2‘nwf§ig—w)’nwfii;(lf-w)’LHgIQ1 W) Z 1 Y

log wg;q k;z‘ (QMHTZ)Q /( - _lﬂg 23} El)og 1/q) Jw).

wAtw
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On observe que le comportement de x.(g), lorsque ¢ tend vers 1, 0<g<1, dépend de

Q(1)=eg+e€1+...+en—1. Si dans le pliage de papier, au cours du N premiéres opérations,
il y a autant de plis dans un sens que dans ’autre, alors 1¢ £g, et comme I’expression

(™ gem) "
2 s (l"gq)

représente une fonction entiere de log1/q et tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 1, on voit

que le comportement de x.{g) est oscillant grice & la présence du facteur

Z S(w) Z [((2ikm+logw)/ —log 2)(log 1/q) Ptk +logw)/log 2
—w -
log 2 A . w lee to (2 w’)
w'tw

Tandis que si @(1)#1, on a lorsque ¢ tend vers 1, 0<g<1:

Q) 1
XD g2, ) {1 )

w#l

Enfin, on peut ajouter que si (€,)n»0 est une suite quelconque & valeurs dans {+1},
périodique ou non, on a pour g€ C, 0<|q|<1 et |g| tend vers 1:

|xe<q)1<x(|q|>~~—1g( {;) oy log(1-a).

Remarque. — Pour q tendant vers 1, g<1, les comportements asymptotiques de x(q)

; 3 P . ~ P :
—2ik7/2%) sont évidemment les mémes car les deux séries ne different que par

et de x(qe
un nombre fini de termes. Il s’ensuit que x n’est bornée dans aucun secteur du disque

unité centré a origine.

5. Liens avec les fonctions théta

Dans cette section, on établit une relation entre la fonction x(g) et les fonctions théta
elliptiques. Ceci révele un certain caractére modulaire de la fonction x et ¢’est I'ingrédient
pour le développement de la méthode du cercle de la prochaine section. L’outil principal
pour établir cette relation avec les fonctions théta est un théoréme de Jacobi. Pour
clarifier ’exposition, on commence par un rappel des principales formules sur les fonctions
elliptiques dont nous avons besoin. Nos principales références sur le sujet sont [Ral], [Hal.
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Pour 0<k<1, on définit
1 w/2
K(k) :K:/ {(1—t2)(1—k2t2)}—1/2dt=/ (1-k2sin%0)~1/2 49,
0 0
1 /2
K'(k) =/ {(1—t2)(1—(k')2t2)}—1/2dt:/ (1-(k")?sin® 9)~1/2 8,
0 { 0
ol k%+(k')2=1. On a la relation
K=

ol F est la fonction hypergéométrique. Ceci permet de définir ces expressions méme pour
un nombre complexe k&, |k|<1. On pose:

g=e "K/K = gin7 T=iK'/K, Im7>0.

La fonction modulaire A est telle que A(7)=k? et les quatre fonctions théta sont définies
comme dans [Ral, p. 166], les sommations étant sur tous les entiers:

@1(11[7') = Z (_1)nq(n+1/2)2e(2n+1)7riv’
@2(1]'7) — Z q(n+1/2)2e(2n+1)7ri'u’
Ou(vlr) = 3 e,

O4(v|7) = Z (_l)nqn262i7mv'

Ce sont des fonctions holomorphes de v, Imv>0, de la fonction O3(v|7) en translatant
la variable v. On pose plus simplement :

02(q) =©2(0[7), 03(q) =O3(0|7), 04(q)=64(0[7).

Les liens entre les fonctions théta et les fonctions K, K’ k, ... sont par exemple donnés
par:

(Y <ott0, (XY =oita, (%) =oi0=0tt00it0

Ceci termine notre formulaire sur les fonctions théta. On peut énoncer 4 présent les
relations de Jacobi. Elles relient la fonction x(g) aux fonctions introduites ci-dessus. On
les trouve dans Jacobi [J, p. 161, 162].
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THEOREME (de Jacobi). — On a les cing égalités suivantes :

(2) logk—log4f D U L LA LA TRk
(b) log 42 01(”){ n_ n_ 4n_q8n_q16n_."};
(C _1+8Z 0_1 {q +3q2n+3q4n+3q8n+3q16n+ }

2K'K
(d) (T) =1+8 Z, o1(n){—g"+3¢*" +3¢*" +3¢*" +3¢'" +...};

4kIK2 2n 4an 8n 16n 32n
(e) —1+82 o1(n){—¢*" +3¢" +3¢°" +3¢'°" +3¢°*" +...},

\ ! . . . . s
Y deszgne la sommation sur les nombres impairs n, et o1(n) désigne la somme des
diviseurs de n.

La preuve des égalités consiste a partir des développements en série de Lambert.
On parlera dans la prochaine section de ces développements. Celui de 4K2/n%2=03(q) est
donné par [Ral, p. 198]:

asd m el 2m
mq m Mg
0§(q)=1+82 1_q2m_82(_1) 1_q2m
m=1 m=1
(1

oo mqm
—1sy
m=1 1+(—1)mqm
La formule (c) s’obtient en développant en séries de puissances le développement en
séries de Lambert. On peut écrire la formule (¢) comme suit :

L) +16F(@)-1) =3 o1(m)x(@"), lal<1,
avec
F(q)=3" o1(n)q™
Or

400 4
83(q) = (Z gt/ ) =16F(q),

— 00

et tenant compte de 1’égalité
83(a) = 63(a) +63(9)
il vient. :
S o1m)x(@”) = 2(204(0) 02(9) - 1),

et comme 64(—¢)=605(q), on a finalement ’égalité fondamentale :

3 o) x(g") = & (203() —02(~q) - 1). )
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THEOREME 14 (second théoréme de décomposition). — Soit g la fonction multi-
plicative définie par :

gBy=1, ¢(2*)=0, a>1, g(p)=-01+p), g(@*)=p g(p*)=0,

pour a3 et p=3 premier. Alors pour |g|<1:

X@=3""g(n)- £ (264(a™) —04(—q") 1) 3)

\ ! s . . . .
ot ), désigne la somme sur les entiers impairs. La somme dans (3) est absolument
convergente.

Preuve. — La fonction ¢ de Riemann vérifie les égalités pour Res>2:
o1(n) 1\!
()Ce-)=222, am=Yd )= I (1-=) -
nz1 din p premier p

Comme .
> =(1-27)¢s)

on a pour Res>2:
- s r1 o1 1 a1(n)
(-2 -2 -1 = (2 2 ) (X o) - X 2
Cette derniére égalité, jointe & la formule du produit infini permet d’écrire :

S I () () = T (-52%)

p23 p23
p premier p premier

La fonction g du théoréme, prolongée & tous les entiers par ’égalité g(mn)=g(m) g(n)
si m et n sont premiers entre eux, satisfait donc a la relation :

! 1
AN, (1_ +P+%),
ns ps p2s
nzl p23

P premier

De plus g est I'inverse de o, pour la convolution des fonctions multiplicatives :

1 sim=1,
Y o1(d)g(m/d) ={

dm 0 si m>1, impair,
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et par suite si on a une relation de la forme

> w1 (@) = Fla),
alors
> 9(m) Flg™) = £(a)
d’ol le théoréme.
On conclut cette section par quatre remarques :

(a) |g(k)|<k? pour tout entier.
(b) Si u est la fonction de Mébius, on a 1'égalité

n>l
Par conséquent

> G0

k21
et la relation (3) dit que la fonction x(g) est une sorte de moyenne des valeurs prises en
les différents g™ par des fonctions 63(q) et 63(—g) qui sont I'g(4)-modulaires de poids 2.

(c) La série de Dirichlet
> g(m)n~

nz1
converge pour Re s>% sous ’hypothese de Riemann.
(d) Tout comme pour 63(g), on peut donner un développement en série de Lambert

pour la fonction x(g), |g|<1. On sait en effet que pour |g[<1:
3 ¢ _ a4
2t 1*(]‘

i20 1-q

On en déduit que:

6. Méthode du cercle

Comme il a été dit dans I'introduction, le probléme est d’étudier les limites lorsque r—1
des fonctions définies pour r<1 et r>1 respectivement :

X (0)=x(re®) et X (6)=x(re),

: n con ~ : _on __:9m
x(rew) — § : 7‘2 612 () et x(re"’) — § : r 2 e %2 0_
n20 n20
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Les fonctions x., X définissent des distributions sur le cercle unité et nous allons déter-
miner ’hyperfonction limite ou méme la distribution en précisant les espaces fonctionnels
sur lesquels elle opére. Notre méthode est basée sur la relation entre la fonction x(g) et
la fonction 63, donnée dans le théoréme 14 de la section précédente. Elle utilise les idées
de Hardy [Hal] dans son étude sur les sommes de carrés et les idées de Rademacher dans
son étude sur la fonction de partition. D’ailleurs, on peut exprimer la fonction des pliages
de papier x(q) & 'aide de la fonction de partition :

1
__1+nz>:1p(’n (1-z)(1- $2)(1-—1'3),_,’ x| <1,

est ceci de la maniére suivante :
La fonction éta de Dedekind est définie par:

() =e"7/12 H (1-€e**™7) Im7>0.

m=1

2imT

Si x=¢%>=€%"", alors:

o =" H (e

et grace a la formule de triple produit de Jacobi pour 63 :

03(q) = [[1—¢*")(14¢*"1)?

n=1

on arrive a:

f((12) 2y4 2 _1_
fl—qp 2@ -0i-a)=1( ){f(—q)s‘f(q>8}’

ce qui permet d’exprimer la fonction x(g) & laide de la fonction f.
2iwh/k

03(q) =

Suivant Hardy, Hardy-Littlewood [Hal], on pose g=(e etona:

k oo
03(q) =142 Z Z C(lk+j)2e2(lk+j)2i1rh/k
7j=11=0

=142 Z 21.7(3 h/ch C(Zk+3)2

1<k

et ainsi on a le comportement suivant asymptotique :

—1/2
O CH
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ol Sp i est la somme de Gauss:
2
Sh,k= } e217r_7 h,/k'
1€j<k

Et si seN* et fs(q)=05(q), alors:

s —s/2
e CIICE)

avec la convention suivante : Si Sp x=0 (par exemple si h=2 (mod 4)), alors:

1 —s/2
fslg)= o(log Z) .

La fonction f;(q) est reliée au probléme de Waring par ’identité :

oo
fs(a) =03(q) =1+2 Z rs(n)q"
n=1
ol r4(n) est le nombre de représentations de n en sommes de s carrés. On introduit la
fonction polylogarithme :

Lis(z)= Z n~ 2", |z|<1.

nzl
C’est une fonction élémentaire si s est un entier négatif.
D’aprés [Li, p. 139] on a:

(log )™
[(n+1)’

Lis(z):F(l—s)(—logz)s_1+z ¢(s—n) [log 2| < 2.

n20

Par conséquent si on définit la nouvelle fonction

lis(2) = Z /2l 2] <1,
nzl

la fonction li;(2)—T'(3s)(log 1/2) /2 est une fonction analytique et uniforme au voisi-

nage de z=1. On considére ’approximation

s/2 S S s/2 S s '
Aot 7y (1) 300 g (53 ™

qui a la propriété que lorsque g tend vers e?7h/k .

frr(q) ~ fs(q),
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2imh/k

c’est-a-dire que f5 x(q) imite f(g) au voisinage de e . On introduit finalement la

fonction :

¥s(@) =1+ far(q)
h,k

qui s’écrit pour |g|<1:

8/2 Shk T 2—1 2 h/k
ws(Q)_1+ Z( )Z s/2—1 ,—2innk/ q". (4)

2 h,k n=1

Dans 'oeuvre de Hardy, I'hypothése 5<s<8 est cruciale pour montrer que v¥,(q)=05(qg),
lgl<1. L’hypothése 5<s assure l’absolue convergence de la série (4), afin de permuter
les sommations et d’aboutir & une certaine expression disant que (q) est une forme
modulaire de poids 2 pour le groupe I'g(4), tout comme 64(q). L’hypothése s<8 montre
enfin que le quotient ¥5(q)/65(q) est égal a 1.

Si s=4, la démarche précédente nécessite d’autres justifications pour prouver que
¥4(q)=03(g), |g/<1. On combine les résultats de Mordell [Mo], Bateman [Ba] relatif au

cas s=4 dans 'énoncé suivant :

THEOREME 15. — On a les identités suivantes, g=e**", In7>0:
(1) 03(a)=val9);

(i) 93(9)=1+2>,5 ra(n)q"=v4(q);

(iil) ra(r)=mn3 151 Y h ko1 (Shp/k)ie 2Rk

(iv) ra(n)=8 Zd|n,4fd d;

(v) §™*%a(q)=5705(a)=3 D k>1 Zh:k+1(mod2)(*1)k/(h‘k7)2-

On commence par quelques remarques afin d’éclairer ce qui va suivre.

(1) Si on était seulement interessé par la distribution des singularités de la fonction
65(q) sur le cercle unité, on pourrait utiliser les développements en série de Lambert
(relation (1), §5):

03( q)—1+82——1—)m——

Elle explique pourquoi le cercle unité est une coupure analytique pour 63(q), et elle
entraine la relation (iv) du théoréme ci-dessus. Elle n’est par contre pas trés commode
pour donner la partie singuliere de 83(g) en un point eZ™h/k,

(2) Dans sa lettre & Poincaré, Mittag-Leffler [Mi] expose la méthode de Fredholm

utilisant le théoreme de Cauchy-Kowalevska, pour montrer que les séries théta

oo
p(t,u)= Z et Reu <0,
v=0
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sont continues, ainsi que leurs dérivées sur I’axe imaginaire, mais que cet axe imaginaire
est une coupure analytique (voir plus loin, théoréme 16).

(3) Dans [Ka], M. Kac interpréte de maniére absolument remarquable les résultats
de Hardy (5<s<8) & I'aide de la presque-périodicité de Bohr et obtient déja 1'égalité (iii)
du théoréme ci-dessus dans le sens suivant :

Soit y(n) Ientier défini par 27(")|n, 27(M+1tn c'est-a-dire que y(n) est le nombre
a qui intervient dans la suite des pliages de papier (s,) (voir Introduction). M. Kac
interpreéte le point (iv), di & Jacobi, du théoréme 15 sous la forme:

r4(n) 1+2w2 (n) — wj
n 21(n)+1 Z

olt wj(n) est 1 ou 0 suivant que j divise n ou non. M. Kac montre que (r4(n)/n)n>1
est une suite presque-périodique B? (au sens de Besicovitch), et que égalité (iil) du
théoréme précédent est & prendre au sens B2. De cette fagon, 03 et x sont déterminées
par les limites radiales aux points rationnels sur le cercle.

On reprend 1’égalité :

w@=1+3 3 3_/2)(5’““)113@ ~2inh/ky

k=1 (h,k)= 1

Pour s=4, la fonction li; est élémentaire mais on lui applique un principe général di
a Wigert W] : Si P est un polyndme, la série entiere ), -, P(n)2" se prolonge analy-
tiquement & C\ {1} en polyndéme de 1/(1—z), et inversement. Le prolongement est donné
successivement par :

Z P(n)z", |z|<1,

nz20
1
Q(E)) Z#lv Q(X)EC[X]’
—Z P(-n)z™", |z|>1.
nzl

Dans le cas qui nous intéresse, la fonction li4(2) est donnée dans C\ {1} par:

lig(= an , lz|<1, P(X)=X,
nzl
z 1 1

TR A ey e L 271
liag(z) =) ne™ =lis(1/2), |2>1,
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et ainsi Q(X)=—X+X?2. Par suite si f est une fonction holomorphe au voisinage du
disque fermé K, et si v est un lacet d’indice 1 par rapport & K, on a:

En d’autres termes li, agissant sur les fonctions holomorphes au voisinage de K, repré-
sente 'hyperfonction d;—4) sur le cercle. On a ainsi les résultats suivants :

THEOREME 16. — On a la décomposition en « éléments simples» de 03(q) :

(@=1472>" > (S"’“) lig(ge2mh/),

k21 (h,k)=1

Cette décomposition n’est pas du type Mittag-Leffler, les points e2™/% k>1, (h,k)=1,

étant denses sur le cercle unité. Chaque point rationnel sur le cercle e>™/k

est un pole
double de lis(qe=2""/*) (mais pas 63(q)). La fonction 05(q) est ainsi analytique dans
{lgl<1}U{lg|>1} et comme fonction de la variable T (g=¢e'""), la fonction Y4(q) est
holomorphe dans C\R et y représente une fonction modulaire de poids 2 pour le groupe

To(4).

Ce théoréme est donc analogue & ceux de Rademacher ([Ral], [Ra2]) et il va nous
préciser les fonctionnelles T' et L dont il a été question au §3. D’aprés la remarque (2)
précédente, les fonctions p(it,u), Reu<0, induisent des mesures sur le cercle, mais ce
n’est pas le cas de la fonction 03(q)=¢(iT,0), g=¢*"", ou de la fonction x(q). En effet
les coefficients de Taylor sont formés senlement de 0 et 1, et ne sont pas ultimement
périodiques, d’oll le résultat grace au théoréme de Helson ({[Ru, théoréme 3.1.6, p. 61]). Les
fonctions 03(q), x(¢q) induisent cependant des distributions sur le cercle car les coefficients
de Taylor sont & croissance lente, et il en est de méme pour 03(g) car

A O P

n—-+oo nloglogn
ol v est la constante d’Euler [Ba]. De fagon plus précise, on a vu que
Ix(9)| < Clog((1-lal)™"), lgl<1.

Alors pour tout meN*:

Xl =Ix(1/9)1=0(gl-1)™™, lgl—1, [¢|>1.

Donc la fonction X peut étre identifiée & un élément % de I’espace B’ de [TW], des dis-
tributions sur le cercle dont les coefficients de Fourier d’indice positif sont nuls. L’espace
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B’ est le dual de I’espace A (D) des fonctions C™ sur le disque unité fermé K et holo-
morphes dans le disque unité ouvert D. La distribution ¥ agit donc sur les fonctions
f(2)=3_,50an2"€ A>(D) par:

2
=1 n>0

@ N=tim = [ He) e do= Y ann
0

La derniére série est convergente car f€C>(8D) et par suite |ax|=0O(k™™) pour tout
entier positif m. La fonction x(g) induit une distribution x sur le cercle appartenant au
sous-espace B” de D'(9D) des distributions sur le cercle ayant les coefficients de Fourier
d’indices négatifs tous nuls. De plus D'(0D)=B'®B" ([TW]). On a la représentation

X0 =(x o) lal<t

THEOREME 17. — La série 03(q), || <1, induit sur le cercle la distribution, élément
de l’espace B, donnée par :

Snie Y, 2 ,
T3 :7"2 Z Z (%) (62mh’/k6€2mh/k +e41’7rh/k5:52iwh/k)
k21 (h,k)=1
et la série 03(q) induit sur le cercle la distribution, élément de B”, donnée par:
Sne X, 2 :
D= Y 3 () (PR ok R )
k21 (h,k)=1
et enfin la fonction x(q) induit la distribution, élément de l’espace B :
7 1,2 ! Sh,k Y 1
T'=5m">_ Y. 2 9|5 ) T
p2l k21 (h,k)=1
ot

T”L’,k = 2(6217rh/k 662i1rh/k + e4l"h/k 5;2i1rh/k ) + C2m’h/k 6_ e2imh/k — e417|’h/k6’—52i"h/k - 1 .

En conséquence, le théoréme du §3 s’énonce comme suit :

THEOREME 18. — Soit (Q,(2)) la suite de polynémes vérifiant :

Qn+1(z) = (Z+an+1)Qn(z)+Qn—1(z))
Q—l(z)=03 QO(Z) =1,
an:(_1)[n/2}+1+(_1)ns[n/2]’
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ot (sn,) est la suite de pliages (réguliers) du papier. Alors:

<TI7 Qan> = (_1)n6n,m

Py Y 5 a(2t) 7,

p21 k21 (hk)=1

ou

avec
T},z,k = 2(62Mh/k68—ziwh/k +€4mh/k(5;_2i"h/k)+€2mh/k6_e—2iwh/k —-64mh/k(5,_e_2i,,h/k —1.

Ce théoréme constitue la réponse au probléme de départ. La relation (v) du théo-
reme 15 permet d’écrire :
_ 4 (=DF _ inr
m? Xk:hz(k+§mod2) (h—kr)?’ e
Cette série n’est pas absolument convergente, mais elle le devient si on groupe en-
semble les deux termes avec h=2p—1, k=2v et h=2u, k=2v—1, respectivement. Cela
montre que ¥4(q)=03(q) vue comme une fonction holomorphe sur le demi-plan {Im 7>0}
induit sur la droite l’hyperfonction

1
2 Z { D) (2n+1)/2 ————2_62n/(2m+1)}
ez (2m) ™ (2m+1)

Nous aimerions conclure sur deux remarques.

Remarque 1. — Dans un article précédent [MS] nous essayions de donner un sens &
x(0) en faisant appel & des méthodes arithmétiques. Ici nous réexaminons le probléme
du point de vue de 1’analyse : donner une valeur en 0 & la fonction ¥ initialement définie
pour |z|>1, ayant la circonférence unité pour coupure. Or on peut interpréter X(0) de la
facon suivante : la méthode du cercle développée ici permet de « prolonger» X au disque
unité |z|<1 par la fonction x. Ainsi X(0) aurait pour valeur x(0), c’est-a-dire 0.

A la fin de notre §2 (voir aussi [MS]), x(0) était identifié & la série divergente — Y 1" s,
dont la somme serait donc nulle.

Remarque 2. — On aimerait développer une étude analogue pour les fonctions
05(z)=1+2 Z rs(n)z™, |zl <1,
nzl

et

05(2) = 05(1/2), |z|>1.
Est-il possible de préciser la J-fraction continue de 65(z) ? D’étudier les convergents et
en particulier de localiser les zéros des dénominateurs ? Dans le cas s=4, ces polyndémes
satisfont & une relation récurrente & trois termes qui sont orthogonaux par rapport a la
fonctionnelle T3. Cette remarque devrait aider & analyser de plus prés ces dénominateurs.
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