EXTRAIT D’UN MEMOIRE INEDIT DE
HENRI POINCARE
SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES:®

Dans la derniére livraison du Journal de Borcamsrpr? M. Focms a publié
un Mémoire dont le résumé se trouve dans une lettre & M. Hurmire insérée aux
Comptes rendus®. Ce Mémoire se rapporte aux équations du second ordre. Je
supposerai que V'équation différentielle considérée est ramenée & la forme cano-
nique

d
dx:z = QY.

t I’Académie des Sciences a Paris avait proposé pour sujet d’un grand prix des Sciences
mathématiques & décerner en 1880 la question suivante: ,Perfectionner en quelque point important
la théorie des équations différentielles linéaires & une seule variable indépendante“. Le Mémoire
gqwon va lire a 6té présenté au Concours; il est trés intéressant parce qu’il nous permet de suivre
les idées de PoINCARE sur les fonctions fuchsiennes depuis leur toute premiére origine.

Le Mémoire se compose de deux parties distinctes. La premidre Partie, que nous ne repro-
duirons ‘pas, contient les recherches sur les intégrales. irrégulidres des équations différentielles
linéaires que POINCARE a développées avec plus de détails dans deux Mémoires insérés respective-
ment dans PAmerican Journal of Mathematics t. 7 (1885), p. 208—258 et dans les Acta mathematica
t. 8 (1886), p. 295-—344. Quant & la deuxiéme Partie PoincarE dit qu'il contient les réflexions
que lui a inspirées la lecture d’un Mémoire de L. Fuchs. POINCARE a re¢u ce Mémoire au
commencement du mois de mai 1880 et son Mémoire est arrivé & PAcadémie le 28 mai 1880. On
voit par 1a Pextréme rapidité avec laquelle travaillait PoINCARE.

En désignant par f(x) et g (x) deux intégrales d’une équation différentielle linéaire du second
ordre et en posant

f@ _

P (%)

Fucas avait fait remarquer que, A certaines conditions, & est une fonction méromorphe de 2.
Pomncari: démontre qué les conditions énoncées par FucHs ne sont pas suffisantes. POINCARE
S'occupe surtout du cas oh Vintégration de Véquation peut se faire i Vaide des fouctions double-
ment périodiques et du cas ot Péquation différentielle n’admet que deux points singuliers 3 distance
finje. C’est par une étude. approfondie de ces deux cas gque POINCARE a été amené A créer la
théorie géndrale des fonctions quil a désignées par le nom de Fucwus. N. E. NORLUND.

? £, 89 (1880), p. 151—169.

s .90 (1880), p. 678—680.
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M. Fucus démontre que, & certaines conditions, si f(x) et ¢ () sont deux intégrales
de I'équation proposée: 1° si l'on pose

fl® _
o@ 7

x est fonction méromorphe de z;
2° 8i l'on pose

fw flx)dx +j:l flx)dz, = u,,

0
@ A
'p(x)dx'{'f P (@) de, = Uy,
0 0
toute fonction rationnelle symétrique de = et de z, est fonction méromorphe de
u, et de u,.

Ce dernier résultat lui permet de définir des fonctions analogues aux fonc-
tions abéliennes; mais je ne m’occuperai ici que du premier qui permet de définir
des fonctions analogues aux fonctions doublement périodigues.

Pour que ce premier résultat soit vrai, les conditions de M. Fuces ne sont
pas nécessaires et suffisantes; en effet il faut, pour que z soit fonction méro-
morphe, que pour tous les points singuliers, y compris le point oo, la différence
des racines de I'équation déterminante soit une partie aliquote de l'unité.

En effet, soit une valeur quelconque de z,

z = a,
ne correspondant pas & un point singulier de 1'équation proposée. On a
f(@)—zp(x) = 6,

d’ott 'on tire # ordonné smivant les puissances de # —a, & moins que les demx

expressions
f @) —ag (@),
f' (@) —ag'(@)
ne s'annulent & la fois. Mais comme nous avons supposé que la valeur z = q,

correspondait & une valeur. de # qui n'est pas un point singulier de I'équation
proposée, ces deux expressions ne pourraient s’annuler pour cette valeur de 2,
qu'a la condition que

f@)—ag(z)

fut identiquement nul, c'est-i-dire que f(x) et ¢(2) ne fussent pas linéairement
indépendants, ce que je n'ai pas supposé.
: g5
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Supposons maintenant que a corresponde & un point singulier z = b situé
& distance finie: on a alors f,(x) et f,(«) étant des fonctions de x, holomorphes
et 350 pour # = b; «, B, 7, 0 étant des constantes; g, et o, étant les racines de
Véquation déterminante,

a(@—b)%f,@) +BE—b"f,@) + [y @—b" (@) + 0@ -0"f,@)] = 0,

ou si partie réelle de o, > partie réelle de g,

@= """ f @) @+ 92) +fo(@) (B+02) = 0.

Pour z = a, on doit avoir z = b, c’est-d-dire que

B+da = 0.
D'ailleurs on a
0(-{-}’@2\30,
sans quoi on aurait,
& 7
g o’
ce gue nousg n'avons pas supposé, on a done
, — d(¢—a)
_b€'1 € __ _ fa(x)
@0 @) «tratrG—a
ou
—0f,(x)
\—0)L(x—b) = L(s— L— 2
(0, —9,) L(z —b) (¢ —a)+ fi@)[e+yaty@E—a)
ou
Le—a) _ " f[@)et+rety—a)
Lz—b) = % % L(x—b)
ou pour & = a, ¥ = b,
L{z—a)
lim m’_—b)‘ == 01— Qny
or si-x est fonction holomorphe de z pour 2z = a; on a
r—b = An(g'—a)n—}-An+1(3_a)?+1+"',
ou
. Lz—a) 1
dong,
1
@0 = —

n
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Done il faut que la différevice des racines de Uéquation déteriminante soil une
partie aliguote de 'unité,

Réciproquement, si

0,— 80 = _,,11;"’
il vient
F(z,2) = @-0f@)(«+ya)'+ (- @)(B+de)" = 0
et I'on en tirera x en fonction holomorphe de z; car pour ¢ = «,
I — fr@) et yoy
n’est pas nulle.

Meéme raisonnement, si pour ¢ = @, x = oo.

Conséquence: Pour que z soit fonction méromorphe de s, toutes les fois
que z prendra une valenr correspondant: soit & une valeur finie de z qui ne soit
pas un point singulier; soit 4 une valeur finie de z qui soit un point singulier;
soit & une valeur infinie de z;

il fant et il suffit que pour tous les points singuliers y compris le point
oo, @,— 0, soit une partie aliquote de I'unmité.

Ces conditions sont donc nécessaires pour que z soit fonction méromorphe
de #z dans toute I'étendue du plan.

Sont-elles suffisantes ? elles le seraient si l'on pouvait faire voir que on peut
obtenir toutes les valeurs de 2z en faisant décrire & x un nombre fini de fois des
contours finis sur la sphére. C’est ce que M. Fucms semble avoir admis sans
démonstration.

Si cela était, si # déerivant dans le plan un contour quelconque en me
franchissant chacune des coupures (qu'on y peut pratiquer entre les points singu-
liers) qu'un nombre fini de fois, ¢ prenait toutes les valeurs possibles, alors la
fonction x de 2 serait non senlement méromorphe dans toute 1'étendue du plan,
mais dans toute I'étendue de la sphére, et par conséquent rationnelle.

Il s'en suivrait que 1'équation (1) admettrait une intégrale algébrique, ce
qui arrive quelquefois, mais ce qui n’arrive pas toujours, M. Fucas lui-méme I'a
démontré.

Donc en décrivant un certain contour donné, (enveloppant plus d’un point
singulier) un nombre infini de fois, on arrivera pour # & une certaine valeur
singuliére qu'on ne pourrait obtenir en décrivant des contours finis un nombre
fini de fois.

Sl 0’y a sur la sphére qu'une ou deux de ces valeurs singulidres de 2, il
n'y a pas de difficalté. '
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Soient en effet « et 8, ces deux valeurs singuli¢res, on posera

. ﬂeit +a

A
Alors # ne pourra étre égal & « ou & 8 pour aucane valeur finie de ¢; donc pour
toutes les valeurs finies de f, « est fonction méromorphe de 2 et par conséquent
de ¢. Donc « est fonction monodrome de ¢ dans toute I'étendue du plan et par
conséquent dans toute 1'étendue de la sphére. On est donc par un changement
de variables, ramené au cas ol # est méromorphe dans toute I'étendue du plan;
seulement c'est de ¢ et non de # que = est fonction méromorphe; pour qu’il le
fut également de z, il faudrait que # considéré comme fonction de ¢, admit la
période 2z, ce qu'on ne peut prévoir a priori.

S'il y a sur la sphére plus de deux valeurs singuliéres, un pareil artifice
n’est plus applicable. Quel que soit le changement de variable qu'on effectue,
il restera toujours au moins un point singulier & distance finie, et pour que z
soit fonction monodrome dans toute l'étendue du plan, il faudra que z soit fone-
tion monodrome dans le voisinage de ce point singulier. Or la déinonstration de
M. Fuchs ne s’applique pas a de paveils points.

Cette objection ne se présente pas pour les démonstrations analogues qu'on
rencontre dans la théorie des fonctions elliptiques ou abéliennes. Soit en effet
par exemple,

z dz
I S
fo Vi=a)—Fa)
On démontre aisément que z est méromorphe en 2z pour toutes les valeurs de z
que l'on vpeut obtenir en faisant décrire & # un nombre fini de fois un contour
fini sur 1a sphére. On peut en conclure que # est monodrome dans toute I'étendue
du plan, et par conséquent dans toute 1'étendue de la sphére; car quand on fait
décrire & x un contour quelconque un nombre infini de fois, 2 tend vers 1'oo.

Rien de pareil n’a lien dans la théorie des équations différentielles linéaires.

Je crois avoir montré que la démonstration de M. Fucms est insuffisante.
Considérons cependant encore la question & un autre point de vue.

L’équation différentielle peut toujours se mettre sous la forme

dz
® = Q,

@ étant fonction de z.

d . .
En posant 7% = t,.on trouve entre les fonctions z, ¥, z, ¢ les équations

différentielles suivantes:
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az d . at .
Ak e SR P
Pour que z soit fonction méromorphe de #; il faut et il suffit que foufes les' fois

que z est fini, toutes les relations entre 2 et » tirdes de ces équations diffé-
rentielles soient de la forme

z = fonction monodrome de 2,
ou

2z == constante,

Or z, y, t sont méromorphes en 2, sauf
1° quand @ = oo;
2° quand z = oo;
3° quand y = oo;
4° quand ¢ = oo.

I

M. Fuchs n'a examiné que les deux premicres exceptions; il reste & examiner
les deux autres. Soit donc y = co. Comment y, peut-il devenir infini? Suppo-
sons que z décrive une infinité de fois un certain contour C; que quand 2 déerit
une fois ce contour, il y ait deux intégrales f et ¢ de 1'équation (1) qui se
changent respectivement en «f et en Bo; que

¥y = if +uep.
Quand x décrira m fois le contour C, y se changera en
Lo f +uf" @,
mais d’aprés la forme particuliére de I'éguation (1),
aff = 1.
Donc 4 moins que mod. e = 1,

limite de y (pour m = co) = oo,

Soit dane ¥ = co. Posons alors y = %, les équations différentielles deviennent

dont les intégrales, si @30, £33 co, se réduisent &
7 =0, x = const., 2 = const.

La relation entre x et # se réduisant ici & 2 = const. il n’y a pas de difficultés.
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Supposons done @ = 0, et posons

il vient
de dz dn, de,

ne o, —qit—ini  Q+itd

Il reste & démontrer que 2 reste holomorphe en z; quand on a
n = @ =0, £, % oo,

et c’est ce que M. Fucas n’a pas fait.
11 faudrait ensuite examiner les cas suivants:

t = oo,
Yy=@Q =00, y=1%¢=¢9=o0c0 Y=2z= 00,
y:t:x:oo

Ces considérations montrent, je pense, l'insuffisance de la démonstration de
M. Fucns et la nécessité d’une étude plus approfondie de la question.

Envisageons  d’abord un exemple cité par M. Fucas, & savoir I'équation (1),
Journal de Borchardt, 2¢ Heft, 89e Band, p. 163.

Cette équation admet trois points singuliers:

a,, a, et oo,

La différence des racines de I'équation fondamentale déterminante est

pour @,  $,
1
pour a, %
1
pour oo 1.

Tragons sur la sphére représentative des z, deux coupures, allant l'une de
a, & a,, I'autre de a, 4 1'infini.

Soit # = qf)g)) y f(x) et p(x) étant deux intégrales de l'équation (1), que
Yon aura toujours pu choisir de telle sorte que # se change en — 2z, quand z
tourne autour de linfini; c'est-4-dire quand il déerira un contour fermé en
franchissant la seconde coupure.

Quand z franchira la premiére coupure, de facon & tourner autour de a,,
z se changera en &', &' étant lié 4 2 par une équation de la forme,

27
3

= £
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Donc quand z tournera autour de a, de fagon & franchir successivement les
deux coupures; z se changera en 2”, ou
2im
- e—g Z2+o
= s B’
Or les racines de I'équation déterminante relative & 4, ayant pour différence %,
¢ doit étre lié & <", par une équation de la forme

”

W

@

I\

(8) 3—7’:81313—7.
-0 z—0

En identifiant les équations (2) et (3) on trouve par des calculs algébrigues
faciles,
¢ ou § =0, soit « =20
et
y = 0.
Posons alors

1
527,

x sera une fonction de ¢ qui ne changera pas, quand on changera

t en —{,
2in

t en B-+e 8 {t—p),
i

t en 04¢3 (t—0)
d’olt I'on conclut que cette fonction ne change pas quand on change

2in
t en t+4ﬁ(1—-e 3 )

ou

2im
t en t+4ﬂ(t——e 8 )

De plus en faisant un nombre infini de changements

de ¢ en —¢,
ou
2im
de ¢t en g4e 3 (t—p),
ou
x4

de ¢ en 6+eh3d (t—9),

Acta mathematica. $9. Imprimé le 20 Juin 1923. 9
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ou bien l'on fait tendre ¢ vers I'infini, on bien I'on tourne toujours dans un cyele
formé d'un nombre fini de valeurs de # Il en résulte qu'il n’y a qu'un seul
point singulier

t = oo.
Or z ne peut cesser d'étre monodrome en ¢ que pour les valeurs de ¢ qui corre-
spondent a des points singuliers; x est donc monodrome pour toutes les valeurs
finies de ¢; x est donc méromorphe dans tout le plan.

Par conségaent x est une fonction doublement périodique de ¢.

La figure donmera une
idée des propriétés de cette
fonction.

Je prie de négliger la
partie située & droite de la
ligne XY, partie ot les bachu-
res ont été mal placées. Dans

cette figure les parallélogram-
////,A// / 2 mes des périodes sont
//////V”///// "//// 7/ A, A, A A, A, 4, 4,4,
g A, A A, A, ete.
Les parallélogrammes sont des
losanges formés de deux tri-
angles équilatéraux. On dé-
Figure 1. compose chacun d’eux en deux
triangles équilatéraux (égaux & la 8° partie de la surface du parallélogramme) que
l'on couvre de hachures, et en un hexagone régulier qui reste blanc.

La fonction # ne change pas quand ¢ tourne:

1° de 180° autour du sommet d'un des triangles couverts de hachures;

2° ou bien de 120° autour du centre d'un de ces triangles;

3° ou bien de 60° autour du centre d'un des hexagones réguliers restés en blanc.

Quand on connait z en fonction de ¢, I'équation (1) s'intéegre aisément; on

a en effet pour intégrales:
dx t'/ dx
dat’ dt -

Or si z est une fonction doublement périodique de ¢, z sera lié & % par une

équation algébrique. L'une des intégrales sera donc algébrique en xz. Si en effet,
on forme Yéquation (1), on trouve

&y [_ 2 B 35 ]
dzt — | 9z —a,) 36 (x—a)(x—a,) + 14z (& — a,) Y
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dont les l'intégrales sont évidemment
o= @—a) @—ay®
et
Y, = (GD' - al)% (.Z' - az){i./‘(x - al)— ¥ (.CU - aﬁ)— de

On a done

. =1 = /‘(x'*al)—%(x—_a@)—. gdxr
Y. ¢

d’ott Uon tire effectivement z en fonction doublement périodique de .

Remarque. 1'équation (1) n’admet donc qu'une intégrale algébrique et en
admet une, elle fait partie en effet d'une classe trés nombreuse d'équations diffé-
rentielles qui ont une intégrale algébrique et une seule.

Soit
@y 4, 2B,
@ da® y[z (x—ai)a+z(x—ai)(x__ak)].

Cette équation admettra une intégrale algébrique pourvu que l'on ait

La seconde intégrale se trouve par une simple guadrature.

L’exemple qui préceéde fait voir que dans certains cas le théoréme de
M. Fucas est exact, et que z est fonction doublement périodique de 2.

Cherchons comment cela peat avoir lieu; proposons-nous de trouver dans
quel cas z est une fonction de # susceptible d’étre ramenée aux fonctions double-
ment périodiques.

Cherchons, ce qui revient au méme, dans quel cas x est une fonetion de 2
telle qu'il n'y ait sur la sphére représentative des ¢ que un ou que deux points
singuliers.

Supposons que le théoréme de M. Fucms soit vrai, c'est-3-dire que z soit
fonction monodrome de #; ce sera une fonction de z qui se reproduira quand on

changera ¢ en &'; ol
, __ az+b
(5) & = (l’Z-{—b’
(et cela pour une infinité de systémes de valeurs de a, b, o/, I').
Or la relation (5) entre # et &' peut tomjours se mettre sous la forme:

& -0 Z— o
(6> 2/_ﬁ =lZ-—ﬂ
ou sous la forme

1 1
@ T~ a—ath
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Premier cas.

Supposons que z ne change pas quand on change z en 2, ou en 2!, ou en

Zyy .5 et que foules les quantités z;, 2;, 2;, ... soient lides 4 # par des relations
qui peuvent se mettre sous la forme (6) et de telle facon que
7 == e2imh

h étant commensurable. Dans ce cas, le nombre des quantités 2, 2, 2!, etec.

sera forcément limité et x sera une fonction rationnelle de 2. L’équation (1)
sera intégrable algébriquement.
Deuxiéme cas.
z ne change pas quand on change 2z en 2’ on

2 —a Z2—a

— >
py: }'z—-ﬁ mod 4 % 1.
Posons
g-e
z—p 7

z sera une fonction monodrome de ¢ qui ne changera pas quand on changera ¢ en it
Il y aura alors deux points singuliers,
t =0, ¢ = oo
Il ne pourrait y en avoir davantage sans qu'il y en eit une infinité; car
les points £ = 0, et { = oo sont les senls qui se reproduisent quand on change
t en 4. Quand x tourne autour d'un des points singuliers de l'équation (1), ¢
se change en #, ol

¥ —a t—a
®) T—p = i
ici
217
LZa=e",

n étant entier. Si I'on veut qu'il n’y ait qu'un nombre fini de points singuliers,
il faut que la substitution (8) reproduise le systéme des points:
=0, ¢t = oo
Or cela peut arriver de deux maniéres:
1° Bi la substitution (8) reproduit le point ¢ = 0, et reproduit également
le point ¢ = oco.
Pour cela il faut que la substitution (8) s'écrive,
' =te™ ;
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2° Si la substitution (8) change le point ¢ = 0, en f = oo, et le point
t =ocent =0

Un pareil échange ne peut avoir lieu que si la substitution (8) change ¢
en t' et t' en ¢; c'est-a-dire si

Ay = —1.
Si dans 'équation (8), on fait
Ai=-1 t=0, { = oo
il vient
a
y = b
d’ou
t'—a t—a
t'+a t+a’
ou
t—a = 0,
ou
ai
T
= ¢

Pour gu'on n’ait gu'un nombre fini de points singuliers, il faut donc gue quand

2 tourne autour d’'un des points singuliers de I'équation (1), ¢ se change soit en

. a
te ™ soit en R

Nous aurons donc une fonction monodrome de ¢ qui ne changera pas, quand
on changera

t en A,
out en ,
2w 2ix 2
te™ | te™ | ... te™,
outf en
K, K, K,

IR
ou par conséquent quand on multipliera ¢ par

K, K, K,
_K:) E’ D "K";
ou encore par
2im
e m
m étant le plus petit commun multiple de #, n,, ..., n,.

Posons maintenant

e
i = ¢
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x sera une fonction monodrome de u qui ne changera pas quand on changera

w en w- Li,
% en u+—2£t—,
m
ou
v en u+LK ~LK, onen u+LK —~LK,, ...,
ou en

u+ LK ~ LK,

Cette fonction admet donc un certain nombre de périodes il faut que ces
périodes soient compatibles, c'est-a-dire qu'on puisse trouver des quantités com-
mensurables

Uy Oy ...y @

telles que
e, LA+ LK, - LK,, o Li+LK —LK, ..., e, LA+LK —LK,

soient commensurables avec 2.
On pent toujours supposer
K,
K,
car on a pris pour A l'unc quelconque des quantités par lesquelles on peut multi-

plier ¢ sans altérer z. Il faut alors que Pon puisse trouver des quantités com-
mensurables «,, ..., a, telles que,

A =

K2 'Kﬂ K2 K& K‘l KP
O!SL—RI——I—LTK:, 064L'E+LE, Y upL Kl+LK
soient commensurables avee 2im. Donc
Condition 1. — 1° Les logarithmes des modules _]._(,_) E’i, -++, doivent étre

1

-

commensurables entre eux.
Condition I11. — 2° Les quantités

K,
D D AP A
- K‘ K11 Ty

Lmod%

1

doivent étre commensurables avec 2im.

Si ces conditions sont remplies, z sera une fonction doublement périodi-
que de .

Continuons cette discussion et tout d’abord remarquons qu'il ne peut jamais
arriver que lorsque z tourne autonr d’un point singulier ¢ de Iéquation (1),
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¢ se change en
2im
te *
comme il semblait au premier abord que cela pourrait se faire.
En effet, si cela était, pour z = a, ¢ serait égal & 0 ou & Vinfini c'est-a-
dire irait en un point singulier, ce qui est absurde.
Toutes les fois que # tournera autour d'un point singulier de I'équation (1),
¢ se changera en £ ou ELER ou &
it ’ t
Donc pour tous les points singuliers de 1'équation (1) la différence des racines
de 'équation déterminante fondamentale est égale & 1.
Problome. — Une fonction doublement périodique peut-elle donner naissance
4 une équation différentielle linéaire du second ordre?
Soient % et % les deux périodes de z considérées comme fonction double-
ment périodique de , nous écrirons

A4 =0, mod (k, k)

quand on aura
A = mh+nk,

m et n étant des entiers réels.
On devra avoir

LK,-LK,=LK —~LK,=---=LK,~-LK,=0 mod (k, k)
2t =0 mod (b, k).
Pour une méme valeur de #, « pourra prendre une infinité de valeurs; soit
u, l'une de ces valeurs; les autres devront satisfaire & l'une des congruences,

w=wu, wu=LK -%, u=LK—u, ..., u=LK,—u, mod (h, k)
c’est-d-dire & I'une des deux congruences:
w=wu, u=ULK —~u, mod (4, %),
car on a évidemment
LK —u,=LK,~u, == LK,—u, mod (, k).
Il n'y a dans le parallélogramme des périodes que deux valeurs satisfaisant

4 ces congruences. Donc z est une fonction doublement périodique de » a denx
infinis, nous supposerons gue ces infinis sont — a et + a; c'est-a-dire que

LK, = 0,

nous pouvons toujours le faire, car si cela n’était pas on n’aurait qu’a multiplier
¢ par un facteur convenable.
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Nous poserons alors

x = A(u),
on a

dx

=

toutes les fois que
u=0 ou u= 12
- -2

ou
k

5 mod (b, %).

on #

il

§-l
ml-}—
??4

. dx , . . .
Toutes les fois que %§0, « se développe suivant les puissances crois-

santes de 2 —a, si x est fini, ou de P si z est infini.
Supposons au contraire u = 0 et soit
A0) = e
Quand z tourne autour du point @, u se change en —u; et u est égal & O pour
% = o; enfin on a

z—a == A2u2+A3u3+--~,
ot A4,3%0; c'est-a-dire que l'on a
# = \z—a(B,+ B,(zr— o)+ B,(x—a) +-)
o B, 0.
Soit de méme

)=s A= Ao

en aura

h — ’
- = Vz —B(By + Bl (x—p)+ Bi(x—pl+:+-),
k e — v "’ " ”
U5 = \z—y(B; + B, (z~p)+ B;(x—p)+--),
h 7 iy ’ rt
- ;c = \z—8(B)+ B/ (x—03)+--)
ol
B30, B;x0, BXO.
Soit maintenant
U
—3(/d4
— 2 (/a4
ho=¢ du’

= aA
—_ .2
Yo = € l/;
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A une méme valeur de z correspondent une infinité de valeurs de u; soit u,
I'une d’entre elles; les autres seront
w,+mh+nk,
—uy+mh+nk,
ol m et » sont entiers. On aura
A(u,+ mh+nk) = A(u,),
A(— v, +mh+nk) = + A4(u,),
d’ott Ton tire par différentiation,
A (uy+ mh+nk) = A'(u,),
— A (~u,+mh+nk) = + 4'(u,)

Si P'on fait « = u, dans les formules qui donnent ¥, et y, on trouve pour ces
fonctions des valeurs

ylﬂ et ?/!o'
Si maintenant on fait
w = u,+mh+nk,

on trouve
_ mh+nk
Y, = iywe 2 )
mh +nk
Yo = Z Y€ ’
Faisons maintenant
u = —u,+mh-+nk,
il viendra .
mh-+nk
Y = + »_1yeoe 2 y
mh+nk

Y, = V=1y,e 2

Done y, et y, sont des fonctions de x qui peuvent prendre une infinité de
valeurs pour chaque valeur de z; mais si y,, et y,, sont un systéme de valears
de ces fonctions, toutes les autres seront de la forme

Yo = Yo+ B Y,
Y. = “'ylo+ B'Ys0,
et de plus le déterminant
up/— B

sera toujours égal & 1. C’est dire que y, et y, satisfont & une équation de la
Acta mathematica., 89. Imprimé le 20 Juin 1923, 10
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forme
dy
dxz?

== U?/y

on U est une fonction de # monodrome dans tout le plan.

Pour étudier la fonction U il faut donner 4 z toutes les valears possibles
sur la sphére et il suffit de les lui donner une seule fois; c'est ce que mnous
arriverons 3 faire en donnant & u toutes les valeaurs comprises dans I'intérieur
du parallélogramme des périodes.

Donnons d’abord & » une valeur telle que

dz

Tl;ﬂ: >>§ 0:
il est clair que y, et y, sont développables suivant les puissances de x —a, si z
est fini. De plus ni y,, ni y, sont nuls. C'est dire que U est holomorphe en z
si z est fini.

Faisons maintenant « = 0, on a alors

w = \lx—a(B,+ B, (z—a)+ ),
z2—0 = A+ A, v+,

d’ott
9 9wt BA e
du 2 U S AUy
ou
dd dx e
Fialy i Ve —a (C,+C(z~a)+)
ol
CO>>EO1
ou
) —
an = Vo — o (D + D, (z— o)+ ),
ol
D, x0.
De plus
2
e ? = (E0+E1(x_"x)+"')+ \/m(Fo+F1(x_“)+"')>
ol
EOZ§07 F0>>§O’
ou enfin

Y, = \"/m(a“-{—a,(x~a)+)+\/m\‘/m(b,,+b,(x——a)+)
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et
Yo = \4/.73—05 (a’o+“1 (x_“)_l' )= \/F;\VZ‘— « (bo_l_b!(x—“)'*' )
Tei
a,30, 0,%0.
Donc pour 2 = «, U présente un infini double; le point # = «, est donc

un point singulier de I'équation

g;?f = Uy,
et les racines de 1'équation déterminante correspondante sont
1 et 4.
On arrive au méme résultat en faisant
u=fg, u::—g*, U = k;k,

et par conséquent
x =0 x=9 xz=29.

Conséquence. — U est une_ fonction méromorphe de x dans toute I'étenduc de
la sphere; cest donc wne fonction rationnelle.
L’équation
d’y
azt Uy

est donc & coefficients rationnels; elle admet quatre points singuliers & distance
finie, et pour ces quatre points singuliers, les racines de I'équation déterminante sont

On conclut de 1a:
On peut toujours former une équation différenticlle linéaire, & coefficients vation-
nels et sintégrant o Paide d'une fonction doublement périodique donnée & deux infinis.
Si I'on choisit cette fonction doublement périodique (avec des périodes £
et k) de telle facon que
2iz =0 mod (h, k),

x sera une fonction monodrome de » admettant la période 2im; ce sera donc une
fonction monodrome de t et par conséquent de .
Par conséquent, il existe des cas ol le théoréme de M. Fucas est vrai.
Si au contraire, on choisit cette fonction doublement périodique de telle
facon que l'on n’ait pas
2t =0  mod (k%)
10*
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x sera une fonction monodrome de u, mais n'admettant pas la période 2im, elle
ne sera pas monodrome en t mi par comséquent ew 2.

Donc il existe des cas ow le théorcme de M. Fuchs est faux bien que les con-
ditions posées par ce géometre soiemt remplies.

Cherchons & former des équations différentielles linéaires qui satisfassent
aux conditions précédentes.

Ces équations s’écriront:

1 dy 4, B, c, D,
g = ; P T
ydo' @ @—p  @—p  (@—0)
D
+ Al + Bl + Cl + 1

z—ea  x—~f ' xz—y x~—0'

Pour que relativement aux quatre points singuliers «, f, 7,  les racines de
Uéquation déterminante soient } et 3, il faut que

. 3
9) A2=B,=62=D,=——1§.
Faisons maintenant z = %, et étudions l'équation dans le voisinage de 2 = 0;
il vient
LAy dy A,z B,s C,z D,z
¢ 4al~{+z [(1——0:2)2 + —B2) + (I—ye) + (1—02)

A,z B,z C, 2 Dz]y

+1 we T1ops T 1,5 T 1= 07

1° Dans le voisinage de 2z = 0, les intégrales de I'équation doivent é&tre
réguliéres; donc dans le développement du second membre, le coefficient de 2
doit étre nul; done
(10) 4,4+ B,+C + D, = 0;

2° Les racines de I'équation déterminante doivent étre égales & 0 et 4 —1;
donc dans le développement du second membre, le coefficient de »* doit &tre
nul; d’ou
(11) 4,4 B+ 0+ D+ 4,0+ B,f+ C,y + D, 8 = 0;

3° Les développements des intégrales ne doivent pas contenir de logarith-
mes; donc le coefficient de 2* doit encore &tre nul, c’est-a-dire que 'on a

(12)  24,e+2B,+2C,y+2D,0+ 4,0’ +B,f+C, 9"+ D, 8" = 0.

L'équation ainsi formée dépend encore de cinq paramétres. En effet nous
avions primitivement douze paramétres,
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o ] y )
4, B, C, D,
4, B, C, D,

Et nous avons trouvé entre ces douze paramétres les sept équations (9),
(10), (11), (12).

Considérons maintenant une fonction doublement périodique quelconque a
deux infinis. Cette fonction peut s'écrire AZ(u—a)— AZ(u—b)+ B = Ad(u).
Cette fonction dépend de six paramétres, 4 savoir

1° Les deux périodes & et k;

2° Les deux infinis @ et b;

3° Le résidu relatif aux denx infinis ¢est-a-dire A

4° La constante B. Si deux fonctions A(u) ne différent, ni par les périodes
h et k, ni par les quantités 4 et B; mais seulement par les infinis a et b, si de
plus e —b a la méme valeur pour les deux fonctions, ces fonctions donmeront
naissance 3 une méme équation différentielle.

Si au contraire les deux fonctions différent de tout antre maniére elles ne
pourront donner naissance 4 une méme équation différentielle.

Donc la fonction 4(x) la plus générale donne naissance & une équation
différentielle dépendant de cinq paramétres et de cing seulement.

Donc pour que Uéguation

1 &y A, B, c, D,

g = b Fz_+

yd* = @—af T@=pBr T @—9r T @-oy
A B, c D

il it 7
+x~oc +x—ﬂ +w—y +x—6

(13)

soit intégrable par des fonctions doublement périodiques il faut et il suffit qu'il y ait
entre les douze paramétres qui'y entrent les relations (9), (10), (11) et (12).

Avec une condition de plus, on pourrait déterminer les périodes de A (u)
de telle fagon que le théoréme de M. Fucms soit vrai. Mais cela n'a pas lieu
en général.

Troisitme cas.

x est une fonction monodrome de 2 qui ne change pas quand on change z
en 2, ol

Faisons
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x sera une fonction monodrome de ¢, admettant la période 4; il n'y aura qu’un
point singulier
I = oo,

car §'il y en avait davantage, il y en aurait une infinité.
Quand x tournera autour d'un des points singuliers de l'éqmation (1),. ¢ se

changera en t' ol
(14) =y w 7

—e % IZ¢

Et cette substitution (14) devra reproduire le point singulier unique ¢ = oo;
elle devra donc s'écrire
i

t—p=c" (t—p)

x sera donc une fonction de ¢, monodrome et qui ne changera pas quand ¢ se
changera en
t+4,
ou en
2im 240 2im

nte ™ t—p) mEe™ (t=p) .. v,Ae"? (t—y,)

11 est aisé de voir qu'on peut, en combinant de toutes les fagons possibles ces
différentes substitutions, faire voir que x admet un certain nombre de périodes
différentes.

I1 faut donc que ces périodes soient compatibles et si elles le sont, x est
fonction doublement périodique-de ¢.

On pourrait maintenant discuter la compatibilité de ces périodes. Je ne
le ferai pas; car dans le cas qui nous occupe, I'équation différentielle (1) admet
toujours umne intégrale algébrique et une autre que Uon peut trowver par quadrature,

ainsi que je vais le faire voir.
Supposons que Yon ait
x = A1),

A(t) étant une fonction doublement périodique de ¢; on aura alors

dd
Yy, = dt

ad
Yy = 0. ai’

pour les deux intégrales de l’équation (1). Il est clair que y, est lié & « par
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une relation algébrique, et que # et par conséquent y,, peat se calculer en
fonction de z par quadrature.

Done d’aprés ce gqu'on a va plus haunt, si I'équation différentielle linéaire
donnée (1) peut s’écrire

_]; _di?/ — Ai 2Bik
ydr = 2=y T2 Gl o))

(voir page 67), on devra avoir les relations
(15) B, = 1= VI+4ll; £ Vi+ 4l

Remarquons que si les conditions (15) sont remplies et §’il en est de méme
des conditions de M. Fuoms, le théoréme de M. Fucms sera toujours vrai.

Exemple: I'égnation que: nous avons' étudiée plus haut pages 66 et sui-
vantes.

Résumé. — Résumons cette longue discussion:

Pour que l'équation (1) soit intégrable 4 l'aide d’une fonction doublement
périodique, il fant et il suffit:

1° Ou bien qu’elle satisfasse aux conditions (15) et en outre aux conditions
de M. Fucas;

2° Ou bien qu’elle soit de la forme (13) et satisfasse aux conditions (9),
(10), (11), (12); d’ou il résultera par surcroit qu’elle satisfera aux conditions de
M. Fucas. -

Dans le premier eas, il y a toujours une intégrale algébrique et le théoréme
de M. Fuons est toujours vrai. Dans le second cas, il n'y a pas d’intégrale
algébrique, et le théortme de M. Fucms est tantdt vrai et tantdt famx.

Cas particulier.

Nous allons maintenant faire une étude spéciale d'un cas particulier fort
important, c'est celui ot I'on n’a & distance finie que deux points singuliers a,
et a,. Alors I'équation (1) s’écrit

1 d*y A4, 2B A4,
YA T ey @—a)a—a)  @—a)y

Soient g,, ¢, et » les différences des racines des équations déterminantes
relatives respectivement &

z=ug0, z=a, ¢t x = oo,

4,, B et A, sont parfaitement déterminés en fonction de g,, g, et 7.
Si les conditions de M. Fucms sont remplies, on a
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1 1 1
@1='E1 92=Za '}’=—§,
ol n,, %, et p sont des entiers. Ne supposons pas pour le moment qu'elles le soient.
Soient, comme nous 'avons supposé jusqu'a présent, @ (z) et f(x) deux solu-
tions de l'équation (1) et
f(x)
= 2.
9 ()

On aura toujours pu choisir f(x) et @(x) de telle sorte que, quand z tourne
autour de a@,, # se change en iz, ot

A= 62“:91.

Cela posé quand z tournera autour de a,, # se changera en.¢', ou

g —a Z—a 2170

(16) ?_—ﬁ“ = y’z—:ﬁ’ b =

On aura aussi toujours pu choisir f(z) et ¢(z) de facon que « = 1 par exemple

(ou B = 1, « = 0). Quand z tournera autour de oo, # se changera en 2" ol
g -y 2—y V 2wy

17 e = v, v =2¢€ .

(17) 2 — 0 £—0"’

Si x tourne autour de a,, puis autour de @, clest comme s'il tournait autour de
Uinfini; donc ¢ se change en 2", or z se change d’abord en iz quand z tourne
autour de a,; donc quand x tourne autour:de a,, 4z doit se changer en 2”;
c'est-d-dire que I'on a

e Loy -y
Identifions les équations (17) et (18). Si Véquation (17) développée s'écrit
azz" +bz4ce"+d =0,
on aura .
w“—v%ﬁ%‘i—kl = 0,

Or l'équation (18) développée s’écrit
s A(L— ) + 4 (B — a) + 2" (ap — f) + «(l— ) = 0.

On a done
a b ¢ d

A1—p) - ABu—a  eu—p  «f(l—p)
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et par conséquent

0"+ D) [aBL(L ) — 2 (81— o) (o — )]~ » [ (B — o+ (= ' — 20 (L~ )] = 0
oun
@ [0 +1) A — v (3 @) + B [0 + 1) A — v (A2 + )]
— 2B+ Ap—2vi(l _—y,)“__,”“(ls_l_l)]’

« \ . , e e
- est alors donné par une équation du second degré. Formons le discriminant

B

de cette équaation, nous aurons

4 = [+ Dig—vi(l—p)—va @+ 1)

. ~ (" + 1D dp — v @+ (" + 1)l — v (Fu* +1)]
u

4= v@+DAp(l+2+u"+ 12u* - 24+ 40p — 24> —2p1* — 2u)
4201+ 2+ p* +Vp*— 20 +44p — 240" — 2p1" —2p)
ou enfin
4 = v+ G 1 @1

d’ot I'on tire

¢«  @+DAg—vi(l—pl—va @+ 1) E @+ 1)@ -1) (-1 Vigy

s @+ dp—v(X+ ) '

Laquelle des deux racines faut-il choisir? La question est facile 4 décider.
Supposons d’abord en effet que 4 = 4, p = p,, v = v,; 4, #, et v, étant tels
que I'équation (1) admette une intégrale algébrique. Alors le choix de la racine
se fera sans difficultd. On fera ensuite varier d'une facon continue 4, g, v depuis

les” valeurs initiales 1,, g,, ¥, jusqu'a des valeurs guelconques et faisons varier
o

savoir quelle est celle des deux valeurs de

de méme d’une facon continue; nous ne serons encore jamais embarrassés pour
o

Soient deux équations E et E' de la forme (1), supposons que pour la
premiére les différences des racines des équations déterminantes relatives & «,, a,

et oo soient respectivement,

gui nous convient.

Qs Oy 7T

et que pour la seconde ces différences soient

’

!
0 @ 7
Supposons que les quantités o, — o], ¢,— 0!, ¥ — ' soient des nombres entiers,
alors 4, g, v auront les mémes valeurs pour les deux équations E et E'. L’équa-

: . o R o oo e
tion du second degré en B sera la méme pour les deux équations différentielles

E et I'. Devra-t-on choisir la méme racine?
Acla mathematics. 39. Imprimé le 20 juin 1928, 11
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. y . o
Remarquons que les deux racines de l'équation en —- se permutent quand

A, w ou v décrit un contour simple autour du point 0. On retombera donc d'une
racine sur l'antre, ou bien on retombera sur la méme racine selon que le nombre
des contours simples décrits autour du point 0, soit par 4, soit par m, scit par
v sera impair ou pair.

Or quand 4 décrit un contour simple antour du point O, ¢, se change en
0,+1 ou ¢, —1; quand p tourne auntour de 0, g, se change en g,+1 ou g,—1;
quand v tourne autour de O, » se change en » +1 ou » —1.

o N i e
Done on devra prendre pour —- la méme valeur ou deux valeurs différentes

pour les deux équations E et E' selon que

ou
mod 2.

Si done ¢,— g, 0,—0;, ¥ —7' sont entiers et si la somme de ces entiers est

e,—oi+o,—oit+r—r =0, mod 2,
1,

e—ote,—o+r—r =

paire, on pourra choisir deux intégrales de l'équation I,

9@ o (@)
et deux intégrales de I'équation E',

¢'(x) et f'(z)
telles que quand z décrit un contour fermé quelconque les valeurs finales de
¢'(x) et f'(x) Sexpriment linéairement & l'aide des valeurs initiales de ces mémes
intégrales par la méme formule qui exprime les valeurs finales de ¢ () et f(x) en
fonctions linéaires des valeurs initiales de ces mémes intégrales. »

Remarque. — D’aprés ce qui précéde, on aura toujours le moyen, quand

Péquation (1) n'admet que deux points singuliers & distance finie, d’exprimer les
valeurs finales des intégrales de cette équation en fonctions linéaires des valeurs
initiales en supposant que z ait décrit un contour fermé quelconque et par con-
séquent de reconnaitre si ces intégrales sont algébriques.

Discussion.

Supposons que les conditions de M. Fucms soient remplies; on a

A = cos2mg,+isin2mo,, @ = cos2mp,+isin2mp,, v = cos2mr+isin2xr,

sax{i = - )
1

REH

d’ont

. bra)leri) - 3)

. (

b



Sur les fonctions fuchsiennes, 83

ou
o« _ cos2xr —cos2me, — cos 2w, + 1 3 4 cos wr sin we, sin wo,

B cos 2mr — cos 27 (0, — 0,)

o . .
Dans cette formule —- s’exprime par une fonction monodrome de g,, o, et 7.

Y

Done par raison de continuité, Ia racine qui conviendra & la question sera ou
bien foujours celle qui correspond au signe + ou bien foujours celle qui correspond

au signe —. En prenant pour exemple une équation ayant une intégrale algé-
brique on déciderait aisément lequel des deux signes on doit prendre.
Soit done
1 [} 1 Q2

2 2 2 2
y = (.’17——(11) (x'—az)

Cette fonction satisfait & 'équation différentielle,

(}A_&)(_l_&» g(i_&>(i_g-_z) (i_&)(_l_&)
1 d2y_ 2 2 2 2 + 2 2 2 2 2 2 2 2

Y dxz‘ o (x - a1)2 (x - al) (.’t - (12) (x - (12)2

et il est clair que la différence des racines de l'équation déterminante est ici

pour a,, 0,

pour a,, 0,

pour oo, 1—9,—0,
Posons done » = 1~ 9, —g,, il viendra

o (1—cos 2mo, ) (1— cos 2mp,) — sin 2y, sin 2mwe, T [— sin 2mp, sin 2wy, 4- (1—cos 2mp,) (1— cos 2mp,

i - 2 sin 2xg, sin 2w,

or il est clair que dans le cas particulier qui nous occupe, on doit avoir

A 0; donc toutes les fois que

B
r=1-9¢—e

c'est le signe — qu'on doit prendre; et par raison de continuité, c’est le signe —
qu'on doit prendre, quels que soient r, o, et g,.
Done quels que soient 7, g, et g,, on a

3 cos 2mwr — cos 27 (g, — @,)

o _ cos2xr —cos 2mwp, — cos 2mp,+ 1 — 4 cos mrsin w g, sin o,

Si les conditions de M. Focas sont remplies, cette valeur est réelle.
Supposons en particulier,

0. = %
11*
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il vient
« _ cos2mr—cos2mg, + 2 —4 cos wrsin we,

g cos 27 + cos 2xg,

Ne supposons plus

(S0

0 ==

et revenons & l'expression générale; nous verrons qu'elle pent se simplifier et se
mettre sous la forme suivante

4 k(4
cos _2_ (91 + [t 7‘) cos _2_ (91 + 0. + 7‘)

P 7
cosf(gl—gg+r)cos72~(9,—g,—r)

o
ou bien encore
o cos w7 + cos w(g, + o,)

B~ cosmr+cosm(p, —o,)

Soient en général @(x) et f(x) deux intégrales d'une équation du second
ordre. Quand z décrit un certain contour fermé, les valeurs finales de ces inté-
grales sont données en fonctions linéaires des valeurs initiales par les formules

ag(x)+ 81 (@),
vo @)+ 8f (2).

En général, on ne sait pas calculer e, B, 7, 9. Mais si le contour fermé ne
contient qu'un seul point singulier, on saura touwjours trouver les racines de
I'équation en o

(¢ — @) (0 —0)—By = 0.

On ne peut plus le faire en général quand le contour contient plus d'un
point singulier.

Cependant, on vient de le voir, s’il n'y a que deux points singuliers a
distance finie, on pourra toujours faire ce caleul, quelque soit le contour con-
sidéré; on pourra méme, en faisant attention au choix des intégrales ¢ () et
(), calculer les coefficients «, 8, 7, d eux-mémes.

Cette circonstance va nous permettre de discuter plus complétement, dans
ce cas particulier, le théoréme de M. Fucas.

Supposons pour fixer les idées

L
Ot

o = 5 0, =

H

=

2 ne changera pas quand on changera

& en iz
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on
g — 0 £— o
2—p T
ou
Qi
2:7(; en ¢ 6 j:g.

Le premier de ces changements nous l'appellerons l'opération L, le second
Popération M, le troisitme l'operation N et nous désignerons par exemple I'opé-
ration complexe qui consiste & faire ! fois 'opération L, puis m fois 'opération
M, puis » fois 'opération N, puis de nouveaun I, fois I'opération L, par la notation

L' M™ N® L4
On aura -
@ V3—-\2
B V3+v2'
%— est done positif; on verrait aisément que % a pour argument %

Je suppose maintenant que sur le plan représentatif des z, on fasse deux
coupures en ligne droite l'une de @, & a,, Yautre de ¢, & 'infini. Supposons a,
et a, réels. Supposons que les intégrales ¢ (z) et f(x) aient été choisies de telle
sorte que si

@ _
f @) ’
2= 0pour z = a, et z = 1 pour z = a, ou ¢ = 1.

Toutes ces suppositions peuvent toujours étre faites.

Quand # swivra la coupure de ¢, & @, d'un certain cdté de cette coupure,
du coté que nous appellerons «, @ (%) et f(x) resteront réels et par conséquent 7
sera. réel, et variera en. ligne droite de 0 & « c'est-i-dire de 0 & 1. Quand =
suivra cette méme coupure de l'autre coté, 'argument de

9@ _
f@ = °
expression qui contient en facteur
(x—-al)%?
sera constant et égal & ~7t—; # variera donc de 0 & a\~1 ou de 0 & \—1.

2
Quand 2 suivra la coupure de a, & l'infini du coté o« de cette coupure, largu-

ment de
Z—a

=8
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s o . s . 7 .
qui était 0 quand z suivait du coté « la coupure a, a,, devient 3 puisque
I'expression

Z—a
e=p
1 . . y
contient (x — a,)* en facteur, et que quand en sunivant la droite «, @,c0, on dépasse
le point a, on voit I'argument de x — a, augmenter de =.
Quand « décrira cette coupure ¢,co, # déerira donc dans son plan un arc

du cercle déerit sur «f comme diamétre, arc allant de o & §.

On démontrerait de méme que quand z décrit cette méme coupure de
lautre co6té, ¢ suit un arc du cercle décrit sur a\—18\—1 comme diamétre,
arc allant de « \\—1 & 5.

11 en résulte que si z décrit tout son plan sans franchir aucune coupure, 2
restera a Vintérieur du quadrilatére mixtiligne aOa'yp.

Dans la figure 2, « représente la
quantité imaginaire «; o', ,, «!, re-
présentent les quantités aV—1, —,
—a\=1; 9, 7, 71, 7, Teprésentent z,
—7’\/—17 -7 7\/_1'

Le cercle p,ayd est le cercle
décrit sur e¢ff comme diamétre. Per-
mettons maintenant & 2 de franchir
la coupure a, a,; alors pour voir quelle

sera la région ou # restera confiné,
appliquons au polygone «0a'y les opé-
rations

L, L*, I*

Figure 2. et nous obtiendrons le quadrilatére

curviligne
VV1?: 755

les cercles qui le forment se coupent aux sommets du quadrilatére sous des
angles de 60°,

Du point O comme centre décrivons un cercle HH' coupant orthogonalement
le cercle aypd.

Ce. cercle n’est pas altéré par les opérations Z, M, N.

Or le quadrilatére yp,7,7, est tout entier intérieur a ce cercle. Si z déerit
dans son plan un contour quelconque, ¢ reste dans ce quadrilatére on dans le

transformé de ce quadrilatére par une des opérations combinées & Paide de
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L, M, N. Or tous ces transformés sont intérieurs au cercle HH' puisque le
transformé d'un point intérieur & ce cercle est intérieur a ce cercle. Donc quel
que sait le contour déerit par x dans son plan, & ne powrra jomais sortir du cercle HH'.

Une autre remarque, c'est que tous les transformés des cercles py,, 7,7,
¥: Vs, etc.-par une opération quelconque combinée & l'aide de L, M, N coupent
orthogonalement le cercle HH'.

Cela posé, je suppose que lon permette & z de franchir un plas grand
nombre de coupures; alors la région déerite par z ira en s'étendant de iplus en
plus. Pour g'en rendre compte il faut ajouter aun guadrilatére yy,y,p, un cer-
tain nombre de ces transformés obtenus par les opérations L, M, N répétées un
certain nombre de fois.

Quelques définitions d’abord. J’appellerai conjugué d'un point a, le point a,
qui sera le pied de la perpendiculaire abaissée du point a sur la polaire du point
a par rapport au cercle HH'

J'appelle opération S par rapport au point a, I'opération qui consiste a
changer

2w
z2—a 6 2—a
m en ¢ ~—~——z_al .

Si @ est le transformé de y par une opération combinée & l'aide de L, M, N
Vopération S sera une des opérations combinées a l'aide de L, M, N.

Jappelle quadrilatéres @ les différents quadrilatires curvilignes qui sont
les transformés du quadrilatére yyp,y,y, par une opération combinée a l'aide de
L, M, N.

Considérons un polygone curviligne P quelconque, susceptible d’étre décom-
posé en un certain nombre de quadrilatéres Q. J'applique aux différents quadri-
latéres ¢ qui composent ce polygone, les opérations S, S*, 8% §*, 8° par rapport
4 chacun de leurs sommets; sauf pour les quadrilatéres qui ont un sommet sur
le périmeétre du polygone, ces opérations ne feront que reproduire des quadri-
latéres @ faisant déja partie du polygone P. Mais appliquée aux quadrilatéres
qui ont un sommet sur le périmétre du polygone, ces opérations conduisent &' des
quadrilatéres nouveaux, que janmnexerai au polygone P de fagon & former un
polygone plus grand P'. Ceite transformation de P en P'. s'appelera Uopération T.

Cela posé appliquons l'opération 7' au quadrilatére yyp, p, 7, jobtiendrai un
premier polygone P,; j'applique de nouveau l'opération 7' & ce polygone et j'ob-
tiens un second polygone P,, puis un troisidme P,, ete. Les polygones P, sont
des régions que z peut parcourir sans qu'on fasse franchir &4 z des coupures en
nombre infim.
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Je dis que le polygone P, a ses angles égamx a 60° on 4 120°. En effet
considérons la figure 8 qui représente grossiérement la décomposition du poly-
gone P, en quadrilatéres ). Sur cette figure les arcs de cercle ont été remplacés
par des droites. Comme les quadrilatéres ¢ ont tous leurs angles égaux & 60°,

An A on voit que les angles du polygone P,

A B1o
o~y O A A,, A4, ..., A4, sont de 60°
B, By et
Ag > . Az B, B, ..., B, sont de 120°
" ? C.Q.F.D.
Bl 5]
As S0 De plus, on n'a jamais deux angles de 60° de
by By suite. Passons an polygone P,.
Mbﬁ CR bEs \A Sur les figures 4 et 5, les angles marqués 4
A As *  sont de 60° les angles marqués B de 120°.
Figure 8. En général les quadrilatéres annezés au po-

lygone P, se divisent en deux catégories: 1° ceux qui n'ont qu’on sommet com-
mun avec P, et trois avec P,; en ces trois sommets les angles de P, sont un de
60° et deux de 120°; 2° ceux gui ont demx sommets communs avec P, et deux

avec P,; les deux angles correspondants de P, sont de 120°.

& A
B ......... Rl B
Ax ! ;
; A
A -
Figure 4. Figure 5.

Sur les figures 4 et b les traits pleins représentent wne portion du poly-
gone P, partagé en quadrilatéres ¢, et les quadrilatéres en poi_ntillé sont ceux
qu'on doit annexer au polygone P, pour former le polygone P,. Sur la figure
a4 gauche on envisage une portion du périmétre de P, ol un angle de 120° sue-
céde & un angle de 60°, sur la figure & droite une portion de ce périmétre ol
deux angles de 120° se succédent. On voit & la seule inspection des figures que
les angles du polygone P, sont encore de 60° et de 120°.

On démontrerait de la méme facon qu'il en est de méme des angles du
polygone P,, et en général du polygone P,.
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Conséquence. — Les polygones P, sont des polygones curvilignes dont les
cdtés sont formés par les arcs de certains cercles qui coupent orthogonalement
le cercle HH', et dont les angles sont tous saillants.

Ces préliminaires établis, nous pouvons nous poser maintenant la question
suivante:

La fonction
= @(2)

qui, nous 'avons vu, #'existe pas quand le module de # est plus grand que OH,
reste-t-elle méromorphe quand le module de # est plus petit que OH?

Pour résoudre cette question, reportonms-nous & ce qui a été dit dans la
Note 6. On se rappelle qu'on a congidéré dans cette Note, certaines régions

! Note 6. On peut se rendre compte de la maniére suivante de linsuffisance de Ia demon-
stration de M. FucHs. Je suppose que sur la sphére représentative des x je joigne chaque point
singulier an point co par une coupure. Si Pon fait décrire & x un chemin qui soit assujetti & ne
pas traverser les diverses coupures plus de » fois, le point représentatif de z décrira un chemin
qui sera assujetti & rester daps une certaine région R, de la sphére. Quand m va augmenter, la
région R, va s'étendre de plus en plus.

8i en s'étendant, la région B, arrive a se recouvrir en partie elle-méme, de telle sorte que
le point reprdsentatif de z puisse venir de deux manitres différentes en un certain point de la
sphére, il est clair que x ne sera pas fonction monodrome de z; si au contraire cela ne peut avoir
lien, « sera monodrome en z.

Or on peut concevoir de deux mani¢res différentes que la région K, se recouvre en partie
elle-méme, comme Pindiquent les figures qui suivent:

Figure 6.

Figure 7.

Dans ces figures, les deux cercles représentent les deux hémisphéres, les parties restées en
blanc sont les portions de la sphére qui ne font partie de la région R,,; la région R est couverte

Acta mathematics 39. Imprimé le 20 juin 1928. 12



90 H. Poincaré.

R,, et yai montré que la condition pour que x reste monodrome en #, c'est que
cette région R, n'arrive jamais & se recouvrir partiellement elle-méme. Nous
avons vu en outre que cette région R, peut se recouvrir partiellement elle-méme
de deux maniéres différentes; ou bien en laissant tout le reste de la sphére d’un
méme cdté de son contour; ou bien en formant une sorte d’anneau de telle facon
que la portion de la sphére qui ne fait pas partie de R, soit divisée en deux
régions bien distinctes et qu'on ne puisse aller de 'une & 'autre sans traverser I,.

La démonstration de M. Fuces signifie, je le rappelle, que la région R, ne
peut se recouvrir elle-méme de la premiére maniére. Cherchons done si elle peut
se recouvrir elle-méme de la seconde mamiére.

Or ici les régions R, sont représentées par les polygones P,, ou du
moins les polygones P, peuvent jouer dans la démonstration identiquement le
méme role.

Considérons la sphére qui a pour grand cercle le cervcle HH', projetons
stéréographiquement la figure qui est dans le plan de ce grand cercle sur cette
sphére. Les polygones P, vont se projeter suivant des polygones curvilignes
sphériques H,, dont les cotés seront des petits cercles coupant orthogonalement
HH' et par conséquent situés dans des plans perpendiculaires & celui de ce
grand cercle et dont les angles seront tous saillants.

Projetons encore la figure orthogonalement sur le plan de ce grand cercle
HH'; les polygones H,, vont se projeter suivant des polygones rectilignes K,
dont les angles seront tous saillants.

m

Or il est clair qu'un polygone rectiligne dont tous les angles sont sail-
lants ne peut se recouvrir partiellement de la seconde maniére.

Donc ni les polygones K,,,
se recouvrir partiellement de la seconde maniére.

Donc # est méromorphe en # dans l'intérieur des polygones P,.

Mais quand m tend vers l'infini, les polygones P, re rapprochent de plus
en plus du cercle HH'. En effet si cela n'était pas, quand m tend vers l'infini
le polygone P, tendrait vers un certain contour P qui devrait étre un contour
fermé sans point double et reproductible par toutes les opérations combindes &

V'aide de L, M, N ce qui n'est possible que du cercle HH'.

ni par conséquent les polygones P, ne peuvent

de hachures et on observe deux couches de hachures dans les portions de la sphére oit la région
R, se recouvre elle-méme.

M. FucHs a démontré que la région R, ne peut pas se recouvrir partiellement elle-méme
de la premiére mamiére, puisqu’il a fait voir que quand z décrit dans Vintérieur de la région R,
un cercle infiniment petit, # revient 4 la méme valeur.

Mais it wa pas démontré que la région R, ne peut pas se recouvrir partiellement elle-méme
de la seconde maniere.
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Donc x est méromorphe en z dans Uintérieur du cercle HH'.

La fonction z, nous l'avons vu, n'existe pas dans toute l'étendue du plan,
de sorte qu'on ne peut pas dire positivement que ce soit une fonction analytique
de #; mais c’est une fonction parfaitement déterminée de cette variable. C’est ainsi
qu’on doit entendre dans ce cas le théoréme de M. Fucas, et cela d’ailleurs suffit
pour les conséquences que ce géométre en tire.

Faisons quelques remarques sur la fonction z.

D’abord elle peut étre représentée par une série convergente. E%T est
en effet si 4 est convenablement choisi, une fonction méromorphe de 2 qui reste
finie tout le long du périmétre du quadrilatére py,p,7, et par conséquent tout
le long du périmétre du polygone P,. De plus guand m tend vers linfini le
périmeétre de ce polygone reste fini.

Donc lintégrale

ag
@—24)(—9
prise le long du polygone P, reste finie quand m tend vers linfini.

Or cette intégrale est égale d’'une part & uwne série convergente ordonnée

suivant les puissances de #; d’autre part & —f(¢) plas une série de termes en

A

Z—a

faciles & former. En effet, soit @ 'un des infinis de la fonction nous

-2
aurons un terme en
1

z2—a’

Supposons que l'on sache que x ne change pas quand on change

z en ————k}fz i l]z,
alors nous aurons un autre infini
k—al’
= T an
-avec le résidu
Fh—nk
ce qui nous donne le terme
Eh—WEk 1
(h—ak') E—ak'
R Taw

12%
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La somme de tous ces termes diminuée de f(¢) et multipliée par 2¢m représente
Vintégrale considérée. Bien entendu, on ne doit prendre que.les termes relatifs
aux infinis situés & l'intérieur de P,.

On a alors

f&) =2

@(2) étant holomorphe en z; quand m tend vers linfini ¢(2), qui est égal &
I'intégrale divisée par 2im, tend vers une limite finie,. en méme temps que

2

+ ¢ (2),

g—a

——a devient une série infinie. Cette série infinie est donc convergente.

Donc f(2) peut se mettre sous la forme suivante,
A
2o te®),
ot @ (2) est holomorphe dans Uintérieur du cercle HH' et ou 3, Py est ume série
convergente dont le terme général est facile & former.
Une autre remarque: Soit une équation différentielle
&y [ A4, n 2B+2 A4, ]
izt = Y @w—ay " w—a)z—a,) (x—a,);

telle que
91=1+%, 92=1+%, r=2+%‘7
par exemple.
Pour ne pas confondre la variable z qui rentre dans cette nonvelle équation,
avec celle qui entrait dans l'ancienne, appelons-la z,; mais continuons, & poser

. n®)
fi()
o, (x) et f,(xr,) étant des intégrales convenablement choisies de la nouvelle
équation; z sera une fonction de x, qui aura une infinité de valeurs; mais on
les obtiendra toutes en appliquant & l'une d’elles toutes les opérations com-
bindes 4 l'aide de L, M, N (voir page 85) or z est une fonction monodrome de
# qui ne change pas quand on applique & cette variable 'une de ces opérations.
Donc x est monodrome en z,; seulement ici encore, x wexiste pas pour toutes les
valeurs de x,; cette fonction wexiste que pour les valeurs de z, telles que z soit a
Vintériewr du cercle HH'.

Derniéres remarques.

Le mode de discussion que nous venons d’employer peut étre utilisé toutes
les fois que l'on n'a que deux points singuliers. La difficulté augmente avec le
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nombre de ces points. Voyons comment on devrait aborder la question, si l'on
avait trois points singuliers par exemple.

Soient a, et o, deux de ces points singuliers, supposons qu’ils sont réels et
que les coefficients de 1'équation différentielle sont également réels; réunissons
ces deux points par une coupure en ligne droite, et joignons de méme les autres
points singuliers par des coupures.

Quand « décrira d’un certain coté la coupure a,a,, z restera réel et variera
de @ & f8; quand on appliquera aux différents points de ce segment de droite,
les diverses opérations qui ne font pas varier z quand on les applique & la
variable z, les transformés successifs de ce segment de droite seront une infinité
d’arcs de cercle.

Pour que le théoreme de M. Fuchs soit vrai, il faut et il suffit qwaucun de
ces arcs de cercle ne vienne couper le segment de droite.




