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Unte r  einer P r  i m f u n k t i o n auf  einer a lgebra i schen  Riemannschen  Fliiche 

wird gewShnl ich eine an~lyt ische Funk t ion  yon zwei unabh~ingig vone inander  

~uf ~ l~ufenden Var i~blen  ~(~) und ?~(z) vers tanden,  die genau  ~uf der  ,,Dia- 

gona.hnannigf~l t igkei t"  ~ (~) = ~ (z) in ers ter  Ordnung  verschwindet .  Die Bezeich- 

n u n g  geh t  uuf Weiers t rass  zurfick, der in seinen Vor lesungen  fiber Abelsche 

Tr~nszendenten  P r i m f u n k t i o n e n  zur t I e r s t e l l ung  von P r imf~k to rze r l egungen  ~lge- 

bra i scher  Funk t ionen  verwende~ hut.  I Sp~tter h~t F. Klein den ve rwand ten  wich- 

t igen Begrif~ der  (uuf homogene  Var iable  bezogenen) P r i m f o r m  o'ebildet. "~ 

Auch F. P rym h ~  P r i m f u n k t i o n e n  besonderer  Ar t  e ingeff ihr t  und benutzt ,  s 

Angesichts  der Bedeutung,  die den P r i m f u n k t i o n e n  ~uf a lgebr~ischen Riemann-  

schen Fliichen zukommt ,  scheint  es yon In te resse  zu sein, en t spreehende  Funk-  

t ionen und Vera l lgemeine rungen  auch im n ich ta lgebra i schen  Falle zu s tudieren.  

D~s soll in der vor l iegenden Arbei t  in Angri f f  g e n o m m e n  werden.  

Auf  einer  geschiossenen Riem~nnschen  Fl~iche kSnnen P r imfunk t ionen  s icher  

nicht  uls fiberall  endliche und zugleich e indeut ige  F u n k t i o n e n  gew~ihlt werden.  

Die  P r i m f u n k t i o n e n  von Kle in  und P r y m  sind zw~r ~ibera]l endlich, aber  in 

bezug auf  beide Ver~nder l iehe  unendl ich  vieldeutig.  Die Weie rs t rassche  Pr im-  

funk t ion  weist  Pole  und  isolierte wesent l iche Singul~rit i i ten auf;  sie ble ibt  

1 WEIERSTRASS, Werke Bd. 4, S. 387 ft. 
F. KLEIN, Zur Theorie der Abelschen Funktionen. Math. Annalen 36 (I889/9o): Gesammelte 

Abhandlungen Bd. 3, S. 388 ft. - -  Vgl. auch W. F. OSaOOD, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 
2; S. 4o2 ft. 

s F. PRY5I und G. ROST, Theorie der Prymschen Funktionen erster Ordnung, Leipzig I911 , 
II. Teil. 
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in bezug auf eine der beiden Ver~inderlichen eindeutig, nicht jedoch in bezug 

auf die andere Veriinderliche. 1 Es fragt sich, ob es nicht wenigstens auf einer 

n i c h t g e s c h l o s s e n e n  Riemannschen Fl~iche 91 stets eine fiberall endliche, 

e i n d e u t i g e  Funktion mit den Eigenschaften einer Primfunktion gibt. t t ierzu 

w~re im Zylindergebiet 91 X 91 eine iiberall endiiche, eindeutige Funktion Y2(~,z) 

zu kons~ruieren, fiir die aas analytisehe Fliiehenstiiek ~($)-~ ~ ( z ) a l s  einzige 

Nullstellenmannigfaltigkeit,  und zwar yon erster Ordnung, vorgesehrieben ist. 

Nun ist die Frage naeh der Existenz analytiseher Funktionen mehrerer 

Veri~nderliehen zu vorgegebenen Nullstellenfliiehen - -  bekannt als zweites Cousin- 

sehes Problem - -  in der Literatur eingehend behandelt worden. ~ Seit liingerem ist 

bekannt, dass es keineswegs immer mSglieh ist, ein in einem Gebiet ~ fiber dem 

R~,~ vorgelegtes Cousinsehes Problem 2. Art dureh eine eindeutige Funktion zu 

15sen. Damit eine eindeutige LSsungsfunktion existiert, miissen das Gebiet 

und die in ~ vorgegebene Menge ~J~ yon Nullstellenfliiehen besondere Bedin- 

gungen erfiillen. Eine notwendige und in manchen Fis aueh hinreiehende 

Bedingung besteht, wie ieh in einer friiheren Arbeit ~ gezeigt babe, darin, dass 

die Sehnittzahlen yon ~[~ mit den zweidimensionalen Zykeln in ~ - -  ieh nenne 

sie die e h a r a k t e r i s t i s e h e n  S e h n i t t z a h l e n  yon ~J~ in bezug auf ~ -  sis 

lieh verschwinden. Zur DiagonMmannigfaltigkeit des Zylindergebietes 91 X 91 ge- 

hSren nun nur dann lauter versehwindende charakteristisehe Sehnittzahlen in 

bezug auf N • N, wenn 91 sehliehtartig ist. Daher kann es i .a.  auf einer nieht- 

gesehlosssenen Riemannsehen Pliiehe eine iiberall endliche, eindeutige Primfunk- 

tion nieht geben. 

Es litsst sieh jesloeh zeigen, dass als Primfunktion stets eine m e h r d e u t i g e ,  

fiberall endliehe analytisehe Funktion gewi/hlt werden l(ann, deren Mebrdeutig- 

keitsverhalten dem der Weierstrassehen Primfunktion genau entsprieht. Hierzu 

studleren wir das zweite Cousinsehe Problem in Mlgemeinen Zylindergebieten 

= 91 X 91", wo die niehtgesehlossenen Riemannsehen Flhehen 91 und 91" nicht 

1 Die Weiers t rassche P r imfunk t ion  hiingt auch von den Polstel lcn analyt isch ab; sie wird daher  

iiblicherweise als Funk t i on  yon drei VerSnderl ichen geschriebcn. Wir  denken uns  die Polstellen- 

verSnderl iche festgehalten.  

2 Die erste grundlegende U n t e r s n c h u n g  zu diesem Problemkreis  s t a m m t  yon P. CousIN:  Sur  

les fonct ions de n variables complexes,  Acta ma themat i ca  19 (I895), S. I - -6~ .  Ih re  Ergebnisse  

mi t  Beweisen sind ausfi ihrl ieh dargestel l t  bei W. F. OSGOOD, Lehrbuch  dcr Funkt ionentheor ie  I I ,  

~, Leipzig und Berlin.  - -  Wegen wei terer  L i t e ra tu r  sei an t  den Bericht  yon H. BEnNKE und K. 

STEIN verwiescn:  Analyt ische Funk t ionen  mehrerer  Ver~nderl ichen zu vorgegebenen Null- und  

Polstellenfliichen, J ah resbe r i ch t  der deutschen Math. Vereinigung 47 (I937), S. I77 - - I92 .  

s K. ST~IN. Topologische Bedingnngen fiir die Exis tenz  analyt i scher  Funk t ionen  komplexer  

Ver~nderl ichen zu vorgegebenen Nullstellenfl~tchen, Math. Annalen I17 (I94I) ,  S. 7 2 7 - - 7 5 7  . 
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notwendig als identisch vorausgesetzt sind. Wir  beweisen, dass zu einer in 

singularitiitenfrei vorgegebenen )/Ienge ~ yon Nullstellenfl~chen stets eine iiberall 

eadMche, analytische Funktion gefunden werden kann,  die in bezug auf die 

Ver~inderliche ?~(z) eindeutig, in bezug auf die Ver~nderliche ~(~) multiplikativ 

mehrdeutig ist, wobei die Multiplikatoren eindeutige nichtverschwindende Funk- 

tionen yon ~(z) auf ~* darstellen. Die charakteristischen Schnittzahlen yon 

in bezug auf ~ h~ngen mit den Multip[ikatoren eng zusammen und sind durch 

sie bestimmt. Wi t  nennen eine in ~ analytische Funktion f(~, z) mit solchem 

]~Iehrdeutigkeitsverhalten eine m u l t i p l i k a t i v e  a u t o m o r p h e  F u n k t i o n  (zu 

diesen gehSren speziell auch die in ~ eindeutigen Funktionen). Insbesondere 

heisse f(~, z) eine P r i m f u n k t i o n ,  wenn sie genau auf einem in ~ irreduziblen 

Fl~chenstiick in erster Ordnung verschwindet. Spezialf~lle bilden die zur Rie- 

mannschen Fl~iche ~ geh6renden Primfunktionen. 

Sodann ergibt sich: Jede in ~ iiberall endliche multiplikative automorphe 

Funktion gestattet  eine Darstellung als Produkt  yon Primfunktionen, und diese sind 

bis auf nich~verschwindende mul~iplikative automorphe Funktionen als Faktoren 

eindeutig bestimmt. Dieser Sachverhalt entspricht dem Satz yon der Primfaktor- 

zerlegung der ganzen Funktionen. ~ 

Wir zeigen welter, dass in ~ stets iiberall endliche multiplikative automorphe 

Funktionen konstruiert werden kSnnen, zu deren Nullstellenfliichen beliebig vor- 

gegebene charakteristische Schnittzahlen gehSren. Daher gibt es zu jedem Cou- 

sinschen Problem 2. Art in ~ eine e i n d e u t i g e  analytische Funktion, die 

w e n i g s t e n s  auf den vorgegebenen Nullstellenfliichen in der vorgeschriebenen 

Ord~ung verschwindet, eventuell jedoch noch weitere Nullstellen besitzt. Hieraus 

folgt, dass eine in ~ eindeutige meromorphe Funktion dort als Quotient ein- 

deutiger, analytischer, iiberall endlicher Funktionen darstellbar ist, die jedoch 

uicht notwendig teilerfremd sind. 

Es sei noch angemerkt, dass entsprechende Aussagen auch fiir Zylinderge- 

biete mit mehr als zwei Projektionen gelten. Wir  formulieren sie in einem 

erg~nzenden Abschnitt. 

In haltsiibersicht. 

~) Integrale ~. Gattung und multiplikative automorphe Funktionen. 
2) Multiplikative automorphe Funktionen zu vorgegebenen Nullstellenfl~ichen. 
3) Schnittzahlen und Multiplikatoren. 

i Vgl. W. F. OSGOOD, Lehrbuch der Funktionentheorie ]I, I, 2. Aufl. S. 268 ft. 
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4) Prim- und Elementarfunktionen Riemannscher Fliichen. 
5) Produktdarstellung multiplikativer automorpher Funktionen durch Primfunk- 

tioneu. 
6) Analytische FlSchen zu vorgegebenen charakteristischen Schnittz~h]en. 
7) Multiplikative automorphe Funktionen in 2 z-dimensionalen Zylindergebieten. 

I) I n t e g r a l e  1. G a t t u n g  und m u l t i p l i k a t i v e  a u t o m o r p h e  F u n k t i o n e n .  

Wi r  st.ellen zun~chst  eine Reihe yon Begriffen und Aussagen fiber Rie- 

ma.nnsche Fl~chen und Fun k t i o n en  auf Riemannschen  Fl~chen zusammen, die 

im fo lgenden benSt igt  werden. Ein Teil  dieser Aussugen wurde yon H. Behnke 

und  Verf. in einer  kiirzlich erschienenen Arbei t  bewiesen. 1 

Unter  einer  Riemannschen  Fliiche wird stets eine fiber Punk ten  der kom- 

plexen Ebene ausgebrei te te  (konkrete) Riemannsche  Fl~che verstanden.  Win- 

dungspunkte  endlicher  Ordnuug  sind als inhere P u n k t e  zugelassen. Sind (~ und 

~ Teilgebiete einer  nichtgeschlossenen Riemannschen  Fl~iche ~ - -  in Zeichen 

(~ ~ ~,  (~l ~ ~ - -  so heisst  (~ g a n z  im  I n n e r n  yon ~ti g e l e g e n -  in Zeichen 

~ (~1 - -  fulls ~ in (~1 kompak~ ist. (~ heisst  r e l a t i v  zu  ~ e i n f a c h  zu- 

s ~ m m e n h ~ n g e n d ,  wenn jedes endliche System geschlossener Kurven  in (~, 

das innerhalb (~1 berandet ,  schon in ~ ber~ndet.  2 ~ heisst fe rner  ein P o l y -  

g o n g e b i e t ,  wean  sein Rand  uus endlich vielen punkt f remden ,  doppelpunkt-  

f re ien geschlossenen Kurven  besteht,  die ihrersei ts  aus endlich vielen Strecke~ 

und H~lbgeraden  zusammengesetz t  sind, wenn ausserdem .ieder l~andpunkt  

H~ufungspunk t  ~iusserer Punk te  ist. I s t  eine Folge yon Polygongebie ten  ~ ,  mit  

~ ,  ~ ~ + ~  ~ ~ vorgelegt,  derar t  dass es zu ~edem Gebiet  (~t* ~ ~)~ einen Index  

v o ~'ib~, sodass ffir v > v o ~* gunz im In n e rn  yon ,~  liege, so heisst  die Folge  

~ eine n o r m u l e  A u s s c h S p f u n g s f o l g e  von ~, wenn jedes ~ relativ zu 

allen ~ mit  ,u > v und zu ~ einfach zus~mmenh~ngend ist. Jede  nichtgeschlos- 

sene Riemannsche Fl~iche ~ besitzt  normale  AusschSpfungsfolgen ~{~., ebenso jedes 

Tei lgebiet  yon ~. D~s Polygongebie~ ~0 der normalen AusschSpfungsfolge ~ 

wird stets ais schlechthin einfach zusammenh~ingend gew~hlt,  es heisst  der  K e r n  

der  Folge ~ .  Sind fe rner  ~ und ~* normale AusschSpfungsfolgen der nicht- 

geschlossenen Riem~nnschen Fli~chen ~ bzw. ~*, so heisst  entsprechend die 

Folge yon Zyl indergebieten ~ - ~  ~ ~ ~* eine norm~le AusschSpfungsfolge yon 

~ ~ X ~* und ,:~o ~--No ~ ' ~  der K e rn  dieser Folge. Jeder  nichtgeschlossenen 

1 H. BEKNKE und K. STEIN, Eatwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen Fliichen, 
Math. Annalen I2O (1948), S. 43o--46I. 

Es ist (~ ~ ~1 vorausgesetzt. 
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Riemannschen Fl~iche 01 und jedem Zylindergebiet ~ werde im folgenden jewei]s 

eine normale AusschSpfungsfolge lest zugeordnet. 

Die eindimensionale Homologiegruppe ~ yon 01, bezogen uuf den Ring der 

g~nzen Zahlen als Koeffizientenbereich ~, besitzt eine hSchstens abz~hlbare Basis. 

Falls 9l nicht einfach zusammenh~ingend ist, kann und soll eine zugehSrige 

Homologiebasis und die normale AusschSpfungsfolge 01~ immer mit den folgenden 

Eigenschaften gew~hlt werden: Alle Basiszykel ~ ,  Q =  I , . . . ,  sind einfach ge- 

schlossene, orientierte Kurven in 01, die s~imtlich einen festen Punkt  Po des 

Kerns der Folge 01~ enthalten; ferner sollen jeweils ~ ,  . .. ,  (~k~, o < k, ~ k~ < k~+l, 

eine eindimensionale Homologiebasis in 01, v ~ I, bilden. 

Auf 01 existiert stets e i n e E l e m e n t a r f u n k t i o n e r s t e r O r d n u n g .  Hier- 

unter wird eine im Zylindergebiet ~ = 9{ • ~ eindeutige meromorphe Funktion 2 

A (~, z) der Ver~nderlichen ~(~), ~(z) verstanden mit der Eigenschaft, dass das 

Differential A(~, z) d~ fiir ~(~) ~ ~(z) endlich bleibt und fiir ~ ( ~ ) =  ~3(z) 

einen einfachen Pol mit dem Residuum I aufweist, 3 Ist (~ ~ 0t ein Gebiet mit 

stiickweise glattem Rande und .f(~) eine in (~ reguliire und auf dem Rande yon 

noch stetige Funktion, so ist f in (~ durch das Cauchysche Integral 

f(z)= 2~ri f(~). A(~, z)d~ 
R d  (V) 

darstellbar. 

FOr Funktionen in Teilgebieten Riemunnscher FI~chen gilt der folgende 

Approximationssatz: Sind (~1 und (~2 Teilgebiete der nichtgeschlossenen Rie- 

mannsehen Fliiehe 01 und gilt (~ < ~ < 01, so sind die in (~ reguli~ren ein- 

deutigen Funktionen dann und nur dann stets dureh in (~ regul~ire eindeutige 

Funktionen gleiehmiissig im Innern yon (~, approximierbar, wenn (~ rel~tiv zu 

(~,~ einfach zusammenhiingend ist. Ein entsprechender Satz gilt fiir Funktionen 

mehrerer VerSnderlichen in Zylindergebieten; die notwendige and hinreichende 

1 Auch  bei  a l len  im fo lgenden  b e n u t z t e n  Auss '~gen fiber H o m o l o g i e e i g e n s c h a f t e n  yon Rie- 
m a n n s c h e n  F1/ichen u n d  Z y l i nde rgeb i e t en  is t  der  R ing  der  ganzen  Zab len  Ms Koef f iz ien tenbere ich  

zu G r u n d e  gelegt .  - -  I n  bezug  auf  die topo log ische  Te rmino log i e  folgen wi t  dem L e h r b n c h  der  

Topologie  von  H. SEIFERT u n d  W. THRELFALL, Le ipz ig  u n d  Ber l in  I934. 

E ine  F u n k t i o n  heiss~ in e inem P u n k t e  e ine r  R i e m a n n s c h e n  Fl i iche (oder e ines  Zyl inderge-  

bietes)  regu la r  bzw. m e r o m o r p h ,  w e n n  sie es in bezug  au f  o r t sun i fo rmi s i e r ende  P a r a m e t e r  ist .  
E l e m e n t a r f u n k t i o n e n  s ind  im  a lgeb ra i schen  Fal le  zue r s t  yon  WEIEIlSTI/ASS e ingef f ih r t  wor- 

den.  (Vor lesungen  fiber Abe l sche  Tr~mszendenten ,  Werke ,  Bd. 4)- Zn d iesem Begriff sei a u c h v e r -  

wiesen  au f  R. K 6 N m  u u d  M. I(RAFFT, El l ip t i s che  F u n k t i o n e n ,  Ber l in  u n d  Leipz ig  I928 , sowie  au f  
die wei te re  dor t  angegebene  L i te ra tu r .  
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Bedingung besteht darin, dass die Projekt ionen des kleineren Zylindergebietes 

relativ zu denen des gr6sseren einfach zusammenh~ngend sein ndissen. 

Auf  einer nichtgeschlossenen Riemunnschen Fl~iche ~ lassen sich zu beliebig 

vorgegebenen Periodizit~itsmoduln stets I n t e g r  a l e  I. G a t  t u n g konstruieren. 

Dami t  ist folgendes gemeint :  Werden den Elementen ~(~ einer eindimensionalen 

I-Iomologiebasis in ~ beliebig komplexe Zahlen % zugeordnet,  so gibt es eine 

auf  ~ uneingeschr/inkt regul/ir fortsetzbare Funkt ion  1(~), die sieh bei Fortset-  

zung l~tngs ~,o oder einer zu ~(, homologen Kurve additiv um die Konstanie  a e 

ver~ndert,  x Is t  speziell %0 = I, % = o fiir Q ~ q0, so heisse ein zugeh6riges Inte- 

gral I. Ga t tung  I(,o(~) ein ~Oo zugeordnetes E l e m e n t a r i n t e g r a l  ~. G a t t u n g .  

(~ber die Existenz yon In tegra len  I. Ga t tung  zu vorgegebenen Periodizitfits- 

moduln l~isst sich noch eine weitergehende Aussage machen. Wir  beweisen 

Satz  1 : ~ und ~* seien niehlgeschlossene Riemannsche Fldehen. Den Elementen 

~.,o einer eindimensionalen Homologiebasis i,n ~ seieu Funktionen fo(z)zugeordnet, 

die auf ~* eindeutig und reguldr sind. Dann existiert im Zylindergebiet 

~ ~ • ~* -~ ~-. • ~* eine uneingeschrdnkt reguldr fortsetzbare T:unktion I(~, z) 

mit folgenden Eigenschaften : Wird ?~ (z) festgehalten und durchlduft ?~ (~) die Kurve 

~ ,  so verdndert sich I(~, z) jeweils additiv um die GrSsse fe(z); bei festgehaltenem 

(~) und variablem ~ (z) bleibt I(~, z) eindeutig. 

I(~,z) heisse ein In tegra l  I. Ga t tung  ~uf ~ mit  dem Par~meterbereieh ~*, 

kurz: ein In tegra l  I. Ga t tung  in ~ ---- ~ • ~*. Diefr  (z) heissen die Periodizit~ts- 

moduln yon I(~, z). 

Beweis :  Is t  ~ einfach zusammenh~ngend,  so ist die Aussage des Satzes 

tr ivial;  in diesem Falle ist  sehon I(~, z) ~ o eine gesuchte Funktion.  Die Homo- 

logiegruppe ~t  enthal te  also nicht  nur  das Nullelement.  Es seien I(,(~) den (~(, 

zugeordnete Elementar integrale  I. Ga t tung  auf  ~. Besteht  nun  die eindimen- 

sionale Homologiebasis nur  uus den endlich vielen Elementen ~ , . . . ,  ~- ,  so ha t  

N 
= 

1 I ( ~ )  ist dureh seine Periodizit~tsmoduln nur bis auf eine auf ~ eindeutige Funktion be- 
stimmt. - -  In verschiedenen neueren Untersuchungen ist der Begriff des Integrals I. Gattung auf 
einer nichtgeschlossenen Riemannschen Fl~iche enger gefasst worden. Zu diesem Begriff vergleiche 
man : H. HORNIer, Uber transzendente Integrale erster Gattung, Monatshefte Math.-Physik 47 (I939), 
S. 38o--387 . - -  R. NEVANLINNA, Quadratisch integrierbare Differentiale auf einer Riemannschen 
Mannigfaltigkeit. Ann. Acad. Sci. Fennicae AI, Math.-Phys. l, (I94I), S. 1--34. P. J. MYRBERG, 
Uber transzendente hyperelliptische Integrale erster Gattung, Ann. Acad. Sci. Fennicae, AI, Nr. 
I4 (1943), S. 1--32. Und: Uber Integrale auf transzendenten symmetrischen Riemannsehen FHi- 
ehen, Ann. Aead. Sei. Fennieae 3I (I945). 
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die geforderten Eigensch~ften. Aber auch wenn unendlich viele ~,o auftreten, 

kann ein I(~, z) als analog gebildete unendliehe Summe gewonnen werden. Zur 

Sicherullg der Konvergellz sind die /(~(~) zuvor geigllet zu normieren : Die Kurve 

~o trete erstmalig als Basiskurve in ~ 0  auf, es sei also o ~ k~,e-~ < Q =< k~<. Bei 

Fortsetzung innerhalb ~e_~ bleibt Ie(~) eilldeutig; wir greifen einen Zweig roll 

I,o(~) in ~c_~ fes~ heraus und bezeichnen ihn als K e r n z w e i g  I(,(~). Sei nun e,, 

eine Folge positiver Zahlen mit  konvergenter  Summe; ferner sei die reelle Zahl 
c,o so gewi~hlt, dass 

ce > Max Ire (z) I 

ist (es sei ~* eille normale AusschSpfungsfolge yon ~*). Nach dem zitierten 

Approximatiollssatz gibt es eille in ~ regul~ire eilldeutige Funkt ion s(,(~), sodass 

Wir setzen 
Co 

z,,  (C) = (C) - ,% (C); 

fiir den Kernzweig Je(~) in ~,e-1 gilt damn 

Die unendliche Reihe 

I0+,o(~)1 < ~ ia gl,,_,. 

I(~, z) ~- ~ J(, (~).re (z) 
(~=1 

konvergiert  nun in jedenl ganz im Innern  yon ~ gelegenen einfach zusammen- 

h~ngenden Gebiet absolut und gleichm~ssig und stellt eine gesuchte Funkt ion 

in ~ dar; dabei sind jeweils solche Zweige yon Je (~) zu nehmen, die durch gleieh- 

zeitige Fortsetzung aus den Kernzweigen Je(~) hervorgeheu. - -  Um dies zu 
zeigen, zerlegen wir: 

und weisen innerhalb ~,  = ~ • ~ die Konvergenz der zweiten Summe rechts 

in (I) fiir die Kernzweige Je(~) nach. Es ist in ~ fiir jedes 0~ ~> k+ 
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�9 = " Co ~ Z ~o. 

Damit ist S~z I bewiesen. 

Wir haben im folgenden hhufig Funktionen yon der Gestalt 

(2) 

zu betraehten; d~bei sei I(~, z) ein Integral I. Gattung in 3 = ~3~ X ~F. 3)(~, z) 

ist in ~ uneingeschr~nkt regular fortsetzbar. Sein MehrdeutigkeitsverhMten 15sst 

sieh wie folgt kennzeiehnen: 

1) Bei festem ~(~) und variablem ~(z )b le ib t  3~(~r z) eindeutig. 

2) Wird ~(z) festgehalten und durchl~uft ~(~) eine orientierte gesehlossene 

Kurve ~,o in ~, so erh~tlt 31 (~, z) einen nur yon ~(z) und der Homologie- 

klasse yon ~,o in ~ abh~ingenden Fa.ktor me(z); symboliseh 

= z ) ;  

d~bei ist m~,(z) in ~* regular, eindeutig und ungleich Null. 

Wit nennen allgemein eine in ~ = ~ X ~* uneingeschrKnkt regultir fort- 

setzbare Funktion M(~, z) mit den Eigensehuften i ) u n d  2)eine a u f ~  r e g u l ~ r e  

m u l t i p l i k a t i v e  a u t o m o r p h e  F u n k t i o n  mit dem Parameterbereieh ~* 

- -  abgekiirzt: eine in ~ reguliire m.a.  Funktion - - ,  aueh dann, wenn M(~, z) 

sieh nieht in der Gestal~ (2) mit iiberM1 endlichem I(~, z) darstellen l~sst. Eine 

in ~ regul~ire m.a.  Funktion heisse ferner eine P r i m f u n k t i o n  in ~, wenn sie 

auf genau einem irreduziblen analytisehen Flitchenstiick in ~ in erster Ordnung 

versehwindet. 

Besitzt die in ~ regulKre m.a. Funktion 2~1(~, z) dort keine Nullstellen, so 

gestattet sie die Darstellung 

z )  = e 

wo I(~, z) wiederum ein Integral I. Gattung in ~ (mit eindeutigen Periodizit~its- 

moduln) bedeutet und J(z) ein Integral  ~. G~ttung auf ~*, dessen Periodizit/tts- 

moduln siimtlich ganzzahlige Vielfache yon 2 ~ri sind. Dies ergibt sich aus 

Satz 2: Die Multiplikatoren einer in ~ = ~ X ~* nichtverschwindeuden, regu- 

liS"en multiplikativen autornorphen _Funktion M (~, z)besitzen einde~dige Logarithmen. 

(Es ist jeweils selbstverst~ndlich ein bestimmter Zweig des Logarithmus 

gemeint.) 
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Beweis: Sei ~ eine orientierte geschlossene Kurve in ,~t und ~* eine eben- 

solehe Kin, re in .~*; ferner sei 

(3) 

Wir bilden 

(4) J M(~, z) dz = 
0log M($, Z)dz. 

Oz 

Da M(~', z) eindeutig in bezug auf ~(z) isk so is~ fiir ein festes ~(~)- a($)-= 

k. 2 z i ,  k eine ganze Zahl. Andererseits hi~ngt a(~) stetig (sogar analytiseh) 

yon ~($) ab; daher ist a(~) konstant. Es ist also 

(5) 

Nun ist nach (3): 

(6) 

also: 

{~ (~)} = ~ ( ; )  = -  k.  2 ~ i .  

{M;(r ~)} = ,+' (~). M ( 5  z) + ,1+ (,~)-~;(~, ~), 

(3. 

_ f ~ : ( ~ ) . M ( ~ ,  z) + ~ ( ~ ) . ~ 1 " ( ~ ,  z) 
- re(z) .  M ( L  z) d z  

= fm' (Z)d  z fM;(~,  z) + 
J m(z)  + - -  ~ - - a z  J i (+ ,  ~) 

6.* ~* 

= f d log , ,  (~) + ~ (~). 
(~* 

Demnach muss, wegen (5), 

sein, w. z. b. w. 

f d log m (z) = o 

2) Multiplikative automorphe F u n k t i o n e n  zu  vorgegebenen Nullstellen- 
fl~chen. 

Die Aufgabe, in einem Gebiet I~ iiber dem/t2~ zu vorgegebenen Nullstellen- 

flgchen eine in (~ regulgre Funktion zu konstruieren, kann nach Cousin wie folgt 

formuliert werden: Jedem Punkte P yon (~ sei eine Umgebung II(P) und eine 
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dort regulate Funktion .fp zugeordnet; im Durchschnitt  H(P) nlI(Q) der Um- 

zweier Punkte P und Q bleibe der Quotient f{ regul~ir und verschwinde gebungen 

F 
dort nicht. Gesucht ist eine in (~ reguliire Funktion F, so(lass j e w e i l s ~  in 

11(P) regular und ungleich Null ist. Wir sagen, in ~ sei eine Cousinsche u 

teilung 2. Art  yon reguliiren Ortsfunktionen vorgegeben; die gesuchte Funktion 

F heisse eine zugehSrige LSsungsfunktion. Reguli~re Funktionen f nnd g, ftir 

die in einem Gebiet 11 gilt, dass der Quotient f dort reguli~r bleibt und nicht 
g 

verschwindet, nennen wir in 11 itquivalent in bezug auf Division, kurz /)-iiqui- 

valent. Eine LSsungsfunktion zu einer Cousinschen Yerteilung 2. Art  muss also 

die Eigenschaft haben, mit allen Ortsfunktionen D-iiquivalent zu sein. 

Wir legen nun als Gebiet ~ ein Zylindergebiet ~ ~--- 91 X 91" zu Grunde, wo 

91 und 91" wie bisher beliebige nichtgeschlossene Riemannsche Fliichen fiber der 

if- bzw. z-Ebene bedeuten. Ist in ~ eine Cousinsche Verteilung 2. Art yon re- 

guli~ren Ortsfunktionen vorgelegt, so existiert hierzu im allgemeinen, wie schon 

oben hervorgehoben, keine in ~ eindeutige LSsungsfunktion. Wir zeigen jedoch, 

dass als LSsungsfunktion stets eine reguliire multiplikative automorphe Funktion 

gewghlt werden kann. 

Sats 3: Im Zylindergebiet ~ ~ ~ X 9t* sei eine Cou~i~sche Verteilung 2. Art  

yon regulYren Ortsfunktionen vorgegebe~, l)a~zn existiert eine i~ ~ reguliire multi- 

plikative automorphe _Fun/orion, die mit allen Ortsfanktionen h'quivalent in bezug auf  

Divisio~ ist. 

Beweis: Die Glieder der ~ normal aussch5pfenden Folge yon Zylinder- 

gebieten seien mit ~ ~---~. X ~* bezeichnet. Wir weisen zun~ehst in jedem 

(abgeschlossenen) Gebiet ~----- ~ X ~* die Existenz einer reguli~ren multiplikativen 

automorphen Funktion nach, die dort init den vorgegebenen Ortsfunktionen D- 

iiquivalent ist. 

Hierzu werden ~ und ~* trianguliert, und zwar wird die Zerlegung yon 

~ und ~* in Dreiecke ~ und ~j* so fein gew~hlt, dass jedes (abgesehlossene) 

Gebiet ~ j  == ~ X ~}-* durch eine Umgebung lI,:j des durch die vorgelegte Ver- 

teilung von Ortsfunktionen bestimmten Umgebungssystems fiberdeckt wird; die 

zu 11~j geh5rige Ortsfunktion sei f~-j(~, Z). Die Funktionen j~j(~, z) sind nun in 

geeigneter Weise zu einer multiplikativen automorphen Funktion in ~,  zu ,,ver- 
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herren". Der wesentliche Schritt  dieses Iteftungsprozesses besteht, in Anulogie 
zmn Vorgang yon Cousin, in folgender Konstrukl ion:  

Es seien g~k = ~1 + "" + ~k und ~ = ~ + . . . .  § ~T zwei zusammenhgngende, 

als Punktmengen abgeschlossene Teilkomplexe yon ~ bzw. ~*; ferner sei ~k+l 

ein weiteres Dreieck der Triangulierung yon ~ , ,  das mit  ~k Randpunkte  oder 

Randseiten, jedoch nicht  alle drei Randseiten, gemeinsam hat. In  ~k X ~ und 

~+~ X ~ seien schon regul~ire m. a. Funkt ionen M~(~, z) bzw. M~(~, z ) a l s  

LSsungsfunktionen zur vorgegebenen Cousinschen Verteilung yon Ortsfunktionen 

gefunden, und zwar seien die Multiplikatoren in ~ reguliir, eindeutig und un- 

gleieh Null. Gesucht ist eine entsprechende multiplikative automorphe Funkt ion 
in (~k + @k+a) X ~ .  

Wir  umgeben die ~k und @k+~ gemeinsamen Randstiieke B~ mit  einfaeh zu- 

sammenhitngenden, untereinander punktf remden Gebieten | die so klein ge- 

wghlt sind, dass der Quotient  

Q (5 - at ,  
z) 

jeweils in ,~ -=  @, X ~ reguliir und ungleieh Null ist. In  jedem ~,  legen wir 

einen bestimmten Zweig Q,(r, z) yon O(~, z) lest, dann ist 0,(r z) aort  wegen 

des einfaehen Zusammenhanges yon ~ ,  aueh eindeutig. Es sei nun in ~,  

z)= log O, (5 

wobei jeweils yon einem bestimmten Zweig des Logari thmus ausgegangen sei. 

G~(~, z) ist in bezug auf die Variable ~}(z) in ~ ein Integral  ~. Gattung, seine 

Periodizitgtsmoduln sind siimtlieh ganzzahlige gielfache yon 2 ~ri, (fiir die ver- 

schiedenen G~(~, z) sind diese Periodizitiitsmoduln mSglicherweise verschieden). 

Wir  wiihlen in ~? Integrale I. Gat tung a,,(z), derart  dass a,(z)dort die gleichen 

Periodizitiitsmoduln wie G~(~, z) besitzt. Dann sei 

wobei rechts yon best immten Zweigen ausgegangen werden soll. G*(~, z) ist in 

~ regulis and eindeutig. 

~ enthglt ausser Punkten  yon ~k und ~.+~ auch Punkte,  die zugleich iius- 

sere Punkte  yon ~k und ~k+~ sind, Wir  k5nnen daher das ~k und ~k+~ gemein- 

same Randstiiek R= zu einem gleichfalls noch in @= gelegenen doppelpunktfreien 

Kurvenstiick L~ erggnzen, dessen Endpunkte  itussere Punkte  in bezug auf ~ und 

~+1 sind. Sodann bilden wir 
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~ (~, ~) = ~ [ 6" (s, ~). A (~, ~) r 2 ~ i  . z _, 
L~ 

wo A (~, ~) eine ,'mr ~ erkl~rte Elementurfunktion erster Ordnung bedeute. Die 

Funktion g~(~, z) ist sowohl in ~k X t~[~ wie in ~k+l • 5~ definiert und dort je- 

wells eindeutig und regulfir. Bei Ann~herung an L~ innerhMb (~k ~-~k+~)X ~ 

bleibt g~(~, z) regul~ir, weist jedoch dort den additiven Sprung (;~(~, z) auf; fiber 

die ande~en L ~ , ~ # z ,  ist g~(~,z)dagegen ohne Sprung fortsetzbur. Demnach 

unterscheiden sich die Zweige von 

h~ (~, z) = e%/:, ~/ 

am Kurvenst~ick L~ jeweils um einen Zweig yon 

_n& (~, h 

als Faktor; L~ sei so orientiert, dass h~(~, z) diesen Faktor erh:~tlt, wenn ~(~)L~ 

yon ~k nach ~k+l iiberschreitet. Es sei nun 

21I~ (~, z) = M~ (~, z). l [  h~ (~, z) in .~k X 5~, 
X 

An den Kurvenstiieken L~ unterseheiden sieh zwei bestimmte Zweige yon M12 ([, z) 

und ~,~(~, ~) jewei~s um de~ ~ k t o r  ~-"~(~. ~)~r~us ergib~ sieh, d.s~ M,~(~, ~) 
yon ~ X ~f  in ~§ X ~? hinein regulis fortsetzbar ist und dass alas so fort- 

gesetzte M~(~, z) in ( ~  + ~+~) • ~7 eine reguli~re m.a .  Funktion darstellt, die 

dort mit den Lokalfunktionen D-i~quivalent ist und deren Multiplikatoren in g~ 

reguli/r, eindeutig und ungleieh Null sin& 

Wir denken uns nun die Dreiecke ~ und ~ tier Triangulierungen yon ~ ,  

und ,~* so durchnumeriert,  dass stets .jeweils @k+l (bzw. ~-*) mit ~ = @~ + .-" + ~e 

(bzw. mit ~ = ~  + - - .  + ~ )  1/s wenigstens einer Seite oder Eeke, niemals 

jedoeh lis aller drei Seiten zusammenh/tngt. Dass dies fiir einen zusammen- 

hi~ngenden, endlichen Dreieckskomplex einer nichtgeschlossenen Riemannschen 

Fli~che immer mSglich ist, folgt in einfacher Weise durch vollstis Induktion 

naeh der Anzahl der Dreiecke. Nach dem angegebenen Verfahren werden jetzt 

die Ortsfunktionen f,.~(~, z), die jeweils in ~ X @ insbesondere eindeutig sind, 

in folgender Reihenfolge verheftet: Aus.fH(~,z) in ~ X ~  und f~.(~,z) in 
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~1 X ~ wird (wobei die Vai-iablen ~ (~) und ?~ (z) zuniichst die Rollen vertauschen) 

eine LSsungsfunktion zur vorgegebenen Verteilung yon Ortsfunktionen in ~1 X 

X ( ~  + ~ )  ~ ~1 X ,~  konstruiert, hierauf je eine LSsungsfunktion in ~ • ~ . . . .  , 

~1 --$ - - -$  X ~t0~--~L X ~ ,  und ebenso in allen ~k X ~3l~*. ABe diese LSsungsfunktionen bleiben 

eindeutig, da die ~k einfach zusammenhi~ngen. Aus den LSsungsfunktionen in 

~L • ~* und ~ X ~* wird sod~nn, wieder nach dem beschriebenen Verfahren, 

eine LSsungsfunktion in (~  + ~ )  X ~* = ~ X ~,* konstruiert, hierauf eine in 

~a • ~*, u. s .f .  8o ergibt sich schliesslich eine in ~ = ~ ,  • ~ regul~tre m. a. 

Funktion M (')(~, z), die dort mit allen Ortsfunktionen D-i~quivalent ist. 

Wir denken uns fiir jedes v Funktionen M (~)(~, z) wie angegeben gebildet. 

Damit aus ihnen eine LSsungsfunktion M(~, z) ffir das Gesamtgebiet ~ zusammen- 

gesetzt werden kann, sind sie zun~chst geeignet zu normieren. Es seien (falls 

nicht einfach zusammenh~ingend ist) wie oben ~o, Q ~-- I, . . . ,  k~, k, =< k,.+~, in 

~ (v>=  I) gelegene, zu einer eindimensionalen Homologiebasis in ~ geh5rende 

orientierte Kurven, die zugleich eine Homologiebasis in ~ bilden. Ferner gelte: 

(s) = , . .  (-4 

Die MI')(~, z) werden nun so abge~nder~, dass die Multiplikatoren nieht mehr 

yon ~ abh~ngen. (Ist ~ einfach zusammenh~ngend, so ist eine Ab~inderung der 

M(~)(~, z) nicht erforderlich). 

Die multiplikative automorphe Funktion 

A~ ( ,Ti)  (~, Z) 

N(') (~, z) ~- Mi,)(~, z) 

ist in ~,  regular and ungleich Null; ihre Multiplikatoren 

besitzen daher naeh Satz 2 in 3"  eindeutige Logarithmen. Wir  setzen in 9~-{* 

r ~  (z) = log m~ e (z), 

wobei yon einem bestimmten Zweige des Logarithmus ausgegangen sei; r ,e(z ) 
ist ein in h* ~ definiertes Integral  I, Gattung, dessen s~mtliche Periodizit~ts- 

moduln ganzz~hlige Vielfache yon 2 z i  sind. In  ~-* ist jeder Zweig yon r,+l,e(z)" 
r,e(z ) also eindeutig, d . h .  alle r~,e(z) mit / ~  u besitzen in ~* die gleichen 

Periodizit/~tsmoduln. Sei nun r e(z) ein Integral  I, Gat tung auf ~*, das jeweils 
13 -- 642136 A cta mathematica. 83 
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in ~* die gleichen Periodizitiitsmoduln wie r~o (z) besitzt; ferner sei I e (~) ein ~e zu- 

geordnetes Elementarintegral I. Gattung auf ~. Wir setzen in ~ :  

H,.o (~, z) = eZ( ' (')" I~0 (~)-~,.~ (~)] 
und 

k~ 

M*(")(~, z)~- i())(~, z)" H H,,e(~, z), 

wiederum von bestimmten Zweigen der angegebenen Funktionen wobei rechts 

ausgegangen sei. Da 

~ { tL,o (~, z)} = e~( ' (~)- ~" ~I~) . / /~ .o (~, z) = - - - -  

~o {It~ e (~, z)} H~ e (r, z) fiir o ~ q, 

so gilt wegen (8) 

~ {~i* (')(;, ,)} = ~",(:) �9 M *  (")(~, ~.), 

ere (z) 

m.a 

Die Multiplikatoren der M*(*)(~, z) h~tngen daher yon ~ nicht mehr ab. 

Aus den M *(~)(~, z) wird nun mittels eines unendlichen Produktes eine ge- 

suchte multiplikative automorphe Funktion im Gesamtgebiet ~ = ~ X  ~* gebildet . --  

Wir legen im einfach zusammenhgngenden Kern ~o = ~0 X ~ der Gebietsfolge 

~,  je einen Zweig M*(")(~, z) yon 2}/*(~)(~, z) test. Der Quotient 

ist dann in ~,  regular, ungleich Null und bleib~ dort eindeutig. Ferner ist 

K ,  (;, z) = log  2 *  ('~ (;, z), 

wo you einem bestimmten Zweig des Logarithmus ausgegangen sei, in ~ in 

bezug auf belde Variablen je ein Integral  I. Gattung mit ganzzahligen Vielfachen 

yon 2 ~ i  als Periodizit~ttsmoduln. Es gibt je ein Integral  I. Gattung b,(~) in 

bzw. b* (z) in ,~* mit ganzzahligen Vielfachen yon 2 z i als Periodizit~fsmoduln, 

derart  dass 

in ~ eindeutig bleibt (b,(~) bzw. b~,*(z) seien in bestimmter Weise festgelegte 

,,Kernzweige" yon b,(~ bzw. b**(z)). 
Sei nun eine Folge positiver Zahlen s, mit konvergenter Summe vorgegeben. 

Wir wi~hlen eine in ~ ~ 9~ • ~* regul~re Funktion s, (~, z), derart  dass in ~,: 
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( 9 )  I - -  (0 - -  i,,* - -  (C, < 

ist. Daun bilden wir 

wobei rechts solche Funktionen miteinander zu multiplizieren sind, die durch 

gleichzeitige Fortsetzung aus ihren Kernzweigen hervorgehen. Aus (9)folgt, dass 

das unendliche Produkt nach Abtrennung je endlich vieler Glieder in jedem ~,  

absolu~ und gleiehmgssig konvergiert. M(~, z) is~ also eine im Gesamtgebiet 

definierte regulgre m. a. Funktion, die gemi~ss ihrer Konstruktion mit allen Orts- 

funktionen D-gquivalent ist. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Es folgt insbesondere, dass "zu einem in ~ vorgegebenen irreduziblen ana- 

ly~ischen Flgchensttick {~ stets eine Primfunktion mit ~ als Nullstellengesamt- 

heir existiert. Denn zu ~ kann stets eine Verteilung D-gquivalenter Ortsfunk- 

tionen angegeben werden, dureh die {~ als Nullstellenflgche 1. Ordnung vorge 

sehrieben wird. 

Ist wenigstens eine tier Projektionen yon ~----{R • ~R* einfach zusammen- 

hgngend, so gibt es zu einer Cousinschen Verteilung V yon regulgren Ortsfunk- 

tionen mit D-Aquivalenz sogar eine e i n d e u t i g e  regulgre LSsungsfunktion in ~. 

Wird ngmlich die Bezeichnung so gewghlt, dass ~R die einfach zusammenh~tn- 

gende Projektion yon ~ ist, so ist die V nach Satz 3 zugeordnete regulgre m. a. 

Funktion M(~, z) in ~ eindeutig. 

Es sei noch angemerkt, dass in Satz 3 auch die bekann~e Aussage fiber die 

Existenz einer auf einer nichtgesehlossenen Riemannschen Fliiche ~ reguliiren 

eindeutigen Funktion (einer Vergnderlichen) mit vorgeschriebenenNullstellen ent- 

halten ist. 

3) Schnit tzahlen und ilfultiplikatoren. 

In  ~ = ~ X !~* sei wiederum eine Cousinsche Verteilung 2. Art V yon re- 

gul~ren Ortsfunktionen vorgegeben. Durch V ist in ~ eine Menge yon irredu- 

ziblen analy~ischen Fl~chenstfieken ~n bestimmt. Wir denken uns die ~,~ in- 

,,natiirlicher" Weise orientiert; man erhglt die natfirliche Orientierung von ~n, 

indem man, von einer lokalen Parameterdarstellung ausgehend, die positive (d. h 

durch Linksdrehung bestimmte) Orientierung der Parameterebene auf ~n iiber- 
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tr:~tgt, aedem ~,, ist ferner dureh V eine positiv-ganzzahlige Ordnung zuge- 

wiesen. Die Menge der so mit Orientierungen und Ordnungen versehenen Fli~chen 

heisse ~ .  

Eine genau auf ~ in den richtigen Ordnungen verschwindende reguliire 

m. a. Funktion M(~, z) ist selbstverstiindlich nicht eindeutig bestimmt. Ist  (mit 

den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes) 

% {M(~, ~)} = ,~,,(z). :~I(r ~), 

so sind aber naeh Satz 2 die Periodizit:a, tsmodnln yon 

,-~, (7.) = ~ . l o g  ~ ( h  

dureh ~J~ eindeutig festgelegt. Sie repr~sentieren, wie sich im folgenden zeigen 

wird, topologische Invarianten yon ~J~. 

Wir bilden mit den Elementen 5(~, 5" der eindimensionalen Homologiebasen 

in ~ und {R* die Zykel 50 X 5" und bringen diese mit ~ zum Schnitt. Legen wir 

als Orientierung yon ~ die dutch die positive Orientierung des B~ bestimmte zu 

Grunde, so sind die Schnittzahlen S ( ~ ,  5,0 X 5"~) wohlbestimmt. Sie sind, wie wir 

beweisen wollen, mit den Periodizit~ttsmoduln der re(z ) identisch. Es gilt 

Satz 4: Sei M(~, z)e,ne re qutare multiplikative automo,rphe Funktion i~ ~ = 

~ X ~*; es gelte 

50 {M(r z)} = .,o (z). M (~, z) 

Dann ist 

a ~  a - -  

/, 
I 

] d log m e (z). 

Beweis: Wir betten g,., nnd 53 in Streifengebiete | bzw. | ein, die ihrer- 

seits ganz in {R bzw..~* liegen. Sodann bilden wir 6,., und @~ konform ab auf 

Kreisringe 

~ : { ~ - ~ , < 1 r  
bzw, 

M(~, z) geht hierbei in eine im sehliehten Zylindergebiet ~ = ~  X ~* regulgre 

m. a, Funktion tiber, und die GrSssen a,oa und S ( ~ ,  50 X g*) bleiben erhalten. 
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Es geniigt also, die Behauptung fiir m. a. Funktionen M(~, z) im Gebiete ~ nach- 

zuweisea. A l s  Kurven ~,,,, ~* seien hier die im Linkssinne durchlaufenen Peri- 

pherien der Einheitskreise gew:s die iibrigen Bezeichnungen seien beibe- 

halten. 

ZuniLchst wird M($, z) geeigne~ normiert. Wir setzen 

Dann ist 

Zu einer genau 

wie folgt. 

Wir setzen : 

.. zaq o 

M, (r z ) =  ~I(~, z). e~7~"~ ~ '~ 

% {M1 (r ~)} = z% ~- MI (~, z). 

Wir geben nunmehr eine spezielle m.a.  Funktion mi~ dem Mu|tiplikator 

z - % ~  an, deren Nullstellen iibersehbar sind. Sei zuntichst a oo <= o. Wir betrachten 

die analytische Fl~iche 

Ist  ~ in natiirlieher Weise orien~ier~, so gilt, wie leicht ersiehtlich, 

s (5, % • ~*~)= + ~. 

auf ~ verschwindenden regul~ren m. a. Funktion gelangen wir 

/ / 1 ( ~ ,  ~) = H I 
v~0 /z=l 

wo in allen Faktoren derselbe Zweig des Logarithmus genommen werden soll. Die 

unendlichen Produkte konvergieren fiir {o < [~[ < oo; o < [z[ < oo} im Kleinen 

gleichmgssig. Es sei da,nn 
log s ~ log ~, + 

H(~, ~) = e , ~  , -  i. H1 (~, ~). & (~, ~). 

H(~, z) verschwinde~ genau auf ~ in ers6er 0rdnung, und es gilt 

% {H(r z)} = z . B ( ~ ,  z). 

In bezug auf die Variable z isg H(~, z) eindeutig. Bilden wir jetzg 

G(r z ) =  [/t(; ,  z)]-%% 
so gilt 

% { G (r z)} = z-"co �9 e (~, z). 
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Die lqullstellengesamtheit 9~  yon G(~, z) is~ das mit der V i e l f a e h h e i t -  aeo. 
versehene, natiirlich orientierte Fl:ichenstiiek ~; es ist 

S (9~:, g,o • ~ * ) = - -  aeo. 

Wir benStigen nun die Aussage, dass die Menge yon Nullstellenfliiehen einer 

in einem Gebiet (~ regulEren, e i n d e u t i g e n  Funktion mit jedem in @ gelegenen 

zweidimensionalen Zykel die Schni~tzahl Null besitzt} Wenden wir dies auf 

die in ~ regulEre eindeutige Funktion 

mit der NuUstellengesamtheit ~ + 9~ an, so ergibt sieh 

S (~2 + 9J4, g,o • (~$) = o. 
Andererseits ist 

S (~  + ~9~, ~ X ~*)= S (~, ~o X ~,*) + S (934, ~ X ~*) 

= Z (~, ~o X ~$) -- a o~ = o. 
Demnach ist 

S (~,  ~ x ~o*)= a~o. 

Ist a,o~ > o, so betrachten wir an Stelle yon ~ die Fl~che 

~ *  : 2' ~ ~--i ~ C--i-log ~ 

an S~elle yon H(~, z) die Funktion 

und sehliessen entspreehend. 

Damit ist Satz 4 bewiesen. 

Wir nennen die ae~ e h a r a k t e r i s t i s e h e  S e h n i t t z a h l e n  yon 9~J~; diese 

h~ngen Mso yon der Wahl der Itomologiebasen {~e} und {~} in ~ bzw. ~* ab. 

Ist  ein ao~, r o, so ist der zugeordnete Multiplikator me,(z) einer genau auf 

~ versehwindenden m.a.  Funktion M(~, z) sieher nieht identiseh I; ~ne,(z ) hEngt 

wirklieh yon ~(z) ab. Sind aber fiir ein Q: alle ae, o =  o, e =  I, 2 , . . . ,  und ist 

gleiehwohl me~(z)~ I, so kann M(~, z) in naheliegender Weise so abgei~ndert 

werden, dass bei Fortsetzung liings ~e, Eindeutigkeit herrseht. Allgemein gilt, 

dass M(~, z) ohne solehe iiberfliissigen Mehrdeutigkeiten gewiihlt werden kann. 

1 Vgl. die oben zi t ier te  Arbe i t  des Verf. ,  Math.  Ann.  1:7, S. 734. 
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Um das zu zeigen, betrachten wir die Menge derjenigen orientierten ge- 

schlossenen Kurven ~ in 91, ftir welche 

s x = o 

fiir alle a ist. Diese ~ bestimmen eine Untergruppe der Homologiegruppe ,~l 

yon ~, die wir mit lt@ bezeichnen. Dann gilt 

Satz 5 : E~ sei M(~, z) eine in ~ = 9t X 9l* regul&'e multiplikative automorphe 

Funktion und ~J~ die Menge ihrer nHt Orie~tierung und Ord~ungen versehenen 

!gullstellenfldchen. Dann gibt es eine weitere in ~ reguldre m. a. Funktion M 1 (~, z), 

die genau auf  ~ in den durch M(~,z) vorgeschriebenen Ordnungen verschwindet, 

ndt folge~der Eigenschaft: Es ist 

fiir jede in 91 verlaufende geschlosse~e orientierte Kurve ~, deren Homologieklasse 

zu 1~ geh6rt. 

Beweis: Besteht 1P nur aus der :Nullklasse, so ist nichts zu beweisen. Im 

anderen Falle denken wir uns die Homologieklassen yon U~ repr~isentiert durch 

orientierte Kurven ~ .  Zu jedem ~ gehSrt ein Multiplikator ~ ( z )  yon M(; ,  z): 

z)} = M ( 5  

Nach Satz 4 besitzen die ~ ( z )  in 91" eindeutige Logarithmen. Wir  ordnen zu 

~.~ -~ .q, (z) ~ log ~ (z) (mod 2 ~r i). 

Diese Zuordnung bestimmt eine homomorphe Abbildung A yon 11~ in die additive 

Gruppe F der in ~* regul~ren eindeutigen Funktionen rood 2 zri (wobei also 

Funktionen, die sich additiv um ein ganzzahliges Vielfaches yon 2 z i  unter- 

scheiden, als gleich betrachtet werden sollen). Nach bekannten Schlussweisen 

der Gruppentheorie l~sst sich dieser I:[omomorphismus zu einem Homomorphismus 

der gesamten Gruppe ~1 in F erweitern. Jedem Element ~e der eindimensionalen 

Homologiebasis  in ~ kann also eine in 91" regulate eindeutige Funktion re(z) 

zugeordnet werden, derart duss umgekehrt  der durch die Zuordnung 

~,o -+ fe (z) (mod 2 ~r i) 

bes~immte Homomorphismus yon ~1 in F den Homomorphismus A erzeugt. 
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Nach Sa tz  I existier~ nun ein auf .~ = 9~ • 9~* definiertes Integral  I. Gattung 

I(~, z) mit den Periodizit~tsmoduln f(,(z). Wir setzen .............. 

z )  = e 

N(~, z) ist eine in ~ reguliire niehtversehwindende m.a. Funktion, u n d e s  gilt 

~ { N ( r ~ , z ) } - = ~ ( z ) . N ( ~ , z )  fiir alle ~, 

denn I(~, z) besitzt in bezug auf ~ jeweils den Periodizit~tsmodul g~(z) + k~. 2 z i .  

Daher ist 

N (C, 

eine in ~ regul~re multiplikative automorphe Funktion yon der im Satz ange- 

gebenen Eigenschaft. 

Folgerung:  Zu einer im Gebiet ~ = ~J~ X ~.J~* gegebe~wn Cousi~J~schen Verteilu~g 

2. Art  V yon regul&'en Ortsfi~nktionen existicrt genau da~m eine in ~ ein deu t ige  

reg~diire Ldsungsfunktion, we~m alle charakteristischen Sch~ittzahlen der dutch V 

bestimmten ll/[e~ge a~alytischer ~7h~hen verschwindem 

4) Prim- und Elementarfunkt ionen Riemannscher Fliichen. 

Wir wollen unsere Ergebnisse auf den Fall spezialisieren, dass die Projek- 

tionen .~)~ und  !}5" des zu Grunde liegenden Zylindergebietes ~ identisch sin& 

Es sei also 

wo ~ wiederum eine nichtgeschlossene Riemannsche Fliiche bedeute; wie bisher 

sei der laufende Punkt  des ersten Faktors mit ~(~), der des zweiten Faktors 

mit !~(z) bezeichnet. Die Diagonalmannigfaltigkeit 

% = 

ist ein in ~ singularit~tenfrei gelegenes irreduzibles analytisches Fliichenstiiek. 

Eine Cousinsche Verteilung 2. Art yon regul~ren Ortsfunktionen in 4, dutch 

die ~ als Nullstellenfl~che I. Ordnung vorgeschrieben wird, kann wie folgt ge- 

w~hlt werden: Falls tier Punkt  P = ~ ( t0 )X ~(z0) nicht auf ~ liegt, setzen wir 

fp(~, z ) ~  I; II(P) wird so klein gewiihlt, dass es keinen Punkt  yon ~ enthglt. 
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Liegt dagegen P a u f  ~, ist also insbesondere 6o = zo, und ist ?~(to) etwa Yer- 

zweigungspunkt (~-- I). Ordnung (~ ~ ~), so sei 

1 1 

f~ (6, z) ~ (6 -- 6o); -- (z -- Zo);-, falls 6o endlich, 

(i), (I), .fr(~, z ) ~  ~ ~- -  z ~' falls ~(6o) unendlieh ferner Punkt, 

(wobei rechts die richtigen Zweige einander zuzuordnen sind); ferner sei II(P) 

das direkte Produkt  zweier v-fach gewundener, geniigend kleiner Kreisum- 

gebungen yon ~(60) = ~(Zo) in ~. Es existiert in ~ eine regul~ire m. a. Funktion 

t~(~, z), die, im Sinne yon Satz 5, ohne iiberfliissige Mehrdeutigkeiten gewiihlt 

sei. Wegen tier Irreduzibilit{it yon ~ ist ~(6, z) eine Primfunktion; sie heisse 

eine P r i m f u n k t i o n  d e r  R i e m a n n s c h e n  F l i~che  }l~. 

Das Mehrdeutigkeitsverha.lten yon Y~(6, z) wird nach Satz 4 und Satz 5 yon 

den charakteristischen Schnittzahlen yon g in ~ bestimmt. Sind (~ und ~* ge- 

schlossene orientierte Kurven auf ~, so zeigt eine elementare Betrachtung, dass 

fiir die Schnittzahl S(~, ~ • ~*) die Beziehung 

s (5, ~ • ~ * ) =  s (~*, ~) 

erfiillt ist; hierbei werden zur Bildung yon S(~, ~ • ~*) ~ und ~* als Kurven 

auf zwei verschiedenen Exemplaren ~;, ~tt~ yon ~R betrachtet, w~hrend sie zur 

Bildung yon S(~*, ~) als Kurven der gleichen, im iiblichen Sinne positiv orien- 

tierten Riemannschen Fliiche ~ zum Schnitt  gebracht werden. Ist insbesondere 

(~ ein die Fliiche ~ z e r l e g e n d e r  Riicl~kehrschnitt, so ist 

s(~*, cs) = o = s (~ ,  ~ • ~*), 

fiir beliebige ~*. Daher bleibt s z) eindeutig, wenn ~($) eine 9t zerlegende 

Kurve durchli~uft. Ist  dagegen ~ ein nicht zerlegender Riickkehrschnitt, so gilt 

/ ~ (C, z)} = ~ (~). ~ (~, ~). 

Dabei hat  der Multiplikator we(z) folgende Eigenschaften: Die Funktion 

~ ( z )  = ~ t  log ~oe(z) (es sei yon einem bestimmten Zweige des Logarithmus 
2 7 ~ $  

ausgegangen) stellt auf ~ ~ ~.. ein Integral I. Gat tung dar; ihr Periodizitiits- 

modul ist ~ I  in bezug auf den zu ~ konjugierten Riickkehrschnitt; Null .~edoch 
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in bezug auf jeden ~ nieht treffenden Rfiekkehrschnitt, ebenso in bezuff auf fS 

selbst, sowie in bezug auf jeden zerlegenden Rfickkehrschnitt. 

Aus der Primfunktion Y2(~, z) lassen sich, Khnlieh wie im algebraisehen 

Falle 1, der Fl~tche ~ zugeordnete Elementarintegrale nnd Elementarfunktionen 

gewinnen. So kann 

als Elementarintegral 3. Gattung auf ~ bezeichnet werden (wobei ~(~) als 

Variable, ~(z) als Parameter  aufzufassen ist). Die Periodizit~tsmoduln yon 

H(~, z) in bezug auf nich6 zerlegende Rfickkehrschnitte stellen, wie eben darge- 

legt, Elementariutegrale I. Gattung auf ~ dar. Schliesslich ergibt sich eine 

Elementarfunktion I. Ordnung auf ~ als 

z). 

5) Produktdars te l lung  mul t ip l ika t iver  au tomorpher  Funkt ionen durch 
Pr imfunkt ionen .  

Im folgenden werde wieder ein allgemeines Zylindergebiet ,~ ~ ~ X ~l* zu 

Grunde gelegt, wo die nieht~esehlossenen Riemannsehen Fliichen ~ und ~* 

nieht als notwendig identiseh vorausgesetzt sind. Wir wollen zeigen, dass eine 

reguli~re m.a.  Funk~ion nach ihren Nullstellenfliiehen in Primfaktoren zerlegbar 

ist, die dureh Primfunktionen dargestellt werden. Es besteht also eine weitge- 

hende Analogie zum Satze fiber die Primfaktorzerlegunff der ganzen Funktionen. 

Satz 6: Eine im Gebiet ~ ~ -~  • ~* reg~ddre multo)likahu automorphe _b'unk- 

tion M(~, z) ist darstellbar als Produkt 

M(;, = H 

yon Primfunktionen M,  (~, z) in ~. Das Produkt kom'ergiert, 7~aeh Abtremmng yon 

je endlieh vielen Gliedern, absohd u~d 91eiehmdssig in jedem ganz im Innern yon 

gelegenen einfaeh zusammenhdnge~den Gebiet. 

Das Produkt fiber die i.a. mehrdeutigen FunktJonen M,(~, z) Jst dabei, ahn- 

lieh wie frfiher, so gemeint, dass solehe Zweiffe der M,,(~, z) jeweils multipliziert 

werden sollen, die aus geeignet festgelegten Kernzweigen dureh gleiehzeitige Fort- 

setzung hervorgehen; unter dem Kernzweig yon M:,~(~, z) wird ein bestimmter 

Vgl. hierzu W. F. OSt~OOD, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 2, S. 4o6. 
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Zweig yon M,~(~, z) im einfach zusammenh~ingenden Kern Go = No X ~ der nor- 

malen AusschSpfungsfolge 3 ,  = ~ ,  X ~* yon ~ verstanden. 

Zum B e w e i s  e des Satzes seien ~ . . . .  , ~, . . . . .  die irreduziblen Bestandteile 

der Menge ~ yon Nullstellenfl~ichen yon M(~, z); 21 . . . . .  2 ~ , . . . ,  seien die zu- 

gehSrigen Ordnungen.  Zu jedem ~ ,  gehSrt eine Pr imfunkt ion  M*(ff, z). Treten 

nun nur  endlich viele ~n auf, so ist  

 )II {M,*,(C, 
~t 

eine Produktdars te l lung yon M(~, z); dabei ist N(~, z) eine geeignete nichtver- 

schwindende m.a .  Funkt ion.  Indem _N(~, z) etwa mit  M~ (~, z) zu einer Funkt ion  

MI(~, z) zusammengefasst  wird, ergibt sich eine gesuchte Darstellung. Es sei 

also weiterhin angenommen,  dass ~J~ aus unendlich vielen ~ ,  besteht;  dann han- 

delt es sich darum, die M*(~, z) zur Sicherung der Konvergenz des aus ihnen 

gebildeten unendlichen Produktes  geeignet  zu normieren. 

Wie friiher seien ~ . . . .  , ~k, in ~ (v > o) gelegene, zu einer eindimensionalen 

Homologiebasis yon ~ gehSrende orientierte geschlossene Kurven, die zugleich 

eine I tomologiebasis  yon ~ bilden; es gilt  dann k, < k,+l. 1 Entsprechend seien 
~ ,  ~* �9 �9 . . ,  z, in ~ definiert. Jedem ~ .  ist eindeutig ein v(n) zugeordnet,  derar t  

dass ~,~ nicht  mehr  in ~,(,,), wohl aber in ~,(,,)+~ eindringt ;  aus n-~  c~ folgt  

dann v(n)-~ c~, da in jedes ~ ,  n u t  endlich viele ~,, e indringen kSnnen. Ohne 

Einschr~nkung der Allgemeinhei t  ]~ann v ( n ) ~  I angenommen werden (hierzu 

brauchen hSchstens endlich viele ~,, ausser Betracht  bleiben). - -  Es gelte: 

{ (C, = (c, 

Wir  bilden nun in ~ ,  (n) : 
G~ (~, z) ----- log M,~ (~, z), 

wo yon best immten Zweigen des Logar i thmus  und yon M~(~, z )ausgegangen  sei. 

In 3o werde ein Zweig yon G*(~, z) als Kernzweig G~*(~, z ) fes tge leg t .  Das 

Mehrdeut igkei tsverhal ten yon G~(~, z) in ~,(=) ist best immt durch 

~,o { G* (~, z)} ----- g* e (z) + G* (~, z), q =< k, (,), 
�9 r ~ o { G , ~ ( ~ , z ) } = c , . 2 z ~ i +  G*(~, z), c, ganz, a <--_ l,(,). 

1 F(ir die folgende ?Jberlegung sei angenommen, dass ~ nicht einfach zusammenh~ingend, 
also kt > I, ist. Bei einfachem Zusammenhang yon ~ vereinfacht sich der folgende Gedankengang. 
In diesem Falle sind alle Mn*(~, z) eindeutig; die Ungleiehungen (Io), (J3)fallen fort, es wird 
lediglich (I2) benStigt. 
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Hierin ist 
g,~ ~ (z) = log m. ~ (z) 

(ffir einen bestimmten Zweig des Logarithmus), insbesondere bleibt g~*,e(z) nach 
Satz 2 in ~(~) eindeu~ig. 

Sei ein en > o vorgegeben. Wir k5nnen g'he(Z) durch eine auf ~* eindeutige 

regul~Lre Funktion h,o(z) approximieren, sodass in ~,(,~) gilt 

I ~q~ (2") - h..o (~) I < z,,. k~ ~,,---~ 

Ferner setzen wir in ~,,(,,): 
~'r (n) l~ (n) 

= ~" 2" *Gn(~, z) V,~(~, z ) - -  ~ 5(~)'g,,."( ) - -  ~ I ~ ( z ) . c o . 2 ~ c i ,  
(~=1 o = 1  

wo le(~), I*(z) den (~,o bezw. f~* zugeordnete Elementarintegrale I. Gattung anf 

bezw. ~* bedeuten. *Gn(ff, 2") bleib~ bei Fortsetzung innerhalb ~(,,/ eindeutig; 

speziell gelte in ~o: 
k4,(n ) L,, (n) 

* a ,  (~, ~ ) =  ~ : (~ ,  ~) - 2~ i~, (~). y,*, ~o (2") - ~ i :  (~). ~o-~ ~r  
0 ~ 1  a ~ l  

dabei bezeichnen ~r (~) und l~(z) bestimmte, als Kernzweige festgelegte Zweige 

yon 5 (~) bezw. IS(z).  Die 1o(~) denken wir uns in folgender Weise normiert:  

Die Kurve ~e geh5re zur Homologiebasis von. ~(e)+l, nicht aber zu der yon 

~(~o), es sei Mso k~(e)< Q ~k~(e)+~. In  ~(~o) bleibt /(,(~) bei Fortsetzungein- 

deutig. Wie im Beweise yon Satz I kann nun Ie (~) n5tigenfalls so abge~indert wer- 

den, dass in ~(~) gilt (wir bezeichnen die abge~nderte Funktion wieder mit I(,(~)): 

(~o) I/,o(~) I < ~; 

wir denken uns /Q(~) so gew~hlL 
Es sei welter Hn(~, z) eine in ~ = ~ X ~* eindet~tige regul~ire Funktion, 

fiir die in ~(~) gilt 
$ ~ .  

I *~,~(~, 2")-  H~(~, 2")1 < ~ ,  

eine solche Funktion existiert nach dem in Absehni~t I zitierten Approximations- 

satz. Wir bilden dann 
k~ (n) 

~,, (~, 2") = * e~ (~, 2") - -  H,, (~, 2") + ~ 5 (~)" [ ~  ~o (2") - -  h~ ~ (~)] 
q = l  

k~ (n) l~ (n) 
V~ (~, z) - -  Hn (~, z) - -  ~ I e (~)" h,~ e (z) - -  ~ I* (z). co. 2 z i. 

0 = 1  a = l  
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Der  Kernzweig von G~(~, z) sei 

~'~ (n) l~, (n) 
= (,,, (g, z) - -  H,, (;, z) - -  Z i o (~)- h,, o (z) - -  Z ] :  (z) - co. 2 z i .  

(~=1 a = l  

Setzen wir abkf rzend  noch 

' -- V.(~,z)--H~(~,z) G~ (~, ~) - -  * 

g,, (~, ~) = g ~  (~) - -  h, ~ (~), 

so s i . a  a l so  '~(~,  z), g,~e(z) in  ~,i,,l bezw. in -* ~It,,(~) reguli~r und eindeutig,  und 

es gilt 

(xi) 

(x2) 

~'~ (~) ] 
(Jn (~, Z) = t  {~,, (~. u) @ o~ 1 I e (~)' g,,o (Z) 

(i3) 

Sei nun 

k.  (,) G (n) 

Als Kernzweig yon M~,(1, z) sei 

_n~,, (~, z) = e ~'(~' :) 

festgesetzt. - -  Die Zahlen e/~ > o seien so gew~hlt, dass ~ s~ konvergiert .  

behaupten,  dass das Produk~ 

l ]  {M~ (i, ~)}~- 
n = l  

Wir  

im oben angegebenen Sinne konvergiert .  

Um das zu zeigen, w~hlen wir irgendein einfach zusammenh~ngendes Ge- 

bier (~ ganz im Innern  yon ~;  dann gilt fiir ein t t >  I: ~ .  Wir  lassen 

aUe M~(~, z) ausser Betracht ,  die in ~ verschwinden. Ffir jeden Fak to r  des 

Res tproduktes  
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oo 

[ [  {M~ (C, 4 >  

gilt dann jeweils in ~(,,), nach ( I I ) :  

~'~ (n) 
log {M,(g, z)} ~- . . . .  ).,,. 'G,~(g, z)+ ).~. . ~  Ie(g ) .g,q,(z) 

0=1  

(wo links und rechts geeignete Zweige der Funktionen zu wiihlen sind). Dabei 

ist jedenfalls v ( ~ ) ~  ft. Speziell ist in ~ fiir geeignete Zweige der beteiligten 

Funktionen 
kt, k~ (n) 

wobei die letzte Summe rechts fortfiillt, falls k, = k,(,,) ist. I In (~ gilt dann: 

/"re 

flog {M,,(C, ~)}~" I--< I X,,.'~,,(C, ~)l + ~ I ~,(C)I I X,, ~,,,~(~) I 
0=1  

t.'~, b,') 

( )=k/e+ 1 

k/e 
vcn ~'n 

=< ~,, + ~ 7 , ,  ~ I 4 (C) I + (k.~,,) - k . ) .  k,,,, ) (~=1 

[nach (~2), ( '3), (I0)] 

kt~ [2. 
():I 

also" 

ffir jedes n 1 ~ n 0. Daraus folgt die behauptete absolute und gleichmSssige Kon- 

vergenz des unendlichen Produktes. Wir setzen 

oo 

n=l 

Dann ist 

i Fal l s  ~ e infach z u s a m m e n h ~ n g e n d  ist,  b le ibt  nur das erste Gl ied  rechts s tehen.  
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eine in ,~ regul'~re, nichtverschwindende m. a. Funktion. 

das Produk~ hinein, indem wir bilden 

M0 (5 = Q (5 z). M, (5 z); 
dann gilt 

~ o  

~r(~, z) = II { i ,  (~, z)} ~" 

mit z o =  I, z~-----L~-- I, z~=Zn ffir n ~ 2 .  

191 

Wir ziehen O(~, z) in 

6) Analyt ische Flitchen zu vorgegebenen charakter is t i sehen Sehnittzahlen.  

Es sei jedem Zykel ~,~ = ~r X ~ der dutch die ~,o, ~* bestimmten zwei- 

dimensionalen Homologiebasis in ~ eine ganze Zahl ao~ beliebig zugeordnet. 

Dann existiert stets in ~, wie wit zeigen wollen, eine iYIenge ~[~ yon analytischen 

FF, ichen, die sich im Innern von ~ nicht hi~ufen, mit den a o~ als charakteristischen 

Schnittzahlen. 

Rierzu benStigen wit folgenden 

Hilfssatz: 5Es sei k, < o,~ <= k~+l, l~, < a~ ~/t~+l. Dann gibt es in ~ eine dort 

singularitdtenfreie Menge ~e,,~ ergdnzter analytischer Fldchensliicke ~ mit folgenden 

Eigenschaften ." 

i) Werden die irreduziblen Besta~dteile yon ~Q,~, mit der Ordnu'ng I versehen 

und natiirlieh orientiert, so gilt fi'ir die eharakteristisehe~ Sehnittzahlen be~ 

L'O'n, ~(q ol 

b,,o=O ffir !o  
QI, beliebig; 

bo~, ~a~,~ ffir O = Q , ,  a ~ a  1. 

2) ~o,1~, dringt nicht in ~ • ~* ein. 

1 Zum Begriff des ergi~nzten analytischen Fl/ichenstfickes siehe H. ]~EttNKE und P. TttULLEN, 
Theorie der Fnnkt ionen mebrerer komplexer Ver/inderlicheD, Ergebnisse der Mathematik und ihrer 
Grenzgebiete, Bd. 3, Berlin 1984. 
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Beweis:  Wir  w~hlen in ~t zu ~o, ein Elementar in tegra l  1. Ga t tung  Ia(~) , 

fe rner  in ~* ein In tegra l  I. Ga t tung  Aao,(z ) mit den wie oben festgelegten be,, 

Ms Periodizit~ttsmoduln. Wegen  Q, > k,,, a, > l~ ist jeder  Zweig yon /o,(~) in ~ 

bezw. jeder  Zweig yon Ae, o~(z ) in 91t* eindeutig: Wir  legen je einen Zweig von 

Ir in 9t~ bezw. yon d o, o , ( z ) i n  ~t; als Kernzweige Jre,(~)bezw. zie,~,(z)lest. 

Sei ein e > o vorgegeben. Dann k5nnen,  ~thnlich wie friiher, Ie,(~) und Ar 

so normier t  werden, dass gilt 

I2},,(~)l < ,  in ~ , ,  

I ./i(,, ., (z) - -  �89 [ < ~ in ~* re. 

Zu beliebig herausgegrif fenen Zweigen yon I a(~) und Ae,  o ~(z) gibt es dann, da 

alle Periodizit i i tsmoduln ganzzahlig sind, geeignete ganze .Zahlen p, q, sodass gilt  

(14)  

(,5) 

Wir  w~hlen etwa ~ < }. 

IA,,,,o,(z) - - ( q  + e in 

Nunme hr  ziehen wir die im Abschni t t  3 (Beweis zu Sutz 4) eingefiihrte Funk- 

tion H(~, zT) heran,  die im schlichten Zylindergebiet  ~ :  {o < ]~1 < oo; o < I~] < oo} 

als reguli~re m. a. Funkt ion  mit  der Nullstellenfl~iche ~ = ~ definiert ist. Wi r  

bilden in ~ = ~ X ~*: 

Ge,~( $, z) ist in ~ eine reguliire m. a. Funktion,  und zwar gilt: 

~o {Go,~,(~, z)} = Gr z ) f i i r  Q # 0 , ,  

% {Go,., z)} = z). 

Die Nnlls te l lengesamthei t  yon Ge~,(~, z) bildet nun eine Menge yon analyt ischen 

Fl~tchen mit  den angegebenen Eigenschaften,  sie sei mit  ~.o,~, bezeichnet. 

Zun~chst  s t immen die charakter is t ischen Schni t tzahlen yon ~.o,,, nach Sat z 4 

mit den vorgegebenen b,,~ iiberein. Ferner  gilt ftir die Punk te  ~(~) • ~(z)' auf  

~o~ ~ : 
e ~ L,,,(;) = e - i [ 2 z i ' A o ,  o, (z)] 

also 
I,,~,(~) + k =  - -  i . A , , , o , ( z ) ;  k eine ganze Zahl. 

Diese B e z i e h u n g  kann jedoeh, wegen (I4) und (I 5) m i t e  < 1, fiir kein ~ ( ~ ) •  
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X ~(z) aus ~ X ~ erfiillt sein. Daher dringt ~,,~, nicht in ~ X ~ ein, womit 

der Hilfssatz bewiesen ist. 

~unmehr  kSnnen wir eine gesuchte Menge ~ yon analytischen Fl~ichen mit 

den charakteris~ischen Schnittzahlen a o~ in ~ konstruieren. Besteht die ein- 

dimensionale Homologiegruppe yon ~, bezw. die yon ~*, nut  aus dem Nullele- 

merit, sind also alle a~ ~ : o, so ist schon die Fl~iche ~ ( ~ ) :  ~ (~0), ~ (~0) ein fester 

Punk~ aus ~, eine gesuchte Menge ~ .  Anderenfalls verfahren wir wie folgt: 

Wir bilden die Fliiehenstiickmengen ~ ,  z :  I, 2 . . . .  , mit den im Hilfssatz 

ungegebenen Eigenschaften.! Die charakteristischen Schnittzahlen eines ~ stim- 

men mit den Elementen der x. Zeile tier Matrix (aeo.) iiberein, wobei jedoch die 

ersten (z -- I) Elemente dieser Zeile durch ~ullen ersetzt sin& Die Vereinigungs- 

menge 

besitzt dann als char~kteristische Schnittzahlen die Elemente oberhalb und ein- 

schIiesslieh der t tauptdiagonalen der Matrix (a,~o) und sonst Nullen, d.h. :  Die 

zu den ~,,~o= ~,~ X (~* mi~ Q =< a gehSrigen churakteristischen Schnittzahlen stim- 

men mit den a,,,~ fiberein, wShrend die iibrigen Schnittzahlen siimtlich Null sin& 

Ferner h~ufen sich die ~ innerhalb ~ nicht, da mit einem ~ = ~ X ~* hSch- 

stens die ienigen endlich vielen ~ Puukte gemeinsam haben, fiir welehe z =< k,. 

oder • ~ l, ist. Entsprechend gibt es auf Grund des Hilfssatzes (bei seiner An- 

wendung sind jetzt die Variablen zu vertauschen) in ~ Mengen ~*z yon ana- 

lytischen Fl~chenstiicken, die sich innerhalb von ~ nicht h~iufen und deren u 

einigungsmenge 

). 

als ehar~kteristische Sehnittzahien die Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen 

der Matrix (ae~) und sonst 51ullen hat. Also ist die Menge 

eine gesuchte Menge 9)~. 

Daher ist bewiesen 

8atz 7: I m  Zylindergebiet ~ = ~ X ~* existiert zu beliebig vorgegebe~en cha- 

rakteristischen Schnittzahlen stets ei~e 3Ie;;ge ~)~ yon ergib~zten analytischen ~'Idchen- 

stricken, die sieh im Innern vo~ ",~ ~deht h&(fen. 

I s t  z > k,, f t i r  a l l e  r o d e r  z > 1~ f i i r  a l l e  /z, so se i  ~ x  d i e  l e e r e  M e n g e .  

14 -- 642136 Acta mathematica. 83 



194 Karl Stein. 

Es ist klar, dass ~r~ dann auch durch eine Cousinsche Verteilung 2. Art yon 

in ~ regul~i.ren Ortsfunktionen gegeben werden kann. 

Fast unmittelbar folo.t: 

Satz 8: Im Zylindergebiet ~ = ~ • 9~* sei eine Cousi~sche Verteilung 2. Ar t  

V yon regul&'en Ortsfanktio~e~ vorgegeben. D a ~  existiert stets ei~e in ~ e in-  

deu  t i ge regulYre T'unktio~, die au f  den dutch V vorgeschriebe~en NullstelleJ~Schen 

mi~destens in der vorgeschriebe~en Ordnm~g versehwiudet. 

Beweis: Die durch V vorgeschriebene, mit Ordnungen und natih'lieher 

Orientierung versehene Menge yon Iqullstellenfl~tchen sei ~ .  Wir w~hlen eine 

mit Ordnungen und natiirlicher Orientierung versehene Menge ~ analytischer 

Fliichen, die sich im Innern yon ~ nicht h~tufen, sodass die charakteristischen 

Schnittzahlen der Vereinigungsmenge 

ss Null sind: das ist naeh Satz 7 mSglieh. Zu ~l~ gehSrt nach der Folge- 

rung aus Satz 5 eine in ~ eindeutige reguls Funktion, die genau auf ~;~ in 

den vorgeschriebenen Ordnungen verschwindet, und diese Funktion hat  die ge- 

forderte Eigenschaft. 

Verlangt man also yon einer LSsungsfunktion F(~, z ) z u  einer vorgege- 

benen Cousinschen Verteiiung 2. Art in ~ = ~ X ~* nur, dass .~eweils in ~I(P) 

gelten soll 
F (~, z ) =  L~ (~, z).J~ (~, z), 

wo Ls)(~, z) in l.I (P) reguF, ir ist: so existiert stets eine in ~ e i n d e u t i g e  regu- 

l{tre LSsung F(~, z). In  diesem erweiterten Sinne ist .]edes Cousinsehe Problem 2. 

Art  in einem Zylindergebiet durch eindeutige Funktionen 15sbar. Das hat  folgende 

bemerkenswerte Konsequenz: 

Satz 9: Jede im Zyli~2dergebiet ~ = ~ X ~* eindeutige meromorphe Funktion 

G (~, z) gestattet i~ ~ eine Quotientendarstellung 

e (~, z ) -  F1 (~, z) 
z)' 

WO -~'1 (~, Z) U~2d T~2 (~, ~) in ~ eindeutoe reguldre Funktionen sind. 

Beweis: Sei ~ die mit Ordnungen und Orientierung versehene Polfliichen- 

menge yon G (~, z). Es gibt nach Satz 8 eine in ~ reguls eindeutige Funktion 
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F~(~, z), die auf  ~ mindestens in den dort  dutch  G ( r  z) vorgegebenen Polord- 

nungen verschwindet. Die Funkt ion  

ist  daher in alle Punkte  yon ~ regulgr fortsetzbar und b]eibt dort  eindeutig;  

also gilt  in 
,)  - F ,  z) 

t% (g, 
w. z. b. w. 

7) Multiplikative automorphe Funktionen in (2n)-dimensionalen 
Zylindergebieten. 

Zu Grunde gelegt werde jetzt  ein niehtgesehlossenes Zylindergebiet  ~ = 

= ~R (1) X- . .  X ~(<, d .h .  ein direktes Produk~ nichtgeschlossener Riemannscher  

Flgchen ~(~) . . . .  , ~(,,> fiber den z l - , . . . ,  z,~-Ebenen. In jedem ~(J)sei eine ein- 

dimensionale Homologiebasis, bestehend aus orientier ten geschlossenen Kurven 

o mit  den 5blichen Eigenschaften,  gewghlt. Die Zykel ~ ) •  ~ ) ,  i < j ,  mult i '  

pliziert mi t  n - - 2  festen Punk ten  aus den ~;kl, k ~ i, j ,  bilden dann eine zwei- 

dimensionale Homologiebasis { ~  j)} in 3. 

Es ist zweckmgssig, eine Funk t ion  M(z l  . . . .  , z,O eine in ~ = ~(1)X.-.  • ~(< 

regul~ire m u 1 t i p 1 i k a t i v e a u t o m o r p h e Funkt ion  zu nennen,  wenn M (z~ . . . .  , zn) 

folgende Eigenschaf ten  besitzt: 

I) M ( z ~ , . . . ,  z,~) ist in 3 uneingeschr~tnkt regulgr fortsetzbar.  

2) Bei festen ~ ( z ~ ) , . . . ,  ~(z,~_~) und variablem ~(z , , )b le ib t  M ( z , , . . . ,  z,~) 
eindeutig. 

3) Durchlguf t  ~ (&), i ~ n, ein ~") in ~(it und  werden die iibrigen Yariablen 

(zj) festgehalten,  so erh~ilt M ( z i , . . .  , z~) einen Fak tor  IIrn~;'J)(zJ), sym- 
?>2  

bolisch : 
(g(~) .~,o {M(z,  . . . .  , zn)} = I I ~ i ' J ) ( z j ) " M ( Z l , . . . ,  zn); 

j>i  

dabei ist m!(,.i)(zj) in ~(J) regul~tr, e indeutig und ungleich Null  und hgngt  

nur  yon der Homologieklasse yon ~ )  in ~(*/ ab. 

Wird der Begriff der m . a .  Funkt ion in dieser Weise verallgemeinert,  so 

lassen sich die Ergebnisse der vorangehenden Abschnit te  ausnahmslos iibertragen. 

Die Beweise verlaufen entsprechend; wir verzichten auf ihre Durchf i ihrung und 

begnfigen uns mit  der Angabe der Resultate.  
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Jede in ,~ vorgegebene Cousinsehe Verteilung z. Art V yon reguF~iren Orts- 

funktionen besitzt eine regulSre m. a. Funktion 3 I ( z ~ , . . . ,  z~)Ms LSsungsfunk- 

tion, die ohne ,,iiberfliissige Mehrdeutigkeiten" gewiihlt werden kann. Unter den 

charakteristisehen Sehnittzahlen a (i,j) i < j ,  der durch V bestimmten Menge 9)~ 

yon orientierten und mif Ordnungen versehenen Nullstellenfl:~iehen verstehen wir 

S(~, ~(~"J)~ ~,o~ j. Dann gilt fiir die MulLiplikatoren m~i'/)(zj)yon die Schnittzahlen 

M ( z l ,  . . . ,  z,d: 

~(.i) 

Jede in  ~ reo.nliire m.a.  FunkLion (die insbesondere eindeut ig 8ein kann) ]iLsst 

sieh ferner Ms (ira wesentliehen eindeutiges) Produkt  yon Pr imfunk t ionen dar- 

stellen. Dabei wird unter  einer Pr imfunk t ion  eine regulitre m. a. Funk t ion  mi t  

genau einer irreduzib]en Nullste] lenfl i iehe z. Ordnuno" verstanden. - -  Zu vorge- 

gebenen eh~rakterist isehen Sehnittzahlen alto j) lassen sieh stets Cousinsehe Ver- 

teilungen 2. Art yon reguliiren Ortsfunktionen angeben. Daraus folgt, dass eine 

in ~ meromorphe eindeutige Funktion dort eine Darstellung als Quotient von 

in ~ eindeutigen regulitren, jedoch nicht notwendig teilerfremden Funktionen 

gestattet. 


