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Unter einer Primfunktion auf einer algebraischen Riemannschen Fliche
A wird gewodhnlich eine analytische Funktion von zwel unabhingig voneinander
auf A laufenden Variablen P({) und P(z) verstanden, die genau auf der ,Dia-
gonalmannigfaltigkeit' P (L) = P(2) in erster Ordnung verschwindet. Die Bezeich-
nung geht auf Weierstrass zuriick, der in seinen Vorlesungen iiber Abelsche
Transzendenten Primfunktionen zur Herstellung von Primfaktorzerlegungen alge-
braischer Funktionen verwendet hat.! Spiter hat F. Klein den verwandten wich-
tigen Begriff der (auf homogene Variable bezogenen) Primform gebildet.?
Auch F. Prym hat Primfunktionen besonderer Art eingefiithrt und benutzt.?
Angesichts der Bedeutung, die den Primfunktionen auf algebraischen Riemann-
schen Flichen zukommt, scheint es von Interesse zu sein, entsprechende Funk-
tionen und Verallgemeinerungen auch im nichtalgebraischen Falle zu studieren.
Das soll in der vorliegenden Arbeit in Angriff genommen werden.

Auf einer geschiossenen Riemannschen Fliche kénnen Primfunktionen sicher
nicht als iberall endliche und zugleich eindeutige Funktionen gewihlt werden.
Die Primfunktionen von Klein und Prym sind zwar iberall endlich, aber in
bezug auf beide Verinderliche unendlich vieldentig. Die Weierstrassche Prim-

funktion weist Pole und isolierte wesentliche Singularitiiten auf; sie bleibt

! WEIERSTRASS, Werke Bd. 4, S. 387 ff.

* F. KLEIN, Zur Theorie der Abelschen Funktionen. Math. Annalen 36 (1889/90): Gesammelte
Abbandlungen Bd. 3, 8. 388 fi. — Vgl auch W. F. Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheorie II,
2; 8. 4oz ff.

® F. PrRym und G. Rost, Theorie der Prymschen Funktionen erster Ordnung, Leipzig 1911,
II. Teil.
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in bezug auf eine der beiden Veridnderlichen eindeutig, nicht jedoch in bezug
auf die andere Verinderliche.! Es fragt sich, ob es nicht wenigstens auf einer
nichtgeschlossenen Riemannschen Fliche  stets eine iiberall endliche,
eindeutige Funktion mit den Bigenschaften einer Primfunktion gibt. Hierzu
wiire im Zylindergebiet ! X N eine iiberall endliche, eindeutige Funktion £2({,2)
zu konstruieren, fiir die das analytische Flichenstiick P(0) = P (2) als einzige
Nullstellenmannigfaltigkeit, und zwar von erster Ordnung, vorgeschrieben ist.

Nun ist die Frage nach der Existenz analytischer Funktionen mehrerer
Veriinderlichen zu vorgegebenen Nullstellenflichen — bekannt als zweites Cousin-
sches Problem — in der Literatur eingehend behandelt worden.” Seit lingerem ist
bekannt, dass es keineswegs immer moglich ist, ein in einem Gebiet B iiber dem
Ry, vorgelegtes Cousinsches Problem 2. Art durch eine eindeutige Funktion zu
16sen. Damit eine eindeutige Losungsfunktion existiert, miissen das Gebiet B
und die in B vorgegebene Menge IM von Nullstellenflichen besondere Bedin-
gungen erfillen. Eine notwendige und in manchen Fillen auch hinreichende
Bedingung besteht, wie ich in einer fritheren Arbeit® gezeigt habe, darin, dass
die Schnittzahlen von M mit den zweidimensionalen Zykeln in B — ich nenne
sie die charakteristischen Schnittzahlen von I in bezug auf B — simt-
lich verschwinden. Zur Diagonalmannigfaltigkeit des Zylindergebietes X R ge-
horen nun nur dann lauter verschwindende charakteristische Schnittzahlen in
bezug auf Jt X R, wenn R schlichtartig ist. Daher kann es i.a. auf einer nicht-
geschlosssenen Riemannschen Flidche eine iiberall endliche, eindeutige Primfunk-
tion nicht geben.

BEs lisst sich jedoch zeigen, dass als Primfunktion stets eine mehrdeutige,
iiberall endliche analytische Funktion gewithlt werden kann, deren Mebrdeutig-
keitsverhalten dem der Weierstrasschen Primfunktion genau entspricht. Hierzu
studieren wir das zweite Cousinsche Problem in allgemeinen Zylindergebieten
3 =N X NR* wo die nichtgeschlossenen Riemannschen Flichen 9 und N* nicht

! Die Weierstrassche Primfunktion hiingt auch von den Polstellen analytisch ab; sie wird daher
iiblicherweise als Funktion von drei Verinderlichen geschrieben. Wir denken uns die Polstellen-
verinderliche festgehalten,

? Die erste grundlegende Untersuchung zu diesem Problemkreis stammt von P. CoUsiN: Sur
les fonctions de # variables complexes, Acta mathematica 19 (1895), 8. 1—671. Thre Ergebnisse
mit Beweisen sind ausfiihrlich dargestells bei W. F. OsGcoob, Lehrbuch der Funktionentheorie II,
1, Leipzig und Berlin. — Wegen weiterer Literatur sei auf den Berieht von H. BEHNKE und K.
STEIN verwiesen: Analytische Funktionen mehrerer Veriinderlichen zu vorgegebenen Null- und
Polstellenflichen, Jahresbericht der deutschen Math. Vereinigung 47 (1937), S. 177——192.

® K. StEIN. Topologische Bedingungen fiir die Existenz analytischer Funktionen komplexer
Veridnderlichen zu vorgegebenen Nullstellenflichen, Math. Annalen 117 (1941), S. 727—757.
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notwendig als identisch vorausgesetzt sind. Wir beweisen, dass zu einer in 3
singularititenfrei vorgegebenen Menge I von Nullstellenflichen stets eine iiberall
endliche, analytische Funktion gefunden werden kann, die in bezug auf die
Verinderliche B(z) eindeutig, in bezug auf die Veriinderliche P () multiplikativ
mehrdeutig ist, wobei die Multiplikatoren eindeutige nichtverschwindende Funk-
tionen von P(z) auf R* darstellen. Die charakteristischen Schnittzahlen von M
in bezug auf 3 hingen mit den Multiplikatoren eng zusammen und sind durch
sie bestimmt. Wir nennen eine in § analytische Funktion f({, z) mit solchem
Mehrdeutigkeitsverhalten eine multiplikative automorphe Funktion (zu
diesen gehdren speziell auch die in J eindeutigen Funktionen). Insbesondere
heisse f(, z) eine Primfunktion, wenn sie genau auf einem in J irreduziblen
Flichenstiick in erster Ordnung verschwindet. Spezialfille bilden die zur Rie-
mannschen Fliche R gehorenden Primfunktionen.

Sodann ergibt sich: Jede in § iiberall endliche multiplikative automorphe
Funktion gestattet eine Darstellung als Produkt von Primfunktionen, und diese sind
bis auf nichtverschwindende multiplikative automorphe Funktionen als Faktoren
eindeutig bestimmt. Dieser Sachverhalt entspricht dem Satz von der Primfaktor-
zerlegung der ganzen Funktionen.! .

Wir zeigen weiter, dass in 3 stets iberall endliche multiplikative antomorphe
Funktionen konstruiert werden konnen, zu deren Nullstellenflichen beliebig vor-
gegebene charakteristische Schnittzahlen gehdren. Daher gibt es zu jedem Cou-
sinschen Problem 2. Art in 3 eine eindeutige analytische Funktion, die
wenigstens auf den vorgegebenen Nullstellenflichen in der vorgeschriebenen
Ordnung verschwindet, eventuell jedoch noch weitere Nullstellen besitzt. Hieraus
folgt, dass eine in J eindeutige meromorphe Funktion dort als Quotient ein-
deutiger, analytischer, iiberall endlicher Funktionen darstellbar ist, die jedoch
nicht notwendig teilerfremd sind.

Es sei noch angemerkt, dass entsprechende Aussagen auch fiir Zylinderge-
biete mit mehr als zwei Projektionen gelten. Wir formulieren sie in einem

ergiinzenden Abschnitt.

Inhaltsiibersicht.

1) Integrale 1. Gattung und multiplikative automorphe Funktionen.
2) Multiplikative automorphe Funktionen zu vorgegebenen Nullstellenfliichen.
3) Schnittzahlen und Multiplikatoren.

! Vgl. W. F. OscooDn, Lehrbuch der Funktionentheorie 1I, 1, 2. Aufl. 8. 268 ff.
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4) Prim- und Elementarfunktionen Riemannscher Flichen.

5) Produktdarstellung multiplikativer automorpher Funktionen durch Primfunk-
tionen.

-6) Analytische Flichen zu vorgegebenen charakteristischen Schuittzahlen.

7) Multiplikative automorphe Funktionen in 2#-dimensionalen Zylindergebieten.

1) Integrale 1. Gattung und multiplikative automorphe Fuanktionen.

Wir stellen zuniichst eine Reihe von Begriffen und Aussagen iiber Rie-
mannsche Flichen und Funktionen aunf Riemannschen Flichen zusammen, die
im folgenden bendtigt werden. Ein Teil dieser Aussagen wurde von H. Behnke
und Verf. in einer kiirzlich erschienenen Arbeit bewiesen.’

Unter einer Riemannschen Fliche wird stets eine iiber Punkten der kom-
plexen Ebene ausgebreitete (konkrete) Riemannsche Fliche verstanden. Win-
dungspunkte endlicher Ordnung sind als innere Punkte zugelassen. Sind & und
&, Teilgebiete einer nichtgeschlossenen Riemannschen Fliche i — in Zeichen
& <N, & <IN — so heisst @ ganz im Innern von &, gelegen — in Zeichen
& <®, — falls ® in &, kompakt ist. & heisst relativ zu &, einfach zu-
sammenhingend, wenn jedes endliche System geschlossener Kurven in &,
das innerhalb ©&; berandet, schon in & berandet.? & heisst ferner ein Poly-
gongebiet, wenn sein Rand aus endlich vielen punktfremden, doppelpunkt-
freien geschlossenen Kurven besteht, die ihrerseits aus endlich vielen Strecken
und Halbgeraden zusammengesetzt sind, wenn ausserdem jeder Randpunkt
Héaufungspunkt dusserer Punkte ist. Ist eine Folge von Polygongebieten M, mit
R, <N <N vorgelegt, derart dass es zu jedem Gebiet &* < N einen Index
v, gibt, sodass fir » > v, &" ganz im Innern von M, liegt, so heisst die Folge
N, eine normale Ausschopfungsfolge von N, wenn jedes N, relativ zu
allen N, mit x> » und zu N einfach zusammenhiingend ist. Jede nichtgeschlos-
sene Riemannsche Fliche 9 besitzt normale Ausschopfungsfolgen M, ebenso jedes
Teilgebiet von . Das Polygongebiet N, der normalen Ausschipfungsfolge N,
wird stets als schlechthin einfach zusammenhingend gewihlt, es heisst der Kern
der Folge N,. Sind ferner M, und N, normale Ausschopfungsfolgen der nicht-
geschlossenen Riemannschen Flichen N bzw. M*, so heisst entsprechend die
Folge von Zylindergebieten 3, =M, X N, eine normale Ausschopfungsfolge von
B=RXNR und 3, =N, X N der Kern dieser Folge. Jeder nichtgeschlossenen

! H. BEHNKE und K. STEIN, Entwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen Flichen,
Math. Annalen 120 (1948), S. 430—461.
? Es ist @ < ®, vorausgesetzt.
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Riemannschen Fliche N und jedem Zylindergebiet 3 werde im folgenden jeweils
eine normale Ausschépfungsfolge fest zugeordnet.

Die eindimensionale Homologiegruppe ' von N, bezogen auf den Ring der
ganzen Zahlen als Koeffizientenbereich', besitzt eine hiochstens abzihlbare Basis.
Falls N nicht einfach zusammenhingend ist, kann und soll eine zugehorige
Homologiebasis und die normale Ausschopfungsfolge R, immer mit den folgenden
Eigenschaften gewihlt werden: Alle Basiszykel €, ¢ =1, ..., sind einfach ge-
schlossene, orientierte Kurven in 9, die sidmtlich einen festen Punkt P, des
Kerns der Folge N, enthalten; ferner sollen jeweils €, . . ., €, o <k, =k, = ko,

eine eindimensionale Homologiebasis in Nf,, » = 1, bilden.

Auf M existiert stets eine Elementarfunktionerster Ordnung. Hier-
unter wird eine im Zylindergebiet 3 =% X N eindeutige meromorphe Funktion?
A(C, 2) der Verinderlichen (), B(z) verstanden mit der Eigenschaft, dass das
Differential A4 (L, 2)d fir PE) # B(2) endlich bleibt und fiir P(L) = P(2)
einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 anfweist.® Ist & <N ein Gebiet mit
stiickweise glattem Rande und f({) eine in & regulire und auf dem Rande von
& noch stetige Funktion, so ist f in & durch das Cauchysche Integral

I

L0 aa

Ra©

Sle) =

darstellbar.

Fiir Funktionen in Teilgebieten Riemannscher Flichen gilt der folgende
Approximationssatz: Sind ¢; und &, Teilgebiete der nichtgeschlossenen Rie-
mannschen Fliche N und gilt @, <&, <N, so sind die in &, reguliren ein-
deutigen Funktionen dann und nur dann stets durch in &, regulire eindeutige
Funktionen gleichmissig im Innern von &, approximierbar, wenn &, relativ zu
®, einfach zusammenhiingend ist. Ein entsprechender Satz gilt fiir Funktionen

mehrerer Verinderlichen in Zylindergebieten; die notwendige und hinreichende

! Auch bei allen im folgenden benutzten Aussagen iiber Homologieeigenschaften von Rie-
mannschen Flichen und Zylindergebieten ist der Ring der ganzen Zahlen als Koeffizientenbereich
zu Grunde gelegt. — In bezug auf die topologische Terminologie folgen wir dem Lehrbuch der
Topologie von H. SEIFERT und W. THRELFALL, Leipzig und Berlin 1934.

* Eine Funktion heisst in einem Punkte einer Riemannschen Fliche (oder eines Zylinderge-
bietes) reguliir bzw. meromorph, wenn sie es in bezug auf ortsuniformisierende Parameter ist.

® Elementarfunktionen sind im algebraischen Falle zuerst von WEIERSTRASS eingefiihrt wor-
den. (Vorlesungen iiber Abelsche Transzendenten, Werke, Bd, 4). Zu diesem Begriff sei auch ver-
wiesen auf R. KoNIe¢ uud M. KRAFFT, Elliptisché Funktionen, Berlin und Leipzig 1928, sowie auf
die weitere dort angegehene Literatur.
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Bedingung besteht darin, dass die Projektionen des kleineren Zylindergebietes
relativ zu denen des grisseren einfach zusammenhingend sein miissen.

Auf einer nichtgeschlossenen Riemannschen Fliche N lassen sich zu beliebig
vorgegebenen Periodizitdtsmoduln stets I ntegrale 1. Gattung konstruieren.
Damit ist folgendes gemeint: Werden den Elementen €, einer eindimensionalen
Homologiebasis in N beliebig komplexe Zahlen «, zugeordnet, so gibt es eine
auf N uneingeschriinkt regulir fortsetzbare Funktion I{{), die sich bei Fortset-
zung lings €, oder einer zu €, homologen Kurve additiv um die Konstante ¢,
verdndert." Ist speziell e, = 1, @, =0 fiir ¢ ¥ g,, so heisse ein zugehoriges Inte-
gral 1. Gattung I, ({) ein €, zugeordnetes Elementarintegral 1. Gattung.

Uber die Existenz von Integralen 1. Gattung zu vorgegebenen Periodizitiits-
moduln lisst sich noch eine weitergehende Aussage machen. Wir beweisen

Satz 1: N und N* seien nichigeschlossene Riemannsche Flichen. Den Elementen
&, einer eindimensionalen Homologiebasis in N seien Funktionen f,(2) zugeordnet,
die auf N eindeutig wund regulir sind. Dann existiert wm Zylindergebiet
B=RXRN =R X R eine uneingeschriinkt regular fortsetzbare Funktion I, 2)
mat folgenden Eigenschaften: Wird P(2) festgehalten und durchliuft B (L) die Kurve
€y, so verdndert sich I(3,2) jeweils additiv um die Grisse f,(2); bes festgehaltenem
BL) wund variablem Blz) bleibt 1L, 2) eindeutiy.

I({,2) heisse ein Integral 1. Gattung auf B mit dem Parameterbereich N*
kurz: ein Integral 1. Gattung in 3 =R X R*. Die f,(2) heissen die Periodizitits-
moduln von I({, 2).

Beweis: Ist M einfach zusammenhingend, so ist die Aussage des Satzes
trivial; in diesem Falle ist schon Z({, z) == 0 eine gesuchte Funktion. Die Homo-
logiegruppe §' enthalte also nicht nur das Nullelement. Es seien I,(() den G,
zugeordnete Elementarintegrale 1. Gattung auf 3. Besteht nun die eindimen-

sionale Homologiebasis nur aus den endlich vielen Elementen €, .. ., €y, so hat

I, 2)= 2\ I, (5) /o (o)

o=1

' I(Q) ist durch seine Periodizititsmoduln nur bis auf eine auf % eindeutige Funktion be-
stimmt. — In verschiedenen neueren Untersuchungen ist der Begriff des Integrals I. Gattung auf
einer nichtgeschlossenen Riemannschen Fliiche enger gefasst worden. Zu diesem Begriff vergleiche
man: H. Hor~NicH, Uber transzendente Integrale erster Gattung, Monatshefte Math.-Physik 47 (1939),
S. 380—387. — R. NEVANLINNA, Quadratisch integrierbare Differentiale auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit. Ann. Acad. Sci. Fennicae AI, Math.-Phys. 1, (1941), 8. 1—34. P. J. MYRBERG,
Uber transzendente hyperelliptische Integrale erster Gattung, Ann. Acad. Sci. Fennicae, AI, Nr.
14 (1943), 8. 1—32. Und: Uber Integrale auf transzendenten symmetrischen Riemannschen Fli-
chen, Ann. Acad. Sci. Fennicae 31 (1945).
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die geforderten Eigenschaften. Aber auch wenn unendlich viele €, auftreten,
kann ein I(g, z) als analog gebildete unendliche Summe gewonnen werden. Zur
Sicherung der Konvergenz sind die 7,({) zuvor geignet zu normieren: Die Kurve
€, trete erstmalig als Basiskurve in %,  auf, es sei also 0 = kny~1 <@ =k, Bei
Fortsetzung innerhalb 9?79_1 bleibt I, ({) eindeutig; wir greifen einen Zweig von
L(0) in %,0_1 fest heraus und bezeichnen ihn als Kernzweig fp (£). Sei nun ¢,
eine Folge positiver Zahlen mit konvergenter Summe; ferner sei die reelle Zahl

¢, so gewiihlt, dass
ce> Max |[f,(2)}

R () in %y

ist (es sei M) eine normale Ausschopfungsfolge von R*). Nach dem zitierten

Approximationssatz gibt es eine in M reguliire eindeutige Funktion s,(L), sodass

L) = @] <2 in 9o

Wir setzen

Jo(8) = T, () — 5, (0);

fiir den Kernzweig J,(0) in R,,—1 gilt dann

| T @) <% in 9, -,
. :

Die unendliche Reihe

I, 2) = 2 I, (0)- fole)
(;:1

konvergiert nun in jedem ganz im Innern von 3 gelegenen einfach zusammen-
hingenden Gebiet absolut und gleichmissig und stellt eine gesuchte Funktion
in 8 dar; dabei sind jeweils solche Zweige von J,({) zu nehmen, die durch gleich-
zeitige Fortsetzung aus den Kernzweigen j{,(C) hervorgehen. — Um dies zu

zeigen, zerlegen wir:

s

(1) R ASHACEIPINASEAC R A A C)

o=k, o>k,

0
1

und weisen innerhalb 3, =N, X R} die Konvergenz der zweiten Summe rechts

in (1) fiir die Kernzweige je () nach. Ks ist in 8, fiir jedes ¢, = .
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| 2 J.0-£6)]|= 2 1L01 A= 2 Ze= 2 &
070

0>01 C,

2d
=01 0 00

Damit ist Satz 1 bewiesen.
Wir haben im folgenden hiufig Funktionen von der Gestalt

@ (e, o) = o1
zu betrachten; dabei sei I(, ) ein Integral 1. Gattung in 3 =N X H*. ML, 2)
ist in J3 uneingeschrinkt reguldr fortsetzbar. Sein Mehrdeutigkeitsverhalten lisst

sich wie folgt kennzeichnen:

1) Bei festem $(0) und variablem $3(z) bleibt M ((, 2) eindeutig.
2) Wird B(z) festgehalten und durchliiuft P () eine orientierte geschlossene
Kurve &, in R, so erhilt M, z) einen nur von P (2) und der Homologie-

klasse von €, in 9 abhiingenden Faktor m,(z); symbolisch

Co MG, 2)} = my(e)- BLE, 2);
dabei ist m,(2) in N* regulir, eindeutig und ungleich Null.

Wir nennen allgemein eine in J =N X N* uneingeschrinkt regulir fort-
setzbare Funktion M (f, z) mit den Eigenschaften 1) und 2) eine auf R regulire
multiplikative automorphe Funktion mit dem Parameterbereich N*
— abgekiirzt: eine in 3 regulire m.a. Funktion —, auch dann, wenn M{({, 2)
sich nicht in der Gestalt (2) mit iiberall endlichem I({, z) darstellen lisst. Kine
in 3 regulire m.a. Funktion heisse ferner eine Primfunktion in §, wenn sie
auf genau einem irreduziblen analytischen Flichenstiick in 3 in erster Ordnung
verschwindet.

Besitzt die in J regulire m.a. Funktion M (L, z) dort keine Nullstellen, so
gestattet sie die Darstellung

M(E, 2) = el G+ (e,

wo I({, z) wiederum ein Integral 1. Gattung in 3 (mit eindeutigen Periodizitiits-
moduln) bedeutet und J{(2) ein Integral 1. Gattung auf R*, dessen Periodizitits-

moduln séimtlich ganzzahlige Vielfache von 27 sind. Dies ergibt sich aus
Satz 2: Die Multiplikatoren einer in § =R X R* nichtverschwindenden, regu-

ldren multiplikativen automorphen Funktion M (L, 2) besitzen eindeutige Logarithmen.
(Bs ist jeweils selbstverstindlich ein bestimmter Zweig des Logarithmus

gemeint.)
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Beweis: Sei © eine orientierte geschlossene Kurve in i und €* eine eben-
solche Kurve in ¥; férner sei

(3) C{M (¢, 2)} =m (- ML, 2).
Wir bilden
(M), [dlog M(Z,2)
(4) a(C)—LfM(C’;)dZ—f———aT~~dz.
c* c*

Da M{{, z) eindeutig in bezug auf P(z) ist, so ist fiir ein festes P(2): a () ="
=k-2m4, k eine ganze Zahl. Andererseits hiingt a({) stetig (sogar analytisch)
von L(Z) ab; daher ist a(f) konstant. Es ist also

(5) ClalQ)} =a)=k.2m1.

Nun ist nach (3):

(6) CAMAG, 2)} = m' (e} M(C, 2) + m(2)- ML, 2),
also:

_ fm' (2)- ML, £) + m(e)- M (L, Z)dz
o m(z)- M(L, 2) '

:fdlog m(z) + a(f).

[ohd

m’ () M: (L, 2)
m(z) dz +G* J”(g,?)dz

Demnach muss, wegen (5),
fd log m(2)=o
@*

sein, w. 7. b. w.

2) Multiplikative automorphe Funktionen zu vorgegebenen Nullstellen-
flichen,

Die Aufgabe, in einem Gebiet & iiber dem R:, zu vorgegebenen Nullstellen-
flichen eine in & regulire Funktion zu konstruieren, kann nach Cousin wie folgt
formuliert werden: Jedem Punkte P von & sei eine Umgebung U(P) und eine
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dort regulire Funktion fp zugeordnet; im Durchschnitt U(P)N11(¢Q) der Um-
fp

gebungen zweier Punkte P und @ bleibe der Quotient 7 regulidr und verschwinde
Q

dort nicht. Gesucht ist eine in & regulire Funktion I sodass jeweils 7 in
P

W (P) regulir und ungleich Null ist. Wir sagen, in & sei eine Cousinsche Ver-
teilung 2. Art von reguliiren Ortsfunktionen vorgegeben; die gesuchte Funktion
F heisse eine zugehérige Losungsfunktion. Reguldre Funktionen f und g, fiir

die in einem Gebiet U gilt, dass der Quotient 5 dort reguldr bleibt und nicht

verschwindet, nennen wir in U #dquivalent in bezug auf Division, kurz D-iqui-
valent. Xine Losungsfunktion zu einer Cousinschen Verteilung 2. Art muss also
die Eigenschaft haben, mit allen Ortsfunktionen D-dquivalent zu sein.

Wir legen nun als Gebiet & ein Zylindergebiet 3 =R X R* zu Grunde, wo
N und N* wie bisher beliebige nichtgeschlossene Riemannsche Flichen iiber der
§- bzw. z-Ebene bedeuten. Ist in 3 eine Cousinsche Verteilung 2. Art von re-
guliren Ortsfunktionen vorgelegt, so existiert hierzu im allgemeinen, wie schon
oben hervorgehoben, keine in § eindeutige Losungsfunktion. Wir zeigen jedoch,
dass als Losungsfunktion stets eine regulire multiplikative automorphe Funktion

gewihlt werden kann.

Sats 3: Im Zylindergebiet J =R X R* sei ezne Cousinsche Verteilung 2. Art
von vequliren Ortsfunktionen vorgegeben. Dann existiert eine in 3 reguldre multi-
plikative automorphe Funktion, die mit allen Orisfunktionen dquivalent tn bezug auf

Division ist.

Beweis: Die Glieder der 5 normal ausschopfenden Folge von Zylinder-
gebieten seien mit 3, =N, X R, bezeichnet. Wir weisen zunichst in jedem
(abgeschlossenen) Gebiet 3, =R, X Nt die Existenz einer reguliren multiplikativen
antomorphen Funktion nach, die dort mit den vorgegebenen Ortsfunktionen D-

dquivalent ist.

Hierzu werden %, und RE trianguliert, und zwar wird die Zerlegung von
R, and N in Dreiecke & und € so fein gewihlt, dass jedes (abgeschlossene)
Gebiet §;=C, X € durch eine Umgebung U; des durch die vorgelegte Ver-
teilung von Ortsfunktionen bestimmten Umgebungssystems tiberdeckt wird; die
zu ll; gehorige Ortsfunktion sei fi;(5, 2). Die Funktionen f;;{C, 2) sind nun in

geeigneter Weise zu einer multiplikativen automorphen Funktion in 3, zu ,,ver-
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heften. Der wesentliche Schritt dieses Heftungsprozesses besteht, in Analogie
zum Yorgang von Cousin, in folgender Konstruktion:

Es seien =6, + .-+ € und & = 67 + --- + 6 zwei zusammenhingende,
als Punktmengen abgeschlossene Teilkomplexe von %, bzw. R:; ferner sei Gy,
ein weiteres Dreieck der Triangulierung von N,, das mit &K Randpunkte oder
Randseiten, jedoch nicht alle drei Randseiten, gemeinsam hat. In & X & und
€11 X 8 seien schon regulire m. a. Funktionen M, (L, 2) bzw. M,(;, 2) als
Losungsfunktionen zur vorgegebenen Cousinschen Verteilung von Ortsfunktionen
gefunden, und zwar seien die Multiplikatoren in /F regulir, eindeutig und un-
gleich Null. Gesucht ist eine entsprechende multiplikative automorphe Funktion
in (R + Gyy) X &7

Wir umgeben die & und €; gemeinsamen Randstiicke R, mit einfach zu-
sammenh#ingenden, untereinander punktfremden Gebieten &,, die so klein ge-
wiithlt sind, dass der Quotient

. ML, 2)
Q(Sa Z) —1'1—2 (C) Z)

jeweils in .85” =G, X & regulir und ungleich Null ist. In jedem 35,¢ legen wir
einen bestimmten Zweig Q.((, 2) von Q(, 2) fest, dann ist @, ({, 2) dort wegen
des einfachen Zusammenhanges von &, auch eindeutig. Es sei nun in §,

Gn (;\ Z) = log Q% (Ca Z))

wobei jeweils von einem bestimmten Zweig des Logarithmus ausgegangen sei.
G.(C, 2) ist in bezug auf die Variable P(z) in & ein Integral 1. Gattung, seine
Periodizititsmoduln sind sémtlich ganzzahlige Vielfache von 2n¢, (fiir die ver-
schiedenen G,(, 2) sind diese Periodizititsmoduln moglicherweise verschieden).
Wir wihlen in & Integrale 1. Gattung a,(z), derart dass a,(z) dort die gleichen
Periodizititsmoduln wie G,(, £) besitzt. Dann sei

Gi, )= G, 2)— ax(2)

wobei rechts von bestimmten Zweigen ausgegangen werden soll. G%(g, 2) ist in
9. regulir und eindeutig.

S, enthilt ausser Punkten von & und @H] auch Punkte, die zugleich dus-
sere Punkte von R und &, sind. Wir konnen daher das & und G, gemein-
same Randstiick R, zu einem gleichfalls noch in &, gelegenen doppelpunktfreien
Kurvenstick L, erginzen, dessen Endpunkte dussere Punkte in bezug aunf K, und

€11 sind. Sodann bilden wir
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0. )= 7 [ 61 2 Al D)ag,

wo A{% §) eine auf 9 erklirte Elementarfunktion erster Ordnung bedeute. Die
Funktion ¢,(, 2) ist sowohl in & X & wie in 41 X &7 definiert und dort je-
weils eindeutig und regulir. Bei Anniherung an L, innerhalb (f + Cri1) X [
bleibt ¢.(l, ) regulir, weist jedoch dort den additiven Sprung G%({, 2) auf; iiber
die andeten L., 75 x, ist ¢.((, 2) dagegen ohne Sprung fortsetzbar. Demnach

unterscheiden sich die Zweige von
he(Z, 2) = em o
am Kurvenstiick L, jeweils um einen Zweig von

_ ]lfl (ga Z)

- ]‘[2 (gr Z)

—a, ()

Z’ﬁ (gv Z)

als Faktor; L, sei so orientiert, dass hy({, 2) diesen Faktor erhiilt, wenn ({) L.

von §; nach @Hl iiberschreitet. Es sei nun

My (5, 2) = My (5, 2)- [ ha(G, 2) in S X S,
M,y (5, 2) =M, (G, 2) - [[ he (G, 2) in Gror X 8T

An den Kurvenstiicken L, unterscheiden sich zwei bestimmte Zweige von My, (Z, 2)
wnd M, (E, 2) jeweils um den Faktor ¢, Daraus ergibt sich, dass M, ((, )
von $:X & in @/a—i»l X S_?f hinein reguliir fortsetzbar ist und dass das so fort-
gesetzte My, (L, 2) in (8 + Gity) X & eine reguliire m. a. Funktion darstellt, die
dort mit den Lokalfunktionen D-iquivalent ist und deren Multiplikatoren in KF
regulir, eindeutig und ungleich Null sind.

Wir denken uns nun die Dreiecke € und G der Triangulierungen von R,
und R so durchnumeriert, dass stets jeweils Gip1 (bzw. G) mit & = G, + - + &,
(bzw. mit & =G + --- + €}) lings wenigstens einer Seite oder Ecke, niemals
jedoch lings aller drei Seiten zusammenhiingt. Dass dies fiir einen zusammen-
hiingenden, endlichen Dreieckskomplex einer nichtgeschlossenen Riemannschen
Fliche immer moglich ist, folgt in einfacher Weise durch vollstindige Induktion
nach der Anzahl der Dreiecke. Nach dem angegebenen Verfahren werden jetzt
die Ortsfunktionen fi;(Z, 2), die jeweils in € X €} insbesondere eindeutig sind,
in folgender Reihenfolge verheftet: Aus f,;(,2) in € X G und f,(C, 2) in
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€, X & wird (wobei die Variablen () und R(2) zuniichst die Rollen vertauschen)
eine Losungsfunktion zur vorgegebenen Verteilung von Ortsfunktionen in €, X
X (6F + €)= €, X & konstroiert, hierauf je eine Losungsfunktion in €, X &;, . . .,
€, X 87=E, X N:, und ebenso in allen G, X N:. Alle diese Losungsfunktionen bleiben
eindeutig, da die G einfach zusammenhiingen. Aus den Losungsfunktionen in
€, X N und G, X R wird sodann, wieder nach dem beschriebenen Verfahren,
eine Losungsfunktion in (€, + €,) X R = &, X R! konstruiert, hierauf eine in
§?3 X R, us. £, So ergibt sich schliesslich eine in 3, =%, X R: regulire m. a.
Funktion M" ({, 2), die dort mit allen Ortsfunktionen D-iquivalent ist.

Wir denken uns fiir jedes » Funktionen M™({, 2} wie angegeben gebildet.
Damit aus ihnen eine Losungsfunktion M (g, 2) fiir das Gesamtgebiet 3 zusammen-
gesetzt werden kann, sind sie zuniichst geeignet zu normieren. Hs seien (falls
R nicht einfach zusammenhiingend ist) wie oben €,, 0 =1, ..., by, ks = kyy1, in
R, (» = 1) gelegene, zu einer eindimensionalen Homologiebasis in N gehorende
orientierte Kurven, die zugleich eine Homologiebasis in R, bilden. Ferner gelte:

(8) € {M™ (L, 2)} = my,(2) - M™ (L, 2).

Die M")({, z) werden nun so abgeiindert, dass die Multiplikatoren nicht mehr
von » abhingen. (Ist N einfach zusammenhiingend, so ist eine Abinderung der
M®™(, 2) nicht erforderlich).

Die multiplikative automorphe Funktion

M(w+1) (C7 Z)

N &)= MIC, 5)

ist in 8v regulir und ungleich Null; ihre Multiplikatoren

_ Ma11,0(2)

Ny, () g (2)

besitzen daher nach Satz 2 in N, eindeutige Logarithmen. Wir setzen in 9N}
Tvo (Z) = 10g m';'(; (Z),

wobei von einem bestimmten Zweige des Logarithmus ausgegangen sei; r,,(2)

ist ein in RN definiertes Integral 1. Gattung, dessen simtliche Periodizitits-

moduln ganzzahlige Vielfache von 2 ¢ sind. In R ist jeder Zweig von Yoi1,0l2) —

7v0(2) also eindeutig, d. h. alle 74,(¢) mit p=» besitzen in RN} die gleichen

Periodizititsmoduln. Sei nun 7,(2) ein Integral 1. Gattung auf R* das jeweils
13— 642136 Acta mathematica. 83
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in R die gleichen Periodizititsmoduln wie 7y, (¢) besitst; ferner sei [, ({) ein €, zu-

geordnetes Elementarintegral 1. Gattung auf R. Wir setzen in B

H'vo (C Z) = eI() ) [7'9 (5)—7‘1,9 ()]
und

wobei rechts wiederum von bestimmten Zweigen der angegebenen Funktionen

ausgegangen sei. Da

N 7o (2)
Gy Hag (6, )} = €770 (G 2) = oo Hag £ 2),
6ol Hoy (6, 2)) = Hig (G, 2) fir 0 # o,
so gilt wegen (8)
(S‘l {JL/[* (W) (Ca Z)} = 81'1(:) . M*(j) (é.! Z)r T é k’"

Die Multiplikatoren der M*™ ({, z) hiingen daher von » nicht mehr ab.

Aus den M*™({ £) wird nun mittels eines unendlichen Produktes eine ge-
suchte multiplikative automorphe Funktion im Gesamtgebiet 3=% X R* gebildet. —
Wir legen im einfach zusammenhiingenden Kern 3, = R, X Ri der Gebietsfolge
8, je einen Zweig M*® (2, z) von M*®(, z) fest. Der Quotient

A 7% (v-+1)
N* {#) (g’ Z) — M,\ (Ca Z)
Mg, 2)

ist dann in 8, regulir, ungleich Null und bleibt dort eindeutig. Ferner ist
K, ((, £) =log N*V (5, 2),

wo von einem bestimmten Zweig des Logarithmus ausgegangen sei, in 3, in
bezug auf beide Variablen je ein Integral 1. Gattung mit ganzzahligen Vielfachen
von 2mi als Periodizititsmoduln. Es gibt je ein Integral 1. Gattung b, () in
RN bzw. by (2) in R* mit ganzzahligen Vielfachen von 2 ¢ als Periodizititsmoduln,

derart dass
Kv (Cv Z) - bV (;) - b: (Z)

in 3, eindeutig bleibt (b, (&) baw. b(z) seien in bestimmter Weise festgelegte
»Kernzweige'* von b,(0) bzw. b5 ().

Sei nun eine Folge positiver Zahlen &, mit konvergenter Summe vorgegeben.
Wir wihlen eine in 3 =R X R* regulire Funktion s, ({, 2}, derart dass in B
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(9) | K, (5, 2) — b (D) — b2 (2) — 5, (8, 2)] < &

ist. Dann bilden wir
T(+ M*v+1(“ \ —b, () =bX(z)—s "21
M 2)=M H{ aE ) e B by (=8 (5, )Jw

wobei rechts solche Funktionen miteinander zu multiplizieren sind, die durch
gleichzeitige Fortsetzung aus ihren Kernzweigen hervorgehen. Aus (9) folgt, dass
das unendliche Produkt nach Abtrennung je endlich vieler Glieder in jedem 3,
absolut und gleichmiissig konvergiert. M ({, 2) ist also eine im Gesamtgebiet 5
definierte regulire m. a. Funktion, die gemiiss ihrer Konstruktion mit allen Orts-
funktionen D-iquivalent ist.

Damit ist der Satz bewiesen.

Es folgt insbesondere, dass zu einem in 3 vorgegebenen irreduziblen ana-
lytischen Flichenstick & stets eine Primfunktion mit § als Nullstellengesamt-
heit existiert. Denn zu § kann stets eine Verteilung D-iiquivalenter Ortsfunk-
tionen angegeben werden, durch die § als Nullstellenfliche 1. Ordnung vorge
schrieben wird.

Ist wenigstens eine der Projektionen von § =% X R* einfach zusammen-
hiingend, so gibt es zu einer Cousinschen Verteilung ¥V von reguliren Ortsfunk-
tionen mit D-Aquivalenz sogar eine eindeutige regulire Losungsfunktion in 3.
Wird niémlich die Bezeichnung so gewiihlt, dass R die einfach zusammenhiin-
gende Projektion von 3 ist, so ist die V nach Satz 3 zugeordnete regulire m. a.
Funktion M (Z, 2z) in 3 eindeutig.

Es sei noch angemerkt, dass in Satz 3 auch die bekannte Aussage iiber die
Existenz einer auf einer nichtgeschlossenen Riemannschen Fliche R reguliren
eindeutigen Funktion (einer Veriinderlichen) mit vorgeschriebenen Nullstellen ent-
halten ist.

3) Schnittzahlen und Multiplikatoren.

In 3= X R* sei wiederum eine Cousinsche Verteilung 2. Art V von re-
guliren Ortsfunktionen vorgegeben. Durch ¥ ist in § eine Menge von irredu-
ziblen analytischen Flichenstiicken ., bestimmt. Wir denken uns die §, in-
ynatirlicher” Weise orientiert; man erhilt die natiirliche Orientierung von .,
indem man, von einer lokalen Parameterdarstellung ausgehend, die positive (d.h
durch Linksdrehung bestimmte) Orientierung der Parameterebene auf {§, iiber-
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triigt. Jedem F, ist ferner durch ¥ eine positiv-ganzzahlige Ordnung zuge-
wiesen. Die Menge der so mit Orientierungen und Ordnungen versehenen Flichen
heisse .

Eine genau auf MM in den richtigen Ordnungen verschwindende reguliire
m. a. Fanktion M ({, 2) ist selbstverstindlich nicht eindeutig bestimmt. Ist (mit

den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes)

G ML, &)} =m,(2)- ML, 2),

<

so sind aber nach Satz 2z die Periodizititsmoduln von

re (&) = Zz’:ﬁ log m, (2)
durch M eindeutig festgelegt. Sie repriisentieren, wie sich im folgenden zeigen
wird, topologische Invarianten von . -

Wir bilden mit den Elementen €,, €7 der eindimensionalen Homologiebasen
in N und R* die Zykel €, X €% und bringen diese mit M zum Schnitt. Legen wir
als Orientierung von 3 die durch die positive Orientierung des R, bestimmte zu
Grunde, so sind die Schuittzahlen S(IX, €, X &%) wohlbestimmt. Sie sind, wie wir

beweisen wollen, mit den Periodizitiitsmoduln der 7,(z) identisch. Es gilt

Satz 4: Sei M(L, 2) ewne reguiare multiplikative automorphe 'unktion 1n 3 =
=M X RN*; es gelte
G AM(L, &)} = my(2)- ML, )
und

1

[ [‘dlooﬁl Z).
0 2 ‘. B (‘()
s
€, '

Dann st
a6 = S (M, €, X €5).

Beweis: Wir betten €, und €% in Streifengebiete &, bzw. &5 ein, die ihrer-
seits ganz in N bzw. N* liegen. Sodann bilden wir &, und &5 konform ab auf
Kreisringe

f:{1—0, <|[Cl<1+d]}
bzw.
f* {1 —d, < |z]< 1+ d,}.

M(;, 2) geht hierbei in eine im schlichten Zylindergebiet 8 =& X & regulire
m. a. Funktion iiber, und die Grissen a,, und S, €, X €F) bleiben erhalten.
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Es geniigt also, die Behauptung fiir m. a. Funktionen M(Z, z) im Gebiete 3 nach-
zuweiseu. Als Kurven §,, €7 seien hier die im Linkssinne durchlaufenen Peri-
pherien der Einheitskreise gewiihlt; die iibrigen Bezeichnungen seien beibe-
halten.

Zuniichst wird M (L, z) geeignet normiert. Wir setzen

:a() o

log 21
08 - 108 ., (2)

M (¢, 2)= M(C, 2) - &7
Dann ist

@9 M (L, 2)} = z%e- M, (C’ 2).

Wir geben nunmehr eine spezielle m. a. Funktion mit dem Multiplikator
2" %o an, deren Nullstellen iibersehbar sind. Sei zuniichst ¢, = 0. Wir betrachten
die analytische Fliche

Frog=_(_l=¢llog:,
Ist ¥ in natiirlicher Weise orientiert, so gilt, wie leicht ersichtlich,

SE € X €)= +1.

Zu einer genau auf F verschwindenden reguliren m. a. Funktion gelangen wir
wie folgt.
Wir setzen:

* P s eilogi—u-2x
H,(Z, Z):H(I_mim), Hz(C,Z)=Hl(I"*—Z——),
u=

v=0

wo in allen Faktoren derselbe Zweig des Logarithmus genommen werden soll. Die
unendlichen Produkte konvergieren fiir {o < |{|<oo; 0 < |2z] < oo} im Kleinen
gleichmiissig. Es sei dann

log?f log i

H(C,z‘):e4” 1_i'Hl(ZyZ)'H2(5’Z)'

H(¢, z) verschwindet genau auf  in erster Ordnung, und es gilt
CHH, o)} =2-H, 2).
In bezug auf die Variable z ist H({, z) eindeuntig. Bilden wir jetzt

G (L, 2)=[H(L. )] %o,
so gilt
C G (L, 2)} =27%- G (L, 2).
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Die Nullstellengesamtheit %, von G ({, z) ist das mit der Vielfachheit — a,6

versehene, natiirlich orientierte Flichenstiick §¥; es ist
S, € X €F) =— ags.

Wir bendtigen nun die Aussage, dass die Menge von Nullstellenflichen einer
in einem Gebiet ® reguliren, eindeutigen Funktion mit jedem in & gelegenen
zweidimensionalen Zykel die Schnittzahl Null besitzt.” Wenden wir dies aunf

die in 8 reguldre eindeutige Funktion
(‘D(Cv Z) = Ml(C: Z)' G (Cv Z)
mit der Nullstellengesamtheit I + K, an, so ergibt sich

S+ M, € x 63)=o.
Andererseits ist
SO+ M, € X E) =M, €, X €F) + S, € X €3)
=8M, €, X €F) —a,s=o0.

Demnach ist

S, €, X €3) = a,..
Ist @y > O, so betrachten wir an Stelle von § die Fliche
%*: g = C~i= e-—i-log;’

an Stelle von H{{, 2) die Funktion

und schliessen entsprechend.

Damit ist Satz 4 bewiesen.

Wir nennen die 4,5 charakteristische Schnittzahlen von I diese
hingen also von der Wahl der Homologiebasen {€,} und {€7} in R bzw. R* ab.

Ist ein ay,q 7 0, so ist der zugeordnete Multiplikator my, (¢) einer genau auf
M verschwindenden m.a. Funktion M(f, z) sicher nicht identisch 1; m,,(2) hingt
wirklich von P(z) ab. Sind aber fiir ein o, alle a,,=0, 6 =1,2,... und ist
gleichwohl m,, ()= 1, so kann M ({, z2) in naheliegender Weise so abgeindert
werden, dass bei Fortsetzung lings €, Eindeutigkeit herrscht. Allgemein gilt,
dass M (, z) ohne solche iiberfliissigen Mehrdeutigkeiten gewéhlt werden kann.

! Vgl. die oben zitierte Arbeit des Verf., Math. Ann. 117, 8. 734.
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Um das zu zeigen, betrachten wir die Menge derjenigen orientierten ge-
schiossenen Kurven € in R, fiir welche

S, ExE) =0

fiir alle ¢ ist. Diese & bestimmen eine Untergruppe der Homologiegruppe $*
von R, die wir mit Ui bezeichnen. Dann gilt

Satz 5: Es set M(L, z) eine in 5 =R X R* regulare multiplikative automorphe
Funktion wund M die Menge ihrer wmit Orientierung und Ordnungen versehenen
Nullstellenfliichen. Dann gibt es eine weitere in 3 reguldre m. a. Funktion M, (L, 2),
die genau auf MM in den durch M (L, z) vorgeschriebenen Ordnungen verschwindet,
mit folgender Figenschaft: Es ist

@ {M! (Ca Z)} = Ml (Ca Z)

Siir jede in R verlaufende geschlossene orientierte Kurve €, deren Homologieklasse
zu Uy gehort.

Beweis: Besteht J; nur aus der Nullklasse, so ist nichts zu beweisen. Im
anderen Falle denken wir uns die Homologieklassen von Ugy reprisentiert durch

orientierte Kurven €, Zu jedem €, gehort ein Multiplikator . (z) von M (G, 2):
CAME, 2)} = ine(2) M (5, 2).
Nach Satz 4 besitzen die m.(z) in N* eindeutige Logarithmen. Wir ordnen zu
€, » g.(2) = log . (2) (mod 2 7).

Diese Zuordnung bestimmt eine homomorphe Abbildung 4 von Uy in die additive
Gruppe I' der in R* reguliren eindeutigen Funktionen mod 27z ¢ (wobei also
Funktionen, die sich additiv um ein ganzzahliges Vielfaches von 2z unter-
scheiden, als gleich betrachtet werden sollen). Nach bekannten Schlussweisen
der Gruppentheorie lidsst sich dieser Homomorphismus zu einem Homomorphismus
der gesamten Gruppe $' in I' erweitern. Jedem Element €, der eindimensionalen
Homologiebasis in R kann also eine in R* reguliire eindeutige Funktion f,(2)

zugeordnet werden, derart dass umgekehrt der durch die Zuordnung
€, = fo2) (mod 2 7c7)

bestimmte Homomorphismus von ' in I' den Homomorphismus A erzeugt.
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Nach Satz 1 existiert nun ein auf 3 = N X N* definiertes Intégral 1. Gattung
I(g, ) mit den Periodizititsmoduln f,{z). Wir setzen

N &)= el
N (L, 2) ist eine in 3 regulire nichtverschwindende m.a. Funktion, und es gilt
C AN, 2)} =m.(2)- N, 2) fiir alle 1,

denn I(Z, z) besitzt in bezug auf €, jeweils den Periodizititsmodul g, (z) + ko2 74,
Daher ist

eine in 3 regulire multiplikative automorphe Funktion von der im Satz ange-
gebenen Kigenschaft.

Folgerung: Zu einer tm Gebiet 3 =R X RN* gegebenen Cousinschen Verteilung
2. Art 'V wvon reguldren Ortsfunktionen existicrt genau dann etne tn 3 eindeuntige
requldre Losungsfunktion, wenn alle charakteristischen Schunitizahlen der durch V
bestimmien Menge analytischer Ildchen verschwinden.

4) Prim- und Elementarfunktionen Riemannscher Fliichen,

Wir wollen unsere Ergebnisse auf den Fall spezialisieren, dass die Projek-
tionen M und M* des zu Grunde liegenden Zylindergebietes 3 identisch sind.
Es sei also

=% xR,

wo Nl wiederum eine nichtgeschlossene Riemannsche Fliche bedeute; wie bisher
sei der laufende Punkt des ersten Faktors mit (L), der des zweiten Faktors
mit P(z) bezeichnet. Die Diagonalmannigfaltigkeit

§: B =Bl

ist ein in 3 singulafitéitenfrei gelegenes irreduzibles analytisches Flichenstiick.
Eine Cousinsche Verteilung 2. Art von reguliren Ortsfunktionen in 3, durch
die § als Nullstellenfliche 1. Ordnung vorgeschrieben wird, kann wie folgt ge-
wihlt werden: Falls der Punkt P = B ({,} X B(z) nicht auf § liegt, setzen wir
Sfell, 2)=1; UW(P) wird so klein gewiihlt, dass es keinen Punkt von $§ enthilt.
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Liegt dagegen P auf §§, ist also insbesondere {, =z, und ist B(,) etwa Ver-
zweigungspunkt (v — 1). Ordnung (v = 1), so sei ‘

1 1

fr(C, 2)=(— L) — (¢ —2,), falls £, endlich,

1 1

frig 2)= (%); — (—;—);, falls B(&,) unendlich ferner Punkt,
(wobei rechts die richtigen Zweige einander zuzuordnen sind); ferner sei U(P)
das direkte Produkt zweier »-fach gewundener, geniigend kleiner Kreisum-
gebungen von B () = B(z,) in R. Es existiert in 3 eine regulire m.a. Funktion
Q(, 2), die, im Sinne von Satz 5, ohne iberflissige Mehrdeutigkeiten gewihlt
sei. Wegen der Irreduzibilitit von  ist 2((, z) eine Primfunktion; sie heisse
eine Primfunktion der Riemannschen Fliche %.

Das Mehrdeutigkeitsverhalten von Q(Z, z) wird nach Satz 4 und Satz 5 von
den charakteristischen Schnittzahlen von § in 3 bestimmt. Sind € und €* ge-
schlossene orientierte Kurven auf R, so zeigt eine elementare Betrachtung, dass
fir die Schnittzahl S(F, € X €*) die Beziehung

S(3, € X 6*) = §(6*, ©)

erfiillt ist; hierbei werden zur Bildung von S(§, € X €*) € und €* als Kurven
auf zwei verschiedenen Exemplaren N: R. von R betrachtet, wihrend sie zur
Bildung von S(€* €) als Kurven der gleichen, im iiblichen Sinne positiv orien-
tierten Riemannschen Fliche W zum Schnitt gebracht werden. Ist insbesondere
¢ ein die Fliche R zerlegender Riickkehrschnitt, so ist

S(€*, €)=0=38(F € X €,

fiir beliebige €*. Daher bleibt 2(f, 2) eindeutig, wenn PR({) eine N zerlegende
Kurve durchliuft. Ist dagegen € ein nicht zerlegender Riickkehrschnitt, so gilt

€1 2)l = wele)- (L, 2).
Dabei hat der Multiplikator wg(z) folgende Rigenschaften: Die Funktion
goc(z):;%log ws(z) (es sei von einem bestimmten Zweige des Logarithmus

ausgegangen) stellt auf N =N, ein Integral 1. Gattung dar; ihr Periodizitits-
modul ist —1 in bezug auf den zu € konjugierten Riickkehrschnitt; Null jedoch
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in bezug auf jeden € nicht treffenden Riickkehrschnitt, ebenso in bezug auf €
selbst, sowie in bezug auf jeden zerlegenden Riickkehrschnitt.

Aus der Primfunktion 2(f, z) lassen sich, dhnlich wie im algebraischen
Falle', der Fliche R zugeordnete Elementarintegrale und Elementarfunktionen
gewinnen. So kann

II(E, ) =1log R(C, 2)
als Elementarintegral 3. Gattung auf R bezeichnet werden (wobei (L) als
Variable, PB(z) als Parameter aufzufassen ist). Die Periodizititsmoduln von
II{C, 2) in bezug aunf nicht zerlegende Riickkehrschnitte stellen, wie eben darge-
legt, Elementarintegrale 1. Gattung auf R dar. Schliesslich ergibt sich eine
Elementarfunktion 1. Ordnung auf 3 als

A 2)= (,%n(c, ).

5) Produktdarstellung multiplikativer automorpher Funktionen durch
Primfunktionen.

Im folgenden werde wieder ein allgemeines Zylindergebiet 3 =9 X f* zu
Grunde gelegt, wo die nichtgeschlossenen Riemannschen Flichen R und R*
nicht als notwendig identisch vorausgesetzt sind. Wir wollen zeigen, dass eine
regulire m.a. Funktion nach ihren Nullstellenflichen in Primfaktoren zerlegbar
ist, die durch Primfunktionen dargestellt werden. HEs besteht also eine weitge-

hende Analogie zum Satze iiber die Primfaktorzerlegung der ganzen Funktionen.

Satz 6: Fine om Gebiet 3 =R X N* reguldre multiplikative automorphe Funk-
tion M (L, 2) ist darstellbar als Produkt

ML, 2)= H ML (E, &)™
n

von Primfunktionen M, (L, 2) in 3. Das Produkt konvergiert, nach Abtrennung von
je endlich vielen Gliedern, absolut und gleichmdéissig in jedem ganz im Innern von
B gelegenen einfach zusammenhingenden Gebiet.

Das Produkt iiber die i.a. mehrdeutigen Funktionen M,([, £) ist dabei, ihn-
lich wie frither, so gemeint, dass solche Zweige der M, ({, z) jeweils multipliziert
werden sollen, die aus geeignet festgelegten Kernzweigen durch gleichzeitige Fort-

setzung hervorgehen; unter dem Kernzweig von M, (l, 2) wird ein bestimmter

! Vgl. hierzu W. F. Osacoop, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 2, 8. 406.
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Zweig von M, (L, z) im einfach zusammenhiingenden Kern 3, = R, X ¢ der nor-
malen Ausschépfungsfolge 3, =N, X R} von 3 verstanden.

Zum Beweise des Satzes seien ..., & ... die irreduziblen Bestandteile
der Menge M von Nullstellenflichen von M((, 2); 4y, .. ., Ay, . . ., seien die zu-
gehodrigen Ordnungen. Zu jedem &, gehort eine Primfunktion My (L, z). Treten
nun nur endlich viele $, auf, so ist ’

MG ) =N ). J] M)

n

eine Produktdarstellung von M (C, 2); dabei ist N({, 2) eine geeignete nichtver-
schwindende m.a. Funktion. Indem N({, z) etwa mit M7 ({, ) zu einer Funktion
M, (L, z) zusammengefasst wird, ergibt sich eine gesuchte Darstellung. Es sei
also weiterhin angenommen, dass I aus unendlich vielen . besteht; dann han-
delt es sich darum, die M;({, z) zur Sicherung der Konvergenz des aus ihnen
gebildeten unendlichen Produktes geeignet zu normieren.

Wie frither seien €, . . ., &, in R, (v > 0) gelegene, zu einer eindimensionalen

Homologiebasis von i gehorende orientierte geschlossene Kurven, die zugleich
eine Homologiebasis von R, bilden; es gilt dann %, = k,+1.' Entsprechend seien
1, ..., @& in R definiert. Jedem F, ist eindeutig ein »(n) zugeordnet, derart
dass §. nicht mehr in 3, wohl aber in 3,11 eindringt; aus n —~ oo folgt
dann »(n) > oo, da in jedes 3, nur endlich viele {, eindringen kénnen. Ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit kann #(n) = 1 angenommen werden (hierzu
brauchen héchstens endlich viele ¥, ausser Betracht bleiben). — Es gelte:

C 1M (G, 2)} = mio (o) MA(C, 2).
Wir bilden nun in 3, "
G2 (8, 2) =log My (C, 2),

wo von bestimmten Zweigen des Logarithmus und von M; (L, z) ausgegangen sei.
In 3, werde ein Zweig von Gi(l,z) als Kernzweig Gi((, 2) festgelegt. Das
Mehrdeutigkeitsverhalten von G%(L, 2) in 3, ist bestimmt durch

G@ {G: (Ca Z)} = gZ(’(z) + G: (gv Z)) Q é k‘v(")y

G o) =cor2me + Gr (L, 2), Cs ganz, 6 = l,().

! Fir die folgende Uberlegung sei angenommen, dass % nicht einfach zusammenhingend,
also k; = 1, ist. Bei einfachem Zusammenhang von R vereinfacht sich der folgende Gedankengang.
In diesem Falle sind alle M} (, 5) eindeutig; die Ungleichungen (10), (13) fallen fort, es wird
lediglich (12) benotigt. '
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Hierin ist '
giole) =log my,(2)
(fiir einen bestimmten Zweig des Logarithmus), insbesondere bleibt g, (2) nach
Satz 2z in N, eindeutig.

Sei ein & > 0 vorgegeben. Wir kinnen gs,(z) durch eine auf R* eindeutige
reguldre Funktion h.,(z) approximieren, sodass in Rew gilt

En

|gn9(5)—hno(z)l<m‘

Ferner setzen wir in 5, um:

kv(-n) lv(n)
“Gull, 2) = Gr(L 2)— D L) ghele) — D I:(e) e 2,
o=1 o=1

wo I,{(0), I;(2) den €, bezw. € zugeordnete Elementarintegrale 1. Gattung auf
R bezw. R* bedeuten. *G, (L, z) bleibt bei Fortsetzung innerhalb B, eindeutig;
speziell gelte in 3:

. kv(n) . Iy (n) .
*Gnll, )= Gr(C, ) — D L, () ghole) — 2 15(2) cor 2 md;
=1 g=1

dabei bezeichnen I,(f) und I%(z) bestimmte, als Kernzweige festgelegte Zweige
von I,(;) bezw. I5(z). Die 1,(() denken wir uns in folgender Weise normiert:
Die Kurve €, gehére zur Homologiebasis von . H: (41, nicht aber zu der von
R, es sei also ko) < 0 = ker1. In Ry bleibt I, (L) bei Fortsetzung ein-
dentig. Wie im Beweise von Satz I kann nuun 7, ({) nétigenfalls so abgeiindert wer-

den, dass in R,y gilt (wir bezeichnen die abgeiinderte Funktion wieder mit I, (©):
(10) PAGIESE

wir denken uns I,({) so gewihlt.
Bs sei weiter H,([,2) eine in =N X R* eindeutige regulire Funktion,
fiir die in 3. gilb

|*Gult, &)~ Hu (G, )| <75

eine solche Funktion existiert nach dem in Abschnitt 1 zitierten Approximations-
satz. Wir bilden dann

ky (n)
Gul(l, 2) =*Gn (0, 2) — Ha(G, 2) + 2 L (5) [gne(€) — hne (2)]
o=1
ky (n) by (n)

= Gh(L 2)— Hall, ) — D L0 hnele) — D I3 (e) - cor 2 .
o=1
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Der Kernzweig von G,((, 2) sei

>

. . i)
Gn (Cv Z) = (7':(@, 5) — Hn(g, Z) — 2 IQ(C)'hng(Z) — Z ];(Z) '.00'2711'7:.

Setzen wir abkiirzend noch

,G" (Ca Z) = *Gﬂ (C’ Z) - -Hn(C! Z)v
In (Cv Z) = g;:(’ (5) - hﬂ() (2)7
so sind also "Ga(C, 2), gn,l2) in 3,m bezw. in R*, regulir und eindeutig, und
es gilt
ky (n)
(”) in (C, Z):’GH(C, Z)+ Z IQ(C)'QM(Z)
e=t in 81'(7:)7
(12) |G (5, 2)| < &
n
én .o
no < vin).
(13) lgl(z)‘ ln'kov(n) in R (n)
Sei nun
Mo (2, 2) = efints) |
kw(n) Iw(n)
—H, (5 25— E 10(;)'}1"9(2)— E J; (2) - ey-2mi
=M 2)-e g=1 a=1

Als Kernzweig von M, ({, 2} sei
ﬂin (C, ,3) = e("n(;, z)

festgesetzt. — Die Zahlen &, > 0 seien so gewiihlt, dass Z &n konvergiert. Wir

n

behaupten, dass das Produkt

im oben angegebenen Sinne konvergiert.

Um das zu zeigen, wihlen wir irgendein einfach zusammenhingendes Ge-
biet & ganz im Innern von 3; dann gilt fiir ein > 1: @ <3#. Wir lassen
alle M, (Z,2) ausser Betracht, die in 3, verschwinden. Fiir jeden Faktor des
Restproduktes
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T[ M0z, 2}

n=1y

gilt dann jeweils in 3,4, nach (11):

. Fy (m)
log { M, (Cv Z)}/'" =l Gy (& 2) + An- Io (€) “Gno (5)

=1

)
il

(wo links und rechts geeignete Zweige der Funktionen zu wihlen sind). Dabei
ist jedenfalls »(n) = u. Speziell ist in 3, fiir geeignete Zweige der beteiligten
Funktionen

kv(n) .
log { M (g, 2)}'n = An- &)+ Ao ZL, (@) + A D) 1,(0) gnel),
g:lcﬂ-(-l

o=1

wobei die letzte Summe rechts fortfillt, falls 4. = &y(my ist.? In & gilt dann:

IIOO‘ ML(C )} "Ié/“n',Gn(é‘» Z)I + ZIIO(‘S—)I'ILLQW(’(Z)I

kv(v)
+ l Iln gm( )l

o=k, +1

fe

é &
=& + . Z II/) (n) - ku) . ny

[nach (12}, {r3), (10)]
=2+ 2101

o=1
¢

also:

leow M, (¢ ,n|<[z+ ZII ]-Zen
n==1, o=1 n=n,
fir jedes 1, = ny,. Daraus folgt die behauptete absolute und gleichmissige Kon-

vergenz des unendlichen Produktes. Wir setzen

o0

MG, 2) = [ 1M S 2)on.

n=1

Dann ist

! Falls R einfach zusammenhingend ist, bleibt nur das erste Glied rechts stehen.
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eine in 3 reguliire, nichtverschwindende m. a. Funktion. Wir ziehen Q(C, £) in

das Produkt hinein, indem wir bilden

JWO (Cv Z) = Q (Cy 2’) : M] (C) Z>;
dann gilt

mit %, =1, %, = A, — 1, %y = A, fiir n = 2.

6) Analytische Flichen zu vorgegebenen charakteristischen Schnittzahlen.

BEs sei jedem Zykel T,, =C, X € der durch die §,, €7 bestimmten zwei-
dimensionalen Homologiebasis in 73 eine ganze Zahl a,, beliebig zugeordnet.
Dann existiert stets in 3, wie wir zeigen wollen, eine Menge I von analytischen
Flichen, die sich im Innern von 3 nicht hiiufen, mit den a,, als charakteristischen
Schnittzahlen.

Hierzu bendtigen wir folgenden

Hilfssatz: Es set kv < 0 = kur1, Lo < 0, = luy1. Dann gibt es in 3 eine dort
singularititenfreie Menge o,q ergdnzter analytischer Fldchenstiicke' mit folgenden
Eigenschaften :

1) Werden die irreduziblen Bestandteile von 6 mit der Ordnung 1 versehen
und natiirlich orientiert, so gilt fiir die charakteristischen Schnittzahlen by
von [, 0,0

IQ # 9,, 0 beliebig;

b,o=o0 fiir l
0=¢,, 0 <0y,

bos = a6 filr ¢ = 9,, 0 = 7.

2) Foyo, Aringt nicht <n Ry X R edn.

! Zum Begriff des erginzten analytischen Flichenstiickes siehe H. BEHXKE und P. THULLEN,
Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verdnderlichen, Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete, Bd. 3, Berlin 1934.
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Beweis: Wir wiihlen in R zu €, ein Elementarintegral 1. Gattung I, ({),
ferner in M* ein Integral 1. Gattung A4, (2) mit den wie oben festgelegten by, 4
als Periodizitiitsmoduln. Wegen ¢, > k,, 0, > [, ist jeder Zweig von I, ({} in R,
bezw. jeder Zweig von Ay, (2) in N eindeutig. Wir legen je einen Zweig von
I, () in N, bezw. von A, 4 (2) in N als Kernzweige IA@l () bezw. A@lnl (2) fest.
Sei ein ¢ > 0 vorgegeben. Dann kénnen, dhnlich wie frither, I, ({) und 4, (2)

so normiert werden, dass gilt

|1, (0)| <& in %,
|fi<,lal(z)——%| <& in N,

Zu beliebig herausgegriffenen Zweigen von I, ({) und A, (2) gibt es dann, da

alle Periodizititsmoduln ganzzahlig sind, geeignele ganze-Zahlen p, ¢, sodass gilt
(14) | | L, (5) —p|<ein N,
(15) : | 4,0, (2) — (¢ + 3)| <& in .

Wir wihlen etwa & <<1.

Nunmehr ziehen wir die im Abschnitt 3 (Beweis zu Satz 4) eingefiihrte Funk-
tion H(C, 7) heran, die im schlichten Zylindergebiet 3:{o < |] < c0; 0 < |Z] < oo}
als regulire m. a. Funktion mit der Nullstellenfliche Zz =~Ci definiert ist. Wir
bilden in 8 =%H X R*:

Gonon (L, 2) == H(2710,6), 2 7idg,6,0)),
Go 0,(C, 2) ist in 3 eine regulire m. a. Funktion, und zwar gilt:

@{) {G{1| o1 (C‘ Z)} = G()l 0 (ga Z) fur Q # Ql)
‘691 {G91 ay (;7 3)} = ein.Aglﬂl(Z) ) G(h Oy (C7 Z)'

Die Nullstellengesamtheit von G, (£, ) bildet nun eine Menge von analytischen

Flichen mit den angegebenen Eigenschaften, sie sei mit ,,., bezeichnet.
Zunichst stimmen die charakteristischen Schnittzahlen von ., nach Satz 4

mit den vorgegebenen l,, iiberein. Ferner gilt fiir die Punkte P({) X R (z) auf

%01 Oy -

2 Ig () = g—il2mi Ay 4 (2]

also
I,(0) + k= —1i-4,.(2); k eine ganze Zahl.

Diese Beziehung kann jedoch, wegen (14) und (13) mit ¢ < 1, fiir kein $() X
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X PB(z) aus RN, X R, erfiillt sein. Daher dringt §F,,, nicht in R, X R ein, womit
der Hilfssatz bewiesen ist.

Nunmehr konnen wir eine gesuchte Menge I von analytischen Flichen mit
den charakteristischen Schnittzahlen a,, in 3 konstruieren. Besteht die ein-
dimensionale Homologiegruppe von N, bezw. die von N*, nur aus dem Nullele-
ment, sind also alle a,, =0, so ist schon die Fliche B(5) = B(L,), P (L,) ein fester
Punkt aus 9N, eine gesuchte Menge IR. Anderenfalls verfahren wir wie folgt:
Wir bilden die Flichenstiickmengen F,., x=1, 2, ..., mit den im Hilfssatz
angegebenen Eigenschaften.! Die charakteristischen Schnittzahlen eines ¥, stim-
men mit den Elementen der x. Zeile der Matrix (a,,) iiberein, wobei jedoch die
ersten (x — 1) HElemente dieser Zeile durch Nullen ersetzt sind. Die Vereinigungs-

menge

gj’e:z%xx

besitzt dann als charakteristische Schnittzahlen die Elemente oberhalb und ein-
schliesslich der Hauptdiagonalen der Matrix (a,,) und sonst Nullen, d.h.: Die
zu den T,, =€, X € mit ¢ =0 gehorigen charakteristischen Schnittzahlen stim-
men mit den a,, berein, withrend die iibrigen Schnittzahlen siimtlich Null sind.
Ferner hiiufen sich die .. innerhalb 3 nicht, da mit einem 3, = N, X N, hoch-
stens diejenigen endlich vielen .. Punkte gemeinsam haben, fiir welche x = k,
oder x =1, ist. Entsprechend gibt es auf Grund des Hilfssatzes (bei seiner An-
wendung sind jetzt die Variablen zu vertauschen) in 3 Mengen i, von ana-
lytischen Flichenstiicken, die sich innerhalb von J nicht hiiufen und deren Ver-

einigungsmenge ’
m = > F
P
als charakteristische Schnittzahlen die Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen
der Matrix (a,,) und sonst Nullen hat. Also ist die Menge

M= + M
eine gesuchte Menge .

Daher ist bewiesen

Satz 7: Im Zylindergebiet 3 =N X N* existiert zu beliebig vorgegebenen cha-
rakteristischen Schnittzahlen stets eine Menge I von ergdanzten analytischen Fldchen-

stiicken, die sich vm Innern von 3 nicht héufen.

! Ist % >k, fiir alle v oder % > fiir alle g, so sei F,, die leere Menge.

14 — 642136 Acta mathematica. 83
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Es ist klar, dass I dann auch durch eine Cousinsche Verteilung 2. Art von
in J reguliren Ortsfunktionen gegeben werden kann.
Fast unmittelbar folgt:

Satz 8: Im Zylindergebiet 3 =N X N* sei eine Cousinsche Verterlung 2. Art
V' wvon reguldren Ortsfunktionen vorgegeben. Damn existiert stets eine in 3 ein-
deutige reguldre IFunktion, die auf den durch V vorgeschriebenen Nullstellenflichen

mandestens in der vorgeschriebenen Ordnung verschwindet.

Beweis: Die durch V vorgeschriebene, mit Ordnungen und natiirlicher
Orientierung versehene Menge von Nullstellenflichen sei 2. Wir wihlen eine
mit Ordnungen und natiirlicher Orientierung versehene Menge RN analytischer
Flichen, die sich im Innern von 3 nicht hiiufen, sodass die charakteristischen

Schnittzahlen der Vereinigungsmenge
M=N+xN

simtlich Null sind: das ist nach Satz 7 miéglich. Zu I8 gehort nach der Folge-
rung aus Satz § eine in 3 eindeutige regulire Funktion, die genau auf I in
den vorgeschriebenen Ordnungen verschwindet, und diese Funktion hat die ge-
forderte Eigenschaft.

Verlangt man also von einer Losungsfunktion F({, z) zu einer vorgege-
benen Cousinschen Verteilung 2. Art in 3 =% X R* nur, dass jeweils in U(P)
gelten soll

F( 2)=Lr( 2 fr( 2),
wo Lp(f, &) in W (P) reguliir ist, so existiert stets eine in 3 eindeutige regu-
lire Lisung F([,2). In diesem erweiterten Sinne ist jedes Cousinsche Problem 2.
Art in einem Zylindergebiet durch eindeutige Funktionen 16sbar. Das hat folgende

bemerkenswerte Konsequenz:

Satz 9: Jede wm Zylindergebiet 3 =R X N* eindeutige meromorphe Funktion
G (L, 2) gestattet in 3 eine Quotientendarstellung

G 2) = Fl@az)

5 2 N’

B -F? (C’ Z)

wo F (L, 2) und F,(L, 2) tn 3 eindeutige regulirve Funktionen sind.

Beweis: Sei M die mit Ordnungen und Orientierung versehene Polflichen-
menge von G (f, z). Es gibt nach Satz 8 eine in 3 regulire eindeutige Funktion
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F,(L, 2), die auf N mindestens in den dort durch G ({, z) vorgegebenen Polord-

nungen verschwindet. Die Funktion

Fvl(Cv '2): G(§7 Z)'F“z(gv Z)
ist daher in alle Punkte von 3 regulir fortsetzbar und bleibt dort eindeutig;
also gilt in 3

w.z b.w.

7) Maultiplikative automorphe Funktionen in (2 n)-dimensionalen
Zylindergebieten.

Zu Grunde gelegt werde jetzt ein nichtgeschlossenes Zylindergebiet 3 =
=R X X R®  d. h. ein direktes Produkt nichtgeschlossener Riemannscher
Flichen RY, ..., R™ iiber den 2;-, ..., zy-Ebenen. In jedem NRY) gei eine ein-
dimensionale Homologiebasis, bestehend aus orientierten geschlossenen Kurven
(S? mit den iiblichen Eigenschaften, gewihlt. Die Zykel @‘J’ x 69 i< J, multi-
pliziert mit » — 2 festen Punkten aus den R*, £ 4, j, bilden dann eine zwei-
dimensionale Homologiebasis {iﬁf}j)} in 3.

Es ist zweckmiissig, eine Funktion M(z,, ..., z,) eine in 3 = R X .- X {W
reguliire multiplikative automorphe Funktion zu nennen, wenn M(z,, .. ., 2x)

folgende Eigenschaften besitzt:

1) M(z,,..., 2z, ist in 8 uneingeschrinkt regulir fortsetzbar.
2) Bei festen B(z)),..., P(2n—1) und variablem P(z,) bleibt M (e, .. ., 2n)
eindeutig.

3) Durchliuft P(z), ¢ % =, ein CS,E,") in B und werden die iibrigen Variablen
B(z;) festgehalten, so erhilt M(z,, ..., 2,) einen Faktor ng’j) (2)), sym-
Jj>i
bolisch:

€ Mz, ..., 2y = [[ mli(e) Mz, ..., 2a);

J>i
dabei ist m{>?(z) in RY regulir, eindeutig und ungleich Null und hiingt
nur von der Homologieklasse von € in R” ab.
Wird der Begriff der m.a. Funktion in dieser Weise verallgemeinert, so
lassen sich die Ergebnisse der vorangehenden Abschnitte ausnahmslos iibertragen.

Die Beweise verlaufen entsprechend; wir verzichten auf ihre Durchfithrung und
begniigen uns mit der Angabe der Resultate.
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Jede in J vorgegebene Cousinsche Verteilung 2. Art V von reguliren Orts-
fanktionen besitzt eine regulire m.a. Funktion M(z,, ..., z,) als Losungsfunk-
tion, die ohne ,jiiberfliissige Mehrdeutigkeiten gewiihlt werden kann. Unter den
charakteristischen Schnittzahlen aé"»j), ¢ <j, der durch V bestimmten Menge I
von orientierten und mit Ordnungen versehenen Nullstellenflichen verstehen wir
die Schnittzahlen S(IX, TV/). Dann gilt fiir die Multiplikatoren m{"’ (z) von
Mz, ..., z.):

af =(£dlog méf'j) (2)).

[
o

Jede in 3 regulire m.a. Funktion (die insbesondere eindeutig sein kann) Lisst
sich ferner als (im wesentlichen eindeutiges) Produkt von Primfunktionen dar-
stellen. Dabei wird unter einer Primfunktion eine regulire m.a. Funktion mit
genau einer irreduziblen Nullstellenfliche 1. Ordnung verstanden. — Zu vorge-
gebenen charakteristischen Schnittzahlen a/J lassen sich stets Cousinsche Ver-
teilungen 2. Art von reguliren Ortsfunktion\en angeben. Daraus folgt, dass eine
in 3 meromorphe eindeutige Funktion dort eine Darstellung als Quotient von’
in 3 eindeutigen reguliiren, jedoch nicht notwendig teilerfremden Funktionen
gestattet.



