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ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENZENGLEICHUNGEN
ERSTER ORDNUNG
voN
HJ. MELLIN

in HELSINGFORS.

Im 82. Bande des Crelle’schen Journals hat Herr Prym be-
wiesen, dass die Function /'(z), welche durch die Bedingungen

i T -,[’(z+u)__’
I'(z 4+ 1) = 2I'(2), lim =1

yemwo V°
vollstandig bestimmt ist, auf die Form
1) = P(2) + Q(2)
derart gebracht werden kann, dass P(z) eine durch die Bedingungen

Ple4 1) = :P(s) — e,  ImlEED_

y=w yz{u——[

vollstindig Dbestimmte und in der Form ciner Partialbruchreihe darstell-
bare Function bezeichnet, wihrend @(2) eine durch dic Bedingungen

vollstandig bestimmte und in eine bestandig convergirende Potenzreihe
entwickelbare Function bedeutet.

Acte mathematicq. 15. Imprimé le 5 octobre 1891,
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In einer Abhandlung Zur Theorie der Gammafunction, Bd. 8 dieses
Journals S. 37—80, habe ich den obigen Satz in folgender Weisce verall-
gemeinert. Setzt man

Az =) L(e—2n)
I'z—2z)... Iz —z)’

F(z) =a

o (a—2z)... (22— zp)
r(z) _—a(z——z;)...(z—-z;,)’

x=2z 4+ ...tz — . 2,

WO 2,5+, 24y 21, ..., 2 beliebige von z unabhingige Grissen bezcichnen,
so hat man den nachstehenden Satz, wo () einc gewisse rationale Func-
tion it demselben Nenper wic r(z) und einem Zihler, dessen Gradzahl
nicht grosser als m — 1 ist, bezdichnet:
Dic obige Function F(z), welche durch diec Bedingungen
F(z + 1) =r(2)F(2), lim P+ 2) = 1

e w CLH 7(,/: Y — l)m—nyx

vollstandig bestimmt ist, kann, wenigstens in allen Fallen, wo lim/r(z)| >1
. Y=

ist, auf die Form

I'(z) = () + Q(2)

derart gebracht werden, dass P(2) cine durch die Bedingungen

Pz w1 () P(: fim . LE+Y —
(¢ + 1) ==r(2)P(z) — 8(2). e Py — Dy o
vollstandig bestimmte und in der Form ciner Summe von Partialbruch-
reihen darstellbarc Function bezeichnet, wihrend @(z) eine durch die Be-
dingungen

Qe + 1) =r1(2)Qs) + 8(z),  lim ;;,(VQ’(‘ +¥)

“ly — I)”:"_y; o

vollstaindig bestimmte und in cine bestindig convergirende Potenzreihe
entwickelbare Function bedeutet.

Dieser Satz ergab sich in ungezwungener Weise, indem ich mir dic
Aufgabe stellte, die Function F(z) dem Mirrac-Lerrrexr’schen Satze ge-
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miss durch Partialbriicche und cine bestindig convergirende Potenzreihe
darzustellen. Die Function P(2) kann auch auf die Form

®

N 8(z + v)
P(§> —; r(z)r(z 4 1)...r(z + v)

gebracht werden; ein specieller Fall diecser Reihe ist offenbar die zu
I'(2) gehorige Reihe

SIS L 3
2z 4+ 1)...(z + v) l,=0(z+x/)|&11'

v=0

Der obige Satz ist eigentlich nur ein specieller Fall eines noch all-
gemeineren, in § 9 der genannten Abhandlung bewiesenen Satzes, der sich
auf ein System’ von Functionalgleichungen der Form

o+ 1) = r(e) — s Tmo SO

bezieht, wo C eine Constante und 8(z) eine beliebige rationale Function
der Form -
c e,z + ...+ epyz™]
s<z)=0+1‘i/' +ml]
(z—4)...(2— 2,)

bezeichnet. Nach dem fraglichen Satze giebt es immer eine Function
f(2), welche dem obigen Gleichungssysteme geniigt; und es ist stets mog-
lich, die Constanten p, , ..., p,, g derart zubestimmen, dass

f(2) =p,P(2) + ... + p.Pn(2) + 9Q(2)

wird, wo P,(z),..., P,(#) von einander linear unabhingige Reihen der
Form P(z) bezeichnen. Dieser Ausdruck 7(z), welcher bei passender Be-
stimmung von p,, ..., p,, ¢ in jede beliebige der drei Functionen F(z),
P(z), Q(z) ubergeht, ist gewissermassen auch als eine Verallgemeinerung
der Gammafunction zu betrachten.

Seitdem die Gammafunction von Eurer in die Analysis eingefithrt
wurde, hat sie auf Grund ihrer Anwendungen einen wichtigen Platz in
~der Theorie der bestimmten Integrale eingenommen. Es lisst sich nun
auch eine uiberaus grosse Menge von bestimmten Integralen auf die ohigen,
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mit /'(z) sehr nahe verwandten Transcendenten zuriickfithren.  Diese In-
tegrale konnen im Allgemeinen in der Gestalt

f yxr M dr

geschrieben werden, wo y eine Function bezcichnet, die einer linearen
Differentialgleichung der Form

n n—1
n d Y n—1 5‘17 71/

dat Y

(a, + b,x)x + (a, + b x)x + ...+ (a,+ by =o0

lan

geniigt. In dieser Form ist auch die bekannte Differentialgleichung der
Gauss'schen hypergeometrischen Reihe enthalten. ks zeigt sich somit,
dass die Gammafunction auch far die Theorie der soeben angefithrten
allgemeineren Differentialgleichung von derselben Wichtigkeit ist, wie fur
die Theorie der genannten Reihe. Die Richtigkeit dieser Bemerkung,
welche meines Wissens nicht frither gemacht avorden, ist in meiner Arbeit
Uber einen Zusammenhang zwischen gewissen linearen Differential- und Diffe-
renzengleichungen ' hinreichend begriindet worden und soll in der vor-
liegenden Arbeit weiter entwickelt werden.

Bei den Anwendungen der oben besprochenen IFunctionen in der
Theorie der bestimmten Integrale ist cs von Wichtigkeit, solche charak-
teristische Eigenschaften derselben zu kennen, dass sie ohne Schwierigkeit
auch an den zu bestimmenden Integralen erkannt werden konnen.  Gegen
die Anwendbarkeit der Bedingung

[z 4+ v

Y (‘Z‘-F'i'(uz Y — I)m~-n v* - COHSL

kann nun aber dasselbe angefithrt werden, was ScHEEFFER in seiner Arbeit
Zur Theorie der Functionen I'(z), P(z), Q{z)* hinsichtlich der Bedingung

. (
lim [T—tvi = Const.
y=o ¥ | v

bemerkt hat, dass sic namlich den Mangel hat, aus der Form der zu be-
stimmenden Integrale in manchen Fillen nicht ohne Weiteres ersichitlich
zu sein.  Der Zweck der vorliegenden Abhandlung ist, wenn gleich viel

' Bd. ¢. dieses Journals. 8. 137—166. Man siche inshesondere § 3.
* Orelles Journal. Bd. 97. 8. 230—241,
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allgemeiner, dem der ScHEEFFER’schen analog, namlich zu zeigen, dass die
in Frage stehende Bedingung durch andere ersetzt werden kann, welche
den Vorzug besitzen, dass sie an den Integralen direct erkannt werden
konnen.

Specielle Falle der in der vorliegenden Arbeit enthaltenen Sitze sind
die nachstehenden, welche im wesentlichen mit den von ScHEEFFER a. a. O.
bewiesenen tibereinstimmen:

Die Function I7(s) ist, abgesehen von einem constanten Factor, die
einzige monogene Function von z = ¢+ i{’, welche die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

I I'(2) befriedigt die Functionalgleichung I'(z 4 1) = 2I" (z)

I. I'(z) verhilt sich im Innern der durch die Bedingung {> o de-
finirten Halfte der z-Ebene tiberall regular.

III. Wird die Ver#nderliche #, unter a eine positive Zahl verstanden,
auf den zur imaginiren Axe parallelen Streifen (« < {<a+ 1) beschrinkt,
so kann der absolute Betrag von I'(z) nicht iiber eine gewisse endliche
Grenze wachsen.

Aus diesem Satze ergiebt sich leicht der folgende, wo

und Q(z) = I'(¢) — P(z) ist:

Es giebt nur eine einzige monogene Function F(z), welche an einer
gegebenen, dem Bereiche (0 < a < {< a4 1) angehorigen Stelle einen vor-
geschriebenen Werth annimmt und die nachstehenden Eigenschaften besitzt:

I. F(2) befriedigt die Functionalgleichung F(z + 1) = 2F(2) + c,
wo ¢ eine gegebene Constante bezeichnet.

II. F(2) verhalt sich im Innern der durch die Bedingung ¢>o
definirten Halfte der z-Ebene regular.

III. Wird die Veranderliche z, unter a eine positive Zahl verstanden,
auf den Parallelstreifen (@ < {< a + 1) beschrinkt, so kann F(z) dem
absoluten Betrage nach nicht iiber eine gewisse endliche Grenze wachsen.

Bei passender Bestimmung der Constanten p und ¢ kann F(z) auf
die Form pP(2) + ¢@(2) gebracht werden.

Acta mathematica, 15, Imprimé le 27 octobre 1881. 41



322 Hj. Mellin.

L

Das Verhalten eines Productes aus nichreren Functionen der Form

Iz —a), I'a—z) und das Verhalten eines Quotienten zweier solcher

Producte bei beschrdankter Verdnderlichkeit des reellen und unbe-
schranlkter Verdnderlichkeit des imagindren Theiles von z.

1. Fur die nachfolgenden Untersuchungen ist es von Wichtigkeit
zu ermitteln, wie sich eine Function der Form

Te—a)... Iz—a)lle, —2)... . [ag—2)
(o) = [ =y T = A =2 T A —)

verhalt, wenn der reclle Theil der Veranderlichen z = ¢4 ¢’ auf ein
belicbiges, aber endliches Intervall (a < < f) beschrinkt wird, wihrend
" dem absoluten Betrage nach ohne Ende wiichst. Das Gebiet der Ver-
anderlichen z wird alsdann durch einen zur imaginiren Axe parallelen
Streifen von der Breite § — a geometrisch dargestellt.

Das Verhalten der Function in einem solchen Parallelstreifen kann
folgenderweise charakterisirt werden. Ist m + p > n + v, so wird 2 F(z)
mit wachsendem |z| unendlich klein, wie gross auch die positive ganze Zahl

k sein mag. Ist m 4+ p<mn 4+ v, so wird E(f)

Z
hat, unendlich gross. Ist endlich m 4 p = n + v, so kann die nicht nega-
. . I(z .
tive ganze Zahl L immer so angenommen werden, dass —(r) mit wachsendem

&

, wo k die obige Dedeutung

|2| unendlich klein wird.
Dem Beweise dieses Satzes schicken wir den folgenden Hulfsatz®
voraus:

Ist dic Reihe

O, y) =1+ ¢,(y)e* + () + ..,

wenn z die Bedingung |x| < R erfullt, unbedingt convergent, und zwar

! COfr. WEIERsSTRASS. Abhandlungen aus der Functionenlehre. 8. 212 u.f
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fur alle Werthe y, welche einem gewissen Bereich angehoren; ist iber-
dies der absolute Betrag von @ far die besprochenen Werthe von z und
y nicht grosser als eine angebbare endliche Grosse ¢, so ist es, wenn
o eine beliebig gegebene reelle Constante und z = ¢+ i{’ eine die Be-
dingung a < { befriedigende Veranderliche bezeichnet, stets moglich, eine
positive ganze Zahl m so anzunehmen, dass das unendliche Product

P(y’z)ﬁﬁmd’(z’%’y):ﬁ(‘+(z¢iyv)>’ (ji%))d“)

y=m

fur die oben erwiahnten Werthe von y und # convergirt, seinem absoluten
Betrage nach nicht grosser als eine gewisse angebbare Zahl werden kann
und mit wachsendem ]é’ ’] sich der Grenze Eins nahert.

Der Beweis ist sehr einfach. Man braucht nur die ganze Zahl m

so zu wihlen, dass a + m— 1 > %{,‘ ist. Dann ist offenbar

let+v|>at+m>a+m—1

fir a<&, yv=m,m =+ 1,..., und nach einem bekannten Satze aus der
Lehre von den Potenzreihen

l%(y)l i“_l%< (a + m— I)AG, (A=2,3,..)

fur alle Werthe von y, welche dem oben genannten Gebiet dieser Ver-
anderlichen angehéren. Hieraus folgt fur o < ¢, » > m:

o=

+<a+m—~1)3G+‘;.=I+<a+m——1)‘ G

a4+ v a-vy I_a-{—m—l
a—+ vy

2

G+

at+m—r1]?

z+v——

a+m——_1
z4v

a+m -—_I_>2G

G+..é1+( —

o+ m—1\* G (a + m)*G
atv )I_a+m—l<1+ (a+v)*

a+m

<+

Der absolute Betrag unseres Productes ist mithin far die oben be-
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sprochenen Werthe von y und 2 kleiner als die constante, durch das con-
vergirende Product

- (a + m)*G
11 (r+ (@ + v)’_>
dargestellte Zahl. Man findet nun auch ohne Schwierigkeit, dass lim P(y, 2)
fuir ¢’ =+ 0, a < ¢ gleich Eins ist.

Wir beweisen nun zunichst den oben iber F(z) ausgesprochenen
Satz fur einige specielle Functionen der Form F(z), woraus sodann die
Allgemeingultigkeit des Satzes leicht gefolgert werden kann. Man darf
offenbar unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Breite des
im Satze erwahnten Parallelstreifens gleich Eins ist.

2. Aus dem bekannten Ausdrucke der Gammafunction:

F(z):él_l<l+il
L+~

ergiebt sich, wenn z = ¢+ (" gesetzt wird:

_ F’(C)I )
g[l + (CiV)]

Wird nun die Veranderliche z auf einen beliebigen zur imaginsren Axe
parallelen Streifen (a < ¢< a 4 1) beschrankt, so zeigt die Gleichung (1),
dass J'(z) sich der Grenze Null nihert, wenn ¢ dem absoluten Betrage
nach ohne Ende wachst. Offenbar gilt dies ebenfalls von 2I'(2), wie
gross auch die positive ganze Zahl %k sein mag.

(1) [ I(2)|* = I+ i ME—id) =

3. Es soll nun bewiesen werden, dass der Quotient

I'(z — a)
I'z—b)

in jedem zur imaginiren Axe parallelen Streifen (a < ¢<a 4 1) die
Eigenschaft hat, mit 2*~° multiplicirt, sich der Grenze Eins zu nihern,
wenn z dem absoluten Betrage nach ohne Ende wichst.
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Fur diesen Nachweis ist die Gleichung
- b

I'e—a) ., I—_Z+ I \bt—a
(2) o= I I a“<‘+z+u>

v=0 z 4y

von Wichtigkeit. Sie ergiebt sich durch Multiplication aus den Glei-
chungen

. b_ = . b
I's —a) Y Y 1\0—a
F(z-—b)‘l—_'gl II_* EF(I“';) ’
z v=1 24y

o0

: + I ®© <I + 1 >b—a
e b .
L z(: +E> z+v ZH<I +1) AN /A
z 1 z) . I+E>
1 ! +u 1 Vv

y=

l

von deren Richtigkeit man sich leicht @iberzeugen kann.
Ist nun R eine positive Constante, welche die Bedingungen

R < , R<1

1
a

erfullt, so ist der absolute Betrag des Ausdruckes

1 — bz
I —azx

(1 4 =)
fur |#] < R kleiner als eine angebbare endliche Grosse, und ausserdem
gilt alsdann eine Reihenentwickelung der Form

1 — bx

—— (1t =14 ?,2" + 02" + ...,

I —azn
wo die ¢ von z unabhingige Werthe haben. Nimmt man nun die po-

sitive ganze Zahl m so gross an, dass a 4 m —1 i—lﬁ, so ist das Product

H‘“‘z;v(wz;y)“:ﬁ(x+(Z;f;},+...),

y=m
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fir ¢> a, auf Grund des in § 1. bewiesenen Hilfsatzes, dem absoluten
= & N ’

Betrage nach klciner als eine gewisse endliche Grosse und nihert sich

mit wachsendem |z| der Grenze EKins. Aus der Gleichung

m—1 . b o . b
'z —a) . Y TN it o\t
== * I___»;g;:_(‘ +ri) : :;g;__(‘ +r43)
y=0 z2 4+ v v=m 2+ v

folgt daher, dass ihre linke Scite auf dic Form

[, —a b—a
(3) rﬁj_biﬂ #

cebracht werden kann, wo ¢ eine Grosse bezeichnet, welche sich der
Grenze Eins nihert, wenn die Verinderliche z dem absoluten Betrage
nach ohne Ende wichst, wahrend ihr reeller Theil der Bedingung (> o
unterworfen ist. Dies gilt natiirlich um so mehr, wenn ¢ auf das Inter-
vall (2 < {< a4 1) beschrinkt wird.

4. Um das Verhalten des Quotienten

I'(z — a)
Ir'b — 2

im Berciche (@ << a4 1) zu ecrmitteln, ist es hinrcichend zu ent-
11(z)

I(—%)

scheiden, wic sich der Quotient daselbst verbalt; denn es ist

I'z—a) [I'z—a) I'{(—z) I(z)
(4) Fb—2 "  Iz) " I(—z+10b) I(—2’

und nach § 3. wissen wir schon, wic sich die zwei ersten Factoren der
rechten Seite in einem beliebigen zur imaginiren Axe parallelen Streifen
verhalten. Da I'(i& — ¢) und I'(— i’ — {) conjugirte Grossen sind, so
ist der absolute Betrag von

Mz  PE+i¢y _TC+0) el —0)
(s) =5~ T— AL
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gleich dem absoluten Betrage von

I +¢)
el —¢)

Schliesslich hat man also, nur diesen letzten Quotienten zu betrachten.
Schreibt man “in der Gleichung (2) § 3. statt z, a, b beziiglich
i, — ¢, & so folgt

16 + &)
© T —~3)
m—1 _ : © _ C
— (N ié"+v< I z’C’+u< I >‘~’f_
(<) I II+ \! ¢5‘+u>' e L "t
y==0 'LC, + P ye=m 'LC, + v

Nimmt man nun R kleiner als Eins und m so gross an, dass die Be-
dingung |

LA

<R<1

3

erfullt ist, wenn ¢ auf das Intervall a < {<a + 1 beschrankt wird, so
ist der absolute Betrag von

T ) 1 2L
. < <I+z‘:'+v>
VIS N

far y =m,m -+ 1,... und fiur alle reellen Werthe von {' kleiner als
eine angebbare Grosse, und es gilt fir denselben Ausdruck auch eine
Reihenentwickelung der Form

¢:,(§)
£+ v)?

sig(é')
( + v)?

1—1—(@. -+ 4

Wendet man jetzt den in § 1. bewiesenen Hulfsatz an, so folgt aus den

Gleichungen (5) und (6), da (if)* = Z?Z(Cfi,’,)"’* ist, dass der Quotient

p{f)z) auf die Form
I(z2) 2
(7) I’(__ Z) =2 CSO
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gebracht werden kann, wo ¢ cine Grosse bezeichnet, deren absoluter Betrag
sich der Grenze Eins nahert, wenn der imaginare Theil von z-dem ab-
soluten Betrage nach ohne Ende wichst, wahrend der reelle Theil die
Bedingung @ < {<a 4 1 erfullt.

Versteht man unter ¢ fortwihrend eine Grdsse, deren absoluter Be-
trag sich einer endlichen, von Null verschiedenen Grenze néhert, wenn
VZ' + £ = |2| gemiss der Bedingung a < {< a + 1 ohne Ende wichst,
so ergiebt sich aus den Gleichungen (3), (4) und (7):

I'z—a .
Mg

und hieraus
I'b—2)
I'z—a)

a+b—~2:¢‘

5. Mit Hualfe der in den vorigen Paragraphen bewiesenen Glei-
chungen konnen wir nunmehr das Verhalten der Function

, _Tz—a)... ITz—anl(a, —2)... [(a,—2)
f(z) T Te—0)...Ie—b) (B, —z)... (3 —=z)

in einem beliebigen zur imaginaren Axe parallelen Streifen charakterisiren.

Aus Gleichung (3) folgt

, Iz — e
Me—a) = 1) == I(2)e,
I'a —2) =I'(—2) Te—9_ 2 I'(—2)¢.

I'(—z)
In diesen Gleichungen, sowie auch in den folgenden, sind stets unter ¢
Grossen verstanden, deren absolute Betrage sich endlichen von Null ver-
schiedenen Grenzen niahern, wenn die auf einen beliebigen zur imaginiren
Axe parallelen Streifen beschrankte Veranderliche z ihrem absoluten Be-
trage nach ohne Ende wichst. Mit Benutzung der obigen Gleichungen
kann F'(2) zunichst auf die folgende Form gebracht werden

F(2) = &I " (2)[" 7 (— 2)g,
wo zur Abkiirzung

x=b +...+b—a, —...—a, +a,+... +a,—f, —...—8,
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gesetzt worden ist. Benutzt man die in § 4. bewiesene Gleichung
I'(—2) = aI'(2)¢, so folgt:

Pe—a)... 6 —anl{a,—2)... [a,—2) o4 pyrim—ntn—v
® Tt Te—th—n . Ta—a_° L e

Dieser Gleichung entnehmen wir unmittelbar den folgenden Satz:

Bewegt sich die Verdnderliche z in einem beliebigen zur imagindren Axe
parallelen Streifen von endlicher Breite derart, dass ihr absoluter Betrag
ohne Ende wdchst, so ndihert sich 2*F(z), falls m + p>n 4 v ist, der
Grenze Null, und zwar wie gross auch die positive ganze Zahl k angenom-
men werden mag. Ist m + p=n 4 vy, so kann die nicht negative ganze
Zakl k so angenommen werden, dass z7*F(z) sich auch der Grenze Null
ndhert. Ist aber m + p<n -4 v, so wird 7"F(z) unendlich gross, wie
gross auch k angenommen werden mag.

Die nachstehenden Gleichungen (g), (10), (11), (12) sind bemerkens-
werthe specielle Fille von (8).

]"(z—(tl);..F(z—am)f(a‘—z)...F(a#—z)__
9 Te—b). TG—b)TB =2 T(h—2

x=b .t b—a,—. —a,+ o + ot g —f—— B

zx rm—u(z)¢’

I'z—a)...Iz—an) _ ym
(0) Iz—10,)...I(z—by,) =7 I""(2)g,
A= bt by— . —a
(11) I'G—a)...I'z—am)

Te—b,). . Te—bm 9
x=b +...4+b,—a, —...—a,.

(1) POl =ty ) (e o) =5 R (),

x=b 4. .. b —a —...—a,

Die letzte Gleichung ergiebt sich leicht, indem man die trigonome-

trischen Factoren der linken Seite mit Hilfe der Formel sin 7z = ———7,1———
I'(z)I'(},—2)

Acta mathematica. 16. Imprimé le 30 octobre 1891, 42
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durch die Gammafunction ausdriickt und sodann die allgemeine Gleichung
(8) in Anwendung bringt.

6. Beschrinkt man die Verinderliche z auf einen beliebigen zur
imaginiaren Axe parallelen Streifen, so verhalt sich der im vorigen Para-
graphen betrachtete Ausdruck F(z), abgesehen von einer Potenz von z,
fiir ohne Ende wachsende Werthe von 2z wie eine ganzzahlige Potenz von
I'(z). Es ist daher von Wichtigkeit, genauer, als dies in § 2 geschah,
zu bestimmen, in welcher Weise I'(2) sich der Grenze Null nihert, wenn
2, in einem solchen Streifen bleibend, sich von der reellen Axe entfernt.
Da I'(¢+ i) und I'(¢— i) conjugirte Grossen sind, so ist es fir un-
seren Zweck hinreichend, F(z) fur wachsende positive Werthe von & zu
untersuchen,

In Folge der Gleichung /'(2)I'(1 — 2) =

T
sin mz

— | / I'(z) vis
I'(z) = I —z) \/sinmz'

Daraus ergiebt sich, wenn man die Gleichungen I'(z) = 2 'I'(1 —2)¢

.
a

wzi p— Tzl

und sin7z = “—— " beriucksichtigt:
29

—r "—2" /[ 2m
7,2
F(Z) =z "€ 627rzi__l¢7

wo ¢ die friher festgesetzte Bedeutung hat. Die unter dem Wurzel-
zeichen stehende Grosse niahert sich fur wachsende positive Werthe von ¢’

der Grenze — 27i. Man kann somit einfach
L m
(13) I(e)=: ey,

setzen, wo ¢, fur wachsende positive Werthe von ¢ sich einer endlichen
von Null verschiedenen Grenze nihert, wenn ¢ zwischen endlichen Grenzen
bleibt. Weil |I"(¢— il)| = | I'(C + i¢)] ist, so haben wir den folgenden
Satz bewiesen:

Bewegt sich die Verdnderliche z in einem beliebigen zur imagindiren Azxe
parallelen  Streifen derart, dass ihr absoluter Betrag ohme FEnde wdchst, so
gilt, unabhdingig von dem Zeichen von ¢, die Gleichung
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1 4
5 =2 1C]
(14) 1) = o),
wo @ eine positive Verdnderliche bezeichnet, die sich einer endlichen von Null
verschiedenen Grenze ndihert.!

Mit Hulfe von (14) konnen die Gleichungen (8), (9), (10), (12) des
vorigen Paragraphen in anderer Weise geschrieben werden. Nehmen wir
beispielsweise nur die Gleichungen (10) und (12) in Betracht, so ergiebt
sich der folgende Satz: '

Bewegt sich die Verdnderliche z in einem beliebigen syr imagindren Axe
parallelen Stréifen derart, dass ihr absoluter Betrag ohne FEnde wdchst, so
gelten, unabhdingig von dem Zeichen von ', die Gleichungen

m—n ,
———r|

e —a)...l(z— an) o 0

I'z—0b)... Iz~ by

x +(m—-n)(C- ;—)

(15)

F( _ &y .-.F —QApm) . . ‘
I’(ZZ _“bl))... 1“((2 _‘Z")) sinzw(z—c¢,)...sinw(z —c,) ‘

(16)

— } Zx+(m~n)(§, ;_) } e__m—‘r;—‘ﬂ’ 7€y ¢,
(=0 +...4b—a —...—a,)

wo die @ die oben angegebene Bedeu‘tung haben.

II.

Functionen, welche lineare homogene Dijfferenzengleichungen
erster Ordnung befriedigen.

7. Da es bei der Anwendung der Gammafunctionen in der Theorie
der bestimmten Integrale von Wichtigkeit ist, solche charakteristische Eigen-
schaften der Functionen zu besitzen, dass sie ohne Schwierigkeit auch an

' Of. PINcHERLE. Sulle funxione ipergeometriche generalizxate. Rendiconti della
R. Accad. dei Lincei. Vol. 4, 8. 798—799.
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den zu bestimmenden Integralen erkannt werden konnen, so stellen wir
uns die Aufgabe, einen allgemeinen Ausdruck zu ermitteln, durch welchen
sammtliche Functionen, welche die im Nachstehenden unter I, II und III
erwihnten Eigenschaften besitzen, dargestellt werden konnen. Diese Eigen-
schaften kommen namlich mehreren der im vorigen Abschnitte betrachteten
Functionen zu und konnen sehr leicht auch an den entsprechenden Inte-
gralen erkannt werden.

Es sei also F(z) eine analytische Function, welche die folgenden
Eigenschaften besitzt:

L F(z) befriedigt die Differenzengleichung

F(z + 1) = r(2)F(2),

wo r(z) eine gegebene rationale Function bedeutet.

IL. In der Ebene der Veranderlichen z= ¢+ i{ giebt es einen zur
imaginiren Axe parallelen Streifen (@ < {< a 4 1), wo F(2) sich tiberall
regular verhalt; dabei wird in Bezug auf die Lage des Streifens voraus-
gesetzt, dass die Zahl a im algebraischen Sinne grosser ist als die reellen
Theile der Unendlichkeitsstellen von r(z).

III. In dem unter II erwahnten Bereiche kann F(z), mit einer pas-
senden Potenz von z multiplicirt, dem absoluten Betrage nach nicht tiber
eine gewisse endliche Grenze wachsen, wenn fur den Fall, dass die Stelle
2z = o dem fraglichen Bereiche angéhbrt, eine beliebig kleine Umgebung
derselben aus dem genannten Bereiche ausgeschlossen wird.

Verhalt sich eine der Gleichung F(z + 1) = r(2)F(2) genugende
Function in einem beliebigen zur imaginiren Axe parallelen Streifen
(@ <¢< a+ 1) regular, so verhalt sie sich in derselben Weise in dem
Streifen (« + 1 < {< a 4 2), wenn jener keine Unendlichkeitsstelle von

r(z) enthilt. Ebenso verhalt sie sich, weil F(z — 1) = r(ff)x)

in dem Streifen (@ — 1 < ¢ < a) regular, wenn in diesem sich keine Null-
stelle von r(2) findet. Auf Grund dieser evidenten Satze konnen offenbar
die oben unter II und III erwahnten Bedingungen durch die folgenden
ersetzt werden:

II'. F(z) verhalt sich — unter § die im algebraischen Sinne grosste
Zahl verstanden, welche unter den reellen Theilen der Nullstellen von

ist, auch
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r(z) zu finden ist — im Innern der durch die Bedingung (> § defi-
nirten Halfte der z-Ebene tiberall regular.

II'. Wird die reelle Zahl « im algebraischen Sinne grosser als g,
sonst aber beliebig angenommen, und die Verinderliche z auf den Parallel-
streifen (2 < {< « 4 1) beschrinkt, so kann F(z), mit einer passenden
Potenz von z multiplicirt, dem absoluten Betrage nach nicht iiber eine
gewisse endliche Grenze wachsen.

Handelt es sich um die Aufgabe, diejenigen Functionen f(z) zu be-
stimmen, welche die obigen Eigenschaften mit dem Unterschiede besitzen,
dass die Halfte der z-Ebene, wo sie sich regulir verhalten — anstatt der
unendlich grossen positiven — die unendlich grossen negativen Zahlen
enthalten soll, so kann diese Aufgabe, indem man F'(2) = f(— #) setat, auf
die vorige zuriickgefihrt werden.

Bezeichnen 2, ..., 2, die Null- und #{,..., s, die Unendlichkeits-
stellen von r(z), so kann r(z) auf die Form

(z—2)...(zg — 2u)
(z—12)...(z—2z)

(17) r(z) =a

gebracht werden. Den absoluten Betrag von a bezeichnen wir mit p

und setzen
a = pe'.

Die reelle Zahl ¢ wird weiterhin stets durch die Bedingung
—r<f0< 4+~

in eindeutiger Weise definirt.
Zur Abkirzung setzen wir ferner

_T—a)...1(z—zn)
(18) o) =me ) Te—n"

In Folge dieser Definition besitzt die Function F(z), welche im weiteren
Verlaufe unserer Untersuchungen oft benutzt werden soll, die Eigenschaft

Fle+ 1) = a7 'r(2)F(2).

~ Es ist offenbar a*F(z) eine specielle Function, welche die Bedingungen
I und IL erfallt. Aus Gleichung (15) ergiebt sich leicht, dass a’F(z)
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auch die Eigenschaft III. wenigstens in allen den Fallen besitzt, wo m >n
und « gleich einer reellen positiven Zahl ist. Durch die nachfolgenden
Schlussfolgerungen gelangt man aber zu ciner analytischen Darstellung
saimmtlicher Functionen, welche die genannten drei Eigenschaften iberhaupt
besitzen konnen.

Setzt man, unter F(z) cine eben solche Function verstehend:

_ - F()
(19) 9/)(3) =4a F(z)’

so ist ¢z 4+ 1) = ¢(2). Wegen Il. kann die Function ¢(z) an keiner
endlichen Stelle des Bereichs (@ < {< a + 1) und somit, weil sie die Pe-
riode 1 Dbesitzt, auch an keiner endlichen Stelle der z-Ebene unendlich
gross werden. Gelingt es nun diese ganze und periodische Function zu
bestimmen, so ergiebt sich F'(z) aus der Gleichung (19).

Wird die positive ganze Zahl A hinreichend gross angenommen, so
kann nachgewiesen werden, dass die der Gleichung ¥'(z 4 1) = (— 1) ¥'(2)
geniigende Function

. b(z)

(20) ¥(z) = sin (z — c,)y.(. sinnw(z — c3)’

und somit auch ¢(z), durch trigonometrische Functionen ausgedriickt
werden kann. Offenbar kann #(z) im Endlichen nur fir solche Werthe,
die sich von den Constanten ¢,,..., ¢, um gunze Zahlen unterscheiden,
einen unendlich grossen Werth annehmen. Damit ¥(z) keine Unend-
lichkeitsstelle hoherer als der ersten Ordnung besitze, wollen wir der
Einfachheit halber festsetzen, dass die Differenz irgend zweier der Con-
stanten ¢, , ..., ¢, keine ganze Zahl sein soll; im ubrigen sind ¢, ..., ¢,
beliebig anzunehmende Grossen. Thre Anzahl soll zunachst nur der Be-

. | . . .
dingung 24 4+ n>m + 2 {{—_}[i unterworfen sein. Ist diese Bedingung er-

fullt, so hat die Function ¥(z) mit F(z) die Eigenschaft gemein, dass sie,
wenigstens nach Multiplication mit einer passenden Potenz von 2, fur
a<{<a+ 1, =+ co gleich Null wird. Dies ergiebt sich, indem
man bemerkt, dass der Nenner von

a—1F(z)
z)sinz(z—c¢,)...sinx(z —cz)’

(21) V(z) = (
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auf Grund der obigen Definition von F(z), die Form der in Gleichung
(16) des vorigen Abschnittes vorkommenden Function hat. Mit Benutzung
jener Gleichung erhalt man'

6+ m—n—?lﬂ o

W) = T e B(a)

(x=;z{+...+z,’,——zl—...——zm),

{n— m)(C—— %) —x

2,

woraus die Richtigkeit unserer Behauptung sofort erhellt, weil der Ex-
ponent von e niemals positiv werden kann. Da ¥(z + 1) = (— 1)"¥(2)
ist, so ergiebt sich leicht, dass #~*¥(z), bei passender Bestimmung von £,
nicht nur fir « < {<a - 1, sondern auch fur ein unbeschrinkt ver-
anderliches ¢, sich in gleichmassiger Weise der Grenze Null nahert, wenn
|{'| ohne Ende wichst. Dies wollen wir folgendermassen ausdriicken:

lim 27*¥(2) = o, — o0 < {< + co.
=t -

Bildet man nun schliesslich fur den Fall, dass A grade ist, den
Ausdruck

D(z) = ¥(z) — [4, cotgm(e —¢,) + ... + A, cotgm(z — )],

fur den Fall aber, dass A ungrade ist, den Ausdruck

Dy(s) = ¥(z) — (

so kann gezeigt werden, dass die Constanten 4,, ..., 4, immer und nur
in einer Weise derart bestinmt werden konnen, dass die Differenz D(z)
(resp. D,(2)) sich auf eine Constante reducirt. Da die Differenz D(z)
(resp. D,(2)) bei unbestimmten Werthen von 4,, ..., 4, tberhaupt nur
fur solche Werthe von 2z, die sich von ¢ , ..., ¢; um ganze Zahlen unter-
scheiden, unendlich werden kann, und weil sie tiberdies die Eigenschaft
D(z + 1) = D(2) (resp. D,(2 + 1) = — D,(2)) besitzt, so folgt zunéchst,
dass sie sich auf eine ganze Function reducirt, wenn 4,, ..., 4, so be-
stimmt werden, dass D(z) (resp. D,(2)) sich in der Umgebung jeder der

4 )

sinz(z — ¢,) sin z(z — ¢2)

! In diesem Abschnitte bezeichnet @ stets eine positive Ver#inderliche von der in
§ 6. angegebenen beschaffenheit.
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Stellen ¢, ..., ¢, regular verhalt. Eine solche Bestimmung ist stets und
nur in einer Weise moglich. Denn in der Umgebung von z = ¢, hat
man beilgpielsweise

D(z)+ A, cotg m(z—c,) = ¥(2) — [4, cotg z(2—¢,) -\-... 4 4, cotgm(s — ;)]

=zfc +SB(z——c]),

4,

— 4, cotgm(z —¢|) = T z(z—e,)

+ $l(z - cl)’

wo P und P, nach positiven ganzzahligen Potenzen von. z —¢, fort-
schreitende Reihen bezcichnen, wihrend € eine gewisse Constante bedeutet.
Setzt man nun A4, = zC, so verhilt sich D(z) in der Umgebung von
z = ¢, regulair. Wir konnen somit annehmen, dass 4, ,..., 4, solche
Werthe haben, dass D(z) (resp. D,(2)) eine ganze Function ist.

Aus den Gleichungen

lim z7*¥(2) = o, lim —— = o, lim cotgz = F i,

{'=tow Y=4w U'=+wo

folgt ferner, dass D(z) (resp. D,(2)) bei passender Bestimmung von k
ebenfalls die Eigenschaft

(22) lim 27*D(z) = o, — o0 <{<Z + o,

U=%w
haben muss. Daraus ergiebt sich mit Hulfe der Gleichung D(z 4 1) = D(2):

(23) lim 27*D(2) = o, — o< { <L+ oo
=zt

Aus (22) und (23) folgt schliesslich, dass z*D(z) (resp. 2~* D,(2)) sich der
Grenze Null nihert, wenn 2z in beliebiger Weise sich der Stelle 2 = oo
nahert. Daher ist # = co keine wesentliche singulare Stelle far die gunze
Function D(z) (vesp. D,(2)), welche somit rational sein muss. Wenn
aber eine rationale Function die Eigenschaft D(z 4 1) = D(z) (resp.
D,(z + 1) = — D,(2)) besitzt, so muss sie sich auf eine Constante re-
duciren. Insbesondere muss offenbar D,(2) = o sein.
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Da ¥(2) durch Gleichung (21) definirt ist, so erhalten wir fur unsere
Function F(z), je nachdem A grade oder ungrade angenommen wird, die
folgenden Ausdriicke:

(24) - F(2) = aF(2)sinz(z —¢)). ..

...sinw(z — )[4, + 4, cotgm(z—¢,) + ...+ 4, cotgm(z — cy)],

(A=2Fk)

(25) F(2)=a’F(2)sinz(z—¢,)...sinz(s — cl)[—%_—c:) +..+ ____‘i’__],

sin z{ sin w{z— cx)

G =2%+1)

wo statt D A, geschricben worden ist. Die Grossen ¢, ..., ¢, haben wir
nur der Bedingung unterworfen, dass die Differenz irgend zweier der-
selben keine ganze Zahl sein soll. Ihre Anzahl A kann unter der Be-

schrinkung
:
k(9
beliebig angenommen werden.

Unter den in den obigen Formen darstellbaren Functionen ist jede
Function, welche die Eigenschaften I., 1L, III. tiberhaupt besitzen kann,
zu suchen. Es ist nun zunichst sofort ersichtlich, dass die beiden Aus-
driicke (24) und (25) picht nur die unter I. sondern auch die unter IIL
genannte Figenschaft besitzen, wenn die unter II. erwahnte Zahl a grosser
ist als der reelle Theil einer jeden der Constanten z,,...,%,. Wir gehen
jetzt dazu tber, unter den obigen Functionen diejenigen zu ermitteln,
welche auch die unter III. erwahnte Eigenschaft besitzen.

204+ n>m+4 2

8. Erster Fall: m <#n. Da g , in Folge der im vorigen Paragraphen

gegebenen Definition der Zahl #, hochstens gleich Eins ist, so ist die Be-

dingung 22+ n>m 4 2 g erfullt, wenn A= 1 angenommen wird. Aus

(25) ergiebt sich

INz—z)...I'z—2n
F(z) = 4,a’F(s) = 4\’ pgz_zii...l‘g—:;))'

Acta mathematica, 15, Imprimé le 2 novembre 1881, 43
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Wendet man die Gleichung (15) des vorigen Abschnittes an, so folgt

Zx+(m—-n)(c—1)

n-m_ ., ,
—r|§| 0% 3

| F(2)| = pe’ o

x=a4+...4+2,—5—...—2,)

—m
2
Voraussetzung # > m, beliebig grosse positive Werthe erhalten. Der ab-
solute Betrag von F(z)s* kann daher, wie gross auch k sein mag, in
jedem zur imaginiren Axe parallelen Streifen itber jede endliche Grenze
wachsen. Also haben wir den Satz:

Durchlauft ¢ alle reellen Werthe, so kann - 7| | — 6, wegen der

Ist die Gradzahl des Zdihlers von r(z) kleiner als die des Nenmners, so
giebt es, von Null abgesehen, tiberhaupt keine analytische Function, welche,
ausser den Figenschaften 1., 1L, noch die Eigenschaft I11. besdsse.

9. Zweiter Fall: m = 5. Auch in diesem Falle kann offenbar A = 1
gesetzt werden. Aus (25) ergiebt sich

Jle—2). . [z —2m)
Te—2).. . Tz— )

F(2) = A,a

Wendet man die Gleichung (15) an, so folgt
(26) | F(2)| = p°e || @, (x=24+...+2—2,—...—2,).

Ist a eine reelle negative oder eine complexe Grosse, und somit # von
Null verschieden, so kann der absolute Betrag von F(z)z~*, wie gross
auch % sei, in einem beliebigen zur imaginiren Axe parallelen Streifen
uber jede endliche Grenze wachsen. Ist dagegen a reel und positiv, d. h.
6 = o, so nahert sich F(z)z* in jedem solchen Streifen der Grenze Null,
wenn % grosser als der reelle Theil von x angenommen wird. Also haben
wir den Satz:

Ist die Gradzahl des Zihlers von r(z) gleich der des Nenners und a
eine megative oder complexe Grisse, so giebt es, von Null abgesehen, vber-
haupt keine analytische Function, welche, ausser den Eigenschaften 1., 1.,
noch die Eigenschaft 111. besdisse. Ist dagegen a eine reelle und positive Zaki,
so st
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G Te—2). .. (e —2,)
Fe)=a I —4y. .. Tz —2m)’

abgesehen von einem constanten Factor, die einzige Function, welche alle drei
Eigenschaften wirklich besitat.

Unter Voraussetzung eines positiven a ergiebt sich aus (26) der Satz:

In jedem aur imagindren Awe parallelen Streifen (a << a + 1), fiir
den a grisser als die reellen Theile von z,, ..., 2, ist, kann der absolute
DBetrag von F(z), wenn der reelle Theil von x < o ist, nicht dber cine ge-
wisse endliche Grenze wachsen. Ist dagegen der genamnie Theil grisser als
Null, so wird F(2) in jedem zur imagindren Axe parallelen Streifen mit
wachsendem | z| unendlich gross. '

10. Dritter Fall: m > n. Bei dieser Gelegenheit soll dieser Fall
nicht in seiner grossten- Allgemeinheit erdrtert werden. Wir wollen nim-
lich voraussetzen, dass die in r(2) vorkommende Grosse a reel und positiv
sei. Diese Beschrinkung kann dadurch motivirt werden, dass die Re-
sultate unserer Untersuchungen, wenn a reel und positiv angenommen
wird, in sehr einfacher Weise in einem Satze zusammengefasst werden
konnen, Ausserdem zeigt es sich bel den Anwendungen unserer Func-
tionen (IV. Abschnitt), dass es in den meisten und wichtigsten Fallen
sogar hinreichend ist, sich auf solche Functionen, fur die @ =1 ist, zu
beschranken.

Ferner soll die in § 7 unter III. (resp. III') erwihnte Bedingung die
folgende beschrankende Modification erfahren:

II*. Die betreffende Function F(z) soll in keinem Parallelstreifen
(@ << a4 1), welche die unter II. angegebene Lage hat, threm abso-
luten Betrage nach tber eine endliche, von der Lage des Streifens im
Allgemeinen abhangende, Grenze wachsen konnen.

Diese Bedingung wird in #hnlicher Weise motivirt, wie die Voraus-
setzung, dass @ positiv sein soll.

Im Nachstehenden kommt der folgende Hulfsatz zur Anwendung:

Wenn die beiden Grenzwerthe

lim ‘[Ao + A4, cotgz(z —¢,) + ...+ 4, cotg7w(z — ¢))]
C=too ,
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und
lim [4, 4 4, cotgm(z —c,) + ... + 4, cotgz(z — ¢))]

=

gleich Null sind, so ist bei passender Bestimmung von B, ..., B, ;:
(27) 4, + A, cotgm(z—c,) + ... + Aycotgz(z — ¢)
B B,_
= ! [ S T T S ]

" sinz(z — ¢) | sinn(z —¢,) sinw(z — ca—1)

Mit Benutzung der Gleichungen

lim cotgrm(z — ¢) = — ¢, lim cotgzw(z —¢) =i
{'=4w [~ ‘

ergiebt sich namlich
lim [4, + 4, cotg (s —o,) ..+ 4, cotgn(z — c)
=A —id, —...—id, = o,
C}jlem (4, + 4, cotgn(z—c,) + ... + 4, cotgn(z — ¢;)]
— A, +id + ... +id, =o,

und hieraus:
.A0=0, AA='—A1—‘44.2—.--’—.A)~_1.

Setzt man diese Werthe in die linke Seite von (27) ein, so nimmt sie,
nach einer einfachen Rechnung, die Form der rechten Seite an.

Jede Function F(z), welche die in Rede stehenden Eigenschaften
besitzt, kann sowohl in der Form (24) als in der Form (25) dargestellt
werden, je nachdem die ganze Zahl 2, welche nur der Bedingung 2442 >m
zu geniigen braucht, grade oder ungrade angenommen wird. Die einfachste
Form erhdlt aber F(z), wenn A die kleinste ganze Zahl bezeichnet, fir welche
2 4 n nicht kleiner ist als m:

(28) 22+ n>m> 20— 1) 4 n.

Es crhalt dann 2 einen eindeutig bestimmten Werth; und zwar aus der
Gleichung 244 % = m, wenn m —n grade ist, aus der Gleichung
2A 4 n=m + 1 dagegen, wenn m — n ungrade ist. Weiterhin soll A
stets durch (28) definirt sein.

Ist nun die durch (28) definirte Zahl 2 grade, so ergeben sich s#mmt-
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liche Functionen, welche, ausser den in § 7. unter L und IL, noch die
im Vorhergehenden unter III*. angegebene Eigenschaft besitzen, aus der
Gleichung

(29) F(z) = ¢'F(2)sinz(z —¢,)...
co.sinz(z — )[4, + 4, cotgz(z—c) + ... + 4, cotgz(z — )] a-2

Ist dagegen A ungrade, so ergeben sie sich aus der Gleichung

(30) F(z)za’F(z)sinz(z—cl)...sin'rr(z—-c,l)[ 4, )+,,,+__AL_]’

sinz(z—c, sinz(z—c;)

(A=2k+1)

In den nachfolgenden Gleichungen haben wir zur Abkiurzung

zx+(m—ﬂ)(C— i—) _

Z
gesetzt.

A. Ist 1= 2k 4 1, so ergiebt sich aus (30) mit Benutzung von (16)

n+2(A—1)~m ]

(31) |F(s)|=afe *

sin 7 (z — ¢)
l lsinz(z — ¢,)

, +“.+Alsinn(z——cl) o,

sinw(z — ¢))

wo ¢ die in § 6. angegebene Bedeutung hat. Wegen (28) ist n+ 2(A—1)—m
negativ. Es ist somit lim F(z) = o, wenn der reelle Theil von z auf
{'=tw
ein beliebiges endliches Intervall beschrankt wird. Ist also die durch (28)
definirte Zahl 2 ungrade, so besitzt jede in der Form
g . . 4, 4

F(Z) = q F(Z) sin W(Z——CJ . 81IN 72'(2—' C)>[W_Clj + e + -S—;F»(ZL——E‘)]
darstellbare Function, und keine andere, die drei Eigenschaften I, IL, III*

B. Ist A= 2k, so ergiebt sich aus (29) mit Benutzung von (16):

n+2)L--m’r,C,I

| F(2)| = d°e °* |Z|| 4, + 4, cotgm(z —¢,) + ...| .
Da n 4 24— m keinenfalls negativ sein kann, und der reelle Theil des
Exponenten von z (im Ausdrucke Z) fur hinreichend grosse Werthe von
¢ positiv ausfallt, so ist es, wenn F(z) die Eigenschaft III*. besitzen soll,
jedenfalls nothwendig, dass die beiden Grenzwerthe

lim [4, + 4, cotgw(z—c,) + ...]
{=%w
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gleich Null sind. Auf Grund des oben bewiesenen Hillfsatzes erhalt
F(z) dann die Form

(32) F(2) = a*'F(2)sinz(zc —¢;)Y ..

R ]

gin 7(z — ¢,) sinz(z — €3—y)

..sinz(z — 01_1)[

Hieraus folgt mit Benutzung von (16):

n+22—2)—m

33) |F(2)|=ae * '\Z||| Bt omly 4B

sin w(z—e¢,)

ginz(z—c;_3)
“lsinm(z—ecia) |

Weil = + 2(d — 2) —m < — 2 ist, so ist lim F(2) = 0, wenn der reelle
F=tw

Theil von z auf ein beliebiges endliches Intervall beschrinkt wird. Ist
also die durch (28) definirte Zahl 2 grade, so besitzt jede in der Form
(32) darstellbare Function, und keine andere, alle drei Eigenschaften I.,
1L, I~

Die unter A und B erhaltenen Resultate kdnnen folgendermassen zu-
sammengefasst werden: '

Bezeichnet p die grosste in A enthaltene ungrade Zahl, so besitzt jede
in der Form

F(z) = a*'F(2)sinz(z —¢,)...sin7 z—cp)[ 4, ——A——]

sinw(z -—¢,) sin w(z — ¢p)

darstellbare Function, und keine andere, die drei Eigenschaften I, IL, III®
Die Zabhl p kann offenbar auch dadurch charakterisirt werden, dass
sie die kleinste ungrade Zahl ist, fur welche 2(p + 1) 4 » nicht kleiner

ist als m, d. h. die kleinste ungrade Zahl, fur welche hm r(z) endlich

z¥p+1)

ist. Bringt man m — » auf die Form

m—n =49+, (znai”)

so ist immer p = 29 4 I.
Die Resultate unserer obigen Untersuchungen kdnnen nun folgender-
massen zusammengefasst werden:
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Es sei a eine positive Zahl und die Gradzahl des Zihlers der ratio-
nalen Function
(z—=z)...(2—2m)

r(z)—:a(z——z;)...(z—-z,’,)

grosser als die des Nenners (m > n), sowie p die kleinste ungrade Zahl, fir

. 1C o . -
welche Tim X2 ouilich ist.  Ferner seien c, , ..., ¢ beliebige Constanten,
e 220D 19 » Op

welche jedoch die Bedingung erfillen, dass die Differenz irgend zweier der-
selben keine ganze Zahl ist. Dann hat jede in der Form

; . y. A
(34) F(2)= a’F(2)sinz(g—c,)..8in w(z—cp)[m +ot o n(zp—Z;)]’
wo
_Ia—2z)...I'(z—2n)
F(Z) T Ie—z)...F(z—2y)

ist, darstellbare Function von 2z = £+ il die folgenden Eigenschaften:
1. F(z2) befriedigt die Differenzengleichung

F(z + 1) =1r(2)F(2).

II. F(z) verhdlt sich — unter B die in algebraischem Sinne grossie
unter den reellen Theilen von z,, ..., 2, 2u findende Zahl verstanden —
im Innern der durch die Bedingung > B definirten Hdlfte der z-Ebene
siberall reguldr. :

III. Wird die reelle Zahl a im algebraischen Sinne grésser als B,
sonst aber beliebig angenommen, und die Verdnderliche z auf den Parallel-
streifen (a < < a 4 1) beschrankt, so kann F(z) dem absoluten Betrage
nach wicht iber eine gewisse endliche Grenze wachsen.

Umgekehrt ldsst sich auch jede monogene Function, von der man nur
weiss, dass sie alle diese FEigenschaften besitzt, bei passender Bestimmung
von 4,,..., A, auf die Form (34) bringen.

11. Aus den Gleichungen (31) und (33) des vorhergehenden Para-
graph ergiebt sich ein Satz, der ftir die spiteren Anwendungen unserer
Functionen von grosser Wichtigkeit ist.

Der absolute Betrag der soeben betrachteten Function F(z) lasst sich
stets auf eine der beiden Formen (31) oder (33) bringen. Beide Aus-
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dricke enthalten cinen Factor der Form ¢ * :'|’ wo die positive ganze
Zahl k& wegen (28) jedenfalls nicht kleiner als Eins sein kann. (Das Pro-
duct der uibrigen Factoren nahert sich, wenigstens nach Multiplication mit
einer passenden Potenz von 2z == {+ i{’, der Grenze Null, wenn |{’| ohne
Ende wachst, wihrend ¢ auf ein beliebiges endliches Intervall beschrankt
wird.) Ist also z eine beliebige Grosse, deren reeller Theil positiv ist,

: :9 T .
und setzt man x = &+, —5< & <3, 80 ist
—Z|) — TS| T
Im—z I e 2 — e > 2
. T . . .
wegen der Ungleichung & — k< < o eine Veranderliche, welche mit wach-
g g ] 2 )

sendem |{'| sich der Grenze Null nahert, wenn & und ¢ auf ein beliebiges,
aber endliches Interwall beschrinkt werden. Offenbar hat auch das Pro-
duct dieser Veranderlichen mit einer beliebigen Potenz von z die genannte
Eigenschaft. Hieraus ergiebt sich nun Folgendes:

Beschrinkt man die Verdnderliche z = { -+ i{ auf einen beliebigen zur
imagindren Axe parallelen Streifen und die Verdnderliche x auf ein end-

liches Gebiet, dessen simmiliche Punkie — die an der Grenze mit ein-
begriffen — positive Abscissen besitzen, so ndihert sich die Grdsse
#1°F(2),

wo F(z) den Ausdruck (34) und p eine beliebig gewdhlte positive Zahl be-
zeichnet, mit wachsendem |{| gleichmdssig der Grenze Null. Es hat somit
das Integral

ctiw

(35) o) = [ o F(a)de,

c—ifow
erstreckt langs einer zur imagindren Azxe parallelen Geraden { = c, nicht
nur cinen bestimmien Sinn, wenn die betreffende Gerade durch keine Un-
endlichkeitsstelle von F(z) geht, sondern es ist ¢(x) auch eine analytische
Function von z.

Es wird im letzten Abschnitte bewiesen, dass ¢(z) einer linearen
Differentialgleichung Geniige leistet, wenn ¢ im algebraischen Sinne grosser
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ist als die reellen Theile von 2z , ..., 2,; sowie auch, dass ¢(z)2"" fur
ein beliebiges 2 sich der Grenze Null nihert, falls der reelle Theil von
x ohne Ende wiachst. Es hat somit auch das Integral

fga(x)x"‘ dx
0

einen bestimmten Sinn, wenn der reelle Theil von 2z hinreichend gross
angenommen wird. Dies Integral kann, was sehr interessant ist, auf die
Form F(z) gebracht werden.

12. Unter ¢,,...,¢, sind in diesem Paragraphen fortwahrend Grossen
verstanden, welche die Bedingung erfiillen, dass die Differenz irgend zweler
derselben keine ganze Zahl ist.

Sind F,(2),..., F,(2) p Functionen der Form (34), etwa:

1
AP 43

F (2) = o’F(2)sinz(¢—c¢,).. sin z(z—-—cp)[ + ..

sinz(z —e¢,) " Usina(z— eyt

A(‘P) A;P) ]
1)+ et sin z(z — ¢p)t

sinzn(z —e¢

Fy(s) = @’E(2) sinz(s—¢,) .. sinwls —c,)|

so kann, wenn die Determinante

¢V} N
| AP ... A0

von Null verschieden ist, zwischen denselben offenbar keine homogene li-
neare (leichung mit constanten Coefficienten bestehen.

Ist F'(2) eine beliebige Function der Form (34), und A von Null
verschieden, so ist unmittelbar ersichtlich, dass die Constanten C,,..., C,
immer so bestimmt werden konnen, dass

. F(z) = CF(2) + ...+ CF,(2)
wird.
Acta mathematica. 15. Imprimé le 3 novembre 1891, 44
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Nehmen wir ¢ ,..., ¢, von den Nullstellen der Function P(z) ver-
schieden an, so erhalten A4, ,..., 4,, wenn F(c,), ..., F(c,) als gegebene

Grossen betrachtet werden, aus den Gleichungen

F(c)) = a"F(c,)sinn(c, —¢,)...sinx(c, —¢,)4,,

F(c,) = a"F(c,) sinz(c, —¢,)...s8inx(c, — ¢, )4,
eindeutig bestimmte endliche Werthe. Hieraus ergiebt sich der Satz:

Eine Function, welche die Bedingungen des in § 10 entwickelten Satzes
erfillt, ist wollstindig bestimmit, wenn die Werthe, die sie an p verschiedenen
Stellen der angegebenen Art anwimmi, bekannt sind.

Besonders bemerkenswerth sind diejenigen Functionen F'(2), far welche
p = 1 ist; was offenbar dann, und nur dann, der Fall ist, wenn m — n
gleich irgend einer der Zahlen 1,2, 3,4 ist. In allen diesen Fillen ist
I'(z) = Ca’F(2), also F(2) vollstindig bestimmt, wenn ein specieller Werth
der Function bekannt ist.

13. Der Vollstandigkeit halber wollen wir jetzt zwei allgemeine
Ausdricke bilden, durch welche simmtliche, der vorher betrachteten
Differenzengleichung I'(z + 1) = r(2)I'(2) gentigende Functionen ausge-
driickt werden konnen, fur die es tuberhaupt einen zur imaginaren Axe
parallelen Streifen (@ < <« + 1) giebt, wo sie sich regular verhalten
und, nach Multiplication mit einer passenden Potenz von z, dem abso-
luten Betrage nach nicht uber eine gewisse endliche Grenze wachsen
konnen. Die Herleitung derselben braucht hier nur kurz angedeutet
werden, weil die dabei in Frage kommenden Schlisse mit den in § 7
benutzten vollstindig tubereinstimmen.

Es sei F(2) eine ebensolche Function. Setzt man
(2) = — o I(z) —

I'z—z).. . I'z—z )10 + 2, —2)... 1700 + 2, —2)

¢
so st (2 4 1) = (— 1)"¢(2). Somit ist ¢(z), weil sie sich im Bereiche
(@ < {< a4 1) regular verhalt, eine ganze Function. Setzt man ferner

() — ¢(2)
¥(a) = sinz(z —¢,)...sinz(z —c;)’
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WO ¢, ..., ¢ Constanten bezeichnen, so kann diese Function, welche die
Eigenschaft ¥(z + 1) = (— 1)***¥(2) besitzt, durch trigonometrische Func-
tionen ausgedriickt werden. Damit sie keine mehrfache Unendlichkeits-
stelle besitze, wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass unter
den Grossen ¢, , ..., ¢, keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer
ganzen Zahl oder Null wire. Ihre Anzahl A braucht zunichst nur der
Bedingung 214> m 4 n unterworfen werden. Betrachtet man nun far
den Fall, dass # 4 A grade ist, den Ausdruck

G(2) = ¥(2) — [4, cotgm(e —¢;) + ... + 4, cotgm(z — ¢,)],

fur den Fall aber, dass # 4 A ungrade ist, den Ausdruck

4 4
Gi(2) = ¥(2) —[simr(z; ) +eeet sin n(zl—— cz)]’
so zeigt sich in #hnlicher Weise wie in § 7, dass G und G, bei passender
Bestimmung von A4,,..., 4, sich auf constante Grossen reduciren; ins-
besondere muss G, = o sein.
Far die Function I(z) erhalten wir also, je nachdem # 4 A grade
oder ungrade angenommen wird, die folgenden Ausdriicke:

F(z) = a'F(2) sinz(s—ec,). .. sinnle —c) (4, + 4, cotgrn(z —ec) + ...

sinw(z —2,) ... sinn(z — 2,)

oo+ d,cotgn(z —¢,))], @+r-m

F(Z) _ azF(Z)sinn'(z-—cl)...sinﬁ(z—cl)[ A, ot A; )]’

sinn(z — 2z,) ... sinn(z — 2;) Lsin7(z — ¢,) sinz{z — ¢

(n+A=2k+1)

wo F(z) durch Gleichung (34) erklart wird und 4, = G ist.
Die obigen Ausdriicke werden am einfachsten, wenn 2 die kleinste
ganze Zahl bezeichnet, deren doppelter Werth nicht kleiner ist als m 4 n.
Bei dieser Gelegenheit wollen wir nicht die Bedingungen ermitteln,
welche erfullt sein miussen, damit die obigen Ausdriicke die verlangten
Eigenschaften wirklich besitzen mdgen. Offenbar besitzen sie jedenfalls
die Eigenschaft F(z 4- 1) = r(2)F(2).
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Ist insbesondere m = %, so kann man A = m annehmen, und es er-
halt dann F(z) die Form:

(36) F(z) _ a’F(z) sinw(z—e¢,)...8n (2 —Cm) [Ao + A; cotgn'(z . (’1) 4+ ..

sin 7w(z — z;) . . . 810 (2 — Zm)

coo+ 4, cotgw(z — c,)].

14. Unter den in der Form (36) darstellbaren Functionen miissen
einige hervorgehoben werden, da sie fur die Theorie gewisser bestimmten
Integrale yon Wichtigkeit sind. Nehmen wir an, es seien die reellen
Theile der Nullstellen des Zahlers von r(z) simmtlich kleiner als eine
gewisse reelle Zahl a, die entsprechenden Grossen im Nenner aber grosser
als «, so ist leicht zu sehen, dass jede Function der Form

(37) F(z)=F(z) sinz(e —c,)...8in 7 — cw) (4, + 4, cotgm(z —c,) + ...

sinz(z —z;)...sin7(z — zu)
oo+ 4, cotgw(z — ¢,)],

wenn 2z auf den Parallelstreifen (a < (< a 4 1) beschrinkt wird, sich
regular verhalt und, nach Multiplica&m mit 27*, dem absoluten Betrage
nach nicht ohne Ende wachsen kann. Verlangt man aber, es soll F(z)
die letzte Eigenschaft besitzen, auch ohne dass man sie mit einer Potenz
von z multiplicirt, so muss der letzte Factor von F(z) fur {' = + o0
“gleich Null sein. — Wegen unserer Voraussetzung tber die Null- und
Unendlichkeitsstellen von r(z) ist namlich der reelle Theil von x positiv,
und somit (§ 9) clim F(2) = co. — Aus
S

lim {4, + 4, cotgm(z —c¢,) + ... + 4, cotgz(e —¢,)] =0

U=t
folgt aber 4 =o0, 4, =—A4 — 4, —...— 4, ,. Setzt man diese
Werthe in (37) ein, so bekommt man einen Ausdruck der Form:
. sinn(z —¢,)...sinx{z —cp_y) B, B,
F(z) =F(z) sinz(z — 2y)...8In7(z — zp) | sinm(z—c¢,) +t sinw(z — cpm—y) |
)

Es ergiebt sich leicht, dass jede Function dieser Form, die oben verlangten
Eigenschaften besitzt, wenn die bezaglich der Grossen z,, ., 2y, #1; - 2n
gemachte Voraussetzung erfiillt ist. Damit ist nun folgender Satz bewiesen:
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In der rationalen Function

seien die reellen Theile von 2, ..., 2, kleiner als a, und die reellen Theile
vOn 2, ..., 2, grisser als a. Ferner seien c¢,, ..., ¢, beliebige Con-
stanten, welche doch die Bedingung erfiillen, dass die Differenz irgend zweier
derselben keine ganze Zahl ist. Dann hat jede in der Form

(38) F(Z) _ F(z) sin w(z—¢,) ... SIn w(z—Cp_y) 4, o Ay ]’

sinw(z—2y)...8inw(z—2am) |sinz(z—c,) sin w(z—cm—1)

wo

_Ie—2z)... Iz —zm)
F(2) T DPE—2)...0(—zn)

ist, darstellbare Function von z = ¢+ i’ die folgenden Eigenschaften:
1. F(2) befriedigt die Differenzengleichung

F(z 4+ 1) = r(2) F(2).

L. F(z) verhdlt sich an jeder Stelle des Parallelstreifens (a <{<a 1)
requldr.

III.  Wird die Verdnderliche z auf den genannten Parallelstreifen be-
schrankt, so kann der absolute Betrag von F(z) wicht dber eine gewisse end-
liche Grenze wachsen.

Umgekehrt lisst sich auch jede monogene Function, von der man nur
weiss, dass sie alle diese Eigenschaften besitzt, bei passender Bestimmung von
A, ..., A,y auf die Form (38) bringen.

Eine Function, welche die obigen Eigenschaften besitzt, ist offenbar
vollstindig bestimmt, wenn die Werthe, die sie an m — 1 verschiedenen
Stellen des Bereichs (a < {< a 4 1) annimmt, bekannt sind.



350 Hj. Mellin,

I11.

Functionen, welche lineare nicht homogene Differenzengleichungen
erster Ordnung befriedigen.

15. Jede lineare Differenzengleichung erster Ordnung kann auf die
Form

(o) F(z+ 1) =1,(2) F(2) —8,(2)

gebracht werden. Setzt man

r(z) — r,(2) S(Z) _ 8,(2) ,

r(z)’ r,(z)

so erhalt sie die Gestalt
(39) F 4+ 1) =r(2)F(2) — 8(2).

In der vorliegenden Arbeit bezeichnen r (), r,(2), 8,(2) stets ganze ra-
tionale Functionen, und somit r(z) und 8(z) rationale Functionen mi¢
demselben Nennmer. Dieselben wollen wir jetzat gewissen Beschriankungen
unterwerfen, die theils durch die Ergebnisse des vorhergehenden, theils
erst durch die des letzten Abschnittes gerechtfertigt werden konnen.
Erstens nehmen wir an, dass die Gradzahl des Zahlers von r(z) nicht
kleiner als die des Nenners sei. Zweitens soll, wenn r(z) auf die Form

2—2)...(2—2n)
2—2) ... (72— 2n)

r(z) = aE

gebracht wird, die Grosse @ eine reelle positive Zahl sein. Schliesslich
soll 8(#) die Bedingung

lim 8(z) =

ey = ©

erfilllen; die Gradzahl des Zahlers von 8(2) soll m. a. W., unter m die
des Zahlers von r(z) verstanden, hochstens gleich m — 1 sein.
Die im Vorhergehenden bchandelte Gleichung F(z 4+ 1) = r(2) F(2)

kann gewissermassen als ein specieller Fall von (39) aufgefasst werden.
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Es fragt sich nun, ob es auch Functionen existiren, welche die Gleichung
(39) befriedigen und im tubrigen sich in ahnlicher Wejse verhalten, wie
die der Gleichung IF'(z + 1) = r(2)F(2) geniigenden und im vorigen Ab-
schnitte in der Form'*

L. . 4 4
{ 2 | 1 '
40) aPF(2)sinn(z—c¢,)...sinzx(z—c [—————_ —«—————]
\ ) ( ) ( 1) ( ”) sin z(z — ¢,) + sinz{z — ¢,)
dargestellten Functionen. In den folgenden Paragraphen wird diese Frage
fur die wichtigsten Falle (limr(z) > 1) erledigt. Hs sei F(z) eine ana-
lytische Function mit den nachstehenden Eigenschaften:

1. F(2) befriedigt die Differenzengleichung

(41) Flz + 1) =r(2)F(2) — 8(2),

wo r(z) und s(z) gegebene rationale Functionen der oben angegebenen
Beschaffenheit bezeichnen. '

II. In der Umgebung jeder endlichen Stelle, deren reeller Theil im
algebraischen Sinne grosser ist als die reellen Theile von 2, ..., 2,, ver-
halt sich F(z) regular.

III. Wird die reelle Zahl a algebraisch grosser als die reellen Theile
von z,, ..., Zz,, sonst aber beliebig angenommen, und die Verinderliche
s = ¢4 i auf den Parallelstreifen (@ < < a 4 1) beschrankt, so kann
der absolute Betrag von F(z) nicht uber eine gewisse endliche Grenze
wachsen; wobei zu bemerken ist, dass in den Fillen, wo m = n ist, nur
gefordert wird, dass F(z), wenigstens nach Multiplication mit einer pas-
senden Potenz von #z, die angefuhrte Eigenschaft besitzen soll.

Die Aufgabe, alle analytischen Functionen mit diesen Eigenschaften
zu bestiinmen, vereinfacht sich sehr wegen des folgenden Satzes:

Kennt man eine Function 8(z), welche die obigen Eigenschafien besitat,
so kann jede andere Function F(z) mit denselben Eigenschaften auf die
Form f(2) + 8(2), wo f(2) den Ausdruck (40) bezeichnet, gebracht werden.

Dies ergiebt sich unmittelbar, wenn man den in § 10 (resp. § 9)
bewiesenen Satz auf die Differenz F(z) — 8(2) anwendet.

' Ist m = m, so ist stets p = I zu setzen. F(z) hat dieselbe Bedeutung wie im
vorigen Abschnitte.
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Betrachtet man nun die Reihe

€0

8(z + v)
(42) 8(2) =Zr(z)r(z+ 0)...r@z+ )’

v=0

so erhellt aus ihrer einfachen Form, dass sie in allen Fallen, wo sie con-
vergirt, der Differenzengleichung (41) Geniige leistet. Auf Grund des
obigen Satzes ist es daher von Wichtigkeit zu wissen, unter welchen Be-
dingungen sie convergirt, und ob sie dann auch die Eigenschaften II. und
1L besitze.

16. Setzt man
azm—-n

¢(2) =50y

so ist ¢(2) eine Grosse, die sich der Grenze Eins nihert, wenn |z| ohne
Ende wichst. Durch eine einfache Rechnung folgt fur hinreichend grosse
Werthe von |z|:

x X
¢,(Z)=I—;+j: R
wo die x von z unabhingige Werthe haben; insbesondere hat x den Werth

x=z+...+a—a—...—2,.
Setzt man
x
’

" I
¥(z) = ¢(a)(1 + )
so kann ¥(z) fur hinreichend grosse Werthe von |z| in eine Reihe der Form
¥(2) =1 +%+g§+...,

wo die @ von 2 unabhingig sind, entwickelt werden. Die Function r(2)
kann nun folgenderweise geschrieben werden:
azm—-ﬂ z + x\ x
r(2) = 0 ( )
Schreibt man in dieser Gleichung statt z nach einander 2,2 4 1, ...

#z + v — 1, so ergiebt sich, indem man die so erhaltenen Resultate durch,
Multiplication mit einander vereinigt,
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(43)

I ~¢"(z)’}7(z+1)...117(z+v-—1)( P )"
P(2)T(z + 1)...T+v—1) @+ 1)...6+v—1D"" \z+v )

Setzt man ferner, unter m — %k (k=1, 2, ..., m) die Gradzahl des Zshlers
von' 8(z) verstehend,

s(z+y) Ok +v)
(44) r(z + v) - (z + V) ’

so ist @(z) eine Grosse, die sich einer endlichen von Null verschiedenen
Grenze nihert, wenn 2 dem absoluten Betrage nach ohne Ende wichst.
Zur Abkiurzung setzen wir schliesslich

(45) @y(ﬁ) = @z + V¥(z)... 1["(5 4+ v— I). (#=0,1,2, ..., )

Auf Grund des in § 1 bewiesenen Hulfsatzes und wegen der Definition
von &(z) hat @,(z) die folgende Eigenschaft. Wird die Verinderliche
2 = {4 i{’, unter a eine beliebige reelle Zahl verstanden, auf die durch
die Bedingung ¢ > o definirten Halfte der z-Ebene beschrinkt, so kann
eine positive ganze Zahl p stets so gross angenommen werden, dass der
absolute Betrag von @,(z + p) fur v=0,1,2,..., 00 weder unbe-
‘schrankt wachsen noch abnehmen kann. Es giebt m. a. W. zwei von
Null verschiedene Grossen 4 und B (4 < B), welche die Bedingung

A<|0(z+ p|<B

fir y=o0,1,2,..., co erfillen, falls 2 auf das Gebiet {> a beschrinkt
und g hinreichend gross angenommen wird.

Mit Hualfe der Gleichungen (43), (44) und (45) kann nun die im
vorigen Paragraphen aufgestellte Reihe $8(z) auf die folgende Form ge-
bracht werden:

. —~ O,(s) 2 \* 1
(46) 8(2) ”—; (z + v (z + v> ez +1)...(z + v — D]’

Aus der einfachen Form (42) der Reihe 8(z) ergiebt sich, wenn g eine
beliebige positive ganze Zahl bezeichnet:

__s(») 8(z+1) S(z+4p—1) SGz+p)
(47) 8(2) = (2) r(z)r(z+l)+m+ l'(z)...l'(z+/1—-l)+l‘(z)...l‘(z+‘u—-l)'

Acta mathematica. 15. Imprimé le 4 novembre 1891, 45
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Auf Grund der obigen Entwickelungen ergiebt sich nun Folgendes:
Erstens: Ist limr(z) > 1, d. h. entweder m > n oder m = » und

gleichzeitig @ > 1, so ist 8(z) in der Umgebung jeder endlichen, von den
Wurzeln der Gleichungen »(z +v)=o0, v=o0,1,2,..., 00, verschiedenen
Stelle unbedingt und gleichmassig convergent. Nahert sich z, unter «
eine beliebig gegebene reelle Zahl verstanden, in der durch die Bedingung
¢> a definirten Halfte der z-Ebene der Stelle co, so nahert sich 8(2)
gleichzeitig der Grenze Null

Ist beispielsweise m == % und a > 1, welche Annahme den fiir unsere
Behauptungen ungtinstigsten Fall bildet, so kann vorausgesetzt werden, es
sei s so gross angenommen, dass @,(z + u) fur {> a endlich bleibt, wie
gross auch vy werden mag. Es sei gleichzeitic x4 so gross, dass a 4 g,
und somit auch der reelle Theil von z -+ g, grosser als Eins ist. Alsdann
hat man

v v v
log(l——z+y +_;> é——log(l—-—lm )<-——10g(1-—y+ 1)
= log (v + 1),
und daher
2+ p \* tl log(]“z+:+v) x|
<z+ﬂ+v> = <@+

Auf Grund dieser Ungleichung ergiebt sich aus (46), wenn darin statt 2
z 4 p geschrieben wird:

>

v=0

s(z+/1+u)
rz4+p).. . PE4+p+y)

D,z + 1)

(v + )i
z+p+v) :

av

<X

Da die letste Reihe fur das ganze Gebiet {> a unbedingt und gleich-
missig convergirt und sich der Grenze Null nihert, wenn |z| gemiss der
Bedingung ¢> a ohne Ende wachst, so geht aus (47) die Richtigkeit
unserer Behauptungen unmittelbar hervor.

Ist also limr(2) > 1, so stellt die Reihe 8(z) immer eine Function

dar, welche die im vorigen Paragraphen unter 1., IL. und III erwihnten
Eigenschaften besitzt.
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Zweitens: Ist m = # und a < 1, also limr(z) < 1, so divergirt die

Reibe 8(2), weil ihr allgemeines Glied eine mit der Ordnungszahl un-
beschrankt wachsende Grosse ist.

Drittens: Ist limr(z) = 1, also m = n und a =1, so hingt die

Convergenz der Reihe §(2) von den Zahlen x und % in folgender Weise
ab. Ist x>—k <4 1, so ist 8(2) in der Umgebung jeder endlichen
von den Wurzeln der Gleichungen r(z + ) =0, v=0,1,2,..., 00,
verschiedenen Stelle unbedingt und gleichmassig convergent, und wird,
wenigstens nach Multiplication mit z7*, unendlich klein, wenn die Ver-
anderliche z = ¢ - i{’, unter a eine beliebige reelle Zahl verstanden, in
der durch die Bedingung (> a definirten Halfte der z-Ebene sich der
Stelle oo nahert. Dies erhellt leicht aus

Ist aber x < —% 4 1, so ist 8(z) stets eine divergirende Reihe. Dies
ergiebt sich auf Grund eines bekannten Satzes,” weil der Quotient des
v 4+ 1** Gliedes der Reihe durch das »* fur hinreichend grosse Werthe
von v in eine Reihe der Form

LI A
I_T‘+_,,=—+"'

entwickelt werden kann.
Ist also limr(s) = 1, so wird durch die Reihe 8(z) eine Function

Z=w

mit den Eigenschaften I, I, III. (§ 15) nur in dem Falle dargestellt,
dass x > —Fk 4 1 ist.

Es ist in vielen Fallen vortheilhaft, den Zahler von s(z) als eine
ganze rationale Function (m — 1)*® Grades mit unbestimmien Coefficienten
betrachten zu konnen. Soll 8(z) im Falle limr(z) = 1, auch wenn

die genannten Coefficienten als unbestimmte Grossen betrachtet werden,
die Eigenschaften I., II. und IIL. besitzen, so ist es offenbar nothwendig,
und zugleich auch hinreichend, dass der reelle Theil von » > o ist.

! Offenbar ist dies auch der Fall, wenn m <7 ist, also jedenfalls wenn lim r(2)<<1.

Z=o0

* (. f. WEIERSTRASS. Functionenlehre. 8. 220,
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Es darf hier nicht unerwahnt bleiben, dass es, bei den Anwendungen
unserer Sitze in der Theorie der bestimmten Integrale, im Allgemeinen
nicht nothwendig ist, die Gradzahl des Zahlers von 8(z) grosser als m — 2
vorauszusetzen, wenn gleichzeitig limr(z) = 1 ist. Alsdann besitzt die

Reihe S(z) die oft erwahnten Eig;nschaften, wenn zugleich der reelle
Theil von x > — 1 ist.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich der folgende Satz:

Bezeichnen r(2) und 8(z) rationale Functionen der in § 15 angegebenen
Beschaffenheit, und wird der Zdhler von 8(z) als eine unbestimmie ganze
Function beziechungsweise (m — 1)*" oder (m — 2)** Grades betrachtet, je
nachdem Lim r(z) grdsser als oder gleich Eins ist, so ist die Reihe

Z=m

8(z + v)
8(2) =; r(z)r(z + 1)...r(z + v

im ersten Falle stets, im zweiten Falle aber nur dann convergent, wenn der
reelle Theil von x > — 1 ist. Im Falle der Convergenz stellt sie immer eine
Function dar, welche alle drei in § 15 unter 1., 11. und 111. erwdhnten Eigen-
schaften besitzt.

Aus dem in § 15 enthaltenen Satze crgiebt sich der Folgende:

Weiss man von einer irgend wie definirten monogenen Function F(z)
dass sie die fraglichen Eigenschaften besitzt, so kann sie auf die Form

(48) F(z) = a’'F(2)sinz(z—c,)...sin n(z—cp)[ 4, + ot 45 ]

sin (s — ¢,) sin w(z — ¢p)

8(4 + v)
+z r(z)r(z+1)...T(@+ v)

gebrackt werden, wenn die fur die Convergenz von 8(2) erforderlichen Be-
dingungen erfiillt sind.

Dieser Ausdruck enthalt p 4- m, eventuel p 4 m — 1, unbestimmte
Constanten.
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17. Im Zusammenhange mit der Reihe 8(z) wollen wir jetzt auch

die folgende betrachten: '
8,(¢) =8(z — 1) + 8(z — 2)r(2 — 1) + 8(z — 3)r(¢ — )r(e —2) +...,

welche im Falle der Convergenz offenbar die Differenzengleichung

8, + 1) = r(2)8,(2) + 8(2)

befriedigt und nur an den Stellen

c=n+1,,+2,20+3,..., A=1,3,...,m)

unendlich werden kann.
Ist lim r(z) nicht gleich Eins, so convergirt offenbar stets eine von

den beiden Reihen 8(z) und 8,(2), aber nicht beide gleichzeitig.

Ist dagegen limr(z) = 1, so convergiren oder divergiren sie beide
gleichzeitig.

Um dies zu finden schreibe man in Gleichung (43), wo m == » und
a = 1 zu setzen ist, statt z z—yy. Dann bekommt man die Gleichung

. % x ‘ I
(49) r(z—l)'“r(z—y):(z—v) Te—1)... ¥ ez—v)
Setzt man ferner, unter m — k die Gradzahl des Zahlers von 8(z) ver-
stehend:

Dz —
S(Z—-V—-I)=~(z(—‘i_—ﬁ?,

so ist lim @(z) endlich und von Null verschieden. Das (v + 1)* Glied

zZ=®

von 8,(z) kann nun auf die Form

8(#g—v—1)r(z—1)...r(z—v) D(=) <_z~>l

=(z———y)k z2—y

gebracht werden, wo zur Abkiirzung

Q(z—v) _
Ve—1)... ¥e—v)

,(2)

gesetzt worden ist. Auf Grund des in § 1 bewiesenen Hulfsatzes und
wegen der Definition von @(z) hat @,(2) die folgende Eigenschaft. Wird
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die Verénderliche 2 = {4 i{’, unter a eine beliebige reelle Zahl ver-
standen, auf die durch die Bedingung < « definirten Halfte der z-Ebene
beschrankt, so kann eine positive ganze Zahl p stets so gross angenommen
werden, dass der absolute Betrag von &,(z — ) fur v =o0,1,2,...,00
weder unbeschrinkt wachsen noch abnehmen kann. Beachtet man ausser-
dem, dass 8,(z) und 8,(¢ — p) beide gleichzeitig entweder convergiren
oder divergiren, so geht die Richtigkeit unserer Behauptung leicht hervor.

Es sei limr(s) = 1 und der Zahler von 8(z) eine unbestimmte

ganze Function (m — 2)** Grades. Setzt man f(2) = 8(z) + 8,(#) so ist
fz+ 1) =7r(2)f(2). Um den in § 14 bewiesenen Satz anwenden zu
konnen, setzen wir ferner voraus, dass die reellen Theile von 2z, ..., ¢,
sammtlich kleiner als a, die reellen Theile von 2, ..., 7z, aber simmt-
lich grosser als a sind, wobel a eine gewisse reelle Zahl bedeutet. Alsdann
ist der reelle Theil von x > o, und somit 8(z) und 8,(2) beide conver-
gent. Ferner verhalt sich die Summe f(2) offenbar in dem Parallelstreifen
(2 < {< a4 1) tberall regular, und ihr absoluter Betrag kann daselbst
auch nicht tiber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Wegen des in § 14
bewiesenen Satzes kann also f(z) auf die Form (38) gebracht werden.

18. Im Vorhergehenden ist es uncntschieden geblieben, ob es, wenn
limr(z) < 1 oder wenn limr(z) = 1 und zugleich der reelle Theil von

x*é — 1 ist, uberhaupt Functionen giebt, welche die in § 15 unter I,
IL, III. erwahnten Eigenschaften besitzen. Bei dieser Gelegenheit sei be-
zaglich des Falles lim r(z) < 1 nur bemerkt, dass die Untersuchung des-

selben mit Hulfe der vorher betrachteten Reihe 8 (z) bewerkstelligt
werden kann. Von weit grosserem Interesse ist der Fall, wo limr(s) =1

und zugleich der reelle Theil von x < o ist. In diesem F alle_giebt es m
von einander linear unabhingige, der Differenzengleichung

Flz + 1) =1r(2)F(2) —8(2)

geniigende Partialbruchreihen, mit deren Hiulfe man stets eine homogene
lineare Function bilden kann, welche die fragliche Gleichung befriedigt,
auch wenn der Zahler von 8(z) als eine beliebig gegebene Function
(m — 2)*" Grades betrachtet wird. Der Fall limr(z) > 1 braucht zu-
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nichst nicht von dem soeben erwihnten getrennt werden. Es wird daher
vorausgesetzt, es sei limr(z) entweder > 1 oder = 1, im letzten Falle

z= 0

aber zugleich x < o.
Es erweist sich als nothwendig die Ordnungszahlen der von einander
verschiedenen Nullstellen von r(z) zu beachten. Zu dem Ende setzen wir

(z—2)...(2 ~— 2m) (z— a1 ... (@ — @)
r(z) =a ; Y= a
( ) (z—2)... (2 —2,) (z— B ... (8 — fBo)s
WO & ,...,%,p, .., lauter von einander verschiedene Grossen be-

zeichnen. Von nun an werden auch die folgenden Bezeichnungen fest-
gesetzt (beziehungsweise beibehalten):

_Ta—2).. . Tle—2s) IMz—a)... I"(E—a)
T Te—7).. Te—z) FPrz—p)...Fez—pf)’

F(2)

r(2) =oa(—2)...2—2, =alg—a,)...(z2 — a,),

r(e)= (¢—2)...(e—2) = —B)...t—B)",

(2) = T2 — (%) =L
M) =ney W Trney Bl =y
r=#H+..+o—a—.. —z=yf +... +vf—ma,—...—pa,
Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, dass unter den Grossen
@y eeus 8, Py keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer

ganzen Zahl ist. Was weiterhin unter dieser Voraussetzung nachgewiesen
wird, das gilt mit unwesentlichen Modificationen auch fur den Fall, wo
zwei oder mehrere der genannten Grossen sich um ganze Zahlen von
einander unterscheiden.

Es sei a irgend eine von den Nullstellen von r(z) und u die zu-
gehorige Ordnungszahl. Versucht man die Differenzengleichung

Flz+ 1) =1r(2)F(2) —8(2)
r,(2)F(2) —r(2)F(e + 1) = 8,(2),

wo 8,(2) zunichst nur irgend eine ganze, rationale oder transcendente,
Function bezeichnen mag, durch eine Partialbruchreihe der Form

oder

-]

A9 49
8(2;a) :Z[mﬁ A +—”—l-g,(z)],

y=0
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wo die g,(#) ganze rationale Functionen bedeuten, zu befriedigen, so
findét man,’ dass dies immer und nur dann moglich ist, wenn die Con-
stanten 4 mittelst der Gleichungen

AY = R(a —v) 447V,
AD ) = R'(a — ») AV 4+ R{a — ) 437,
(50)

RV — )

| Ru— m(“ —v) A(v-—-])
p— 1

= P4+ Rla—y) 4y

¥=1,23,...,®)

A(V)

A(:—l) 4

bestimmt werden. Die obigen Gleichungen driicken in der That die noth-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir aus, dass eine jede der un-
endlich vielen rationalen Functionen

A(V) A(V)
()<(z—a+v)"+ +z-—a+v+g”( )>

A(v—l) (v—-l)

—r (z)(m o + .. ,(z)), 1,2, ..y )

welche als Glieder des Ausdruckes r,(2)8(z) — r,(2)8(z 4+ 1) anzusehen
gind, eine ganze Function sein soll, und dies ist wiederum, wegen un.
serer Voraussetzung tber die Null- und Unendlichkeitsstellen von r(2),
dann und nur dann der Fall, wenn eine jede der Functionen

A’(:) A(lv) A(/—l) A(lv—-l)
(Z—-a+v)"+'“+z—a;—u—R(Z)((z a+u)"+ +z-—-a+v>

v=12,...,®)

beziiglich nach positiven ganzen potenzen von z—a+y, v=1,2,...,00,
entwickelt werden kann. Entwickelt man nun diesen Ausdruck nach
ganzen Potenzen von z— a 4 v und setzt die Coefficienten der negativen
Potenzen gleich Null, so bekommt man in der That die Gleichungen (50).

Vermdge der Gleichungen (50) bestimmen sich 4%, ..., 4P (v =1,
2,...,00) als homogene lineare Functionen von AP, ..., 4 denen
man aber beliebige Werthe ertheilen kann. Dem Mirrac-LEFFLER’schen

' Q. f. Zur Theorie der Gammafunclion. Bd. 8 dieses Journals 8. 48.
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Satze gemiss konnen nachher die g,(2) immer so angenommen werden,
dass 8(z;a) eine gleichmassig convergirende Reihe wird.

Die in den Gliedern von S(z;a) vorkommenden ganzen Functionen
9,(2) konnen alle identisch gleich Null gesetzt werden, falls die so ent-
stehende Reihe gleichmissig convergirt. Dies ist stets der Fall, wenn
limr(z) > 1 ist, was in meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafunction

E=w
nachgewiesen ist. Der Beweis soll jetzt so gefithrt werden, dass die Con-
vergenz der Reihe

@

9] o)
(51) S(z;a)=z_;<(z A g4 —)

a+u)“ 4— a4 v

auch in dem Falle ersichtlich wird, wo limr(2) = 1 und gleichzeitig

Z=w

der reelle Theil von x < o ist. Es soll weiterhin unter 8(z;a) immer
eine Reihe der Form (51) verstanden werden, deren Constanten 4 die Be-
dingungen (50) erfullen.

Wird R(#) in der bekannten Form einer Summe von Partialbriichen
und einer ganzen Function dargestellt, so muss die ganze Function, weil
limr(z) > 1 ist, sich auf eine Constante reduciren. Werden sodann durch

2=

Differentiation #hnliche Ausdrocke fur die Ableitungen von R(z) ent-
wickelt, so leuchtet unmittelbar ein, dass die entsprechenden ganzen Func-

tionen identisch gleich Null sind, sowie auch, dass die Ungleichungen
c c

[R’(a — V)I < w=1,2,..,x)

lzy "'7]R(#hl)(a—v>! <

bei passender Bestimmung von C stattfinden. Aus den Gleichungen (50)
folgt nun

| 40| = | B(a —») 4577

(v—1)
42,0 < ST B — A
v—1) (V—~1)
49| < CIA u!‘+(l"l’4 St (B,

Acta mathematica, 15. Imprimé le 24 octobre 1891, 46
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Es ist also

((;:?]?‘)(‘Affﬂnl + .4 | APV)).

49| 4 ...+ | 4P

<(|R(a—v>l +

Hieraus erhellt nun schon, dass 8{z;a), wenn lim r(z) > 1 ist, unbedingt

z=®

und gleichmassig convergirt. Ist aber lim r(z) = 1, so schreiben wir die

2=

obige Ungleichung in folgender Gestalt
(p— 1) C|r(a—)]

la—v|*

|49] + ot | 4P )AL ot | 4570,

<‘R(a—v)|<1 +

Daraus ergiebt sich

|49] .t | 49] < (42| oot | 40D ] | Bl — D)1 + E= 2=,

A=1

Benutzt man die in § 17 enthaltene Gleichung (49), wo statt 2z a zu
schreiben ist, so folgt
exfls)
\a—v

wenn K eine Zahl bezeichnet, welche die Bedingung

49

4. 4 4P

149)+ .+ |49 T] 1 Pla— (s + D= <

A=0

fir v=1,2,..., 00 erfullt. Es ist somit, wenigstens fiir hinreichend
grosse Werthe von y:

40 4P K a \~*
(z——a+v)"+’v“+z——a+v<z—a+u<a-v> )
Ist also .der reelle Theil von x < o, so ist 8(2;a) auch im Falle
limr(¢) =1 in der Nahe jeder von z=a,a—1,0— 2,... ver-

schiedenen Stelle unbedingt und gleichmassig convergent. Es soll bei
dieser Gelegenheit nicht naher erdrtert werden, ob es auch immer eine
fur die Convergenz von 8(z;a) nothwendige Bedingung sei, dass der reelle
Theil von x < o ist. Dass dies aber jedenfalls zur Convergenz sdmmtlicher
zur Stelle 2z = a gehoriger Reihen 8(z;a) nothwendig ist, geht indessen
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durch die Annahme 4P =1, 4® =0, ..., 4" =0 leicht hervor.
Durch diese Annahme entsteht nimlich eine divergirende Reihe, wenn
der reelle Theil von x > o ist. Im Nachstehenden sei also dieser Theil
< o, wenn limr(z) = 1 ist.

Z== o0

Es soll jetzt die durch die Gleichung
8,(2;0) = 1,(2)8(250) — 1, (2)8(c + 159)

definirte ganze Function

; ()} 0)
s00) = n()(Z L+ )

(g — a)* 72— a

3 [ g et ) O (i e )]

betrachtet werden. In Folge -der Gleichungen (50) ist jedes Glied der
rechten Seite eine ganze rationale Function, deren Gradzahl offenbar
hochstens gleich m — 1 sein kann, wenn m wie friuher die Gradzahl von
r,(2) bezeichnet. Da die Reihe 8(¢;a) gleichmissig convergirt, so ist dies
auch mit der Reihe 8,(2;a) der Fall, und sie lasst sich somit nach Po-
tenzen von z entwickeln. Dadurch bekommt man aber eine ganze ratio-
nale Function von hochstens (m — 1) Grade.

Ist also limr(z) entweder > 1 oder = 1 und im letzten Falle der

reelle Theil von x < o, so befriedigt die Reihe 8(z;a), deren Constanien A
durch die Gleichungen (50) bestimmi sind, eine Gleichung

(52) B(z + 150) = r(2)8(¢50) — 8(2),

wo der Zdhler von 8(z) eine ganze rationale Function von hiochsiens (m— 1)
Grade ist. Zu diesem Satze gehort der folgende Zusatz: Ist limr(z)=1,

so ist die Gradzahl des Zdhlers von 8(z) niemals grdsser als m — 2.

(m) (m) .
Ist niimlich limr(s) = 1, so ist -° (,0:1@_—”)_—:1 ——La—’m——"-) . Der

Coefficient von 2"~ im (v 4 1) Gliede der Reihe 8,(s;a) wird daher
gleich A — A¢V wahrend er im ersten Gliede den Werth A hat.



364 Hj. Mellin.

Ordnet man also die ganze Reihe nach Potenzen von z, so erhalt der
Coefficient von z"~! den Werth

AP 4 (4D — AP) 4 (AP — AP) + ... = o,

19. Nach dem Vorhergehenden gehoren offenbar zu jeder p-fachen
Nullstelle 2 = a der rationalen Function r(z) x von einander linear un-
abhingige Partialbruchreihen 8(z;a), welche die Gleichung (52) befriedigen
und durch welche jede andere zu derselben Stelle gehorige Reihe als
homogene lineare Function ausgedriickt werden kann. Setzt man nach
einander a ==a,, ..., «,, s0 bekommt man p Gruppen von Reihen. Nimmt
man aus jeder solchen Gruppe (a) p linear unabhingige Reihen heraus,
so bekommt man im Ganzen p, + g, + ... + s, = m linear unabhingige
Partialbruchreihen, welche im Folgenden mit 8,(2), ..., 8,(2) bezeichnet
werden sollen. Setzt man, unter C,, ..., C, constante Grossen verstehend:

8(2) = 0,8,(2) + C,8,(2) + .- + 8, (2),

so ist offenbar v,(2)8(z + 1) = r,(2)8(2) — 8,(2), wo 8,(2) eine ganze
rationale Function von hdchstens (m — 1) oder (m — 2)** Grade be-
zeichnet, je nachdem limr(z) > 1 oder = 1 ist. Ks muss aber bewiesen

werden, dass die Constanten C immer derart bestimmt werden kdnnen,
dass 8,(#) gleich jeder beliebigen ganzen Function wird, deren Gradzahl
im ersten Falle gleich oder kleiner als m— 1 und im zweiten Falle gleich
oder kleiner als m — 2 angenommen werden kann. Zu dem Ende be-
merken wir zunichst, dass die Reihen 8,(2), ..., 8,(2) in beiden Fallen
offenbar alle drei in § 15 unter L, IT, III. erwahnten Eigenschaften be-
sitzen; zugleich ist auch unmittelbar ersichtlich, dass lim 8(z 4- v) = o 1st.

Z=w
Es sel

r (2)8,(z + 1) = r,(2)8,(2) — 8,(2) A=1,2,...,m)

die zur Reihe 8,(z) gehorige Differenzengleichung und A die Determi-
nante der ganzen Functionen 8 (z),...,8,(2). Im Falle limr(z) = 1

ist offenbar A = o.
Ist aber Yimr(z) > 1, so kann A niemals gleich Null sein, wenn die

Z=o0

S.(2) von einander linear wnabhingig sind. Denn wire A = o, so bestinde
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eine Identitat Cs,(¢) + ...+ C,8,(2) = o, wo die C nicht alle gleich
Null waren. Dann wirde aber 8(2 + 1) = r(2)8(2) sein, und somit

. Sz + v)
8(2) = rrE+1)...Te +v—1)’

wie gross auch y sein mag. Da der Nenner der rechten Seite wegen der
Voraussetzung lim r(z) > 1 mit wachsendem » ohne Ende wichst, wahrend

der Zahler sich gleichzeitig der Null nahert, so miusste 8(z) identisch
gleich Null sein, und somit auch eine lineare Gleichung zwischen den
Reihen §,;(2) bestehen, was wider unsere Voraussetzung ist. Es muss also
in dem fraglichen Falle wirklich A von Null verschieden sein. Ist aber
A von Null verschieden, so konnen die Constanten ¢ immer und nur
in einer Weise so bestimmt werden, dass C;8,(2) + ... + C,8,(2) = 8,(?)
wird, wenn 8,(z) eine beliebig gegebene ganze Function von hdchstens
(m — 1)** Grade bezeichnet,

Nunmehr sei limr(z) = 1 und somit A = o. Alsdann konnen die

C so bestimmt werden, dass C,8,(2)+...+ C,8,(#) identisch verschwindet,
ohne dass alle C gleich Null sind. Der Ausdruck 8(z) besitzt aber dann
alle drei in § 7 unter I, IL, I1I. erwahnten Eigenschaften und muss daher
nach § 9 auf die Form

(53) GF(Z) = 01S1<z> + ..o+ U,,,S,,,(Z)

gebracht werden konnen. Die Constante C kann nicht gleich Null sein,
weil die 8,(2) nach unserer Voraussetzung linear unabhingig sind. (Ein
ganz specieller Fall dieser Gleichung ist die bekannte Partialbruchent-
wickelung des Evrer’schen Integrals erster Gattung.) Da die in Gleichung
(53) vorkommenden Constanten C, nicht alle gleich Null sind, so sei C,
von Null verschieden. Bezeichnet nun A’ die Determinante der ganzen
Functionen 8,(2), ..., 8,_,(2), so kann A’ nicht gleich Null sein. Denn
ware A’ = 0, so bestinde eine Identitat C;s,(z) + ...+ C, 8, .(2)=0,
wo die €' nicht alle gleich Null wiren. Dann héitte man nach § 9

(54) COF(2) = C8y(2) + ...+ Cui8ai(2),

und es konnte €' nicht gleich Null sein, weil die 8,(#) linear unabhangig
sind. Aus (53) und (54) wirde nun zwischen 8,(2),..., 8,(2) eine ho-
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mogene lineare Gleichung folgen, wo wenigstens der Coefficient von 8,,(2)
einen von Null verschiedenen Werth besiisse. Es muss also wirklich A’
von Null verschieden sein. Ist aber dies der Fall, so konnen die C immer
und nur in einer Weise so bestimmt werden, dass

C8(2)+ ... 4+ Cp_18,.,(2) = 8,(2)

wird, wenn 8§ (2) eine beliebig gegebene ganze Function von hdochstens
(m — 2)** Grade bezeichnet.

Auf Grund des oben Dargelegten kann nun der am Ende des vorigen
Paragraphen bewiesene Satz durch den folgenden erginzt werden:

Ist imr(2) entweder > 1 oder = 1 und im letzien Falle der reelle

Theil von x < o, bezeichnet ferner 8 (2z) eine ganze rationale Function, deren
Cocefficienten als unbestimmte Grissen betrachtet werden und deren Gradzahl
im ersten Falle gleich m — 1, im zweiten aber gleich m — 2 angenommen
wird, so wird die Gleichung

r,(2)8(z + 1) = 1,(2)8(2) —8,(2)
bei passender Bestimmung von C,, ..., C, von dem Ausdrucke

8(2) = C,8,(2) + C,8,(2) + ... + 0,8,.(2),

wo 8,(2),...,8,(2) die oben angegebene Bedeutung haben, befriedigt. Der
Fall lim r(z2) = 1 ist dadurch bemerkenswerth, dass 8 (z) bei passender Be-

stimmung von C, ..., C, identisch verschwinden kann, was dagegen im Falle
limx(2) > 1 wiemals wmoglich ist. In jenem Falle besteht daher stels, in

2=

diesem aber niemals eine homogene lineare Gleichung zwischen dem Ausdrucke
F¥(2) und den m Reihen 8,(2), ..., 8,(2)

20. Die in diesem Abschnitte erhaltenen Resultate wollen wir jetzt
zusammenfassen. Dabei wird der Zahler 8,(2) von 8(z) als eine beliebige
(unbestimmte) ganze Function von hochstens (in — 1)'** oder (m — 2)*** Grade
Retrachtet, je nachdem lim r(z) entweder > 1 oder = 1 ist. Im tibrigen

werden selbstverstandlich in Bezug auf r(2) und 8(z) die froheren Vor-
aussetzungen (§ 15) festgehalten. Wenn im Folgenden von Partialbruch-
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reihen die Rede ist, so kommt noch die Voraussetzung hinzu, dass unter
den Null- und Unendlichkeitsstellen von r(z) keine zwei sich finden, deren
Differenz gleich einer ganzen Zahl ist. Es ist indessen nicht schwer zu
finden (§ 18), dass die folgenden Resultate im wesentlichen noch bestehen
bleiben, wenn diese Voraussetzung nicht gemacht wird. Die im Folgenden
angewandten Bezeichnungen sind frither erklirt; insbesondere hat die Zahl
p die in § 10 festgesetzte Bedeutung. Es sind zwei Hauptfalle zu be-
achten- je nachdem limr(z) > 1 oder = 1 ist.

Z2=00

I. Ist lim»(z) > 1, so sind die beiden Ausdriicke

Z=a0

F(z)=aF(z)sinz(z—c,)...sin7(z—c, )[ 4,

sinzw(z—e¢,)

- 8(z +v)
+;r(z)r(z + 10...rz 4+

Rt

=)

= a’'F(2)sinz(z—c¢,)...sinz(s— P)[sm n(z—— —¢,) oot
-+ Olsl(z) + 0282(2) +..t Cm ,,,(2)

stets convergent und besitzen die in § 15 unter I, IL, III. erwithnten
Eigenschaften; umgekehrt lasst sich auch jede Function mit den fraglichen
Eigenschaften in diesen beiden Formen darstellen. (Ist m = », so ist
p = 1 zu sectzen.)

II,. Ist limr(z) = 1 und hat gleichzeitig der reelle Theil von x

sin 7(z — ¢p)

einen zwischen o und — 1 liegenden Werth, so gilt von den beiden Aus-
dricken

CF(2) +;r(z)r(z i(zl)-i- y)r(z = CF(z) + C,8,(7) + C,8,(2) +
.+ C,8,.(2)

alles, was unter 1. bezuglich F(z) gesagt worden ist.
II,. Tst limr(s) = 1 und der reelle Theil von x > o, so gilt von

z=w

dem Anunsdrucke

= S(z 4+ v)
) +;r(z)r(z F0...Te+)

alles, was unter 1. bezuglich F(z) gesagt worden ist.
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II,. Ist limr(z) =1 und der reelle Theil von x < — 1, so gilt von

Z=®

dem Ausdrucke
CF() + C8,(2) + C8,() + - + Cu8,(2)

alles, was unter 1. beziiglich F(z) gesagt worden ist.

Die Anzahl der unbestimmten Constanten, welche in dem unter II,
(und II,) auftretenden Ausdrucke vorkommen, ist nur dem Scheine nach
gleich m + 1, in der That aber gleich m. Dies ergiebt sich daraus, dass
die m + 1 Functionen F(z), 8,(2),..., 8,(#) nicht von einander linear
unabhingig sind.

IV.

Uber die Beziehung zwischen den Gammajfunctionen und den
Integralen der Differentialgleichung

d lm
(2, — b,2)y + (@, — BD)oTE + ..+ (G —bur)a” T h = o

21. In einer fritheren Arbeit! habe ich den innigen Zusammenbang
dargestellt, welche zwischen den Gammafunctionen und den Integralen der
obigen Differentialgleichung stattfindet. Ein ganz specieller Fall dieser
Differentialgleichung ist die der hypergeometrischen Reihe. In der grund-
legenden Gavuss’schen Abhandlung uber die genannte Reihe wird die Fanc-
tion II(z) = /(2 + 1) aufgestellt und ihre wichtigsten Eigenschaften er-
mittelt. Der Werth der Reihe F(a, 8, 7, ) fur £ =1 wird sodann mit
Leichtigkeit auf diese Function zuruckgefihrt. In ganz @hnlicher Weise
kann nun die [I-Function auch in der Theorie der obigen allgemeineren
Differentialgleichung benutzt werden. Die Anwendbarkeit der Function
in dieser Hinsicht soll jedoch nicht in der vorliegenden Arbeit verfolgt
werden. Anstatt dessen wollen wir vervollstandigen, was in einer fru-
heren Arbeit! iiber den Zusammenhang zwischen der Gammafunction und

v Uber einen Zusammenhanyg xwischen gewissen linearen Differential- und Differenxen-
gleichungen. Bd. 9 dieses Journals.
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der obigen Differentialgleichung dargestellt worden ist. Dieser Zusammen-
hang kann folgenderweise angegeben werden. Bezeichnet y eine in passender
Weise gewshlte Losung unserer Differentialgleichung, und wird das Integral

f yx" " dx

zwischen zwei singuliren Stellen der Differentialgleichung genommen, so
kann dieses Integral, wenn es tiberhaupt einen bestimmten Sinn hat, durch
die Gammafunction ausgedriickt werden. Ist insbesondere b, = o (und a,,
reel), in welchem Falle nur zwei singulire Stellen xz = o und x = 0o sich
finden, so hat das Integral

r z—1 7,
Jyx duw

bei passender Wahl von y stets einen bestimmien Sinn, wenn zugleich der
reelle Theil von z hinreichend gross ist, und kann durch die Gammafunction
in folgender Weise ausgedriickt werden

of Yy dx

: . A, A

= ZF(Z) Sln?'['(z _— Cl) - .Sln?l'(ﬁ — Cp)[s—lm + ... + S—‘]E;Z(TP-:E;)]’
wo ¥(2) und p ikre friher festgesetzten Bedeutungen haben. Dies ist a. a. O.
nicht bewiesen. Es giebt im Allgemeinen p von einander linear unab-
hangige Integrale y, fur welche eine solche Gleichung besteht, und fir

welche somit lim #*y = o ist, wie gross auch % sein mag.

Z=w

Da die Differentialgleichung der Exponentialfunction ¢~ ein specieller
und zugleich der ttberhaupt einfachste Fall ungerer Differentialgleichung ist,
so behaupten wir also mit andern Worten, dass die im Frage stehenden
bestimmten Integrale durch das einfachste unter ihnen

') = e " dx
(2) of

ausgedriickt werden konnen.

In diesem Paragraphen sollen zunichst einige Formeln entwickelt und
Bezeichnungen festgesetzt werden.

Acta mathematica, 15. Imprimé le 21 novembre 1891, 47
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Im Folgenden wird stets vorausgesetzt, dass a, einen von Null ver-
schiedenen Werth hat. Dagegen kann b, auch gleich Null sein. Unter
b, soll weiterhin die erste von den Grdssen &,, 0, ,,..., 0, verstanden
werden, welche von Null verschieden ist. Ist % == m, so hat unsere Diffe-

rentialgleichung drei singulare Stellen: v =0,z = Z—"‘ =a und z = co.

Ist » < m, so hat sie deren nur zwei: £ = 0 und z = c0.

Weil a, von Null verschieden ist, so besitzen die Integrale unserer
Differentialgleichung bekanntlich die Eigenschaft, nach Multiplication mit
einer passenden Potenz von z, in der Umgebung von & = o endlich zu
bleiben, und konnen in dieser Umgebung durch eine Summe von Reihen
der Form

(55) %= T00+ OPloga + ... + (loga) )

dargestellt werden, wo p eine Wurzel der zum singularen Punkte x = o
gehorigen Fundamentalgleichung der Differentialgleichung bedeutet. Ist

. Ist

Um
ba
n < m, so ist B = oo, d. h. die y, sind bestindig convergirende -Reihen.
Durch die Substitution & = ¢~ geht die Differentialgleichung
dy an

(56) (@, — byx)y + (a, — bﬂ’)x@ + ...+ (a,— bmw)x’”am—g =0

n=m, so ist der Convergenzradius R der Reihen y, gleich

in eine Differentialgleichung derselben Form iiber:
< dy n ™Y
(37) (4, — Bty + (4, — Blt)ta—'t— + ...+ (4, — B,t)t o =

Die Constanten 4 und B lassen sich mit Hulfe der folgenden in Bezug
auf p identischen Gleichungen berechnen:

(58) ro('—";o) =a, + a,p +amo(p_’ I) +...+ amp(p*" I)"'(P_m+ I)
=B,—Bp+ Bypo(p+1)+... + (—1)"Bup(p + 1)...
oo+ m—1),
(59) r(—p—1)=b+bp+bplo—1)+. .+ baplo—1)..(0—m+1)
= d,— 4o+ Ap(p— 1)+ ot (— )" Aup(o + 1). .
oo+ m—1).
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Es sind somit b5, und 4, beide gleichzeitig Null oder von Null ver-
schieden. Ist also &, von Null verschieden, so sind 2 = o und z = oo
singulare Stellen derselben Beschaffenheit. Die Integrale der Differential-
gleichung (56) lassen sich dann in der Umgebung der Stelle z = oo
durch eine Summe von Reihen der folgenden Form ausdriicken

y, = @"2“; [o9 + oPlogl+ ... + C,r(Log i)“](i)

wo p eine Wurzel der zum singuliren Punkte £ = co gehorigen Funda-
mentalgleichung bedeutet. Diese Reihen convergiren, wenn |z|> R ist.
Es ist offenbar r(—p) = o die zum singuliren Punkte z — o und
r,(p — 1) = o die zum Punkte x = co gehorige Fundamentalgleichung.

Ist aber 5, und somit auch A4, = o, so ist die Beschaffenheit der
Stelle 2 — co eine ganz andere als vorher. In § 24 soll sie in einer
gewissen Beziehung charakterisirt werden. Dabei wird die Gammafunction
eine eigenthiimliche Anwendung finden.

Durch die Substitution # = af werden die Constanten @ der Diffe-
rentialgleichung (56) nicht verindert; die b gehen aber in bya,b a,...,b,a

fber. Deshalb kdnnen wir weiterhin voraussetzen, dass Z~"‘== (— )" ™"a

ist, wo a eine reelle positive Zahl bedeutet. Ferner nehmen wir an, dass
die bestimmten Integrale, von denen die Rede sein wird, langs einer die
Grenzen verbindenden Geraden erstreckt sind. Bei den ferneren Integra-
tionen ist demnach z eine reelle Veranderliche.

Stellt man die durch partielle Integration erhaltene Gleichung

fxz-i-vy(v)dx — w;-{.vy(v—l) _— (Z + v)wz+v——ly(v—2)
FEFrv—1)eF+ )P+ (— 1) e+ 2)e+ 3) (e V)Y

+(—1ye+ 1)+ 2)...(+ u)fw‘yda:

mit der Gleichung

x z

: fa:‘(boy + by + ..+ b2y de =fxz_l(“oy + a2y + ... + a,2"y"™)dx

0 [
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zusammen, so ergiebt sich

(60) rl(z)fyx’dm = ro(z)fym'“dx — 278, (2, ),
[} [}

wo r,(2),r,(2),8,(2, x) die folgenden Ausdriicke bezeichnen
61) 1) = 6 — e + aale + 1) + <.

et (—O"a2(z + 1) ... (2 + m—1),
(62) r(e)=0b—b(+1)+bE+1)z4+2)+...

e (= B e 2)ee e )

(63) SO(Z, x) = ¢, + Y 2% + ...+ ’pm—-lzm—l'

Die Grossen ¢ sind in Bezug auf y, y’, ..., ™ " homogene lineare Func-
tionen, deren Coefficienten aber ganze rationale Functionen von  sind.
Insbesondere hat ¢,_, die Form

(64) Cu1 = ("’ I)m(am - bm ac)xy

Unter den Grossen ¢, ..., ¢,_, ist ¢, die einzige, welche die (m— 1)*
Ableitung von y enthalt, und zwar ist der Coefficient von y™" gleich

(65) — z™(a,,— b,%).

Es ist, wie schon gesagt wurde,
r(—2=a +az+azz—1)+..+a2(z—1)...6—m+1)=0
die zum singuliren Punkte x = o und, wenn n = m ist,
r(z—1)=1b,— ?zlz + bo2(z+ 1) Fod- (—1)b,2(z+ 1)...(c+n—1)=0

die zum singularen Punkte z = co gehérige Fundamentalgleichung. Setzt
man
T,(2) = (— 1)"a,(z — 2)(z — 2,) . .. (¢ — 2a),

£ (#) = (— 18, (s — &) — £) ... (s — 22,

so sind die Wurzeln der erst genannten Fundamentalgleichung: — 2,
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— 2, ...y —2,, und die der letsteren z{+1,2,41,...,2,+ 1. Auch
weiterhin sollen die folgenden Bezeichnungen beibehalten werden:

ro<z) — (z — Zn)(z _ 22) T (z — Zm) <a — (_ I)m—-n a‘m>,

ey o P B P b

, bae1  Amg , m(m—1) au(n+ 1)
x=z4...Fs—25—...—2z, = Z —-Z + "
n m

Ist # = m, so ist offenbar

(66) plp—1)...(p—m+2)(p+x+1)=0

die zum singularen Punkte z = a gehorige Fundamentalgleichung.

Aus der allgemeinen Form (55) der Integrale unserer Differential-
gleichung in der Umgebung der Stelle # = o geht hervor, dass der reelle
Theil von z= {+ (" im Allgemeinen grosser als die entsprechenden
Theile von 2z, ..., #, vorausgesetzt werden muss, wenn die in Gleichung
(60) vorkommenden Integrale einen bestimmten Sinn haben sollen. Es
soll weiterhin mit ¢ die im algebraischen Sinne grosste unter den reellen
Theilen von 2, ..., 2, und mit & die kleinste unter den reellen Theilen
von 2}, ..., 2, zu findende Zahl bezeichnet werden.

Es giebt tiberhaupt nur zwei Falle, wo der in Gleichung (60) vor-
kommende Ausdruck 2°7's (s, ) in Bezug auf die Grosse z rational
werden kann. Entweder muss # = 1 gesetzt werden, oder es muss x
einen solchen Werthe erhalten, dass 8 (¢, #) identisch verschwindet.

22, In diesem Paragraphen ‘setzen wir voraus, es sei » = m. Die
zum singuliren Punkte z = a der Differentialgleichung (56) gehorige
Fundamentalgleichung (66) hat die Wurzelno,1,2,...,m—2,—x—1.
Das zur Wurzel p = — x— 1 gehdrige Integral, welches mit 5 bezeichnet
werden soll, ist nun besonders bemerkenswerth. Soll das Integral

(67) (s) = [o—tda,

wo (> { ist, einen bestimmten Sinn haben, so ist es offenbar nothwendig
und zugleich auch hinreichend, dass der reelle Theil von x <o ist.
Uberdies wollen wir aber in diesem Paragraphen noch voraussetzen, dass
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—x— 1 von den iuibrigen Wurzeln der Gleichung (66) verschieden ist,
d. h. dass x gleich keiner der Zahlen —1,—2,...,—m 4 1 ist. Dann ist

7 = (e —a)" " Pla — ),

wo P eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von a—z fortschreitende
Reihe bezeichnet, deren constantes Glied von Null verschieden ist.

Aus Gleichung (60), wo y =% zu setzen ist, geht hervor, dass
lim s;(z, z) endlich sein muss. Es soll bewiesen werden, dass diese Grenze

identisch gleich Null ist. Zu dem Ende beachte man, was schon im
vorigen Paragraphen hervorgehoben wurde, dass ¢, ..., ¢,._, in Bezug auf
7,%s+.., 7™ " als homogene lineare Functionen betrachtet werden konnen,
deren Coefficienten ganze rationale Functionen von z sind, sowie auch,
dass die (m — 1) Ableitung 7™ nur in ¢, enthalten wird. Weil
ferner ¥ = (¢ — #)™* "', (a — x) gesetzt werden kann, wo P, eine ge-
wohnliche Potenzreihe bezeichnet, so kann 8,(z, 2) auf die folgende Form
gebracht werden

(68) 8,(2, %) =(a— )™ ™(@, + Oz + ... + &,_,2"7),

wo @,,..., @, nach positiven ganzzahligen Potenzen von a — = ent-
wickelbare Functionen bezeichnen. Ist nun der reelle Theil von x < —m,
so geht die Richtigkeit unserer Behauptung aus (68) unmittelbar hervor.

Ist der reelle Theil von x = —m, so werden 3,7, ..., %™, nicht
aber %™V, gleich Null fir z = a. Dasselbe ist daher auch mit den
Functionen ¢ , ..., ¢,_, der Fall, da sie nur %, ..., 7", nicht aber

7™V enthalten. Es muss indessen auch ¢, far z = a verschwinden,
was sich daraus ergiebt, dass ™" mit dem Coefficienten (65) multipli-
cirt ist, und dieser Coefficient ist Null fir « = @, wahrend »™ " nicht
unendlich ist. Aus Gleichung (63) geht nun die Richtigkeit unserer Be-
hauptung auch in dem fraglichen Falle hervor.

Nunmehr sei x eine Grosse, deren reeller Theil einen zwischen o und
— m liegenden Werth hat, und es sei der imaginire Theil von x jedes-
mal von Null verschieden, wenn der reelle Theil gleich irgend einer der
Zahlen — 1, —2,...,—m 4+ 1 ist. Nahert sich nun « der Stelle a,
so nahert sich 8,(¢, ) wegen (60) gleichzeitig einer bestimmten endlichen
Grenze, wahrend jedoch (@ — z)~*™ ohne Ende wichst. Es muss somit
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der in (68) vorkommende Klammerausdruck fur z = a gleich Null sein.
Weil dies far unbestimmte Werthe von # stattfindet, so missen @,,...
®,._; den gemeinschaftlichen Factor @ — z enthalten, und es kann dem-
nach 8/(¢, ) auf die folgende Form gebracht werden

(69) 8,(2,2) = (@ —~2)* "N O, + Pz + ...+ @, "),

wo die @' mnach positiven ganzzabligen Potenzen von @ — z entwickelbare
Functionen bezeichnen. Ist nun der reelle Theil von ¥ < —m + 1, 80
ist offenbar 8 (z, a) identisch gleich Null. Hat der reelle Theil von x den
Werth —m 41, so ist der absolute Betrag des Ausdruckes (g — ) ™"
zwar gleich Eins, der Ausdruck selbst aber nahert sich, weil der imagi-
nére Theil von x nicht gleich Null ist, keiner bestimmten Grenze, wenn
x sich der Stelle @ nahert. Es muss also wiederum der in (69) vor-
kommende Klammerausdruck fir z = a und fur unbestimmte Werthe
von # gleich Null sein, etc. Durch wiederholte Anwendung dieser Schluss-
folgerungen ergiebt sich offenbar, das 8 (z, @) in allen den Fallen identisch
verschwindet, wo der reelle Theil von » < o ist, wihrend x selbst einen
von den ganzen Zahlen —1,—2,...,—m -+ 1 verschiedenen Werth hat.

Ist x gleich irgend einer der genannten Zahlen, so ist p = —x—1
eine zweifache Wurzel der Gleichung (66), und dann hat es keinen Sinn,
von einem einzigen zu dieser Wurzel gehorigen Integrale zu sprechen.
Bei dieser Gelegenheit wollen wir diesen Fall keiner nsheren Erorterung
unterziehen.

Es sei also fortwihrend der reelle Theil von x» < o und x selbst
von den ganzen Zahlen —1,—2,..., —m 4+ 1 verschieden. Die

durch (67) definirte Function f(z) hat alsdann far {> { einen bestimmten
Sinn, und es ist

flz + 1) = r(2)f(2).

Da die Versinderliche z reel ist, so kann der absolute Betrag von f(z),
wofern die Veranderliche z = {4 i{’ auf einen, der Bedingung « > ¢
geniigenden, zur imaginiren Axe parallelen Streifen (¢ < {< a 4 1) be-
schrankt wird, nicht tber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Weil
f(2) nach einem bekannten Satze aus der Theorie der bestimmten Inte-
grale in dem genannten Gebiete zugleich eine monogene Function von 2z
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ist, so kann sie auf Grund des in § 9 bewiesenen Satzes auf die folgende
Form gebracht werden:

a

1 e l@—2)... [(z—2.) o
(70) Sz tdz = Ca Te—o Tu—a = CeF(2):

0

Durch diese Gleichung wird eine grosse Menge bestimmter Integrale
auf die Gammafunction zuriickgefihrt. Ein ganz specieller Fall der-
selben ist die bekannte Gleichung

: . I'(z)I
a/'(l — o) ' e = IS;)_*_%)- @>0)

Ist a von Eins verschieden, so kann f(z) folgenderweise als Summe
zweier Integrale dargestellt werden

f(2) =fyx’“‘da: =f77x’”‘dx —}-f');x‘—ldx = P(z) + @(2).

Setzt man in Gleichung (60) y = » und x = 1, so ergiebt sich, dass
P(z) die Differenzengleichung r,(2)P(z 4- 1) =r,(2) P(2) — 8,(2) befriedigt,
wo 8,(2)=8,(z,1) wegen (63) eine ganze rationale Function von hochstens
(m — 1)** Grade bezeichnet. Hieraus folgt, dass @(z)=f(z) — P(z) der
Gleichung r (2)Q(z + 1) = r,(2)Q(2) + 8,(#) geniigen muss. Das Inte-
gral Q(z) hat aber fir jeden Werth von z einen bestimmten endlichen
Werth und kann daher nach einem bekannten Satze in eine bestindig
~convergirende Potenzreihe entwickelt werden. Der obigen Darstellung von
f(z) als Summe zweier Integrale entspricht die MiTrAG-LEFFLER’sche
Darstellung derselben Function als Summe einer Partialbruchentwickelung
und einer bestindig convergirenden Potenzreibe.

23. In diesem und im folgenden Paragraphen nehmen wir an, dass
n < m ist. Unsere Differentialgleichung (56) hat dann nur zwei singulare
Stellen £ = 0 und =z = co, von denen die letztere als eine wesentlich
singulare zu betrachten ist, weil die Integrale der Differentialgleichung
die Eigenschaft nicht mehr besitzen, nach Multiplication mit einer pas-
senden Potenz von z in der Umgebung dieser Stelle endlich zu bleiben.
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Es kann demnach in Frage gestellt werden, ob es aberhaupt ein Integral
y gebe, fur welches das Integral

o
fyx’—‘dx €>0
v

einen bestimmten Sinn hat. Die Existenz solcher Integrale lasst sich in-
dessen leicht nachweisen, wenn wir einen von Herrn Pincuerik in seiner
interessanten Arbeit Sulle funzioni ipergeometriche generalizzate ' bewiesenen
Satz zum Ausgangspunkte wihlen und den demselben zu Grunde liegenden
Gedankengang verfolgen.

Mit Benutzung unserer im Vorhergehenden festgesetzten Bezeichnungen
kann der in Frage stehende Satz folgenderweise ausgesprochen werden:

Setzt man

W Te—2)... 'z —2,)
O(e) =@ F =y TG =y’

ist ferner m < m und a eine belicbige reelle Zahl, welche grisser ist als die
reellen Theile von 2, ..., 2,, so hat das Integral

a+in

(71) p(z) = f x*@(z)de,

wenn der reelle Theil von x positiv ist und wenn der Integrationsweg aus
der zur imagindren Axe parallelen Geraden = a besteht, stets einen be-
stimmien endlichen, von o wunabhingigen Werth, und es ist zugleich ¢(x)
ein Integral der Differentialgleichung (50).

Dieser Satz gilt aber auch fir den Fall, wo @(z) gleich dem in § 10
charakterisirten allgemeineren Ausdruck (34):

—? H . ‘Al 'AP
(72) @(Z) =4q F(Z) sin 71'(5 - CI)...Slnﬂ<ﬁ— Cp>[m +.+ m]
gesetzt wird, was jetzt nachgewiesen werden soll. Der Beweis stimmt,

abgesehen von einigen unwesentlichen Modificationen, mit dem des Herrn
PincrERLE vollstindig uberein.

' Rendiconti della R. Accad. dei Lincei. Vol. 4. 8. 694 u. ff.

Acta mathematica. 15. Imprimé le 26 novembre 1891, 48



378 Hj. Mellin.

Nach einem in § 11 bewiesenen Satze hat das Integral (71), wo
®(z) nunmehr den Ausdruck (72) bezeichnet, stets einen bestimmten
Sinn, wenn a > ¢, d. h. grosser als die reellen Theile von 2, ..., 2,,
und der reelle Theil von £ > o ist. Es soll zunichst bewiesen werden, dass
der Werth des Integrals von a unabhangig ist.

Zu dem Ende denke man sich in der durch die Bedingung {> {
definirten Halfte der z-Ebene ein Rechteck mit den Ecken a—iw, a +iw,
B+ iw,f—iw. Wird das Integral

fw“@(z)dz

langs der Begrenzung dieses Rechteckes erstreckt, so ist der Werth des-
selben nach einem bekannten Satze gleich Null. Somit ist

atio RB+io

f v @(2)dz + f z @(z)dz

a—iw atiw

f—iw a—i»

+ fas“‘a)(z)dz+ fw“’@(z)dz:o.

B+iw f—iw

Auf Grund des in § 11 bewiesenen Satzes wissen wir aber, dass der Aus-
druck 227 @(z), wie gross auch % sein mag, mit wachsendem [{’| sich
gleichmassig der Grenze Null nahert, wenn der reelle Theil von z=={+ i
auf ein endliches Intervall, und die Verinderliche z auf ein Gebiet, dessen
sammtliche Punkte positive Abscissen haben, beschrankt wird. Lasst man
also @ ohne Ende wachsen, so niahern sich das zweite und vierte in der
obigen Gleichung vorkommende Integral der Grenze Null. Fir w = oo
geht diese Gleichung somit in die folgende uber

a+iw B+iw
f r 7 P(2)dz = f 2 P(2)dz.
a—iw A—io
Jetzt gehen wir zum Beweise des zweiten Theiles des fraglichen
Satzes tiber. Auf Grund der letzten Gleichung ist offenbar

a+io a+io

{73) p(x) = fx‘Z(D(z)dz = fx‘(’*“d)(z + 1)dz.

a—iw a—{®
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Hieraus folgt

ain a+iw

¢'(z) = — f oD (2)eds = — f 0P (z + 1)z + 1)de,
atin
V() = (— 1) f FEO(2)2(z + 1), (2 v — 1)dz
a+tin
= (— 1)’ f 2O+ 1)z 1) ... (2 F v)dz.
Es ist also allgemein
atiw
(74) (— 1)ywe?(x) = f g 0(2)2(z + 1) ... (2 4 v — 1)dz
und
] atixn
(75) (— y#*ieV(@) = [ a70@E 4+ 1)+ 1)@+ 2). .. (e 4 v)de.

Setzt man
r(z)=a,—az+az(z+ 1)+ ...+ (— D) a2@e+ 1)...(¢ + m— 1)
r () =10, —bz+ 1)+ bz + 1)z + 2)+ ...

oo (10,0 + 1)z + 2)...(2 + n)
so kann die Gleichung r (2)@(z + 1) = r,(2)@(2) nach Multiplicétion mit
o, in folgender Weise geschrieben werden:

b (e 4 1) — b0+ )+ 1)+ ...
v (— 1), 050+ 1)z 1) (2 F n) = O(2) —a, 7 D(2)e + ...
coo F (— )@, @(2)2(z + 1) ... (2 + m— 1).

Integrirt man nun die beiden Seiten dieser Gleichung zwischen den Grenzen
a— 100 und a - 0o, so ergiebt sich mit Benutzung von (74) und (75)

boxsﬂ(x) + b1x2¢’(x> + PP + bnx"‘"'rlsp(n)(x)
— () + agg@) + .+ G ()
Es ist also ¢(#) ein Integral der Differentialgleichung (56).
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24. Es ist nun sehr leicht zu zeigen, dass das Integral ¢(z), fur
unbestimmte Werthe der Constanten 4 ,..., 4,, mit der Exponential-
function ¢ die Eigenschaft gemein hat, dass 2*¢(z), wie gross auch &
sein mag, fur positive ohne Ende wachsende Werthe des reellen Theils
von z sich der Grenze Null nahert. Damit ist zugleich bewiesen, dass
das Integral

fp(x)x"ldx
¢

for ¢> ¢ stets einen bestimmten Sinn hat. Aus der Gleichung (73) folgt
in der That

a4+

¢(2) = f =Pz + k)dz

a—in
oder

a+iw

e (x) = f 2@z + k)dz,
woraus sich die Richtigkeit unserer Behauptung schr leicht ergiebt.

Es bleibt noch ubrig, zu beweisen, dass das Integral ¢(z) nicht
identisch verschwinden kann, was nicht unmittelbar einleuchtend ist.
Nach dem in § 11 bewiesenen Satze hat das Integral ¢(r) immer einen
bestimmten Sinn, wenn der Integrationsweg durch keine Unendlichkeits-
stelle von @(z) hindurchgeht. Da die Unendlichkeitsstellen dieser Func-
tion in eine gewisse Anzahl aritmetischer Reihen zerfallen, so kann offen-
bar die Zahl a so angenommen werden, dass a— 4, fir jeden ganzzahligen
Werth von A, von den reellen Theilen der genannten Stellen -verschieden
ist. Das Integral

a—Ai4im

d(z) = f v P (2)dz @5

a—i—iwo
hat dann fir jeden ganzzahligen Werth von A einen bestimmten Sinn.
Durch Vermittelung cines Rechteckes und mit Benutzung der im vorigen
Paragraphen angewandten Betrachtungen findet man, dass das Integral
¢(x) gleich ist dem Integrale ¢,(x), vermehrt um diec mit 27 multipli-
cirte Summe der Residuen der zwischen den Parallelen = a« — A und
¢ = a liegenden Unendlichkeitsstellen von 2@(z). Es sei p gleich einer

der Zahlen — 2, —z,,..., —#,. Dann hat man
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rTF = x”*”(x ——iif;—-—'_l ogx : +I‘o :-—V):(logcc)2 + .. .),

1) O(V)
6 ) /#—l ———-——0
(76) ?(2) (z_{_p_*_y)u+’--+z+p+y+ﬂ3(3+,0+”)’

wo P eine gewohnliche Potenzreihe bezeichnet. Das Residuum der Stelle
% = — p —y ist somit

I u—1
[00 —Clogz 4 ... 4 (— 1y 0#,17%}xﬂ+v.

Es ist also

. 1 n—1 y
o(z) = ¢(z) + 272"&239”2[05”—@”10;;50 +o (=1 C',E”ll——-—-——lfz(.)ii)_l)]m
P v
wo die Summation sich auf solche Werthe p,y bezieht, fur welche
— p—v gleich einer zwischen den Parallelen {=a-—21 und {=a
liegende Unendlichkeitsstelle von @(z) ist. Fur wachsende Werthe von
A nahert sich offenbar

a+iwn

- ., 220 (z)dz
¢l(x) '—fw r(z— 1r(z —2)...r@E— 1)’

a—iw

da # < m ist, der Grenze Null. Es ist also

w

. log ' 7.,
(1) o) = 2w Ty [0 CPloga ot (1) O 2

y=

Dann ist die Richtigkeit unserer Behauptung bewiesen, denn CJ?, C7,...,
C%, konnen nicht alle gleich Null sein. Wir haben aber zugleich die
Function ¢(z) in eine hestandig convergirende Reihe der bekannten Form
(55) entwickelt. Die Constanten C werden aus der Gleichung (76) er-
halten.

Aus (74) geht hervor, dass auch alle Ableitungen von ¢(x) sich der
Grenze Null nshern, wenn der reelle Theil von z durch positive Werthe
ohne Ende wiachst. Setzt man also in (60) y = ¢(z) und z = o0, so
ergiebt sich mit Benutzung der Bezeichnung

(78) F(s) = fg»(x)x%*‘dx
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die Gleichung
Fle+ 1) =2 P2) = 2(2) F(2)

LAC)

Weil # bei der Integration als eine reelle Verinderliche betrachtet wird,
so findet man, dass das Integral (78) nicht nur die in § 10 unter L. und
IL sondern auch die unter III. erwihnte Eigenschaft besitzt, Bei passen-
der Bestimmung von A4, ..., 4, lasst sich somit F(z) auf die folgende
Form bringen

(79) f¢(m)x"‘ldy
(1]
. . A, A
= a'F(z)sinz(z —¢)...sin7(z — c”>[sin7r(z eyt s-lffr—(zL— ——cp)]

Es bleibt noch tbrig, den folgenden Satz zu beweisen:

Es giebt p und nicht mehr als p von einander linear unabhdingige Inte-
grale y,,9,,...,y, der Differentialgleichung (56), welche die Eigenschaft
lim 2*¢(w) = o besitzen, wie gross auch k sein may.
r=4w

Der erste Theil ist auf Grund des soeben bewiesenen Satzes un-
mittelbar einleuchtend. Es sei, umn den zweiten Theil zu beweisen, y ein
Integral, welches die genannte Eigenschaft ebenfalls besitzt. Vony,, ...,
Y, nehmen wir zugleich an, dass sie solche Integrale sind, die sich auf
die Form (71) bringen lassen. Es ergiebt sich nun zunichst, dass die
Ableitungen von y ebenfalls die Eigenschaft besitzen, dass sie nach Multi-
plication mit einer beliebigen Potenz von z sich der Grenze Null nahern,
wenn der reelle Theil von z durch positive Werthe ohne Ende wachst.
Bezeichnet namlich M (&, r) die obere Grenze von y in dem Falle, dass «
eine um den Punkt # = £ mit dem Radius r gezeichnete Kreislinie durch-
lauft, so ist bekanntlich

v

‘,’.]vﬂ[(s’ ’l').

ly(2)] <

Lasst man nun r Constant bleiben und den reellen Theil von & durch
positive Werthe ohne Ende wachsen, so nahert sich M, mit einer be-
liebigen Potenz von & multiplicirt, offenbar der Grenze Null. Dies ist
somit auch mit den Ableitungen von y der Fall.
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~ Aus der Gleichung (63) ergiebt sich num, weil ¢,, ..., ¢,,-, homo-
gene lineare Functionen von y,y’,...,y™ " sind, dass lim 2° '8 (2, )

=40

fur alle Werthe von 2 gleich Null ist. Aus (60) folgt somit

- zd — 3 z—-]d ]
t)/‘yx 0 r(z)afyx x

Beschrinkt man die Veranderliche z auf einen beliebigen, der Bedingung
a > { geniigenden, zur imaginiren Axe parallelen Streifen (a <{<a 4 1),
so kann der absolute Betrag dieses Integrals, weil z reel und positiv ist,
nicht itber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Auf Grund des in § 10
bewiesenen Satzes muss sich also das Integral auf die folgende Form
bringen lassen '

fyx’—ldx = @(z2),
0

wo @(z) den Ausdruck (72) bezeichnet. Dies ist auch mit jedem der
Integrale

o
f?hwz—l dx, A=1,2, 009
0

der Fall. Durch p von einander linear unabhingige Functionen mit den
in § 10 unter I, II, III. erwahnten Eigenschaften kann aber, auf Grund
des § 12, jede andere Function mit denselben Eigenschaften als homogene
lineare Function ausgedriickt werden. Bel passender Bestimmung der
Constanten B,, ..., B, ist demnach

(80) fyx"‘dx =flywz‘ldx +fyacz’1dx = B,j:ylx"‘dx+ +B,,fy,, " dx
0 0 1 0 0

1 1 o
= Blfylx"ldx +...+ Bpfypx"—‘dx + Blfylx"ldx + ...
0 0 <1

w

o+ Bpfypx“ldx.

1

Aus der allgemeinen Form (77) der Integrale der Differentialgleichung
(56) in der Umgebung der Stelle z = o ergiebt sich fir jedes der
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zwischen den Grenzen o und 1 genommenen Integrale ein Ausdruck der
Form

3 ®
z~-1 — —_ - Oo CI"‘1 )
Jore =P =LY (gt T ar ) e

Die zwischen den Grenzen 1 und co genommenen Integrale sind offenbar
ganze Functionen. Aus Gleichung (80) folgt also, dass der Ausdruck
P(z)— B, P(2)—...— B,P,(z) auch eine ganze Function sein muss,
was offenbar nur dadurch moglich ist, dass dieser Ausdruck identisch
verschwindet. Nun sieht man aber unmittelbar ein, dass die Partialbruch-
reihen P, P, ..., P, dann und nur dann von einander linear unabhingig
sind, wenn die Integrale y,y ,...,#, von einander linear unabhingig
sind. Auf Gruwd der Gleichung P— B,P, — ... — B,P, = o ist also
Yy=¢cy +...+cy,. Hiermit ist aber der obige Satz bewiesen.

Helsingfors, April 189o0.




