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UBER DIE GEOMETRISCHE BEDEUTUNG
DER FLACHENTHEORETISCHEN FUNDAMENTALGLEICHUNGEN

VON

J. KNOBLAUCH

in BERLIN.

1. Die drei Gleichungen, welche zwischen den sechs Fundamental-

grossen erster und zweiter Ordnung einer Flache stattfinden, haben fol-
gende Form:
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Hierin bedeuten J,...,J; die sechs, aus den Grossen E, F, G und
thren partiellen Ableitungen gebildeten CurisToFreL’ schen Verbindungen
[CarisTorFen, Journ. f. Math. 70 (1869); vgl. Einleitung in die allgemeine
Theorie der krummen Flichen (Leipzig 1888), § 28, 65]. Man deutet die
Formel (1) gewohnlich als den Satz von der Unverinderlichkeit des Kriim-
mungsmasses bei allen Biegungen einer Flache. Allein durch diesen Satz wird

der Inhalt der Gauvss'schen Relation nur unvollstandig wiedergegeben; denn
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er besagt blos, dass das Krimmungsmass K sich durch die Fundamen-
talgrossen erster Ordnung darstellen lasst, die Form der Abhangigkeit
aber, d. h. der Ausdruck der Function auf der rechten Seite von (1),
bleibt unberiicksichtigt. Auch die Mehrzahl der mehr oder weniger ele-
ganten Ausdriicke, welche seit Gavss fur die Grosse K gegeben wurden,
hilft diesem Mangel nicht ab. Denn sie sind meist algebraische Iden-
titaten, wahrend die durch die Gleichung (1) dargestellte Beziehung zwi-
schen einer simultanen algebraischen Invariante zweier Differentialformen
und der Gavuss'schen Invariante einer von ihnen ihren Grund in den
Bedingungen der Stetigkeit und Differentiirbarkeit hat, welchen die Car-
tesischen Coordinaten der Flache unterworfen sind.

Von dem erwihnten Einwurf frei ist der Ausdruck des Krimmungs-
masses, welchen O. BonNET schon vor langerer Zeit angegeben hat
[Journal de I’Ecole Polytechnique, Cah. 32 (1848), p. 54], welcher
jedoch, vielleicht wegen der zu seiner Ableitung benutzten Methode, we-
nig bekannt geworden zu sein scheint. Es sei g, die geoditische Krum-
mung einer, auf der Flache gezogenen Curve der Schaar ¢ (%, v) = const.,
ferner g,, die durch das Bogenelement der Linie ¢/(u, v) = const. dividirte
Veranderung, welche g, beim Fortschreiten lings dieses Bogenelementes
erfihrt. Denkt man sich auf der Fliache irgend zwei orthogonale Curven- -
schaaren angenommen und wahlt diese zu Coordinatenlinien, so geht
(fur F' = o) die Gleichung (1) uiber in

& K= — ol o) * oo (aa )

Nun ist fur F = o ferner:

I oG 1 9F
(4) 9u="‘2—G_\/§9; 9v="-2E\/55’
mithin folgt:
1 qu_ 2 1 ) 1 oG
9o = JFon = o VEaa)
(5) I 9 1 9 1 9E
b= oo =0 i )

und durch Vergleichung mit (3):
(6) K = Guo + gvu&gz_gZ'
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Dies ist der von BonnEr herrithrende Wert, welcher in mannigfacher Weise
modificirt werden konnte.

- 2. Ebenso wie die Gleichung (1), miissen auch die Formeln (2)
Relationen zwischen geometrischen Grossen liefern, welche fur jede Flache
Giltigkeit haben. Zur Deutung jener Gleichungen hat Bour, welcher be-
kanntlich in seiner Abhandlung tuber die Abwickelung der Flachen einen
ausgedehnten Gebrauch von ihnen macht, einen Weg angegeben [Jour-
nal de I'Ecole Polytechnique, Cah. 39 (1862)]. Allein abgesehen
davon, dass die Verfolgung desselben nur fiir das specielle, von Bour
benutzte System orthogonal-geodatischer Coordinaten verhaltnismassig
einfache Resultate ergibt, so wirde sie auch die Hinzuziehung von Gros-
sen nodtig machen, welche bei sonstigen flichentheoretischen Untersuchun-
gen von geringem Nutzen sind. Eine derartige Einfuhrung wird ver-
mieden, wenn man gleichzeitig mit der gegebenen Fliche auch ihre Kriim-
mungsmittelpunktsfliche betrachtet. Mit den vier Hauptkriimmungsradien
der Evolute (und den beiden Hauptkriimmungshalbmessern der Urfliche)
steht jede andere geometrische Grosse, welche wie jene von den Differen-
tialcoefficienten bis zur 3. Ordnung abhingt, notwendig in Beziehung.
Es ist bei dem engen Zusammenhange, welcher zwischen Kritmmungs-
mittelpunktsfliche und Krtimmungslinien stattfindet, zweckmissig, die
Krimmungen oder einfacher die geoditischen Kriimmungen der letateren
in Rechnung zu ziehen. Die Fundamentalgleichungen (2) geben dann, wie
leicht zu sehen, zwei Relationen zwischen diesen und den vorher genann-
ten Grossen.

Bezeichnet man namlich die, durch EG — F? dividirten linken Sei-.
ten der Formeln (2) mit a« und B, ferner mit o' und # die Ausdriicke,
welche in analoger Weise unter Zugrundelegung eines zweiten Systems
von Coordinaten p, ¢ gebildet sind, so bestehen die Beziehungen:
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[WewcarTeN, Festschrift der Technischen Hochschule zu Berlin,
1884]. Sie lassen erkennen, inwiefern die Gleichungen o' = 0,8 = o
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fir das Verschwinden von « und S mnotwendig und hinreichend sind,
und dass es mithin genigt, diec Bedeutung der in Rede stehenden For-
meln fur ein irgendwie specialisirtes Coordinatensystem anzugeben.

Nimmt man nun p und ¢ als die Parameter der Krimmungslinien
an, so wird

(7) F=o0, M=o,
1 JE . 1 G
h=—wy T TaEy
(®) 1 oK I oG
’ T — _.c__
A 2E9q, J; 2G ap’

und die Fundamentalgleichungen lassen sich bei Einfithrung der Haupt-
kriommungsradien

(9) o=

in die Form setzen:

2 Pl oq
(10)
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B =0 (1 —0)2sE 2
2 P2 op 311

Aus den Ausdriicken der Cartesischen Coordinaten
o, =+ p X, h=y+pl, n=z+p4

fur die, zu p, gehorige Schale der Evolute crgeben sich ferner mit Be-
riccksichtigung von (7, 9) folgende Werte der Fundamentalgrossen 1. und
2. Ordoung:

) B=(2), F=17 6 —a(1—2) +(2),

p L3 oq

E? 1 el
(12) le‘—\”/_a-’i; J‘Il::O, 'M:— _([—"—7—‘>a—
Py P 2\/E ry/ D

Summe und Produkt der Hauptkriimmungen der Evolute werden hieraus
in bekannter Weise gebildet; die Resultate sind:
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Hierin, sowie in (10) konnen die Ableitungen ——351—0 und J%f)ﬁ durch die
7 .

geodatischen Kriimmungen g, und g, der Kritmmungscurven g = const.,
p = const. vermdge der Gleichungen

I 2log E 1 2log G
(15)

gl_'—z-—--——— 3 92:_—_—_.._~

2yJG 1

ersetzt werden. Eliminirt man diese Ableitungen, sowie 2! und ¥ aus
te) ’ p

(13, 14, 15) und der ersten Gleichung (10), figt dann der entstehenden
Relation diejenige hinzu, welche in gleicher Weise bei Bevorzugung der
zweiten Schale der Evolute sich ergeben wiirde, so erhalt man:

(16) { [I{I (pl —:(’2) + :ozy?] 0.9, + K (101 "/’2)2(1 + 9?9?)20’ ‘
[Ife (102 —p) + Iolgl]lolgl + K, (401 '_‘402)2(1 + 10?93) ==0.

Dies sind die gesuchten Gleichungen, welche fiir
y, = — (k=1,2)
=

die Form annehmen:
{ 39, [r1g2 — H, ("’1 -— 7'2)] + K, (7'1 — 72)2(7? + .9?) = 0,

(17)
739 (1.9, — H, (”2 — 7’1)] + K, (r, — rp)*(r; + !]g) == 0.

3. Die Einfuhrung der Hauptkrummungshalbmesser der Evolute
bewirkt, dass jede Flachenklasse, welche durch eine invariante partielle
Differentialgleichung dritter Ordnung definirt wird, durch eine geometri-
sche Relation gekennzeichnet werden kann. So ist von HarpuEN [Bulle-
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tin de la Société mathématique de France, 4 (1876)] fur die
WEINGARTENschen Flichen die Gleichung

(18) K,K,(H* — 4K)’ — K* = o

gegeben worden. Im Allgemeinen ist es zur Vermeidung umstindlicher
Eliminationen vorteilhaft, anstatt der Grossen H, , H, oder wenigstens
gleichzeitig mit ihnen auch g, und g, zu verwerten. Denn die stets auf-
tretenden Ableitungen von p, und p, oder », und r, kommen in jenen
quadratisch vor, wahrend sie, durch g¢,,¢,, K, , K, ausgedriickt, aus (10,
15, 14) und der entsprechenden Gleichung fur K, als ganze resp. ge
brochene lineare Functionen erscheinen. Die Werte sind:

[ 1o, 1t g, or,

ﬁﬁ_r,——«rjﬁ’ \/v?::(rl—rn)gx’

=

(19)

L or, 1o, 73 4,
[a=—me  Gh-tnk

]

Sie konnen z. B. dazu verwandt werden, cine charakteristische Eigenschaft
der geradlinigen Flachen zu finden. Man definirt diese Flachen zweck-
massig durch dic Bedingung, dass die cine Schaar ihrer Asymptotencurven
geoditisch ist. Bezeichnet nun '

Pdu 4 Qdv = o

die ‘Differentialgleichung dieser Schaar, so driickt sich die gestellte Be-
dingung durch die Gleichung aus:

) GP—FQ il FP — EQ
ou \JGPT—2FPQ + EQ* v JGP* —2FPQ + EQ*

Die krummlinigen Coordinaten seien die Parameter der Kriimmungs-
curven, so kann gesetzt werden

'P::\/Z:\/E—’rl’ Q—'——\/—-N-:'\/:—G'I',,

wenn von den beiden Hauptkritmmungen r, > o, demmnach r, < o an-
genommen wird. Die obige Bedingung wird alsdann

,1
— kr,

r,— ’I"

0 Gr,

n .
cp 7

20) =0

9
tyg
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und transformirt sich vermége (15, 19) in

3
17y rory

(21)  gayr, [E + 30, — rg)’] + o= |5 + 30 —’i"?)‘l] = o.

Die beiden Vorzeichen von \/ N entsprechen den beiden Schaaren der
: T.

Asymptotencurven.

Handelt es sich zweitens um die Bestimmung der Gauss’schen In-
variante der Differentialform ’

B = Ldu® 4 2Mdudv + Ndv®,
so setze man fur die Parameter der Krammungslinien

) + 2 )
3 \JLN %/ ~ % \JLN % l’

-

» —

entnehme aus (9) die Werte
L = Er, N = Gr,

und benutze die Fundamentalgleichungen (3), (10), die letzteren in der
Form

o - —9 K or p, — v oG
Oy LMl Ta BT RT g
9 2l 3 ’ p 26 9p

Dann liefert die Durchfohrung der Rechnung

(22) ) Kb = ;(rl + rﬂ)

1 i 37y
+ ml’”l!]; (75 + (r, —‘7‘2>2> + 1291 <f2 + (r, — 7”2)2)}-
Fir die Annahme K, = o ergibt sich eine Klasse von Flichen, deren
Asymptotencurven durch Quadraturen bestimmbar sind.

4. Die Einftthrung geometrischer Grossen, wie sie im Vorhergehen-
den fur die dritte Ordnung angedeutet worden ist, erweist sich als be-
sonders nitzlich, wenn es sich um die Angabe eines analytischen Kenn-
zeichens fur eine Flachenklasse handelt, welche durch eine vorgeschriebene
Eigenschaft definirt wird. Denn sobald es gelingt, diese Eigenschaft in
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eine metrische Relation umzusetzen, so ist damit der Weg zur Auffindung
der gesuchten partiellen Differentialgleichung vorgezeichnet. In der oben
erwihnten Abhandlung hat Bonner die, aus

3’logg

=0 5y =

leicht abzuleitende metrische Eigenschaft der Flichen mit isometrischen
Krimmungscurven aufgestellt, deren partielle Differentialgleichung neuer-
dings auf einem ganz anderen Wege durch WrING ARTEN bestimmt worden
ist (a. o. a. O.). Fur diese, wie fir andere interessante Flachenklassen,
welche von partiellen Differentialgleichungen vierter Ordnung abhingen,
reicht die Benutzung der auf die Krammungslinien bezogenen Grossen g,,
aus. Es werde gesetzt:

1 9g I 3
J;/':f;;—:gn’ \/_(*}qu:grz’
(23) 2 1 2
Lo L ody
[\//E p _gﬂ’ \/a aq —'gﬂﬁ‘

Dann erhalt man z B. fur die, der vorigen verwandte Klasse von Flachen,
deren Kriimmungslinien auf der Gauss'schen Kugel ein isometrisches
System entspricht [WEINGARTEN, Monatsb. d. Berl. Akad. 1886], aus

aglog(%
=0 Hy —
die Gleichung
CIEL AW UL T G Mg =
(24) iy <K1+Ka> 9 Ty = 0.

Es sei die entsprechende Relation noch fir die Flichen mit einer
Schaar ebener Kriimmungscurven zu bestimmen. Bezeichnet ¢, den Winkel
zwischen der Flichen-Normale und der Hauptnormale der Krimmungs-
linie ¢ = const., so muss nach einem bekannten Satze

2
b= 1la) oder Lo
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sein, wenn die Schaar ¢ = const. eben sein soll. Ferner hat man
tgp, =4
g ¢ r,’

und kann daher far die betrachtete Flachenklasse allgemein setzen:

Diese Gleichung verwandelt sich mit Hilfe von (19, 23) in die gesuchte:
(25) (r,
Berlin, September 1889,

’~2) K.g,, — 7‘?9]92 = 0.
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