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NOUVELLES RECHERCHES
SUR
LES SERIES EMPLOYEES DANS LES THEORIES DES PLANETES

PAR

HUGO GYLDEN

4 STOCKHOLM.

Préliminaires.

Dans le présent travail je me suis proposé de continuer les recherches
sur la convergence des séries employées dans V'astronomie pour représenter
les coordonnées des planétes que j’ai publiées dans les Acta mathe-
matica, t. 9, de les amplifier par de nouvelles considérations et de leur
donner toute la généralité nécessaire dont ne jouissaient pas encore les
résultats obtenus précédemment.

Dans le mémoire cité plus haut (Untersuchungen dber die Convergenz
der Reihen, welche zur Darstellung der Coordinaten der Planeten angewendet
werden) on a examiné avec soin les méthodes d'intégration relatives & une
certaine équation différentielle du second ordre qui se présente fréquem-
ment dans la mécanique céleste. Cette équation n'étant pas linéaire au
début, le devient toutes les fois qu'on néglige les termes dépendant de
la troisiéme puissance de la force perturbatrice, ainsi que les termes d'un
ordre plus élevé. Mais il parait indispensable d’éviter cette forme dés le
-commencement du calcul, car bien que l'on n’ait pas démontré directe-
ment l'impossibilité de parvenir a la solution absolue en négligeant les
termes du troisiéme ordre dans la premiére approximation, des tentatives
stériles et réitérées, méme dans les derniers temps, ont rendu cependant

extrémement probable que la solution absolue ne s'obtiendra pas en uti-
Acta mathematica. 15. Imprimé le 2 mars 1891, 9
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lisant exclusivement des équations linéaires. D'un autre cété, en em-
ployant, dans les diverses approximations, des équations différentielles ren-
fermant certains termes des ordres supérieurs, on a obtenu des développe-
ments purement trigonométriques, on les coefficients contenant des diviseurs
évanouissants ont disparu. On conclut de la que les séries renfermant
des termes tres grands & cause de petits diviseurs, et qui peuvent étre di-
vergentes, ne proviennent pas inévitablement de ce qu'on a admis la
forme trigonométrique, mais qu'elles tiennent & la supposition vicieuse
qu'on puisse toujours ordonner les approximations successives suivant les
puissances des forces troublantes. En effet, si dans la premiere approxi-
mation on n'a retenu que les termes du premier ou du second ordre,
on a eu recours pour les diviseurs a un mode de développement qui
cesse d'étre légitime dans certains cas exceptionnels ot se présentent les
plus grandes difficultés. Que les séries ainsi obtenues deviennent di-
vergentes, il n'y a pas lieu de s'en étonner. Et puis, les diverses appro-
ximations ne donnant pas, dans les cas difficiles, des résultats qui s'appro-
chent de plus en plus d’'une limite déterminée, et les résultats obtenus
dans chacune d'elles ne se présentant pas toujours sous la forme d'une
série trigonométrique convergente, on ne saurait rien décider sur la forme
analytique du résultat demandé. Mais il est aussi évident que, si l'on
trouve, par une approximation quelconque, un développement divergent,
cela ne prouve en aucune fagon la divergence du résultat définitif.
Considérons le cas de deux planétes se mouvant autour du soleil.
Les arguments dont on se sert en développant la fonction perturba-
trice sont originairement au nombre de six, pourvu qu'on les compte &
partir de directions fixes. Comme arguments primitifs on peut adopter
les angles suivants: les longitudes des deux planétes comptées a partir
de directions fixes dans les plans des orbites instantanées; les longitudes
des périhélies comptées comme les longitudes des planétes, et enfin les
angles compris entre la ligne d'intersection des deux plans et les direc-
tions fixes. Ce sont la les arguments principaux ou les éléments dont
se composent les arguments des divers termes du développement. Mais
ces éléments n’entrent dans les divers arguments que de maniére & se
réduire toujours & quatre. On serait d’abord porté a attribuer une grande
importance & ce fait. Cependant les entiers par lesquels sont multipliés
ces quatre éléments dans les arguments des divers termes ne sont pas
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indépendants entre eux: au contraire, ils sont soumis & une condition telle
que le nombre des termes du développement ne pourrait pas étre altéré
en employant les quatre éléments au lieu des six éléments primitifs.
La considération des arguments, en tant qu'ils sont composés de quatre
éléments, n'ayant pas une importance fondamentale pour la représentation
analytique des perturbations peut cependant devenir de quelque utilité
pour certaines recherches spéciales.

Les arguments de l'espéce que je viens de signaler, seront appelés
arguments astronomiques et je désignerai aussi par ce nom toute fonction
linéaire de ces éléments et méme plus généralement, toute fonction égale
& un argument astronomique augmenté de termes dépendant eux-mémes
d'arguments astronomiques. Ainsi I'anomalie vraie étant un argument
astronomique, 'anomalie moyenne et I'anomalie excentrique le sont aussi.

Admettons que le mouvement d'une planéte soit stable, c'est & dire
que lorbite parcourue par le mobile soit toujours située dans l'espace
entre deux surfaces sphériques et concentriques; alors le temps s'exprime
le plus souvent au moyen des arguments astronomiques. Dans un tel
cas, il serait facile d'établir les relations en vertu desquelles on expri-
merait aisément tous les arguments astronomiques au moyen d'un seul
d’eux multiplié pas des nombres irrationnels. Ainsi I'anomalie vraie de
la planéte troublante multipliée par le rapport des mouvements anoma-
listiques des deux planétes serait aussi un argument astronomique, car la
différence entre ce produit et I'anomalie vraie de la planéte troublée est
composée d'une constante et de termes périodiques dépendant d’arguments
astronomigques.

Mais il peut arriver — quoique ce cas soit bien rare dans la nature
d’aprés cc que nous savons — qu'on ne puisse pas exprimer le temps
au moyen des arguments astronomiques seuls. Lorsqu’un tel cas se pré-
sente il existe toujours une relation linéaire entre les mouvements, en
vertu de laquelle la somme de ces mouvements multipliés chacun par
un entier convenable disparait ou prend une valeur constante. A laide
d'une telle relation un des arguments peut étre éliminé et remplacé par
une combinaison convenable des autres. Mais en revanche on voit naitre,
dans la relation qui lie le temps aux arguments astronomiques, une
nouvelle inégalité dont le coefficient est une arbitraire et dont l'argu-
ment est une anomalie, ou bien le temps multiplié par un nombre
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irrationnel, de sorte que la différence entre le nouvel argument et un ar-
gument astronomique quelconque contiendra toujours une partie séculaire.

Cette inégalité dont la présence est bien rare dans notre systéme
planétaire a recu le nom de lbration. En considérant, d’une maniere
plus compléte qu'on ne l'a fait jusqu'ici dans les traités de mécanique
céleste, le terme de la fonction perturbatrice d'ou pourrait ressortir la
libration, on voit que l'inégalité correspondante s’exprime au moyen des
fonctions elliptiques. Dans le cas d'un module plus petit que I'unité
les arguments astronomiques n'éprouvent aucune altération, mais dans le
cas ou les observations font ressortir la valeur du module plus grande
que l'unité, la nouvelle inégalité dépendant d’'un argument non-astrono-
mique se trouve introduite.

Dans le cas intermédiaire ou le module est exactement égal a l'unité
les fonctions elliptiques ne se développent pas en séries trigonométriques.
Alors on ne saurait éviter les exponentielles; mais dans les expressions
des inégalités ces fonctions entrent de telle facon que leur influence se
borne & introduire, dans les coefficients, une partie variable dont la va-
leur tend vers une limite déterminée, lorsque la variable indépendante
acquiert des valeurs trés grandes positives ou négatives. Donc on peut
appeler les termes renfermant des exponentielles: termes asymptotiques.

Toutes les fois qu'un terme de la fonction perturbatrice pourrait
engendrer une inégalité dépendant d’un argument non astronomique ou
bien une inégalité ordinaire dont le coefficient serait trés grand, il est
indispensable, pour avoir tout d’abord un résultat suffisamment approché,
d’éviter tout développement suivant les puissances de cette inégalité et
d’en tenir compte en faisant le calcul des inégalités dues aux autres
termes de la fonction perturbatrice.

C’était par ces considérations que j'avais proposé dans les Comptes
rendus de 1’académie des sciences de Paris,’ d’opérer le calcul des
perturbations moyennant une équation de Lamg (dont lintégrale a été
trouvée par M. Hermrte). Conformément aux trois cas principaux: celui
des arguments astronomiques, celui de la libration et enfin le cas asymp-
totique, 1'équation dont il s'agit prend trois formes différentes que jai
mises en évidence. Nulle doute qu'on ne puisse dans les cas qui se pré-

' T. 92, 1881.
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sentent le plus souvent, effectuer le calcul des inégalités au moyen des
formules qui en résultent; mais il y a des exceptions que je vais signaler.

Supposant les mouvements moyens tels qu’il y a lieu de présumer
le cas d'une libration ou bien d’une trés grande inégalité provenant d'un
certain terme de la fonction perturbatrice, je désigne un tel terme par
le nom de terme critigue. Quelquefois i1 peut se présenter, dans le dé-
veloppement de la dite fonction, I'apparence d'une infinité de termes cri-
tiques, pourvu qu'on les considére séparément sans tenir compte des
autres. Cela étant, I'emploi de I'équation de LawmE ne conduit pas immé-
diatement a des résultats d'ou la convergence absolue puisse étre aisément
déduite, surtout si l'on est amené a considérer simultanément plusieurs
planétes troublantes; mais on peut toujours y opérer une transformation
telle qu'on aura une nouvelle équation tout & fait semblable a celle qui
donne naissance aux premiéres fonctions elliptiques et & la premiére équa-
tion de Lawmg, cette nouvelle équation étant délivrée du premier terme
critique. En appliquant au résultat ainsi obtenu les procédés au moyen
desquels on a éliminé le premier terme critique, on aura un nouveau
systéme de fonctions elliptiques et une nouvelle équation de Lamg. On
pourrait continuer lintégration proposée et l'on parviendrait a éliminer
ainsi, de proche en proche, les termes critiques; de sorte que le reste des
termes de la fonction perturbatrice deviendrait de plus en plus insensible.

Mais du, fait que la somme des termes omis dans la fonction per-
turbatrice est insensible on ne peut pas toujours démontrer la valeur in-
sensible de la somme des inégalités qui leur correspondent, ce qui serait
le but de nos recherches. Pour faire voir que la valeur dont il s'agit
reste trés petite il faut montrer que, méme si les termes négligés, con-
sidérés séparément, donneraient lieu & des inégalités semsibles, l'influence
mutuelle des diverses inégalités empéche l'agrandissement, hors d'une
certaine limite, des inégalités résultant des termes lointains dans le dé-
veloppement de la fonction perturbatrice.

Que les inégalités dont nous avons parlé restent trés petites toutes
les fois qu'il ne g'agit que des termes non-élémentaires, cela se comprend
en vertu des recherches contenues dans mon mémoire déja cité. Il suit
de 14 la convergence des séries employées dans le cas d'une orbite inter-
médiaire, en désignant par ce mot une orbite telle que les expressions
des coordonnées sont dépourvues de tout terme élémentaire, et que les
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inégalités s'expriment au moyen de deux arguments. L'intégration de
I'équation différentielle d’ott se tire la longitude dans T'orbite ou bien la
réduction du temps, mais modifiéee de maniére a ne contenir que deux
arguments, a été étudiée soigneusement dans la troisi¢me partie de mon
mémoire de 1887. Cependant certains points de cette étude n’étant pas
mis en plein jour autant qu'on pourrait le désirer, on va trouver, dans
les pages suivantes, quelques additions y relatives.

On reconnait aisément que U'orbite intermédiaire coincide avec I'orbite
vraie toutes les fois qu'on peut négliger la masse de la planéte troublée
et l'excentricité de la planéte troublante, ainsi que linclinaison mutuelle
des deux orbites.

Quant au cas le plus général parmi ceux qui ont été traités dans
mon mémoire précédent, je n'al pas pu constater jusqu'a présent, d'autre
objection essentielle a faire au principe de la méthode d’intégration adoptée
que celle d'une assez grande prolixité relativement a I'application. Il me
faut toutefois avouer que j'y ai adopté comme légitime un procédé dont
I'usage général a été admis par Le VERRIER, mais dont la portée n’a pas
encore été étudiée soigneusement. Il s'agit d'obtenir Yintégrale d’un pro-
duit de deux facteurs dont l'un est fonction seulement des termes élé-
mentaires mais 'autre dépend des longitudes des planétes, et il y a lieu
de supposer que cette intégrale s'obtienne au moyen des quadratures par
parties. Il est cependant possible que la portée de la méthode dont je
viens de parler soit restreinte & une exactitude limitée, mais dans ce cas
il serait facile d’intercaler un procédé supplémentaire a Yaide duquel le
résultat demandé s’obtiendrait en toute rigueur.

Quoi qu'il en soit, une nouvelle méthode plus efficace que ne l'est
celle qu'on a employée dans le mémoire de 1887, serait évidemment a
désirer. Cest I'exposition d’'une telle méthode qu'on va lire dans les pages
suivantes; on va encore reconnaitre quelques propriétés de la théorie des
inégalités, qui ont échappé aux recherches précédentes mais qui sont
d’une importance considérable.

Enfin, la partie de la relation entre le temps et les arguments astro-
nomiques qui contient des termes élémentaires, et qui ne s'obtient pas
toujours au moyen de l'ancienne méthode, peut étre déterminée exactement
a l'aide des nouveaux procédés.
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Quelquefois, pour m'exprimer plus briévement, j’ai marqué la con-
cordance entre deux quantités 4 et B par rapport a l'ordre de grandeur
en employant la notation

A= B.
Ainsi la comparaison
Awe"
signifie que
44
&

est toujours, méme pour des valeurs évanouissantes de ¢, un nombre fini,
pas trés grand, ni trés petit, ou bien une -quantité de I'ordre zéro.

Aprés ces préliminaires nous passons & D'exposition des nouvelles
recherches.

CHAPITRE L

L'intégration d’'une équation différentielle du deuxiéme ordre et
du troisidme degré avec un terme tout connu.

§ 1. Applicatioh de la méthode des coefficients indéterminés.

1. Léquation différentielle du second ordre dont V'intégration donne
le rayon-vecteur est trés compliquée, du moins si 'on n'a pas négligé
tous les termes du degré supérieur an premier. Il n'est pas, cependant,
permis d’omettre toujours les termes de degré supérieur afin de réduire
ainsi 1'équation proposée en une équation linéaire: il faut, au contraire,
dés les premiers pas, retenir certains termes du troisiéme degré, sinon,
le résultat d'intégration peut se présenter sous la forme d'une série
divergente.
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Mais I'équation dont il s'agit, et dont 1'étude est trés épineuse, peut
étre, toutefois, décomposée en une suite d’équations plus simnples, de sorte
qu'on aura le résultat demandé au moyen d'approximations successives
dont la convergence est comparable & celle d'une série ordonnée suivant
les puissances d'une quantité plus petite que l'unité.

L’équation la plus simple qui nous pourrait servir comme point de
départ, est celle-ci:

(1) %’—H (1t —pB)o — Bir’
= —r,cos[(1t —a,)v —B]—rp,cos{(1 —a,)v—B,] —...

ou les coefficients 8, , 3, , @,, 0,,... sont de petites quantités de V'ordre
des forces troublantes, tandis que les y sont des coefficients du méme
ordre mais multipliés encore par des puissances et produits des excen-
tricités et des inclinaisons mutuelles, de sorte qu'ils forment une série
dont la convergence est uniforme.

On serait porté a croire que le terme du troisiéme degré puisse étre
omis. Cherchons ce qui en résulterait.

On aurait d'abord, en désignant par x et par I' les arbitraires de
Vintégration,

(2) o= xeosl(t — o — I + gL —cos[(t — )0 — B] + ...

ou le coefficient ¢ est déterminé par la relation

I—Cz‘/l _131'

Tant que les différences

py— 20+ o'

sont des quantités du méme ordre que B, I'expression de p que nous
venons de trouver reste nécessairement convergente, et on peut toujours en
considérer la valeur comme trés petite de I'ordre des excentricités, pourvu
que la valeur de l'arbitraire x soit elle-méme trés petite. Dans ce cas le
terme B,p° serait du troisiéme ordre par rapport aux excentricités, et on
obtiendrait, par la voie des approximations successives, la correction &
ajouter & l'expression (2) due & ce terme.
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Mais il peut aussi arriver que, parmi les dénominateurs de D'expres-
sion (2), il sen trouve un ou plusieurs ou méme un nombre infini, qui
s'approchent tellement de zéro que les coefficients qui en dépendent de-
viennent trés grands, ce qui entraine des valeurs exagérées ou méme
infinies de la fonction p, telle que nous l'avons exprimée au moyen de
Péquation (2). On gapergoit de la qu'on n'est plus autorisé a admettre,
dans le cas envisagé, ni la convergence de la série (2), ni la réussite des
approximations indiquées. La raison en est la prépondérance du terme
négligé toutes les fois qu'un diviseur devient trés petit. Pour avoir une
expression effectivement approchée de l'intégrale de I'équation (1), il nous
faut donc une méthode d’intégration qui fasse, déja dans la premiére ap-
proximation, contribuer au résultat le terme dépendant de f,. Mais ce
terme étant retenu, lintégration dont il g'agit devient trés épineuse; il
convient donc & commencer par l'étude d'une équation un peu simplifiée.
Or, on a supposé, dans I'équation (1), tous les coefficients y, 4 lexcep-
tion d’'un seul, égaux a zéro.

La méthode d’intégration qui se présente d'abord est celle des coefti-
cients indéterminés. Certes, I'équation proposée étant du troisiéme degré,
les équations de condition au moyen desquelles se déterminent les in-
connues le seront aussi, d’ou il est visible que le calcul des coefficients
deviendrait extrémement pénible; cependant, I'emploi de la méthode dont
j’al parlé nous dévoilera trés facilement quelques propriétés importantes
de lintégrale.

2.  Admettons dans l'équation

d2
(3) (ﬁ;—k(I—ﬂl)p—ﬂ3p3=—TCOS[(I——U)D-—B]
la fonction p décomposée en deux parties, de sorte qu'on ait:

o =p, + B,
et que la fonction p, soit exprimée par les deux termes:
Py = xcosf - x cosf,
] ? 14 . r
ou l'on a écrit, pour abréger,

f=0—qv—TI; f,=(—av—B.

Acta mathematicn. 15. Imprimé le 2 mars 1891. 10
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De l'expression adoptée de p, nous tirons d’abord:
oy = Bz’ + gxf]z cosf + B x4 ixf]zl cos f,
+ ‘—izz"xl cos(2f —f,) + zxxf cos (f — 2f,)
+ ix’xl cos(2f + ) + ixz’f cos (f + 2f,)
+ ‘—113 cos 3f + izf cos 3f;.

Aprés avoir introduit cette expression de pj dans 1'équation (3),
nous allons déterminer les inconnues x, et ¢ de maniére a faire disparaitre

- . I .
les coefficients de cosf et de cosf,. En désignant par E(R?) la partie

constante de R’ il en résulte les équations de condition:

— (= (=) +380 =2l + 2+ (BY] = o,
(4)

— (=0 + (1 =)+ pA =B+ A+ B = — T,

et I'équation du second ordre qui sert a déterminer la fonction R sera:
(5) Gt (=B — AR — 3, (B — 1 (BY) — R

= iﬂax’xl cos(2f — f,) + iﬁgxx? cos (f — 2{})

+3 g, cos (2f + [,) + 3 Bt cos ([ + 2f,)

+ iﬂsz" cos 3f + iﬂgz’j cos 3f;.

Avant d’aller plus loin, arrétons-nous un instant & considérer les
conséquences des équations (4). En y introduisant les notations
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_ 4 2 3 9 , I R?
3¢, =z |[(1—a)’ — (1 —f) +354 (2 +;(B))}
36,

4y
2, =L
138,
la deuxiéme d’elles s'écrit ainsi:
(6) v %+ 3e,x = 2¢g

d’ou on tire:

3 — 8 ——
% = Ve, + V& + & + Ve, — Vel + &
Il s'ensuit de cette formule que la valeur de x, ne surpasse pas la
limite

8
— 2
Zl 2 ye,

pourvu qu'on ait:
2 3" A
&1+ &> 0;

dans le cas opposé, il est facile de voir qu’il existe toujours une racine
négative de 'équation (6) ne devenant pas plus grande que

— Ve

En effet, si nous posons:

I'équation dont il s'agit prend la forme

2
3
% + Jwein = 2¢,

et si nous introduisons, au lieu de x,, la nouvelle inconnue z, liée a la
premiére par la relation

nous aurons:

(7) 2* 4+ 3wz = 2.

Supposons qu’on ait: .
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alors les trois racines de l'équation que nous venons d’établir seraient:
2= 4 2; Z = —1; Z=—1.

La premiére d’clles correspond & la limite positive de x,, la seconde ou
la troisieme a la limite négative du méme coefficient.
De I'équation (7) on déduit facilement le développement que voici:

1/ 4 6 4 ' 9.3 4 \?*
‘—;<m> +r75<z7—w) —1.2.3(27—,) e
+3n(3n——1)(3n—2)...(2n+ 2) (_4_)11_

- 1.2.3...n 27w

qui reste convergent autant que Pon a:
0o>1 ou w<—I.

Relativement aux valeurs assez grandes de w, positives ou négatives,
on peut se contenter de I'expression

5 2
T 30’
ou bien de celle-ci:
2e,
x] = - — .
3e,

Cette expression qui, par rapport & l'cxactitude, est comparable aux
coefficients du développement (2), est entiérement en défaut, toutes les fois
que la valeur absolue de  reste inféricure a l'unité. Par la on est en
état de juger jusqu'a quel point le dit développement peut étre utilisé.

Concevons particuliérement le cas ou

w>—1,

ce qui permet 'emploi dec la formule

3=:/1+\a)"+1 +</l——\/(us+l,

ou bien de celle-ci:

z2=(0® + 1)‘1§

VoV ]
Vo© + 1 Vor + 11
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Si maintenant  était positif, la valeur de z s'obtiendrait an moyen
du développement

I 10 1

2
2 = P ye————— o3 —y
(9) 3 \/ws +1 81 ((03 + 1)3

qui découle de la formule précédente; mais si, au contraire, @ avait une
valeur entre o et — I, on exprimerait 2 au moyen d'un développement
suivant les puissances de (/»®+ 1 ou bien suivant celles de w®. Voicile
premier de ces développements:

(10) 2= 2 1——é(w3+1)—§%;—0(w3+‘1)’—... ]

il nous donne la racine réelle correspondant aux valeurs de o peu diffé-
rentes de — 1.

Nous ajoutons encore quelques mots sur les diverses équations de
condition correspondant a certains cas spéciaux.

D’abord, on peut se demander les conditions a remplir pour qu’on ait:

ot bien:

W = —1.

Les valeurs des deux coefficients ¢, et e, que nous avons déja sig-

1

nalées nous fournissent la relation suivante:

¢

() ggle == =g +ia(e+ ) =~ [31]

d'ott Von tire, eu égard & la deuxiéme des équations (4),

it

Evidemment, on satisfait & cette équation par deux valeurs de x,, &

savoir:
1
2 7r\3
")
! 38,
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et:

ce qui convient & I'hypothése w = — 1.

Nous supposons toujours que x et x, soient, tous les deux, de
petites quantités de l'ordre des excentricités. Relativement a x cette hy-
pothése est légitime en soi-méme, mais la supposition relativement a x
repose sur une autre hypothése, & savoir qu'on ait:
¢ étant une quantité de Vordre des excentricités on des inclinaisons.

Les suppositions admises entrainent, comme nous le verrons plus
tard, de petites valeurs de (R?), tout au plus de l'ordre de ¢’. On ne
saurait donc satisfaire 4 I'équation (11) & moins qu'on n’ait:

(I—”)2< 1—f

et
—(1—a)'+ (1—4) 5 e?
By -

On tire immédiatement des équations (4):

3 o r
— =+ (6 — o a0 — ) =L,
1
ou bien, si I'on néglige ¢* auprés de 2¢ et ¢° auprés de 20,

2(6— o) + B, — A) =1

D'un autre coté, si 'on ajoute successivement les relations:
s a)

3 2
’%d _6'33’{1
et
3
Le—3p2
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a l'équation précédente, il en résultera les deux formules que voici:
2(¢— o) = ——iﬂg<z’—izf),
3
2 — o) = — 30" + ).

Done, aux deux solutions relatives au coefficient x, correspondent deux
valeurs de la différence ¢ — o.

Il serait trés facile de montrer, par un exemple, Yexistence d'un cas
tel que nous avons envisagé dans les lignes précédentes. En effet, si
Yon admet

2
f=1—(@—a'—=24,(5)
417 \3 8,
et qu'on suppose larbitraire x trés petite auprés de x,, de sorte qu’on
puisse la négliger, la constante (R®) serait aussi trés petite. Ayant ainsi
satisfait & la condition (11), on a trouvé deux solutions distinctes et diffé-
rentes entre elles.

Voyons maintenant quelles sont les conséquences de la supposition

, = O.

On trouve tout d'abord, en ayant égard & la valeur de e, donnée plus
haut, ’équation de condition que voici:

(12) (1= o' — (=) + 34 ( +5(8) = o,

et la valeur correspondante de x, s'obtient immédiatement an moyen de
la formule

— 35_3/— 327

VAT VRV SRS

Pour comparer les deux cas spéciaux que nous venons d’envisager,
désignons par f} la valenr de B, dans le cas ou-

w=——-l;
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alors la différence des équations (11) et (12) nous donne:

)

On voit donc que méme un trés petit changement dans la valeur
de B, peut produire de graves altérations dans la nature des intégrales,
toutes les fois que la différence 20 — B, est trés petite par rapport a ¢

ou a f,.
Le cas spécial de notre probléme caractérisé par la condition

g, =0

— ou plutét un cas qui en différe trés pen — a déja été envisagé par
LEVERRIER et plus tard par M. Tisseraxp. Les résultats auxquels sont
parvenus ces deux savants ne sont cependant pas tout-a-fait décisifs, vu
quils n’ont pas considéré, dans leurs recherches, le terme dépendant de
%. La supposition

ou bien celle-ci:
20— ¢ —f, =0

doit alors introduire, dans le' résultat, des termes multipliés par le temps
ou par un argument astronomique, d’out V'on pourrait conclure l'insta-
bilité du mouvement. Mais en conservant le terme du troisicme degré,
on évitera non seulement la sortie de I'argument hors des signes trigono-
métriques, mais encore les trés grandes valeurs du coefficient »,. Néan-
moins le résultat pourrait étre tel que linstabilité fat indiquée.

En effet si, aprés avoir supposé le coefficient ¢, tellement petite que

la valeur de w tombe entre — 1 et - 1, on admet pour le rapport Et
3

une valeur du premier dégré, on obtiendra relativement au coefficient
. un résultat dont la valeur numérique sera du méme ordre que la
racine cubique de I'excentricité. Mais une telle valeur peut s'approcher
si prés de l'unité que le développement de la fonction perturbatrice cesse
d’étre convergent. Dans ce cas, on ne saurait rien juger sur la stabilité
du mouvement en employant les méthodes quon va trouver dans le

2

présent mémoire.
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Mais si, au contraire, le rapport 7 est du troisiéme degré, ou d'un

3

degré cncore plus élevé, la valeur du coefficient x, sera au moins du
premier degré, de sorte que la fonction p, reste toujours une petite
quantité de l'ordre des excentricités, I'arbitraire x étant supposée une
quantité du méme ordre.

Les conclusions auxquelles nous sommes parvenus ne sont encore, il
est vrai, que trés incomplétes; cependant, elles nous offrent une idée de
la vraie nature des résultats demandés.

3. Les résultats que nous venons de trouver, dans le numéro pré-
cédent, peuvent, si deux racines de I'équation (6) sont égales ou presque
égales, g'écarter sensiblement de la solution compléte de 'équation (3).
On a cependant trouvé une solution qui donne une idée de la vraie so-
lution, ce que nous allons conclure du fait que la fonction R reste,
méme dans les cas exceptionnels, de l'ordre de p,, mais qu'elle devient
trés petite dans les cas ordinaires, & savoir lorsque la valeur absolue du
paramétre  est sensiblement plus grande que l'unité. Relativement aux
cas ordinaires, il n'y a nulle difficulté d’obtenir le développement de
Pintégrale cherchée tellement exact qu'on peut le désirer.

On peut cependant faire entrer, dés le début, une simplification con-
sidérable dans notre probléme, en observant que les fermes, dont les ar-
guments ont la forme générale

(28 + I)fi m(f—f;)’

s et m étant des entiers dont s peut avoir la valeur d'un nombre positif
quelconque a l'exception de zéro, restent toujours trés petits dans linté-
grale, du moins si m n’est pas tellement grand qu’on puisse le comparer &

28 41
c+¢

Certainement, les termes dont il s'agit exercent quelque influence sur les
termes élémentaires, a savoir sur ceux qui dépendent de I'argument

mais cefte influence est trés petite, et on peut en tenir compte d'une

Acta mathematica, 15. Imprimé le 14 mars 1891, 11
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maniere trés aisée. Nous pouvons done nous dispenser de considérer, dans
notre étude générale, les dits termes.

En réunissant les termes élémentaires, c'est-d-dire ceux dont les argu-
ments permettent des diviseurs fort petits, et qui en conséquence apparais-
sent fort agrandis dans l'intégrale, nous en désignerons la somme par (p),
et il sera évidemment permis de mettre

(13) (0) = g cos[(1 — <)o — 7],
7 et 7w étant des fonctions de la différence
f—fh =w.
Maintenant, si nous posons:
lg = ycos(r — I,
(14) . ,
lh_—_ psin(x — I),

nous aurons, en admettant toujours la notation

f=00—¢v—1T.
la formule:

(15) (p) = gcosf + hsinf.

Par la définition (13), il est visible qu’'on peut mettre:

()’ =2 (o)7" + ;7° cos3[(1 — 9o — ],

3
4
et si nous posons, dans 'équation (3),

p=(p)+ 5,

nous pouvons décomposer cette équation dans les deux suivantes:

4 .

YD [1— b — 2B o) = — 7 eosf, + [(p), 81,
a8 ) I

(16) W+[I — B, —Zﬁsy”]S =;ﬁ37/300s3[(1 — v — 7]

+ ﬂa{S(P)Q + 3(p)S + SQ}S—" [(e), S]
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Il est facile de saisir pourquoi on a introduit les symboles de la
forme
[z, ).

On sen servira pour transférer certains termes d'une équation & une
autre, en supposant déterminée la somme seule des deux équations, tandis
que chacune d’elles est supposée en quelque sorte arbitraire.

Concevons, en effet, qu’on ait une équation différentielle quelconque,
dont Yintégrale soit cherchée au moyen des approximations successives.
L'intégrale étant composée de termes de divers genres, on trouvera souvent
utile, pour faciliter la marche du calcul, de trancher d'abord 1’équation
proposée en plusieurs autres, chacune soumise & la condition de ne donner
naissance qu'd des termes d'une forme déterminée. Mais comme chaque
approximation nouvelle peut produire des termes de plusieurs formes,
la décomposition de I'équation proposée ne s'opére que de proche en proche.

Evidemment, les fonctions désignées par les symboles que nous avons
introduits dans les diverses équations, peuvent étre déterminées de telle
maniére que les termes d’une certaine forme soient retranchés d’'une équa-
tion, mais ajoutés & une autre.

Faisons d’abord Vapplication de cette maniére de distribuer les divers
termes sur les différentes équations, dont la somme redonne 1'équation
primitive.

Si, dans la premiére des équations (16), on néglige le terme [(p), S]
on aura un résultat approché que nous désignerons par ‘

(p), = 5, cos{(1 — Cl)” — )

Ayant des expressions approchées des fonctions 7, et =, il sera facile
d’établir V'expression*approchée de §.

En effet, les variations de » et de z étant trés petites, on est autorisé
a intégrer la seconde des équations en y supposant ces fonctions con-
stantes. En ne considérant, dans la premiére approximation, que le terme
tout connu & droite, on a:

iﬁm'
S=—si=o—a=g3lt —9v—1l,
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formule dans laquelle on peut introduire les expressions approchées de
7 et de .

Les termes dont la forme est celle de termes en (p), et qui par
conséquent doivent étre supprimés dans la seconde des équations (16)
par le symbole [(p), S}, s'obtiennent tout d’abord. Les voici:

3 3
3 g =7’
16 64
(o), 81 = T (l— ' —(1 —ﬂ.)(‘o) tThu—o—a —‘ﬂx)]’(p)’

de sorte qu'on aura, au lieu de la premiére des équations (16), la suivante:

a? g
(17) 5+ [1— B =3B |(0) = — reost,
3 3 6
S R NN G 17
ot —o* — (1 —4) (1 —o*—( =8IV

ot I'on peut considérer tous les termes & droite comme donnés.

Il v’y a pas, évidemment, de difficulté de continuer les approxima-
tions entamées.

Cela étant, nous abordons l'intégration de l'équation (17) en n'y
congidérant que le premier terme a droite.

Admettons les développements

|g=x+x,cosw+x2coszw+...

18
(#) 'h=/\1sinw+/1,sin2w—l—...

ce qui donne:
(19) (p)= ;zcosf—l—é(x1 — A,) cos (f + w) + g(x, — A,) cos (f + 2w) + ...
+£(xl + 2) cos (f—w) + é(x, + 4,) cos (f— 2w) + ...

D’un autre cété, puisqu'on a:

gz+h2=7f
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il sera évidemment possible d’établir le développement

(20)

7’ =P 4 7P cosw + 5P cos2w + ...

ol, pour abréger l’écriture, on peut omettre les indices supérieures.
Or, on obtiendra facilement les expressions suivantes:

U

o=+ (h A+ ) L)+
| =2 + [z, + AL+ Dox, + A1+ ...
s =-;(xf — ) + 20 + [, + AA] + (% + A1+ -
7 = 22, + [t — AT + [nx, + AA] + [ + LA+ -
e =5 (8 — 1) + [nr, — LA + [n + A4+ Doz + AA]+ -
ete.

et, en se servant de ces notations, les équations de condition que voici:

[~ =o'+ 1= =g |+ 1) =34,

[—' (1—¢g’+1—4 __%ﬂ3770]x_%ﬂ3{xl771 + %7, + 2,9, + ..} =0,

7+ 500+

+_;’72[xl_—A1 + X + As]
+%773[7‘2_lz +x4 + 2]

4+ ... I a7 8
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[“—- [I —<¢ 4+ (0‘— '§')]7 + 1 —4 "—3183770]("1 - Al>
—Zﬂsll’mx +é771(x2 T A7)
+ ;77,[11 + Al + Xs -—13]

+ :;773[’(2 + 4+ %y "—/14]

[— [t —c—nlo— 9P + 1 — B, — 3 Bun, |0 + 2)
1) - %ﬂsm a1 F Ay F Xy + Auid]

- %ﬂg’?g[’fn-—z + A+ s + An+2]

- %/93%—1[11 + A+ 2.0 F /12»—1]
_"%,3377:; [X + %(xu + AQn)]

- %ﬁa%ﬂ["l — A+ X1+ Azn+1]

e e e eer e =0,
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: 3
[l —ctnle—al + 14 —2f [ —4)
3 Do+ Eapr — o]
- 3133771 [y = oy + % a1

- 53_5183772 (s — Ag F Zays— Auya]

----------------------------

- %ﬂsﬂn-—x[% — Al + Xppy— A2n-—1]'
’ I
- iﬂs 771:[" + 2 (xzn — A%)]

- %ﬁa’?nn(’-’x + A+ (12n+1 —kﬂn-}-l)]

T = Q.

La solution de ces deux systémes d’équations est visiblement trés
pénible: §'il était permis de supposer les coefficients %,, %, , ... connus,
la détermination des coefficients x,, x,,..., 4, 4,,... et de ¢ dépendrait
de la solution d’un systéme infini d’équations linéaires, mais puisque, dans
notre probléme, les %* sont des fonctions du deuxiéme degré par rapport
aux coefficients x et 2, il faut considérer les systémes (I) et (II) simul-
tanément. On comprend aisément que la solution des équations dont il
s'agit ne s'obtient qu'au moyen d'approximations; mais méme par cette
voie il serait difficile de parvenir 4 des résultats exacts. Nous nous con-
tenterons d’en indiquer les premiéres opérations.

Supposons, dans ce but, quon puisse négliger les coefficients x, et
,» ainsi que tous les coefficients suivants; alors nous aurons:

A

7o = 2" + 2 (¢ + X,
ﬂl == 2)!)!1,

7, = (4 — A,
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et les trois premiéres des équations du systéme (II) deviennent

— (= — B =3[+ L+ )] = A
|0 —a =24 L+ )]+ 1)

(21) — 2B — B — &) — 2, = — 2y,

{—.[‘ — ¢+ (e—+1—4 ——i@[x* i+ A?)] (s — A)

— 2B — B)u + &) — 2B’y = o.

Sans entrer dans les détails quant & la détermination des trois in-
connues: ¢, x, et A, on peut tout de suite, des équations signalées, tirer
quelques conséquences importantes.

En formant la différence entre les deux premiéres de ces équations,
aprés avoir divisé la deuxidme par x, 4 A, nous aurons:

I
zx+)‘1

3 3
2(‘7— C) - (02 —_ ga) = %ﬁslgxl —2ri+ '175193(’1 - A])a —;ﬂifﬁ'

De méme, la premiére et la troisiéme des dites équations, celle-la étant
divisée par x, — A, nous donne:

~2o— 1 —— (e — " =24 v + LA+ A3 fuk.

203 » — 4

Ces deux résultats nous fournit les suivants, en omettant ¢ auprés
de T'unité: d’'abord la formule

3 I I 3 2y
4("'— C) = 5/33"2"1 [m - -"‘_—] - _.331111 - ]

et puis, en négligeant le terme ¢® — ¢*, I'équation

—35,0 ! ' 1% 3 (2 2y __ 35 .0
°= 2ﬂ3" 11["1 + 1: T x _11] x + 'zl + 8/93(11 + Al) 2ﬁ311'
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Si dans cette derniére équation ainsi que dans la deuxiéme des équations
(21) on met:
A = px,,

on aura:
0 = 3ﬂ3z’-—3}(1 —p) —2R2(1 — ) + (1 — pY),
l:__<1__ ) 35,2 3450 3 . L an\L3
o) +1—p 4ﬂ3" ](I + 1), 5B Xl_'léﬂa(l p)(1 —ph)x
— 38,00 + D)1 + p)t = — 2.

On voit facilement que ces deux équations sont satisfaites par une
valeur positive de x,, jointe & une valeur de p entre o et 4 1. Mais
cette racine positive pouvant devenir, dans certains cas, trop grande pour
étre compatible avec la nature de notre probléme, il faut qu'on examine
le cas d'une racine négative.

Posons:

o
B fs

la quantité f est, par I'hypothése, toujours positive, pourvu que le coefficient
7 soit positif. De I'équation du quatriéme degré en p on tire maintenant:

+ 2t —p) — (3—p* + 1p*)

Nl X,

Q =

Il découle de cette équation, ce qu'on voit facilement, qu’une des
racines s’approche de I'unité, & mesure que le coefficient f prend des va-
leurs plus considérables. Mais, dans les cas qui se présentent le plus
souvent, le coefficient y est de l'ordre du produit §,x, d’olt I'on conclut
une asscz grande valeur de f, et, en conséquence, que le facteur p ne
différe que trés peu de 1'unité.

Si, dans les résultats que nous avons obtenus précédemment, on
suppose p = 1, on retombera dans les équations (4), en y omettant les
termes dépendant de (R). Ces équations peuvent donc servir comme

Acta mathematica. 15. Imprimé le 16 mars 1891. 12
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point de départ des approximations successives toutes les fois qu'on est
autorisé & commencer par I'hypothése

p =1

Mais nous avons appris, dans ce qui précéde, que la valeur de p ne
différe ordinairement que trés peu de l'unité, on est donc amené a com-
mencer les approximations par admettre cette hypothése, ou bien par faire
application des équations (4).

Si Ton retient x, et A, & coté de x,, » et A, en supposant les coeffi-
cients x,, A, ... négligeables, les régles du caleul deviendront plus
compliquées que celles que mnous avons communiquées précédemment.
Mais comme nous allons connaitre, dans les pages suivantes, des méthodes
plus expéditives, nous n'insistons plus a poursuivre la voie sterile des
déterminations successives des coefficients, bien que la méthode entamée
puisse donner, excepté dans les cas trop difficiles, des résultats satisfaisants.
Mais sans entrer dans le détail du calcul, on peut tirer des systémes (I)
et (II) une conclusion importante.

Admettons que y soit une quantité du troisiéme degré, cest a dire
une quantité du troisiéme ordre par rapport aux excentricités ou aux
inclinaisons, nous aurons, en négligeant x, et 2, ainsi que les coefficients
suivants, un résultat du premier degré quant a x et A, la différence
20 — f3, étant toujours supposée trés petite. Si ensuite nous introduisons
ces valeurs dans 7,7 et 7, ainsi que dans les deux équations dua
systéme (II) qui contiennent les produits de #, par (z, + A;) et (x, —4,),
et que nous omettions les termes dépendant de x, et de A, ainsi que
les coefficients suivants, les valeurs de x, et de A4, que nous obtenons
ainsi seront, ce qui est facile & voir, du méme degré que le sont x, et
A.. En continuant les opérations analogues, on aura toujours des résultats
du premier degré. Donc, si la suite des coefficients x, 2, %, ..., 4,
A, ... forment une série convergente, cela tient a la convergence des
facteurs, contenus dans ces quantités, qui ne dépendent que des indices.

Nous sommes donc arrivés au fait que les expressions représentant
les inégalités planétaires peuvent renfermer des développements, re procé-
dant ni suivant les puissances des forces troublantes, ni suivant celles des
excentricités ou des inclinaisons. Nous verrons que ces séries, néanmoins,
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sont convergentes, et qu’elles ne nécessitent pas la substitution d’un nouvel
argument a l'argument astronomique.

4. Au lieu de chercher immédiatement le développement suivant
les multiples de », on peut se proposer de faire avancer la solution de
notre probléme en introduisant une nouvelle variable indépendante con-
venablement choisie. Si en méme temps, on remplace la fonction (p) par
une autre, F, il sera possible de déterminer la relation entre (p) et F,
et celle qui existe entre v et Ia nouvelle variable que nous désignerons
par %, de maniére & nous offrir immédiatement une méthode d'effectuer
les approximations successives et de faire voir la convergence du résultat.

En effet, si nous désignons par ¢ une fonction encore a notre dis-
position, et que nous posions:

g du

(p)=1+‘/}7 dU———(I+¢),7

nous aurons une nouvelle équation différentielle du second ordre en F,
qui est linéaire, mais qui contient, au lieu de la troisiéme puissance de
E, une certaine fonction de ses coefficients. La fonction ¢ pent étre choisie
tellement que 'équation en E s'intégre immédiatement lorsque les termes
a droite sont connus; mais ces termes n'étant pas tout connus d’abord,
il faut les chercher au moyen des approximations.

Des relations écrites ci-dessus on tire facilement:

d? a*E d3d °
) SR 9 — ETA + 9

En vertu de cette expression et de la relation qui lie (p) & E, l'équa-
tion (17) se transforme en celle-ci:

3,
aA*E I _ﬂx '—4ﬂ377 1 d2¢

I
| wr T ira| E et reosh =)

Maintenant, si nous déterminons la fonction ¢ de facon a satisfaire
a 1'équation
3,
L —'ﬁl _’Zﬁa"?z d2d

g 1 3
TUF e awigg ! — i — B H,
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H étant une constante que nous choisissons de maniére que la variable
u soit un argument astronomique, c'est a dire qu'elle passe avec v par
0, 27, 47, etc, nous aurons:

a4l
(8) e+t —a—IaB|E = st 4

et

72

() gt |10 =) —=3per + )| — (1 — A — A7 )g" + -
= — A’ — )

En désignant la différence v — u par ¥, et en posant:

U= —Qu—I=f—(1—9Y,
U,=(0—adu—B=f—1—a¥,

la fonction »? s'exprimera évidemment au moyen de I'argument
U—U =ow

et de la fonction ¥. Si l'on néglige, dans la premiére approximation,
la fonction ¥, nous aurons en vertu de ’équation (25) la valeur de ¢,
aprés quoi la fonction ¥ g'obtient au moyen d'une quadrature. Cette
fonction, ¢, étant en quelque sorte arbitraire, on peut omettre d'y in-
troduire les termes dépendant des constantes d'intégration. On aura en
conséquence la fonction dont il s'agit exprimée par la seule variable w,
et en continuant les approximations, les deux quantités, * et ¢, ne dé-
.pendront que de la dite variable.

La premiére approximation relativement & ¢ s’obtenant tout de suite,
nous aurons:

(26) ¢ = —3p,(" — H),

et puisqu’on a:
dv = (1 — 2¢ + 3¢ — .. .)du,
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il est aisé de voir que la fonction ¥ g'exprime approximativement par
la formule

(27) v =38 (3 — H)du.

Donc, la constante H doit, dans la premiére approximation, étre égalée
au terme constant du développement de la fonction %’ terme que nous
avons désigné par 7,.

Par ces considérations il est facile de comprendre que les termes au
membre droit de I'équation (24) peuvent étre transformés en termes dé-
pendant des arguments U, et o, et que la série qu'on obtient ainsi sera
convergente. En effet, par la relation

fi=U +(—a¥

on aura
cosf, = Pcos U, — Qsin U,,

P et @ étant des fonctions de w, a savoir:
e r—Nr e Y — A —
P=1 1.2(1 0)'¥ +I.2-3.4(I o)y cee

1
1.2.3

Q=(0—o)¥— (1 —o)’¥F> 4 .. ..

Mais en considérant d'abord ¥ comme une série trigonométrique dont
Pargument est @, on aura les fonctions P et @ exprimées au moyen de
développements analogues, qui seront nécessairement convergentes.

Il s'ensuit des résultats que nous venons d’établir que la fonction F
gexprime par les arguments U et w, de sorte que, si I'on pose:

(28) E=XcosU+ YsinU,

les fonctions X et Y seront données au moyen des développements:
X=Fk-+Fk cosw + k,co820 + ...,
Y=Isnow+lsin20 +...,

les & et les I étant des coefficients constants.
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Les fonctions g et h que nous avons introduites par les équations
(14) s'expriment aisément au moyen de X et de ¥. Pour établir ces rela-
tions, nous remplagons, dans I'équation (28), 'argument U par f— (1 — )"
Nous aurons ainsi:

E-={Xcos[(1 —¢¥]— Ysin[(1 — ¢)¥]}cosf

+ {Xsin[(1 —Q¥] + Ycos[(1 — ¢)¥]}sinf;
et puisqu'on a

E = (I + Sl))(lo)a

on en tire:

- Xeos[(1 — ¥ — Ysin[(1 —9¥]

g 1 +¢ ’
(29) .
i Xsin[(1 —9)?] + Yecos[(1 — ¥
R = .
I+ ¢

En formant l'expression
(H)? — X? + Y2’

on reconnaiftra au premier coup d'oeil la relation entre 3* et (H)?; elle
est la suivante:

. (H)

(30) /B 1+ $/,)z’
qui entraine celle-ci:
dv '
du  (H)

On obtient donc facilement les g, h, %% les X, ¥, (H)* étant connus.
Si Ton établit les expressions

P=py, + pcosw + p,co820 + ...,
Q =y, sinw + vy, sin20 + ...,
on aura, vu que les fonctions P et @ sont soumises'a la condition

P‘+Q2=17
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les relations suivantes:
2 1 2 I 2
=g+ mt+sm+...
I 2 I 2
+5»1 +592+---

O = 2t + thtty + oty + - -
+ ooy, v, 4.

ete.

Il sensnit de la que parmi les coefficients p et v il n'y a aucun
qui surpasse la limite /2, et que, si plusieurs de ces coefficients ne
sont pas trés petits, chacun d’eux est sensiblement inférieur & 'unité.
On peut fixer, par cette circonstance, le point de départ des approxima-
tions successives.

Ayant ainsi indiqué les résultats qu'on peut, sans trop de peine, ob-
tenir en utilisant les méthodes indirectes, nous allons, pour intégrer 1'équa-
tion proposée, aborder P'application des fonctions elliptiques, ce qui nous
fournira des méthodes plus directes.

§ 2. Solution au moyen des fonctions elliptiques. Premiére méthode.
1. Reprenons l'équation (17) du paragraphe préeédent, laquelle
nous écrivons maintenant de la maniére suivante:

d? 2
(1) A (1— B —=2p1" )0 = —rcost;

Evidemment, on y a négligé les termes contenus dans le symbole [ ];
puis, on a omis, pour abréger l'écriture, les crochets autour de p.
Aprés avoir, dans I'équation ainsi établie, introduit:

(.2) p = GCOS]‘; +H5inf1r

on peut déterminer les fonctions G et H, qui restent encore & notre dis-
position, mais qui sont toutefois soumises & la condition

G? + H2 _____-72,
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de fagon qu'elles deviennent indépendantes des arguments f et f, isolés;
la seule variable dont dépendent maintenant ces fonctions, est donc la
différence

f—1f=w.

Si T'on introduit lexpression (2) dans Iéquation (1), et qu'on fasse
disparaitre les coefficients de cosf, et de sinf,, on aura les équations
suivantes:

e dH 3
o T 21—~ +[20_”2_ﬂ1 —;ﬂaﬂa]G=—7’7
(3)

&IH i@ 3
(—i,;;‘—“— 2(1 — d')d~v- + [20‘— 02—"/9} —253772]}1 = 0.

Les fonctions @ et H ne dépendant que de l'argument w, il est vi-
gible que leurs secondes dérivées sont trés petites par rapport aux pre-
miéres; il y a donc lieu 4 établir une premiére approximation en inté-
grant le systéme

dH N 2
2(1 —a)g+[2a——a — B —-iﬂm ]G =—7,
(4) 16 s
— 2{1 — a)d—v-{— [20—0’——,@1 _Zﬁ”?JH: o.

Aprés avoir formé les expressions approchées de G et de H, on

développera trés facilement celles des fonctions

a6

v’

OH

M= dvt’

N=—

et les expressions de G et de H s'obtiennent maintenant avec une exactitude
plus grande que n'offrent les résultats a tirer des équations (4), en inté-
grant le systéme que voici:

2(1 —a)g?-l-[za—o"—ﬂl —%ﬂﬂy?]G——— — 7+ M,

(s)

—2(1— o) +[20— s —p =gy [H=N.
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Maintenant, si I'on fait:

(6) 772=§2"_"2—‘9‘+ y

ﬂs I_a,

et qu'on observe la relation

e dH\ _ __dy 1 dy
2<G%—+H%—>_2p—

— TR
dv I1—oaodv

on deduit des équations précédentes:

dy
-=—rH + MH— NG,
(7) 3, dy dG ,MdG NdH
s, s i T T Ny

équations dans lesquelles on a admis, pour abréger, la notation

a
T—ap = P

L'intégrale de la seconde des équations (7) s'obtient immédiatement.
En désignant la constante d’intégration par:

, 3 420—a'—f7°
—r A=A

e, étant une arbitraire, ou bien par:

3 os
— 76 + ?gﬂoa’

ou l'on a employé la notation

420—0"—p, )
® e
on aura:
3 /0 ’ dG dH
9) 3p0—y)— e, = — G + f |55 + N5 |av

Acta mathematica. 16. Imprimé le 2 avril 1891, 13
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Je préfére de garder l'équation (9) sous la forme précédente, bien
qu'on puisse l’écrire ainsi:

o= = = =)'+ ().

En vertu des notations que je viens d’employer, la relation entre »*
et y s'exprime au moyen de la formule suivante:

I

7 — e =1—2 0+

et si l'on pose:

y+ o=z
on aura:

2 __ g2
(10) =6t

Cela étant, supposons:
M-=N=o0

et formons la somme des carrés de la premiére des équations (7) et de
I'équation (9); dans l'équation résultante, remplagons y par z-—d, et
éliminons 7* & l'aide de l'équation (10). Nous aurons:

I —o

dz\z i S 2 a2
(11) (@)= 2|7 + 3800 — [0 + 550"

9 L2s,2 9 1.3
+62ﬂ35 —EE‘BZ .

Le résultat que nous venons de trouver gobtient aussi de la ma-
niére suivante:
En différentiant la premiére des équations (7), aprés y avoir in-
troduit 2 au lieu de y, nous aurons:
d*s dH d(MH— NG),
N F T Y TR

mais la premiére des équations (5) nous donne:

dH
dv

2t — o) g — 24,75, 6=—r+ M,

I1—o
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ou bien:

dH _ 3 o tot 1 M
r47=grﬂ(z—0)9=—— +3

2l—a ' 21 —0

En y introduisant la valeur de yG tirée de l'équation (9), l'expres-

. d .
sion de 2l devient

dv
dH 3 3
o =3Bl — 3){780 + 3 pe(e — 9) +f[M + N ]d
I
T 21—¢ + 5 I—o
Maintenant, si nous adoptons la notation
iG d(MH — NG)
(12) W=—3p(— )f[M +N ]d — LM+ ( =,
I'équation du second ordre devient:
d 11 7 3 3 9 n2 a3
(13) T = |7t Pt | = [ + 50
+: 64ﬁ’6z 128,3";:3 + W.

Si, dans cette équation, nous faisons W = o, nous retrouverons, en l'inté-
grant, l'équation (11), pourva que l'arbitraire introduite par I'intégration
ait la valeur zéro. Mais nous pouvons nous servir de I'équation (13)
afin d’avoir I'expression compléte de # au moyen des approximations suc-
cessives, en supposant dans la premiére approximation W==0. A laide
de la valeur approchée de 2 que nous désignerons par #z,, on formera
Pexpression de la fonction W, qui servira comme valeur approchée de W.

En désignant par Az la correction & ajouter & z, pour avoir l'ex-
pression compléte de 2z, on aura une valeur approchée de Az en intégrant
I'équation

(14) d’Az

[ e, + 64,@’3* p a +I-22~7§ﬁ2z§]Az

128ﬂ [— 0+ 2,]A2° —~2—8ﬂ Az + W,
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aprés y avoir remplacé la fonction W par W, et supprimé les termes
dépendant de Az’ et Az

Ayant obtenu, de la maniére indiquée, une valeur préliminaire de
Az, on cherchera de nouveau la fonction W, et on aura, en utilisant
toujours 'équation (14), un résultat plus approché que le précédent. En
continuant ces procédés, on parvient & une expression de Az dont 'exacti-
tude sera trés grande.

Il s’agit maintenant de trouver I'intégrale de 'équation (14), la partie
a droite étant supposée tout connue. Nous allons montrer, dans le numéro
suivant, qu'une équation linéaire de la forme dont il s'agit s'intégre ri-
goureusement au moyen des fonctions connues.

2. Supposons qu'on connaisse l'intégrale de l'équation
P

d’
() (%?!,=Ao + Ay + Ay + ...+ Ay

En désignant cette intégrale par
Y = f (x y @, b)’

o et b étant les arbitraires d'intégration, nous admettons que ses dérivées
partielles par rapport a @ et 4 b restent holomorphes, les valeurs de a
et dé b étant comprises entre des limites déterminées.

Maintenant, si 'on pose:

a=a0+a7 b=b0+ﬂ’
et qu'on désigne par
Y, =1z, q,b)

la valeur de Y correspondant aux valeurs spéciales a, et &, la fonction
Y sexprimera au moyen de la série infinie dont les premiers termes
sont ceux-ci:

?Y, 3Y,
Y= Yo+5a—°a+5—b—ﬂ+....

En portant ce développement dans I'équation proposée, nous auronms, en
égalant a zéro les coefficients de « et de g,
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:9Y,
s 3y,
dwao = [_A_1 + Z_A2 Yo + 3A3 Y: 4+ ...+ nA”Yg_l]'azog ’

, . ?Y, . . .
et une autre équation en -2 tout a fait semblable. Done, la fonction
0

Y étant l'intégrale de I'équation (), l'intégrale de l'équation

d’
(ﬁ) (—i;?!z= [Al + 2.A.2Y+ 3A3Y2 + . + nAnIr,,_IJy

s'exprime au moyen de la formule

Y Y
() y="C5 + Gy

C, et C, étant les deux arbitraires.
Voici quelques applications du théoréme que nous venons d’établir;
nous y admettons d’abord #» = 3 et

4, =4, =o.

Soient, en faisant dans notre premier exemple la distinction entre trois
cas différents,

1) A =— (R 4, =2
2) A, = 2k* — 13 4, = — 2k,
3) A4 =2 — kK A4, = —2,

ou lon a désigné par £® une constante prise 4 volonté. Une premiere
intégrale de I'équation (a) s'obtenant immédiatement, les résultats s'écrivent,
si Ton choisit les arbitraires convenablement, ainsi:

dy\*

(dZ) =1 (I i kﬁ)yg I k2y4’

dy\?

<-——~dz> = ] k’ + (2]62 — I)y2 _ k2y4,

(%f=x+w»—ww%—m
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La seconde intégration nous donne, en désignant par z, larbitraire, qui
reste la méme dans tous les trois cas,

Y = sn(z + z,),
Y =cn(r + z,),
Y =dn(z + =,).

Maintenant, si 'on porte ces valeurs dans ’équation (f), il en resulte
les trois équations suivantes, dans lesquelles on a mis z au lieu de = + x:

d*y

o= [2.3k"snz’ — (1 + K]y,
d’y 2 2 2

= [2.3k enz — 1 — 4k%y,
dy 3 2 27,
d—m—,=[z.3k snz® — 4 — k'ly;

et, en vertu de la formule (7), on en trouve les intégrales particuliéres:

y =cnzdng,
y = —snzdnuz,

y=—k’snzcnx.

Il serait facile d’obtenir, en différentiant par rapport a l'autre arbi-
traire, ou bien par rapport au module, les autres intégrales particuliéres;
cependant, le calcul qui s’y rapporte, et qui s'appuyerait sur les formules
connues de M. HprmiTe, n'étant pas d'intérét direct pour nos recherches,
nous nous dispensons de le donner.

On a donc retrouvé les intégrales connues de I'équation de Lamg,
pour des valeurs particuliéres des arbitraires qu'elle contient.

Examinons maintenant le cas ou l'on a:

y(1 —snz)
1 —psnz

Y=

v et p étant des coefficients constants dont les valeurs absolues sont plus
petites que I'unité.
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En supposant l'une des arbitraires d'intégration comprise dans la
variable # on aurait:

3Y vl —p)enezdne
%a (1 —psnz)}®

Donc, cette expression est aussi une intégrale particuliére de l'équation

%=[Al 4 24, (1 ——snm)_l_ 3A3<u(1 -—snw))’]y,

I—psnz I —psnz

les coefficients A4,, 4,, 4,, A, de méme que l'arbitraire 4 introduite
par l'intégration de I'équation (a) ayant des valeurs telles que l'expres-
sion hypothétique que nous avons donnée a Y soit une intégrale de
I’équation

I fdy\* — 1 2 I s 1 [ ¢
5 (d—g) =4+ 4y+ 4y + 3A2y ~|-4A3y .
Cela étant, au lieu de chercher Vautre intégrale particuliére au

moyen d’'une différentiation partielle il vaut mieux la déduire moyen-
nant la formule bien connue:

da
Y= Y% yi
dans laquelle on doit maintenant porter la valeur

v(l—p)enedne
(1—psnz)®

Yy =—

Il résulte de la:

g, = u(I—p)cnwdna:f (1 — p sna)‘ds
2 T

(1 — psnaz)? vi(1 —p)*ena? dnz®

Cette formule n’étant pas encore mise sous une forme propre a l'usage,
il faut la transformer d’'une maniére convenable. Dans ce but nous nous
rappelons les relations
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1 . 1 lcl I
cnz*dnz* klcnz'® K'done®’
Hi(z)
¥ K—E—KK “Hie)
cnz? K T de
d 8,(z)
_ ¥ __E_ 6=
dnz* K dz
d’'ou l'on tire:
H(z) d 6;(z)
L K—-E— kK H (z) k’-bz—k’ 6,(z)
cnz?dnz® &° K T T dz K dz ’
Mais, puisqu’on a:
Hy(z) 9;(:&:)_ KFtsnz
H(z) 6, (¢) cnzdnez’
la formule précédente sécrit ainsi:
| kFsnz 6,(x)
I 1 cnzdnwx 9 d 8,(x)
cnw*dnm’zﬁ{l%— dz _(I + &) de |’

ou l'on a désigné par ! la constante

T oge|l__Lga_ 1ge
EL{: Gk —gk I

1—EK—0+B)E 3
K T2

En vertu de ces formules on trouverait facilement I'expression de y,
sous la forme d’une série trigonométrique convergente pour toutes les
valeurs réelles de x, a laquelle se trouve ajouté un terme de la forme

hzenzdnz
(1 —psna)’ ’
h étant une constante.

Le calcul serait presque tout & fait identique avec celui dont nous
avons fait l'exposé dans les lignes précédentes, si nous avions supposé:

__v(t —cnaz)
T 1—pene
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Les formules y relatives s'obtiennent aussi des précédentes au moyen
d’une transformation des fonctions elliptiques qui y entrent; mais puisque
les nouvelles expressions nous seront utiles dans ce qui suit, je vais les
déduire directement avec quelques détails.

Il gagit d’abord de donner & la fonction

. _ w1 —p)smazdnz (1 —penz)de
Yy = (1 —pene)? vi(1 —p)*sne*dne?

une forme convenable.
En vertu des relations

1 I k?
sn z? dn a® =snw”+dnx“’
6,(=)
k2 __lc_“_g_l_k_’_ 6,(z)
dna2* K "k de
H,(x)
1 K—E “H(e)
snz* K dz
ou bien:
cenx 6,(z)
1 _K-—E__ snmdnw__ 6,(z)
snz! = K dz de ’
on aura:
cnz dgi(w)
1 _k”K+(k’—k”)E' snwdnm_l_k’——k" 6, (x)
snzdns® KK - dx k? de

En portanf cette valeur dans l'expression précédente de y,, il faut
avoir égard aux relations

cnx
snzdne cnz
f(l —~penx)t— . dx::m(r——pcnx)‘—4pfcnx(x~—pcnw)3dm,
PLAC)
_ s 6,(#) — 1 8:(2)
f(r peng)'—t—tdy = (1—pcna) 10
6 (=)

3
_*4pfsnxdnx(1 — peny) gl(w)dx,

Acta mathematica. 15. Imprimé le 8 avril 1801, 14
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et il est maintenant facile de voir que la fonction y, s'exprime au moyen

de la formule
Yy, = kylx + f?(x)’

k étant une constante et f, une série de la forme
=h, + 7 7 J "
fo(w) = hy + R cos-wx + hycos2_wz+ ...,

tandis que l'expression

— d
0 = flo) =R

donne le développement que voici:

T

fi(x) =1, sin——a + lsin2 x4 ...
Cela étant, nous allons considérer 1’équation

4, + 24, y+ W.

d’y
(15) g =

x(1 — cn ) x(1 —cnx))'

1—pcnx+ 3<I—pcnx

L’intégrale générale g'écrit immédiatement comme suit:

y = fl(w)!f?l — [[haf,(z) + f,(2)] de}
+ [kaf,(2) + £,(2))|C, + [1,(2) Wdz],

mais cette forme n'est pas convenable aux applications, vu qu’elle ren-
ferme des termes contenant la variable hors des signes trigonométriques.
Or nous ferons voir que ces termes se détruisent.

En effet, si nous ne considérons que les termes dont il s'agit, &
savoir:

— hfy(z) [of,(2) Wdz + haf,(z) [1,(z) Wdsz,
et que nous remarquions la relation

fxfl(x)Wda: = xffl(:c)de -—fdwffl(x)Ide,
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I'expression de y sera donnée au moyen de la formule suivante:
(16) y = C,f,(z) + C,lhaf,(2) + f,(=)]
— 1,(2) [1(x) Wiz + (o) [1,(z) Wdz
+ bf,(z) [d [1,(z) Wda.

Dans les applications que nous allons faire de la formule (15), les
arbitraires C, et C, sont surabondantes, de sorte qu'on peut les dé-
terminer de maniére & rendre le résultat aussi simple que possible. On
met donc d’abord

La fonction W étant donnée par la série
T T
A+ A €OS =@ + A COS 2 = +...,

elle entrainera évidemment, dans l'expression de y, un terme de la forme

— Mty (#);

mais Dlarbitraire C, étant encore a notre disposition, nous la déterminerons
de maniére a faire disparaitre les termes de la forme indiquée, et nous
aurons finalement un résultat qui ne contient qu'un terme constant et
des termes purement périodiques.

3. Reprenons 1'équation (11), aprés y avoir introduit les notations

que voici:.
: -16
r = fe; d”—‘:?/'gdx’

¢ et p étant deux constantes, la premiére d'un ordre impair par rapport
aux excentricités ou aux inclinaisons, la seconde étant encore a notre
disposition.

Nous aurons d’abord:

da\* 2
(&) =

256 ¢&° N o 2 .
%[I—_-:;—}-iseooJ——[M‘ +%eeon + 465" — 2°},

~
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expression qui se transforme en celle-ci:

d 2
(17) (CTZ) = p2(c—2)r, + ne + 2%
si I'on désigne par ¢ la racine réelle de 1'équation
s N 2 6
(18) 28— 402" + [402 +§3—eeo]z=§e[l4_€6+ 3606],

ou bien, dans le cas de trois racines réelles, celle qui disparait avec .
Evidemment, les constantes y, et y, qui entrent dans I'équation (17)
dolvent satisfaire aux trois conditions suivantes:

6 N
Cto =j_€[ ¥ + 3600])

9 |1—o»

<19) — 7 + =—[432+§33580],

—n +c =40.

Mais ces conditions ne sont pas, cependant, indépendantes entre elles, vu
quon peut toujours déduire l'une d'elles des deux autres, en ayant égard
a I'équation

(18) c? — gq0c¢* + |i40“2 +§3Eeeo]c = %45[1 4_ea+ 3606],

En effet, st 1'on ajoute, aprés avoir multiplié la deuxiéme des équa-
tions (19) par ¢, et la troisiéme par ¢* la somme de ces produits a la
premicre des dites équations, on retombe dans 1'équation (18’).

Arrétons-nous un moment pour examiner la nature numérique de
la quantité ¢. Dans ce but, observons que, dans les cas ordinaires, ¢ est
une quantité positive ou négative de l'ordre zéro par rapport aux masses
troublantes et par rapport aux excentricités ou aux inclinaisons, mais
qu'elle peut, dans des cas peu fréquents, devenir trés petite.

Si ¢ est une quantité de Pordre zéro, la valeur de c se développera
en une série dont le terme le plus sensible sera:

4¢
_ 64 6(1 — 36@)

9 40 + %2- ee,

c
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Comme ¢, ainsi que ¢, est toujours une constante positive, la valeur de
¢, tirée de la formule indiquée, est évidemment une quantité de I'ordre
de z¢ ou de e¢,. Mais cette valeur peut étre positive ou négative; elle
peut méme devenir nulle, ce qui exigerait que la valeur de ¢ satisfasse
a la condition

4
I—o

+ 36,6 = o.

Si ¢ était positif, la valeur de ¢ serait toujours positive.
Dans le cas d’'une tres petite valeur de ¢, posons:

3¢, = 40" + Zee,
J

_ 64 [ 4e
= —

2e,
9 |1—a

+ 3600“] + 40“62’
ce qui nous donne, au lieu de l'équation (18'):

¢® + 35, = 2¢,

dont on obtient la seule racine réelle par la formule

¢ = Ve, + Vel + & + Ve, — Vel + i

Par ce résultat, on serait porté & croire que deux racines de I'équa-
tion (18) fussent toujours imaginaires, mais une telle conclusion serait
prématurée. Certes, si la valeur de ¢ était tellement petite qu'on obtint,
en utilisant les formules données ci-dessus, les valeurs de e, et de ¢ au
moyen d’approximations successives, I'équation (18) ‘ne permettrait qu’une
seule solution réelle. Mais, si au contraire la valeur absolue de ¢ excédait
une certaine limite, on pourrait retomber sur le cas irréductible.

Cherchons a limiter, avec un peu de détails, les différents cas qui
peuvent se produire dans la nature des racines de l'équation (18).

Dans ce but, posons: '

z=C+‘—;é‘,
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ce qui nous donne, si nous admettons les notations

2
l a, = o1 32
9 9

(20) -
.

au lieu de l'équation (18), celle-ci:
(21) £ — 30,0 = 2q,.

L’équation que nous venons de trouver admet trois racines réelles,
autant que la condition

—a+ai <o

substiste; dans le cas olt vaut le signe supérieur, deux racines sont égales.
En considérant les valeurs de a, et de a,, nous aurons facilement:

8.128 6¢e%o®

. 72e%,0 144¢*
9.9.9] 1—e¢ 3e’ed” +

-}-

I1—e  (1—a)

— a4 al = 32¢’ed!.

Done, si nous posons:

~3
<

16
+ "—(I - 0)562,

S I b o)
(22) F=——03—:—ze§(1—0)02+ 12260 + 24— 3

les conditions sous lesquelles I'équation (18) n’adinet qu'une seule racine
réelle, qu'elle en admet trois dont deux sont égales, et enfin qu'elle a trois
racines réelles et inégales, s'expriment ainsi:

F > o; F = o; F <o.

On voit facilement que le signe de I est le ‘mméme que celui de
— g, si cette quantité a une valeur numérique suffisamment considérable.
Par contre, si ¢ était trés petit, le signe de F ne dépendrait pas unique-
ment de celui de ¢, mais aussi d’autres conditions, que nous allons mettre
en lumiere.

D’abord, pour rendre nos expressions plus simples, posons:

0 = (1 — a)k; e = ej(1 — a)’s,
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ce qui nous donne:

2

a, = geﬁ(x — a)*(A* — 8s),

0, = St — (=1 + 1220 + 4897,

F=¢i(1 —o) —Ag——l/l“'-l— 12As+§s+24s’.
_ 2 3

Etablissons d’abord les conditions sous lesquelles toutes les trois ra-
cines soient égales entre elles. Avant tout, I'équation

(23) /13+§/12——12/13—%§s—24s4=o

doit étre satisfaite. Mais, comme il est visible immédiatement de I'équa-
tion (21), les trois racines égales satisfaisant a cette équation ne peuvent
avoir d’autres valeurs que zéro, ce qui entraine les conditions

ou bien
A — 8s = o; AP — 1228 — 485" = o.

En éliminant s de ces équations, on aura I'équation finale
3
EA4 + Az = 0,

d’ot 'on obtient trois racines cgales a zéro, et la quatriéme égale &
2 . . .
—3 Trois des valeurs correspondantes de s seront nulles, mais la quatri-

. 1 . . ’ .
éme devient I3 Or, on se convaincra facilement que l'équation (23)

sera satisfaite par les valeurs
2 I
A = ——3 S == 1—8‘.
Mais ce qui est le plus essentiel dans la recherche présente, c’est de
déterminer les couples de valeurs de A et de s qui satisfassent & I'équation
(23), c’est a dire de fixer les conditions sous lesquelles I'équation (21)
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admette deux racines égales. Nous supposons que le paramétre s ait une
valeur quelconque positive entre o et S, S étant donné par la comparaison

ST

er—c
Sw

Supposons d'abord que l'équation (23) n'admette qu'une seule racine
réelle, cette racine sera évidemment positive. Désignons-la par A,.

Cela étant, les racines de l'équation (21), dont nous supposons deux
égales entre elles, s'obtenant au moyen des formules

b=4=—Va; §=2Va,

nous aurons immédiatement celles de Péquation (18). Désignons-les par
¢, ¢ ,c, et introduisons la valeur du coefficient a,, aprés y avoir rem-
placé 2 par A,. Cependant, la valeur que nous avons donnée précédem-
ment se remplacant par la suivante:

8 I 16 2
a, = Zeﬁ(l — a)3<513 —58 + 24s )
toutes les fois que I’équation (23) subsiste, nous emploierons cette derniére

forme. Enfin, puisque a, reste toujours positif, & 'exception des cas d’une
valeur trés petite de s, nous aurons:

2 : 6
¢ =c =§'e&(1 — )i 4, —;—\/%Aﬁ—%s + 24s’l,

3 6
Cy 23163(1 _0){)‘0 + \/;‘lg'—%s + 2432!'

Mais l'équation (23) peut aussi admettre trois racines réelles; dé-
terminons la valeur de s qui rende deux de ces racines égales.
Pour y arriver, posons:

I
A='—8+5’

ce qui conduit & I'équation que voici:

o o s[an L] = 21 4305t
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Si s disparait, on tire immédiatement de cette équation les racines:

I I
Eo=—-—§; £ =§&=g¢g
auxquelles correspondent:
I
A0=—'£; AI=AQ=O'

Cherchons maintenant & fixer les conditions auxquelles doit satisfaire
le paramétre s pour rendre réelles les trois racines de I'équation (23').
Dans ce but, formons I'expression

G — _[43 +3_[6]3+ [1 28% 4 gs—— 2%]2

Effectuant les calculs, il en résultera:

- s 2 34, 2
G.—s<144s 248 +3s 81>

1\?2
= 144s<s——1—§) ,

\ I .
d'ou Yon conclut que les valeurs de s entre o et 7g donnent naissance

a trois racines réelles de l'équation dont il s'agit. De ces racines, deux
sont égales, non seulement si s s'évanouit, mais aussi lorsque s est égal

'
& <. [En adoptant cette valeur de s, nous aurons:

53—3‘11-6: 2%7

d’ou l'on tire:

I
Eo=51=_-5; 52=I7

.ce qui entraine les valeurs de A que voici:

[ 7

3’ 2

8i I'équation (23) admettait trois racines réelles, nous aurions trois
Acta mathematioa. 15. Imprimé le 9 avril 1891, 15



114 Hugo Gyldén.

valeurs différentes de la quantité ¢, deux négatives et une positive, qui

rendraient égales deux des racines de I'équation (21). Désignons ces
S k) ) k) .

valeurs de ¢ par 4,, J, et d,, de sorte que:

. . . I ’ .
Si, au contraire, la valeur de ¢ surpassait = I'équation (23) n’ad-

mettrait qu'une seule racine réelle, laquelle sexprimerait au moyen de
la formule

I 3/ 2 5 1 - 1\3
A’—————a—‘—\/ 128 +3S-—5—I-6+ IZ\,’S(S——I—‘S‘)

3 3
2 5 I - 1)
+ \/123 +gs—2—l—6- 12‘/s<s—'?—8) .

On voit par la que, dans le cas d'une grande valeur de s, A est une

quantité du méme ordre que $5. Il en résulte, si I'on suppose:

$T
-~ eg b
la comparaison
1
AT —g ’
€9
ce qui entraine:
2
05 el.

Si la valeur effective de ¢ était si grande qu’elle ne fut pas com-
patible avec la comparaison précédente, il n'y aurait pas lieu de craindre
que I'équation (18) etit de racines égales, ce qui rendrait moins commode
Papplication de la méthode dont il g’agit maintenant.

Maintenant, si s est tellement petit que I'équation (23) admet trois
racines réelles, le résultat de nos recherches s'exprimera briévement ainsi:

Si la valeur effective de ¢ est plus grande que ¢,, ou qu'elle
tombe entre J, et d,, I'équation (18) admet trois racines réelles; mais si:

3, >d>4d,
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ou bien si
g, >4,

elle n'admet qu’'une seule racine réelle.
Dans les cas spéciaux que nous avons envisagés précédemment, les

valeurs de ¢ sont les suivantes:

a) §=o0,

I b
0 = —5 (1 — a); d, = d, =0,
I
b) 3=I—8'7
] D 2 S
6 =0 =—id(1—a; 4 =2e(1 — o).

Les racines de I’équation (18) qui correspondent aux valeurs indiquées

de ¢, s'obtiennent aisément; on les trouve ci-dessous:

I cas.
I 8 /1 3
o= =341 —a); =0 o =1(3a0—0)
¢ = 0; ¢, =¢, = —¢e(1 —a).
IT*me cag,
0, = 0, = O; e =0,
c=¢ =¢ =0
[11#me cag
0, =0 2:—362(1—0'\' e=ie3(1—o)" a, = 0
o 1 3 0 )3 8% ’ 1 y
c=¢ =¢ = —Seﬁ(l — o).
[VeEme eag,

5 _ 52 . 1 4 2, (1 e A\
» = z&(1 — 0); e =—se(1 —a) a, = 360(1 — a‘)) ’
7 16
c, = ¢ =§e§(1 — 0); ¢, =Ee§(1 — o).
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Aprés ces considérations, revenons & l'équation (17).
En posant:
7o + net+ 7' = (z - Cl)(z—' 02)’

nous aurons, en vertu des équations (19), les expressions:
¢, =m + n V/—- I,
Cy =M—N\—1,

ou l'on a employé les notations

m = 26—10,
2
(24) ,
n? = — 20c + %c’ +§3—ee°,
ou bien:
m = 2¢;(1 — o)A — ;c,
(24)) ,
n® = — 2¢5(1 — o)Ac + ic’ + ;53—63(1 —0)’s.

Ayant exprimé ainsi les racines de l'équation (18) par m et n, il faut
que la quantité n disparaisse dans les quatre cas que nous avons envisagés
précédemment. En effectuant le calcul on a évidemment, par les valeurs

données plus haut, satisfait a cette condition.

Avant de terminer ces réflexions sur la nature des racines de I'équa-
tion (18), faisons la remarque que, dans le cas d'une valeur négative de
¢, on peut changer les signes de ¢, ¢, , ¢, et de # sans altérer 'équation
(17); nous sommes donc autorisés & admettre que, dans la dite équation,

la valeur de ¢ soit toujours positive.

4. Si dans l'équation (17), qui s'écrit ainsi:

(&) = wsle — Al — my" + ),

__v(1 —cos¥)
(25) T I —pcosd’
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v et p étant deux constantes & notre disposition, et # une fonction de
x, on aura d’abord:

dz __ v(1 —p)sind dd

de~ (1 —pcosd) de’

B, + B, cos$ + B, cos §*

(¢ —m)’ +n* = (1 — p cos 9)*

s

ou l'on a employé les notations que voici:

B, =" — 2ym 4+ m® + n* = (m —)* + n%,
(26) B, = —2v" + 2um(1 4 p) — 2m’p — 20’p,

B, = »* — 2ump + (m* 4 n)p* = (pm — ) + n'p’.

Pour arriver immédiatement & la forme canonique des intégrales
elliptiques, il faut que nous déterminions les constantes v et p de ma-
niére a satisfaire aux conditions suivantes:

y—pc = ¢—yp,
! —vm(1 + p) 4+ m® + #*)p = o,

dont la seconde s'écrit ainsi:

(27)

(27) (b — m)p — mp) = — np.
Il résulte de la:
(28) v=2(1 + p)
et:
<gm ———%:>(1 + p)? — (m* + n®)p = o.
En posant encore:

(29) r =20t e

T ele—2m)’
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I'équation précédente prend la forme

(p+1)" + 21p=o0,
d’ou l'on tire:
(30) p=—1—7r+ 0+ —1.

La constante p étant encore & notre disposition, nous la déterminerons
de maniére & rendre les formules résultantes aussi simples que possible,
ce qui arrivera, si nous posons:

s v1—p)}  w(a—p)  1—p%,
(31) nL= (C—V)(Bo i B,) — C(Bo -+ B’) —Bo + B27

puis nous admettons la notation

B,
(32) k= B, + B,’

et nous aurons, pour déterminer la fonction #, I’équation

(33) ZZE=\/1—k‘smz§‘,

d’olt 1l résulte immédiatement:
(33" 8 = am(z — x,), mod.#k,

x, étant la constante d’intégration.

Nous sommes ainsi arrivés a la solution de notre probléme, du moins
quant & la forme. Mais il nous reste d'examiner les propriétés numé-
riques des constantes qui entrent dans nos formules, en premier lieu les
limites du paramétre p et celles du module &.

En supposant que la quantité r varie entre 4 o0 et — 0o, 1l est aisé
de voir que le paramétre p acquiert des valeurs imaginaires toutes les
fois que la valeur de r tombe entre o et — 2. Mais hors dc ces limites,
chaque valeur de » donne une valeur réelle de p n’excédant pas l'unité.
On peut la trouver moyennant le développement que voici:

1 I 1
14+r 8(1 4+ 7

1
p=—;
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On voit immédiatement que les valeurs de p sont toutes comprises
entre — 1 et - I, mais puisque r ne devient jamais nul, ce que nous
allons montrer tout de suite, le paramétre p ne s’approche pas trop de
l'unité négative.

On conclut facilement des équations (24) les relations suivantes:

(20 —¢)® + 25(30,

m? 4 u® 3

Il

(34)
¢ — 2m = -— 2(20 —¢),

d'ou lon voit que la somme m? <4 n® ne peut pas disparaitre, & moins
que le coefficient ¢ ne soit nul. On aura d’ailleurs, en vertu de l'équa-
tion (29), la formule

20—c¢c 32 ee

(35) T T T Y i@ —o)

d’ou il est visible que les deux termes formant r ne se détruisent pas.

En se rappelant que ¢ est, dans les cas ordinaires, une quantité de
lordre zéro, et que c¢ est toujours trés petit, il est aisé de voir que »
sera généralement trés grand. On peut donc mettre approximativement:

I+V=-—-—c-,

ou bien:

p..—.:

[~PTR

1
4
Le coefficient p étant trés petit dans les cas que nous considérons

maintenant, nous l'omettons auprés de I'unité, ce qui nous donne, toujours
approximativement:

>

m-—y = 20 — C;

et ensuite, vu que l'équation (27’) nous donne:

2

np
m—y

Y —mp = ;
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1l résultera:

Les valeurs des coefficients B, et B, s'expriment maintenant par les
formules suivantes:

B, = (20 —¢)* + n’,

n

B, =551 + @

lesquelles entrainent la valeur de % que voici:

_m N\,
oL (*+ @)
.—163_* a X } Icz+_l_gj ,n: )n”
(20—c) "‘( t165 T 65 @a—op

expression qui, si on néglige toujours ¢ auprés de 4, prend la forme

suivante trés simple

. I ¢’

B ==
64 o

ou bien, en y introduisant la valeur de »?

c’(—- 20c + 3—;— eco>

2 —
k= 640

Avec le méme degré d’approximation que nous avons gardé dans la
formule précédente, on aura la valeur de x4 en vertu de I'expression:

1
p =5
et puisque on a:
16#
dv=—"4dz
3877
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lIa relation entre les variables indépendantes v et z s'écrit ainsi:
de =3 8od
T =3 Bodv,

d’ou il est facile de conclure que la différence ¢-— ¢, que nous dé-
signerons par ¢, s'exprime par la formule:

T

ﬁozK'

(36) ¢ =

[e ]R8 ]

Le module % est évidemment une quantité du troisiéme ordre par
rapport aux excentricités, pourvu que ¢ soit du premier ordre. Mais il
faut toutefois se rappeler que #*® prend aussi des valeurs négatives, ce
qui entraine des valeurs imaginaires de %. Par une transformation bien
connue on obtient dans un tel cas, a savoir si BQ est négatif,

k* B,

K* B,
et
( g = dnk'z — cn K mod —@Z‘_.
37) — “dnkz —penke’ TR

On retrouve aisément cette formule d’une maniére directe. En effet,
sl nous mettons:
cos ¢

————— "
\/I + %? sin ¢*

0

Vi3
+ 5

Sinﬂ — ——_——__B:«"“:Singb,
I 4+ Zsind?
B, oY

cosd =

nous aurons par différentiation:

B?

1+ '1—;—

sin 84§ = 0
B

- sin gdg,
2

{x + E—:sing[z’

Acte mathematica. 15, Imprimé le 11 avril 1891, 16
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ce qui nous donne:

2(d¢\* 2 ' B,
o1 = 9 (52) = w2Ble — )1 + 5 sing?).
Done, en posant:
B, k?
(38) B,
et en observant qu’on a:
( ) V(I———}))2ZZV(I——]l)_I—}I?':”_ v(1 — p)? I :E
39 (¢ —v) B, ¢cB, B, (e — (B, + B)k* I’
il résulte:
kK
¢ =amk'r, mod = i 7’

la constante x, étant supposée comprise en r.

Ayant ainsi déterminé amplitude ¢, on aura immédiatement, en vertu
de l'équation (25), le résultat que nous avons déja exprimé par I'équa-
tion (37).

5. Toutes les fois que le coefficient p n'est plus une quantité petite,
les considérations sur les valeurs de % et de p aboutissent a changer no-
tablement le caractére des résultats que nous avons obtenus précédemment.

Déja dans le numéro précédent nous avons fait ressortir que les va-
leurs réelles de p tombent toujours entre + 1 et — 1. Puis, nous avons
vu que les hypothéses » = — 2 et » = o entrainent les dites valeurs de
p, mais que de chaque valeur de » entre — 2 et o découle un résultat
imaginaire relativement & p. Il nous reste donc a déterminer les limites
de la quantité », considerée comme fonction de ¢, ¢, = et ¢, ou bien des
trois racines c, ¢, et c,.

Dans ce but reprenons la formule (29). En y introduisant:

m® 4 n? = ce,,

et
c(c — 2m) = c(c — ¢, — ¢,),
NOUS aurons:

ZCIC’

(35 roe= o,

e —c, —¢y)
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ou il faut observer que le produit ¢ ¢, est toujours positif. En posant
pour un moment:

<

1%}
c—‘:a; c—zzﬂ,

I'expression précédente s'écrit ainsi:

2af
Sk
et on en tire:
or . 28(1 — )
da (1—a—p)*’
?_fl_'__Za(I-——a)
B (1—a—p)*

Les valeurs de a« et de B qui rendent 7 minimum s'obtiennent
maintenant en résolvant les équations

B(1 — B = o,

On les satisfait par:

ou bien par:
o= 1; ‘32' I.

La- premiére solution nous donne:

et la seconde:

On peut d'une autre maniére mettre en évidence le résultat que nous
venons de signaler. 1l est visible, par la symétrie, qu'on a:

a=p.
En portant cette valeur dans l'expression de r, on aura:

20 + 2ra =7,
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d’ou 1l résulte:

Si Yon admet:

nous aurons:

Mais encore, chaque valeur de r entre o et — 2 nous conduit a un
résultat imaginaire rclativement & a. Donc, les valeurs de r s'étendent
de — oo & — 2, et de o jusqu'a + 0.

Il est facile de voir qu'on retombe toujours dans le cas: r = — 2,
si les deux racines ¢ et ¢, sont égales.

iéme

Cela étant, nous allons considérer en particulier le 3*"° cas du numéro
3. En se rappelant les valeurs que nous avons données de ¢, de ¢ et
de ¢, ou bien celles des trois racines, on aura en vertu de la formule
(35) ou (35'):

r=—2,

ce qui donne:
p = I.

Aprés avoir trouvé le coefficient p, on obtient immédiatement au
moyen de l'équation (27'):

(m ~—p)? = —n?,
ou bien, vu qu'on a, dans le cas présent,
y = c,

I'équation

(m—¢)® = —n’.

Ensuite, on tire des équations (26) les valeurs
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. . k? . 1 .
mais on n'obtient celle de k? ou de — 77 que sous la forme indéterminée:

o L. .
5 Pour déduire la vraie valeur du module, posons:

. p=1—Ap,
ce qui nous donne:

B, = (m—y)? + n® = [(m —v)m + 0*] Ap,
B2 = B, — 2[(m—-—v)m + n"]Ap 4 (m® 4+ n*) Ap?,
= —[(m —c)m + n’]Ap + (m*® + n*) Ap* — mcAp®.
Avec ces résultats on obtient tout de suite:

k*  (m—c)m + 2’ —(m’ + n’ —mec) Ap

K* (m — eym + n?
= 1— Ap,
ce qui montre que le module ~’]z: ‘s'approche avec p de l'unité, tandis
que k* tend vers — co. Mais alors la fonction z acquiert brusquement

une valeur constante, a savoir ¢, dont l'expression est

= ——geﬁ(l — o).

En introduisant, dans l’equatlon (10), la valeur signalée de z, il
résulte: :

I
?2 = §63.
kﬁ
PER
puis, désignons par L lintégrale elliptique compléte de la premiére espece
correspondant au module !. Or, puisque nous avons:

Pour rendre notre exposé plus simple, écrivons I* au lieu de —

va 3 ¥
kdqs—l—6,8#dv

3 ‘/ B,
=_13‘8 I—7p 5 4

_ (m —vym + n*
Gﬁw 2— Ap v,
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le facteur ¢ s'exprimera au moyen de la formule

-_ 3, (m——-v)m+7
§_16ﬂﬁ 2—Ap

d'ott T'on conclut que ¢ tend vers zéro, lorsque p s'approche de l'unité.

6. Les substitutions que nous avons employées jusqu'ici pour mettre
les différentielles sous la forme canonique des différentielles elliptiques,
se remplacent avantageusement, lorsque les trois racines sont réelles et
trés petites, ou bien si la valeur de p est imaginaire, par d’autres, dont
je vais communiquer quelques unes.

En supposant:

c<ec <,

y’écris notre différentielle ainsi:

C%) = ©z(c — 2)(c, — 2)(c, — 2).

En posant:
e(1—1{)
(4.0) 5=—‘—c—7
x—c—lc
on trouve:
[+
C<I—-—c—l>c
C— 2 = c_‘_)
1——{¢
cl
c
“(1—3)
G —F=———
1——¢
cl
(1-%)
€ _—c_2 c c,——c,(
b — 4= c 1 e —c°f
I——C 1 Vs
[
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de sorte que, si l'on choisit le coefficient u’ de maniére & satisfaire a la
condition

2 c
4=p cicg<1 —-;)

= /‘201 (02 - C),
et que l'on admette la notation

C_Cg‘-——-c1

k=

Cl 02 —C
notre résultat sera:
df\?
(F) = 4t — s —#%0).

Il s'ensuit de la:
¢ = sna?

la constante d’intégration étant supposée comprise en z.
Dans le cas de deux racines égales, c'est a dire si I'on a:

c=c,

la fonction 2 se réduit & la valeur constante ¢, et on trouve:
k= 1.
Par la valeur de u* que nous avons donnée on déduit:

dz 3 -
JB = s_iﬂ\/cl(ce - c)’

expression d’ot 'on peut rétablir le résultat approché que nous avons
signalé par la formule (36).
En effet, si 'on admettait, dans I'équation (18), ¢ tellement grand

quon pat négliger le terme 33—2530 par rapport a 407, de sorte que fut:

2
cc, + cc, + ¢,c, = 407

on aurait, puisque ¢ est moindre qu'une quantité de l'ordre zéro, la
formule approchée
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Cette valeur n’étant que la moitié de celle que nous avons trouvée dans
le numéro 4, les deux résultats paraissent se contredire I'un Vautre.
Cependant, en considérant que la fonction 2, telle que l'équation (40)

I

nous I'a donnée, se développe suivant les multiples de ‘;"I—izac, on trouvera:

- I o 7
C=—‘§ﬂ02—‘KJ

ce qui s'accorde avec la formule (36).

Il me faut ajouter que les formules que nous venons de déduire,
dans ce numéro, s'appliquent non sculement au cas ou les trois racines
de V'équation (18) sont trés petites, mais aussi toutes les fois que les racines
dont nous avons parlé, sont réelles.

7. En supposant toujours les trois racines réelles, on peut opérer
Ia réduction a la forme canonique en utilisant la substitution

(41) r= 13w
11 découle de la:
dz_ 2¢,Z d_{_'
de (14 0)de’
L e, —c(1 +¢%)
CTEE T Ty
e, — e, (1 + 0%
CI_Z=_ ! 1+ 2° ’
¢, {?
C,—2 = T+ Cz’

de sorte que, si l'on satisfait a la condition

4 = plc(c, —©)

) = (== o)== )

on aura:
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Maintenant, si nous reprenons la notation

k2 =c__cz_"cx

6162——6

nous aurons immédiatement:

¢, = C
= \/2 - Ysn (x + x,),
1
x, étant une arbitraire.

En introduisant cette valeur de ¢ dans l'expression (41), on tombera
dans le résultat

€,

(41') ?= ¢, + (¢, —ec)sn(z + z,)* ’

que nous allons comparer & l'équation (40), qui peut gécrire ainsi:

cc,

&= ¢, + (¢, — c)(tang am z)*

Pour opérer le rapprochement des deux résultats, mettons le premier

sous la forme

— )

2% %G, — oldn(e + =)

c

Maintenant, si nous identifions xz, avec — K 4 iK', et que nous observions
Pexpression

a3
©

¢, —C

1 6 —

kl? —_

}

’

[x3
v

nous aurons immédiatement notre deuxiéme résultat.

Cependant, z, étant une constante arbitraire, elle peut étre réelle, ce
qui entrainera des valeurs réelles de z entre ¢, et ¢, Evidemment, une
telle solution doit étre rejetée toutes les fois que ¢, et ¢, acquiérent des
valeurs de 'ordre zéro, mais dans le cas ol toutes les racines sont de petites
quantités du méme ordre, il parait possible de la mettre en usage, pourvu
que la constante e, qui doit étre déterminée au moyen des observations,
subisse un changement convenable.

Si T'on admettait la solution donnée par l'équation (41°), on aurait,
Acla mathematica. 15. Imprimé le 10 avril 1891. 17
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les deux racines étant égales, un cas asymptotique, vu que l'expression
de z renferme des exponentielles.

Pour en faire ressortir les formules qui donnent la fonction z ren-
fermée entre O et ¢, la variable restant réelle, écrivons 1'équation (41’)
de la maniere sunivante:

¢

2 == .
—¢
1—2—en(z+ 2,)
c

En portant dans cette expression la valeur

r, = 1K,
il en résulte:

k
¢, —¢, dnz
¢ A*snz®

Maintenant, si nous faisons:

il viendra:

. = e(e* — e“'(): -
(,_,1 - e—r)’ + i_"_.__

€y

Telle est 'expression demandée; elle donne pour des valeurs infinies
de z, positives ou négatives, z = ¢, mais si z était nul, il en résulterait:
z = O.

La formule a laquelle nous sommes parvenus, s'obtient aussi d’une
maniére directe.

En effet, si nous posons:

il sera facile d’obtenir I'équation que voici:

o) = wles(t + ) — s + ) — <)

dz
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d’on il résulte, en supposant
¥ 4 = p’clc, —c):
al \/ . 2
i Vit F_c .
On arrive immédiatement & l'intégrale de cette équation en mettant
. C,—¢C
{ = \/ . tang ¢.

En effet, I'équation précédente se transformant en celle-ci:

do .
d_x == 81n ¢,

t o ! %3

la constante d'intégration étant comprise dans le x.
Maintenant, puisqu’on a:

2 tang ‘—; @

tang ¢ = T
I—tangE @°

on trouvera:

ce qui entraine:

C,—¢ 4
t+ = (6* — o)

2

c’est a dire la formule que nous avons déduite plus haut.

Nous verrons, dans ce qui suit, que la solution asymptotique n’ap-
partient pas a notre probléme; elle est due uniquement a la maniére
d’aborder les approximations que nous avons adoptée dans le numero 1.
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8. Ayant ainsi, par les recherches que nous avons communiquées
dans les numéros précédents, trouvé l'expression analytique de la fonc-
tion %’ ou bien, ce qui revient au méme, de 2, telle qu’'on peut I'obtenir
en ne considérant que les termes indépendants des fonctions M et N, il
nous reste a établir les formules qui expriment les fonctions G et H.
Dans ce but, reprenons I'équation (9) qui nous donne la formule suivante:

(42) | G=e, +22(—204+2)

En y portant la valeur de z tirée de la formule (25), nous aurons:

v I—ecnz v(I —cnz
_3___._____20“+~(______.2,
1I6el —penz I—pecng

(43) G=¢ +

Nous nous arrétons un moment a cette formule pour en tirer un
résultat approché.

Si ¢ est une quantité de I'ordre zéro, nous avons approximativement:
16 64 ¢*
2¥0 = €0 = — €, + — 5
Yo 3 ° + 9 F) ’
donc, en négligeant le terme dépendant de v?, nous aurons la formule

approchée

1—cnz 4e 1 —cnz
G=¢ —€ ————> - ——
I—penz 301 —penw

ou bien:

En y restituant les valeurs de & et de &, & savoir:

__11.20-—,8,
S=3"%
8=§;,

et en omettant les termes dépendant de p et du module %, Pexpression
de G devient:

(A) G = e, cosw — 20-7—,91 (1 — cos w),

ou l'on a introduit largument w au lieu de z.
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Si, dans la formule (42), on introduit I'expression de z, donnée par
I'équation (40), il en résulte:

ce, enx”

(44) G = ¢ +

3 ce, cnx? o
21— 20 + )

16 ¢ ¢, —csnaz

¢, —csna’
et enfin, en substituant 'expression (41'), on aura:

cl cg
¢ + (cg_cl)[sn(w + mo)]2

—20+4

o 4 345 .
4s5) G=e+ 6 TFE—oymnE T

La fonction H s'obtient moyennant la premiére des équations (7).
En divisant par y on aura immédiatement:

(46) H= —-——=—2——,

les termes dépendant de M et de N étant négligés.
Il résulte de cette expression, eu égard & la formule (25),

_ 3 (I —p) snzdnw
(47) H= 16 pe (1 —pena)’

Pour avoir une expression approchée de H, de méme nature que la
formule (A), rappelons-nous que le coefficient p g'exprime approximative-

I 14 1 3 .
ment par 5’ la valeur de ¢ étant assez grande. De Ia il s'ensuit:

de sorte que nous aurons:

(B) H=—<eo+ r )sinw.

26— f,

Ensuite, de la formule (46), en y introduisant l'expression (40),
découle la relation:

__3ce¢, —c2snacnzdnz
(48) H—I6cl

’
pe ¢ )
[——8n»
cl
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et la formule (41') conduit au résultat suivant:

s, —¢ 28n(z + a,)cen(x + z,)dn(z + =,)
re (l + % " %gn (= + xo)’>

¢y

3cc
(49) = 16c.

Dans les deux formules (48) et (49), on peut finalement remplacer
le facteur /I: par:
2 \/cl(cl — )

La valeur approchée du coefficient ¢ s'obtient aisément au moyen
de la formule

- 3
¢ = g ﬂd.
En y introduisant I'expression de &, nous obtenons:

120 — o' — B3, 3 e
2 I — o 81 —o¢

C=0—¢=

Mais puisque nous avons négligé les fonctions M et N, nous ne sommes
pas autorisés a attendre du calcul que nous venons d’achever un résultat
tout a fait exact. En effet, il y a, dans 'expression obtenue, des termes
dépendant de o ou de f,0 qui ne sont pas encore complets. Négligeons-
les, et notre résultat deviendra:

I 3
¢ = gﬂx + gﬂseg'

La fonction p s'obtient maintenant immédiatement par la substitution
des valeurs (A) et (B) dans I'équation (2). Ainsi, nous obtenons:

p = (eo +ﬁ—i—;§) cosf—zailglcosfl,

résultat approché, il est vrai, mais qui pourtant nous permet d’identifier,

du moins approximativement, le coefficient ¢, + Z—Z— avec la constante

o'—'ﬂx

x, introduite dans le paragraphe précédent.
Examinons encore le cas ou:

4¢
I —a

+ 36,0 = 0,
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c'est 4 dire ol ¢ devient nul sans que le coefficient ¢ disparaisse. Les
formules (43) et (47) nous donnent immédiatement:

G=ce;

0

H = o,
d'ou il résulte:
p = e, cosf,.
Mais dans le cas actuel on a aussi, en vertu de la premiére des équa-
tions (4),

(20— 0" — B —3pd)e, = —7.

On conclut de 14 que ni le coefficient e,, ni I'angle B, qui entre dans
Iargument f,, ne sont plus des arbitraires, mais que I'un se trouve par
calcul, et que l'autre est une des données du probléme.

9. En introduisant dans la formule (40) les valeurs de ¢, de ¢, et
de ¢, que nous venons de signaler au n° 3, cas IV, & savoir:

16
c =geg(1 — 0); c, =ge§(x — o); ¢, =—9—e?,(1 — o),
nous aurons
z = ¢; k=1

Ce résultat aurait changé brusquement si l'on attribuait une valeur in-
finiment petite, mais différente de zéro, a la différence ¢, — c. En effet,
dans ce cas les valeurs de z s'étendraient depuis 2= o0 jusqu'a z=c.

Si les racines ¢, ¢, et c, étaient, toutes les trois, du méme ordre, le
module serait évidemment de l'ordre zéro par rapport aux masses et aux
excentricités, mais plus la différence ¢, — ¢ est sensible, plus la valeur
du module s'éloigne de l'unité, de sorte que les développements trigono-
métriques seront, le plus souvent, assez convergents.

Mais on peut trés facilement éviter les cas d’'un module trop ap-
proché de Tunité. Cela s'entend aisément, si P'on écrit les équations (5)
de la maniére suivante:

2(1 _0)0%){1+ [2"_— o' —f,— Apf, —iﬁsvg]G =—r+M—ABG,

— 21— o) +[20— 0" —f— 85, — 3y’ |[H=N—Ap M.
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En effet, en attribuant au coefficient AB, une valeur telle qu'on ait:

Aﬂl Eﬂ:se:(l ’_ ”)7

on pourrait facilement opérer dans les valeurs de ¢, de ¢, et de ¢, un
changement propre a rendre le module suffisamment petit.

Considérons la partie dépendant des termes AB G et AB H de la
fonction W, que nous avons donnée par l'équation (12). En désignant
cette partie par W,, nous aurons

3 X a6 dH 1 7AB,
ou bien:
o I rAB,
(50) W, =3 papyie — o) + LA g,

d’our il est visible que la fonction W, est tout au moins du deuxiéme
ordre par rapport au masses et du quatriéme ordre par rapport aux
excentricités ou aux inclinaisons, pourvu que les fonctions G et H, comme

nous l'avons supposé, soient de l'ordre des excentricités.

10. Il nous reste maintenant & aborder les approximations qui
suivent celle que nous avons déjh examinée; mais puisque la marche du
calcul est bien indiquée par les expressions du numéro 2, nous nous
dispensons de traiter ce sujet plus amplement.

- Aprés avoir obtenu les fonctions G et J, on aura immédiatement, par
une double différentiation, les fonctions M et N. Il serait donc facile de
former l'expression de la fonction W, ou bien, de la développer en une
série trigonométrique, dont la convergence serait incontestable, vu qu’elle
ne contiendrait qu'un seul argument. De méme, on obtiendrait aisément
les développements des fonctions que nous avons désignées, dans le nu-
méro 2, par f,(x) et f,(z), de sorte que T'application de la formule (16)
ne présentera plus de difficulté.

Mais considérons un moment la constante & qui figure dans les for-
mules du numéro 2, et dont l'introduction tendait a faire disparaitre les
termes contenant la variable x hors des signes trigonométriques. Evidem-
ment, cette constante ne doit pas étre trop petite, vu qu’autrement il se
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présenterait une valeur de la constante surabondante C, qui n’offrirait
aucune approximation.
Dans le numéro 2, nous avons établi les expressions:

v(I—p)snadna
1 (1 —pcna)’

y2 = kylx + fg(x)’

et, d’autre part, nous avions obtenu:

v, — f.(2) f(l —pena)de

vi (1 — p)* sn 2® o z*

Or, en se rappelant les formules par lesquelles s'expriment les quan-
tités faisant partie de l'intégrale contenue dans l'expression de y,, on
s'apercoit facilement que le coefficient de x est composé de plusieurs
termes dont les plus grands sont multipliés par p® ou k> Dans Pex-

. - I \
pression de y,, ces termes acquiérent le facteur —, d’ou l'on conclut que
v

2 2
la constante & sera de ordre de f—j; ou bien de Pordre de ; Mais le facteur

2
E; est au moins une quantité de l'ordre zéro, et il peut méme devenir

2

trés grand; l'autre facteur au contraire est ordinairement une quantité trés
petite, qui cependant, dans les cas ol % s’approche de 1'unité, peut acquérir
des valeurs assez considérables. '

Cela étant, on voit, en considérant la formule (16), que la constante
C,, déterminée de maniére & faire disparaitre le coefficient d¢ zf,(x), sera

une quantité de lordre de %7 , quantité trés petite par rapport a G et

H. On est donc arrivé & une véritable approximation.

11. Bien que la méthode d'intégration que nous venons d'expliquer
conduise toujours & un résultat tellement approximatif qu'on puisse
I'adopter, dans les calculs numériques, comme résultat définitif, il est a
désirer, au point de vue théorétique, qu'on trouve un mode de continuer
les approximations, lorsque le procédé qui s’appuie sur lintégration de
I'équation (13) devient impraticable & cause des différentiations réitérées.

Acta mathematica. 15. Imprimé le 13 avril 1891, 18
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Cest pour expliquer une maniére d'atteindre & une exactitude quelconque
que je vais ajouter les considérations suivantes.

Désignons par G, et H, deux fonctions qui, substituées au lieu de
G et de H dans les équations (3), les satisfont & trés peu pres. Posons
ensuite:

G=0Ga,+ G; H=H + H,
nous tirons des dites équations les suivantes:

4G dH
ul'v’l + 2(1 T 6)—&71_*_

20— o' — f, —24(@ + |6,

=@+ %ﬂs(GoGl + H,H)G, + iﬂs(Gf + HY)G,,
(51)

a6
dvt 2(r — a)d_vl +

20— o' — f, — 324G + H)| B,

= B+ 3466, + HE)H, + 346 + H)H,

G et H étant les restes des équations (3), obtenus en y mettant G, et
H, au lieu de G et de H, & savoir:

. a*@ dH

G = — dv:—2([——-—o‘> dvo— 20'—02'—,31—%ﬁa(G?)"i‘I]g)lGo_r’
(52) - i

H=— dv’o + 2(1 —a) dvo— 20— Ua—ﬁ, —iﬂs(Gg + Hoz)ljfo-

Mais, puisque @ et H sont des quantités extrémement petites —
disons par exemple tout au moins du dixiéme ordre relativement aux
forces perturbatrices — on peut entamer le procés d’intégration des équa-
tions (51) en omettant les termes du deuxiéme et du troisiéme ordre par
rapport & G, et H,. Nous aurons ainsi un systeme d’équations dont
I'intégration ne présente aucune difficulté sérieuse, si ce n’est qu'on se voie
réduit & la nécessité, dans les diverses approximations, de faire disparaitre
les termes séculaires par des maniements pris spécialement dans ce but.
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Si nous désignons par U la fonction @, + ¢H,, nous tirons des équa-
tions (51), aprés en avoir multiplié la seconde par ¢, la suivante

(53) v — 21— )5 +|20—o'— f—3A(@ + H) | U=T +1iT,

ou l'on a mis de coté les termes du deuxiéme et du troisiéme ordre par
rapport aux quantités G, et H,.

En me réservant de donner, plus loin, les détails du calcul par lequel
s'obtient le développement absolu de la fonction U, je me contente, pour
le moment, de signaler le résultat qui se présente tout d’abord.

Soit
rne{nw
un terme de G 4 :H, nous admettons que % soit un trés grand nombre,
de sorte que le produit n¢ puisse étre considéré comme une quantité de
Pordre zéro; soit de plus

g”e””"

le terme principal de U qui disparait avec y,. Maintenant, si nous dé-
signons par 7, la partie constante de G} + H;, nous aurons, en vertu de
Iéquation (53), le résultat que voici:

[0 4 s b 20— =]

On en obtient, sans difficulté, la valeur de g,, qui devient généralement
une quantité du méme ordre que r,; seulement si le produit ng est

trés approché de a-—%ﬂl —% B, —;(nE)’, il en pourrait résulter une
valeur assez grande et mal déterminée. Mais, n'oublions pas que mnous
avons négligé, dans D'équation (53), les termes du troisiéme ordre. Si
nous en tenons compte, il résultera toujours une tres petite valeur de
Jx, tout au plus du méme ordre que la racine cubique du rapport des

coefficients 7, et f;.

12. Revenons encore aux cas asymptotiques.
On pourrait croire que les formules contenant des exponentielles

1

représentent des cas proprement appartenant a notre probléme, mais il



140 Hugo Gyldén.

n'en est rien. Le fait est que les équations (4), certaines conditions étant
satisfaites, admettent des solutions asymptotiques, ce qui, cependant, ne
nécessite pas que les équations (3) ou (5) offrent de pareilles solutions.
L'apparition d’une solution asymptotique nous montre seulement que la
maniére d'approximation dans laquelle on commence par intégrer les équa-
tions (4), ne s'applique plus, dans les cas envisagés, a l'intégration des équa-
tions (3). Nous avons déji vu, dans le paragraphe 9, comment on peut
éviter de tels cas; donc, il nous reste seulement de montrer que les approxi-
mations, enpartant d'une solution asymptotique, ne sont plus convergentes.
Dans ce but, reprenons 1'équation (13). Dans 'expression de la fonc-
tion W, donnée par la formule (12), nous ne retenons que le terme
y 4G

T 3.9
1 — o dv?

L

21 —o

1
T2

ce qui nous donnera, si nous remplacons la variable indépendante v par
z, et que nous exprimions les coefficients au moyen des trois racines c,
¢, et ¢,

d’z I 3
= 5ﬂ200102 — pile,c, + ec, + cc))z + 5/1?(0 + ¢, + ¢,) 2t — 2p%2°
1y 4@
+ 21 —gdz®

Posons d’abord:

il en résultera:

d* I

1 3 , I 7 d*Q
d = 31700 — (" + 2ee)z + S pi(20 + )" — 2p2

I —ode®

. . . e, , . dz . .,
Aprés avoir multiplié cette équation par 7,0 on en tire, en lintégrant,

le résultat que voici:

dz\* 4 2 7 4’0 d»
<?l_92> = p'2(c — 2)’(c, — 2) + x—af?dm_’ﬁdx‘

En posant:
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on tire de 'équation précédente:

d¢ pre e 2 T oyl 4 f") a:qG 2¢f df
<@> Cg( C+CQC>__Z(I a.)czcz W(I +C1)’E2_Zx

Or, aprés avoir déterminé p de maniére & avoir:
2
7

:’r—c(c2 —¢) =

on obtiendra par différentiation:
A% 2, L, (O (a6 L d¢
o=t cg-—cc + e(1 —a)c=f%*‘(x + Cg),%dx
(4 8 AE A6

équation qu'on ne saurait intégrer qu’au moyen d’approximations succes-
sives, dont on fait le commencement en négligeant les termes dépendant

de la fonction Zo7

En effet, si nous désignons par { ce que devient ¢ lorsqu’on néglige
@

s la fonction { s'obtient en intégrant I'équation

(@) -e(+554)

Cy

On en tire:

cg—c 2 .
S=VH =’
et si Pon pose:
C=C0 +Cp

‘équation du deuxiéme ordre en ¢ devient:

. ¢, — ¢\ ?
(ez + 6_"’) <(6” _ a—-x) +4 _‘3;;“) d_’G_
4e(1— a') (e? — e %) dx?

d:f 23 (2 }c

S <(6I e 4%) ‘ (e* + e)(e* — e—’) a*q
c(I—o) ) (cz;—c>%(ex _ o—2)" <(e‘ e 4 . ) da?

dxv
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pourvu qu'on y néglige le carré ainsi que la troisiéme puissance de ¢,
et de méme le produit de & par 7.

En vertu du théoréme que nous avons démontré au n° 2, on ob-
tiendra immédiatement une intégrale particuliére de 1'équation

2: - 2
[ +eaEe) e -
a savoir celle-ci:
. et + e %

(e”——e—’)"

yl — g —
L’autre intégrale s'obtient a l'aide de la formule

v — e + e * (e* — e ®)'dw
T e—ey ) ey

En intégrant par parties; il viendra:

(67 — e %) dz (¢ — e™2)*

3 %7 — T T —
(@ + e e + e +§(e +e7)e —e™) — 62,

de sorte qu'on aura:

3(eF + e77)* i
2 e —e2 6“’(er — o)t

Y = — ( —e) +

Pour mettre en évidence l'expression compléte de la fonction {, il
2

faut encore chercher le développement de Dans ce but, reprenons

de®’
I'équation (42), et différentions-la deux fois. Nous aurons ainsi:
G 3 6d% dz\? d* 32— 30 d% 3 (dz>
dv* 85d.1:‘+ (%>+z:i—z":| 8 ¢ da’ +86 ’

En portant dans cette formule les expressions

dz _ 2¢(e” + e7%)e® — e %) 2¢(e® 4+ e—*)(e* — e %)°

¥ = .

I e (G L P
c’ 02

d’z 2¢(e? + e~%)* o

dz* c,—¢ + (€ —e™)'F,

(F—e ™)'+ 4
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I étant une fonction de z ne devenant pas infinie pour x égal a zéro,
2

nous aurons, en ne retenant, dans l'expression de que le terme qui

dz*’
reste fini lorsque x disparait:
TG 30 2o+ e
dz® 8¢ e, —¢

(e —e )’ + 4

2

Maintenant, si nous cherchons l’expression compléte de ¢, nous y

trouverons nécessairement des termes multipliés par des puissances posi-
1

tives de & o> Ce qui montre que la fonction { devient infinie, si #
est égal 4 zéro. De la on conclut que la solution asymptotique donnant

la fonction z exprimée en exponentielles, ne peut pas étre regardée comme
une vraie approximation.

§ 3. Deuxiéme méthode.

1. L’emploi des fonctions elliptiques 4 l'intégration de I'équation
dont il s'agit, est d’autant plus important que les développements qui en
résultent s'appliquent également a la recherche de l'intégrale des équations
avec plusieurs termes tout connus. Si cette idée était réalisée, on serait
porté & faire l'application des formules les plus simples et les plus claires;
et puis, il y aurait lieu de mettre en usage diverses expressions selon la
nature numérique de l'équation proposée. C'est pour avoir les expressions

les plus variées représentant la solution de notre probléme que je vais
la traiter encore par deux méthodes différentes,

Pour point de' départ des recherches du présent paragraphe nous
prenons les équations (5) du paragraphe précédent, & savoir:

2(1 —0)34?—{— [20—-—0’2——,81 ——3‘8377’](} = —7r+ M,
(1)

G
— 2t — o) g + |20 — o' — =3} |l[=N.

On peut les intégrer de la maniére que nous allons montrer maintenant.
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En désignant par Af lincrément qu'il faut ajouter a B, pour avoir,
dans les diverses approximations, des résultats dépourvus de tout terme
séculaire, et en posant:

3
Za-az_ﬂx—iﬁaV’_Aﬂ . d_@
(2) 2(1 — o) =2’

2(1 —oa)

(3)

ir— M= N+ (G —iMAB_
2(1 — o) v

I — i+ iM—N—i(G +H)AR _ p

on tire des équations (1) les suivantes:

dd .dH .dé .
() E;+lci;+2lE(G+tI{)=P’
4

dG .dH .d6 .

Iy i — 21%(G—1H) = (),

En se rappelant les notations introduites dans le n° 1 du paragraphe
précédent, on déduit facilement de 1'équation (2) la relation

aé 3 . AR
(5) & = 16l — =5

qui sert au calcul de 6, si la fonction z est connue.
La fonction 6 déterminée, les intégrales des équations (4) s'expri-
ment au moyen des formules que voici:

G+ ill =e e, + [ Pdv},

(6) . o | .
G —iH = ¢e* 4 +fe”2' de},

e, étant une arbitraire qui devient identique avec la constante ¢, aussitét
que P et @ disparaissent.
Cherchons toutefois de déterminer la fonction @ d’une maniére directe.

2. Multipliant membre 4 membre les équations (6), on aura, en se
rappelant la relation

G? +H? :__‘02,
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la formule ci-dessous:

(7) 71" = el + e[l Pdv 4 e Qav)+ | [ Pao][ e Qao .

En différentiant cette formule, aprés P'avoir multipliée par 3 _A , nous

161 —o¢
aurons:
a*é 3 Bty g e —2i8 3 B

(8) T __—-1—6-1__6{3 Pdv + ¢ de}—TB:—eX’
ou l'on g’est servi de la notation
(9) X = 259Pfe—2;6 Qdv + e Qfe2i9Pd’l).
D’un autre c6té, nous avons, en vertu de la premiére des équations 7 (§ 2),

dp® y MH — NG

(%_——I——JH—!— 1i—o

Maintenant, si 'on introduit l'expression de H tirée des équations
- (6), a savoir:

H=i2 (em'a — e—ete) + ';_{ezfefe—we Qdy — ¢~%° e‘liBPd’U}

2

et qu'on multiplie Péquation précédente par - By , 1l en résulte:
q p q Y Par tev 4

d*e .3
(r0) i = Z—32ﬂ7"31 (em € 218)

+ i%ﬂr{e-ziefe—zie Qdv — e-wefgzw Pdv}
— 3 p(MH — NG).

L'équation que mous venons de trouver doit étre identique avec
I'équation (8), mais la forme de I'équation (10) étant plus convenable
aux applications que ne l'est cette équation, nous admettons la dernicre

comme fondement des recherches suivantes.
Acta mathematica. 15. Imprimé le 8 mai 1851, 19
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En observant les relations
d[e‘l‘a + 6—21'8] o Zi[e?iﬂ —_— e—?fg]dg’
d{eaeefe—ais de + e""’fe""l’dv}
= 2i{e™ [~ *0Qdy — ¢~ [¢™ Pdv}d6 + (P + @)dv,

on tire immédiatement de l'équation (10) la suivante:
q

A*6d0 3 .,  d(eM0 4 e~¥6)
2 dv* dv 32/9;‘8 dv
3 d{e’“’fe"?‘”de + e"""’fe’-"f’Pdv}
+ 3—2/97 dv

~3 (P + @ — 3 pH — Ny 32,

dont lintégrale, en désignant l'arbitraire par k, s'exprime ainsi:
46 a
(11) <E>—h+32ﬂre(’“’+e”)

3 . - ¢
+ Eﬂr{e‘ue e wede +e 2;9/‘82 ePdv}

—3p [l — Ny T a— L pr (P + Q.

Etant arrivé a ce résultat, il sera facile de rétablir 1'équation (13)
du paragraphe précédent, ce qui deviendra utile pour la comparaison de
la méthode du paragraphe présent avec celle que nous avons déja exposée.

En effet, par la différentiation de 1’équation (10), on aura tout de
suite:

a'e

; i 36
5= — 2 e+ Y

dv

32ﬂr{emefe—7mgdv + e~ %6 e‘zwpdv}de

d(MH NG)

i Lar@—P —3ip
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sy . , . Y . IR 46
et, si Yon ajoute cette équation a I'équation (11), multipliée par 2 —,

il en résulte
(12) Tt 2(5) =2 +idpre—P —3p7,

ou, pour abréger l'écriture, on a employé la notation que voici:

(13) y__-_f[MH NG 22 dv +'d9rf( P+ Qv
1 d(MH — NG
+Z dv ’

L’équation que nous venons de trouver n’est au fond autre chose
que l’équation citée du paragraphe précédent, ce qui pourrait étre de-
montré, si aprés avoir falt Af égal a zéro, on introduit dans I’équation

(12) la valeur du rapport - ——9 selon la formule (5). L’identité des deux

équations se manifeste 1mmed1atement, pourvu que la constante h soit
donnée par la formule:

b= (3—6 ﬂ)'o“’—;%ﬂreo.

Ayant, de cette maniére, déterminé la constante introduite par lin-
tégration, on pourra utiliser I'équation (11) pour en déduire quelques
propriétés de la fonction 6.

3. Si P'on néglige, dans les équations (3), les quantités M et N,
et que Ton y introduise les expressions de G + iH et de G —iH que
donnent les formules (6), on sera conduit & deux équations linéaires du
premier ordre, desquelles on obtient, en les intégrant, les expressions

. Y
fe”“Pdv - ¢ W™ fe M= e e, AB)dy,

2(1 — o)

(14)

46 .48

fe_wede — Z(Iid)e-z(l—a) fe—-m”{w_zie + elAﬂ}dv.
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Reprenons le développement (20) du § 1, a savoir:

9’ =19, + n, cosw + 5, cos2w + ...,

I'angle w étant toujours donné par la formule
. w = f — flr
d’ou 1l suit:
dw .

%——o-—c=c.

Admettons de plus le développement
8= 6w+ 6 sinw+ H,sin2w+ ...,
ou bien celui-ci:

de

%—_—_

<l6, + 6, cosw + 26, cos 2w + .. .}.

En introduisant le développement de 7” ainsi que celui de Z—g dans

V’équation (2), nous aurons les relations suivantes entre les 7 et les 6:

20— o' — B, ——f;m — AB

2¢6, = 2(1 — o) ’
= 3_5
266, =—§7 oM
2 22'02 = —'g I fidﬂ”
ete.

Puisque nous n’avons considéré qu'un seul terme connu, les fonctions
G et H ne doivent dépendre que d'un seul argument, & savoir de w; de
14 résulte la nécessité de déterminer le coefficient 6§, d’une maniére telle
que tout argument illégitime soit chassé. Le coefficient dont il s'agit
peut étre choisi de deux fagons différentes.
D’abord, la condition dont nous avons fait mention serait satisfaite
si nous mettions:
6, =

’

[N
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ce qui entrainerait:
3
26— a’ —ﬂl - Zﬂsvo - Aﬂ

2(1 — o)

¢ =

Soit, pour abréger,
AR __ ..

2(1 —a)

la somme ¢ 4 1 est donc évidemment indépendante de AgS.
Mais afin d’éviter les arguments superflus, on pourrait aussi mettre:

6,

o = O,

hypothése qui sexprime aussi par I'équation

2¢ —d' '—‘}81 - :3;1897}0 — Aﬂ

2(1 — a)

=0

mais qui ne conduit pas, immédiatement, & la formule d’ou résulte le
coefficient ¢.

Dans l'équation de condition que nous avons mise en évidence, I'incré-
‘ment AfS n’est point arbitraire; il est au contraire déterminé par la con-
dition que, des formules (14) doivent résulter de petites valeurs ne conte-
nant aucun terme séculaire. On conclut de ce fait que la constante e,
n'est plus arbitraire, mais qu’elle s'obtient & I'aide d’une certaine condition.
En revanche, on verra naitre, par le procés dintégration, un nouveau
terme, dont le coefficient est arbitraire et dont I'argument contient le
facteur que nous désignons par <.

Arrivé & ce point, on se rappellera I'analogie avec le cas ordinaire
de la libration, mais on s'apercevra toutefois d’une différence distincte.
Dans le cas de la libration des mouvements moyens, il s'agit toujours
de remplacer un argument astronomique par un nouvel argument; dans
le cas dont nous nous occupons ici c'est le mode de calcul et la place
de V'arbitraire qui changent. Ce changement ne peut, cependant, se pré-
senter que dans le cas d'une trés petite valeur de la constante A.

Il faut donc considérer deux cas séparément: commencons par adopter

la valeur ;‘I, du coefficient 6,.
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4. Lorsque la fonction @ renferme un terme séculaire, le développe-
ment des fonctions qui entrent dans les formules (14), s'exprime sous la
forme que voici:

(15) et = ¢**{B, + B, cosw + B,cos2w + ...
+id sinw +id; sin2w £+ .. .}

En effet, le développement que nous avons admis, résulte immédiatement
de ce que:

et¥e eimi 1 + 206, 8inw + 2i0,sin2w + ...
4 - . 2
— 3 [6,sinw + 6,sin2w + ...]

84
1.2.3

F (8, sinw + 8,sinzw+...]’+...},

d’'oit l'on tire facilement les expressions des coefficients 4 et B. En
voici les premiéres:

Bo=1_93—-9;—...+3(9:+ @ +..)
+ (616; + 6:6; + 6:6; + .. ),
A = 26,— 6 — 26,6, + 616, + ...,
B =—266,— 26,6, —...,
A,=26,— 2616, 4+ ...,
B,= 6, — 26,6, + 66; + ...,
etc.

Or le développement que nous venons d’établir s'écrit aussi de la
maniére suivante:

1

(15) et8 — _;_(Al — B)) + B,e** _E(Aa — B,)e*™

+1(4, + B)er™ —L4, — By + ...,

expression que nous allons introduire dans les équations (14).
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Maintenant, si I'on choisit I'incrément Af de maniére a détruire le
coefficient de ¢™ ou de ¢ dans les équations (14), il faut satisfaire a
la condition

(16) —1(4,—B)+eAf=o,

ce qui nous conduit aux expressions suivantes:

210 o 7B, e 14, + B)er
SR = — e T
+ 7(‘42 - B’)e-—iw ‘ r(As — Bs)e—ﬂw
(17) 40— (—c+ D 4t —a(—2c+ 4" 7
fe—wBde —_ B  y(4, + B)e*
20—+ 4 4(1—azc+hH 7
+ T(AQ - Be)em T(As — Bs)eﬁw
{ 40 —o—c+ D " 40— (—2x+4H "

Ayant obtenu ces résultats, on pent tirer des équations que nous
avons établies dans les pages précédentes, quelques observations impor-
tantes. D’abord, en introduisant les développements (17) dans I'expression
(7), et ne mettant en évidence que le terme constant du résultat, nous
aurons:

B
1—o)c + 4)°

T’(Al + Bl)’
16(1 — 0)*(2¢ + A)* REEREE

(18) 70=e‘f+4( +

Mais, d’'un autre cété, nous nous rappelons: les relations

20— 0" — ﬂx - %ﬂs?o

cti= 2(1 — o) ’
____T(Ax ——Bl)
431(I "—") ’

de sorte que la détermination des quantités y, et ¢ 4 A peut geffectuer,
les B,, 4,, B,,... étant connus; et bien que la supposition qu'on con-
naisse d’avance ces coefficients ne soit pas légitime, on peut trés souvent
commencer les approximations en faisant:

B, =1
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et en négligeant les autres coefficients, ce qui nous donnerait des valeurs
approchées de 7, et de c¢.

Cela supposé, nous retombons dans une équation du troisiéme degré
en ¢4 A ou en 7,. Si l'on se gert de la notation

61 ﬂ"za—a’—ﬁl 2
1—o 3

ﬂ — &,
8
I'équation en ¢ + A devient:
_3__ A
32(1—afc + A)°
De cette équation on conclut facilement que la somme ¢~ A est dans

les cas ordinaires une quantité du méme ordre que §, ou j,, mais qu’elle
devient tout au plus de l'ordre de

B,

est trés petit. Posons donc:

e A= — g,

f étant un coefficient dont la valeur numérique ne devient jamais tres
petite, et nous aurons:
T I/r l}i
=—@)"

_7
¢+

Maintenant, i1 serait facile d’établir des expressions approchées des
coefficients 6, , 6,,...; cependant nous ne nous arréterons pas & ce point.
Toutefois il importe de remarquer que le développement (18) est toujours
convergent, vu que la valeur numérique de la quantité A est sensiblement
au dessous de celle de ¢.

s+ a—32p =

HE
81 0

d’ont il g'ensuit que le rapport 7 g'évanouit avec .

5. Revenons 3 l'équation (11). En y négligeant les termes dé-
pendant des fonctions M et N, ainsi que la somme P + @, qui est a
peu prés égale a4 N, elle prend la forme

d6\* 3 3 AB (r\}
(19) (J{) =h+}—6ﬂ73;00320+§5f(1—a) <‘§;) + ...

+ termes périodiques.
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Si maintenant le coefficient & était tellement petit qu'il fut com-
parable au carré de e, ou de e, la partie constante de la formule précé-
dente pourrait bien étre trés petite par rapport au coefficient de cos 26,
ou méme négative, Ensuite, puisque les coefficients des termes périodiques,
qui ne sont pas mis en évidence dans notre formule, sont trés petits en
comparaison de celui de cos26, ce qui est facile & voir en considérant

7 . g 14 - - I 4 . d :
les équations (17), il résulterait une valeur négative de (’J?) , toutes les

fois que la fonction @ excéderait certaines limites.
Les circonstances étant telles, on retomberait dans le second cas, ou
il faudrait adopter:
~ 6, = o.

Maintenant nous commengons par signaler le développement

e*™ = B, 4+ B, cosw + B, cos2w + .
+id, sinw +id,sin2w + ...,

ou l'on a utilisé les notations du n° 4.
D’abord, il est bien évident quon doit déterminer l'incrément AfS
en satisfaisant & la condition

(20) Byr + e, Af = o.

Cela posé, on dédunit des équations (14) les formules:

q — ng By, — .
fe’ b Pdv == 2(1 5 Z =% * sin nw

Z ngA C‘OS%
2(I ~— 0) (ng)* — 2 W,

(21)

¢B, .
fe*'"ede = 2({ — Z nig), 7 * sin nw

z n¢d, — AB
i __a) D=7 ® cos nw,

Acta mathematica. 15. Imprimé le 26 mai 1861. 20
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qui serviront en premiére ligne & la recherche de I'expression de la fonction

7°. Il g'agit avant tout d’en former la partie constante. La voici:

ngB, — A4\ *? ngA, — AB,\*
(ea=) + (=) |

En vertu de cette valeur de 7, et de celle de Ap tirée de 1'équa-
tion (20), on déduit de la condition

(22) vo=e.{+8(lt—-6)iz

3
20 — a’_—ﬂl ——;ﬂs% —Af=o0

Péquation suivante du troisiéme degré en e,

(23) el“‘gﬁz—ﬁ(i’”—”’—ﬁx)

ngB —-AA ngAdy —RB ’_
o= ,,)=Zl ) + (G5 °

d’ou g'obtient le coefficient e, qui ne doit plur étre considéré comme une
constante arbitraire.

Pour déterminer, dans le cas actuel, le coefficient ¢, ainsi que pour
faire ressortir la comstante arbitraire, reprenons I’équation (11). En n'y
considérant, dans une premiére approximation, que les premiers termes,
nons aurons

a6\’ 3 3 .
(24) (E) =k + Sz Bre, — 2 ;g Bre, sin 6’;

et si nous introduisons, au lieu de @, une nouvelle fonction donnée par
la formule
gin 6 = Ising,

ou l'on a admis la notation
h + 3 Bre
1677t

(25) | = ——3“——'7
2'1_637’61
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I'équation précédente se transforme en celle-ci:
de\* 3
<%) = (k + —I—Gﬂrel) cos ¢°.
Mais puisqu’on a:
de == —M ]
V1 —I*sinp?

il résultera finalement:

d N
gg—’-‘—‘ gﬂ)’el V1 —1*sing?,

le module ! pouvant étre considéré comme une constante arbitraire, vu
quil dépend de l'arbitraire e, contenue dans 4.
En désignant par

3
- g/gfel Y,

la partie constante de l'argument, la fonction ¢ g'exprime par une fonc-
tion elliptique de la variable

% = %ﬂrel (v - 1)0),

et son développement en série trigonométrique procéde suivant les mul-
tiples de

57% %/97‘@1 (v —v,),

L étant lintégrale elliptique compléte de premiére espece.
Il gensuit de 14 que le coefficient nommé ¢ g'exprime par la formule

- T 3
s=55V ghre-
Rassemblons les résultats du calcul précédent. Les voici:

sin @ = lsnu,

cos = dnu;
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et on en tire encore:
sin2@ = 2[(snudnu,

cos28 =1 — 20*snu’.

Aprés avoir établi ces formules, on trouve sans difficulté les dévelop-
pements de la fonction e**#, qui nous permettent de calculer les termes
non considérés jusqu'ici dans les équations (10) et (11).

En considérant la valeur

34\ 3
b= (?aﬂ> 3* — 2 Bre,,
on aura, au moyen de la formule (25), l'expression suivante de I:

4 . ~ 3 /9 167(60'—'81)
(25) l = iO ﬁ;e—‘\/l—?—%;—;

d’ou il est visible que la valeur de ! trés rarement, cest a dire seule-
ment dans le cas d'une trés petite valeur de ¢, reste moindre que l'unité.
Mais le coefficient ¢ étant généralement une quantité de I'ordre zéro, on
retombe, le plus souvent, dans le premier cas.

Mais il faut avant tout se rappeler que la formule établie donnant
la valeur de I n’est qu'approchée. En effet, en désignant par % le ré-
ciproque du module /, nous aurons en vertu de l'équation (19)

3
2 Bre
gP7es
(26) k2 = /9 Bg l,
3 3 7 Do (T 3
htgfrat 5757 )

résultat qui différe, par le dernier terme du dénominateur, de celui qui
s'ensuit de la formule (25).

Donc, les résultats que nous venons d’obtenir dans les deux cas
considérés séparément, ne s'approchant pas l'un de l'autre dans un cas
intermédiaire, examinons si, en partant de l'équation

a*v, 3 .
(27) ot = —1gPrasin2¥,,
on pourrait parvenir, au moyen d'approximations successives, a l'intégrale
exacte de l'équation (10).
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6. Les recherches que nous allons aborder, et dont le but a été
signalé tout 3 I’heure, reposent sur les résultats généraux que j'ai donnés,
dans le mémoire de 1887, relativement aux intégrales des équations du
méme type que celui de P'équation (10). En conséquence, il me suffit
de renvoyer le lecteur, quant a ces résultats, au dit mémoire, et de n’en
alléguer que ce qui gapplique aux recherches présentes.

Dans ce but écrivons I'équation (10) de la maniére suivante:

1
d’é 3 . 3
(28) W:-—Taﬂrelsmzﬂ———ﬂr( 3) W,

et supposonsiy la fonction W donnée par le développement que voici:
W = w, sinw + w,sin2w 4 ...,

les w,, w,,... étant des coefficients constants tout au plus de 'ordre zéro.
Ensuite, si nous posons:

8=V, + 7V,

et que nous désignions par h,, k, , ... les parties constantes des fonctions
Vi, Vi, ..., il sera facile d'opérer la décomposition de I'équation (28)
dans les deux équations qui suivent

arv. .
(27°) i = —a’sin ¥V, cos ¥,
ou l'on a admis la notation

3
a==—8ﬂrell1———+1234 l,

et
3
(29) —a’(zsmV’ I)V‘——%gfz(ﬂs) w
Vieh)  16(Vi—h .
— %ﬁﬂ’l _« = ) §.2'3.4‘) — ...lsm Vycos ¥,
141 16V3 .
_%ﬁre‘ 142; T 1.2.3.4.5 +...l(2s1nV§— 2
3 4h, 16h, _
+§ﬂ2’61§ 1234 ‘(2s1n17 ny.*

' Yes termes de la quatridme ligne m’ont échappé dans mon mémoire: Unier-
suchungen eto.; p. 236.
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On trouve, dans le mémoire mentionné, 'intégrale de I'équation (27),
mise sous deux formes différentes correspondant aux deux cas que nous
venons d'envigager dans les pages précédentes.

D’abord, si le module % était moindre que l'unité, sa valeur s'ob-
tiendrait au moyen de la formule

3R

(30) k

N1 R

b

et la fonction V, sexprimerait par la formule

V, =am=—w;
0 T ]

mais si, au contraire, ¥ excédait l'unité, on aurait

. 2L
gin V, = lsn7 w.

En portant ces résultats dans 'équation (29), et en écrivant, pour
rapprocher les notations de celle de mon mémoire de 1887,
K 2L
—w=E& —w =y,

nous obtenons

()  Lh—(rme—y =1 (%)'(g)éw+

4f¢? 3
et
1
arv, 3 3
(32) dvg —-(2l2 Snﬂz_—‘ I)Vl == ~I—6-f£a2;<—’%> W+--.

Or cette derniére équation se remplace par la suivante

1
’ d,V, 1 3
(32) o — (g — )V, = — L (D)W

pourvu qu'on admette la notation que voici:

f= f(l —%-‘_ 1.126.113:.4_"')'



Nouvelles recherches sur les séries employées dans les théories des plandtes. 159

7. En utilisant les formules que jai données dans le mémoire de
1887, partie III, les intégrales des équations (31) et (32') s'obtiennent
immeédiatement. Il résulte de I'équation (31)

(33) V,=r¢dné + c,dn E‘“Ogg + = E}
3 8 (= \'(r\} leg@(:)
B AEAYEY ’{dné @) [wanei
_dns/Wd sdlog”'(f dél

e ) () e s

. . . K
Maintenant, si nous remplacons dans cette expression dé par ;dw,

et que nous y introduisions les développements des fonctions dn £ et

dn Edlog 6,(£) suivant les multiples de (: = w, il est aisé de voir que

le procés d’mtegratxon ne produit aucun agrandissement des termes de la
fonction W (4 l'exception de celui qui peut résulter de la multiplication
par le facteur commun) mais bien qu’il fait sortir 'argument w ou &
hors des signes trigonométriques. Cependant, en attribuant a la constante
surabondante ¢, une valeur convenable, il sera trés facile de faire dis-
paraitre les termes de cette nature; il reste seulement & examiner la
grandeur de cette constante.

En ne considérant que les premiers termes des divers développe-
ments, nous avons:

W = w, sinw,

=T 47T 4
dnE__2 2K1+q,cosw,
dn Eﬂo%g—‘(s—) = — 4¢sinw,

d’ot on obtient Pexpression du terme affecté du facteur §. La voici:

3 e () e
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Evidemment, le coefficient de £dné dans cette expression doit étre
. . E o
égal & C; afin que les termes contenant le facteur £ se détruisent. Il

en résulte la valeur

I

1
3 _Br (T\3K
o© =3 ) Bne

qui s'écrit aussi de la maniére suivante

(34) “ = e, @

= (1) F e
fk'e \B/) E !

Par cette expression il est visible que la constante c, est, dans les cas
les plus fréquents, une quantité trés petite, mais que, si la valeur du
module devient trés approchée de l'unité, elle peut acquérir des valeurs
assez considérables. Si, avec une telle valeur de ¢,, on cherchait un
nouveau résultat relativement a %, ce qui nécessiterait le calcul des coef-
ficients h,, h,,..., on obtiendrait dans la plupart des cas une valeur
effectivement plus approximative. Mais cela n’arrive pas nécessairement:
quoique la formule (30) donne toujours une valeur de k. plus petite que
l'unité, la divergence des approximations successives peuvent montrer quon
doit passer au second cas.

8. Considérons maintenant I'intégrale de I'équation (32).

En désignant par I ce que devient E lorsqu’on remplace k? par 1%,
Vintégrale de 1’équation dont il s'agit sera exprimée au moyen de la
formule

(35) Vi=¢,eny—ec, cn,}[dlog 8(3) L—I—=0

L
a7 T y]——andmy

11 /r\} d log 6( dlog 8(7)
_Ef‘e,t”<~) tcn znycmngv—ﬂdq—cnp—d—r/—vacnydq

+ 251‘7’(‘%)%{canmednydq —snrydn;ny.cnydry}

N 1
B (3 confon i
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En effectuant les intégrations que demandent les divers termes de
cette formule, on voit naitre des termes séculaires dans deux intégrales
différentes. Considérons-les séparément.

D’abord, on aura & l'aide des formules approximatives

dlog 6(7)

P 2¢ 8in w; W = w,sinw,

cny

en ne retenant que le terme séculaire,

dlog 8(7%)
fT’Vcrny ——Wl«d;y =qw,%,

résultat, au licu duquel on peut, en ayant égard a 'équation (25°), mettre
celui-ci:

RIS —
16 Wlﬂ_TégE 7e,

1 3 30w, I__I_gr(et)—"@
30 po

L’autre terme & facteur séculaire provient de I'intégrale

fVVsn ydn pdy.

En n’y considérant que la partie principale du terme séculaire, ad-

mettons ,
sny dny = sinw; W = w, sinw,

ce qui donne:
‘/‘Wsrnydnyd;y =§W]77.

Maintenant, pour déterminer la constante c¢,, nous aurons la relation

L—1—1L 1 1 %51 1
6 Il S NS B S R ST 1 2 g
(36) I G 2 fel” <ﬂ) (2 16Z)“1’

d’ou I'on conclut que la valeur ¢, ne devient assez petite que sous des
conditions spéciales qui se produisent trés rarement.

En effet, le coefficient de ¢, contenant le facteur /%, il faut que le
terme & droit divisé par !’ soit une quantité trés petite, méme si
disparait.

Acta mathematica. 15. Imprimé le 27 mai 1891, 21
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Cela ne pouvant pas arriver & moins que le coefficient w, ne contienne
lui-méme le facteur I%, examinons & cet égard brievement la fonction

e?i&fe——QiBde _ e—?iafezsep(lv

d’ou découlent les termes en W.

Il est d’abord visible en inspectant, soit les équations (14), soit les
équations (21), que la fonction dont il g'agit contient toujours le facteur
B,y divisé par une quantité trés petite ce que nous avons rappelé, dans

1
I'équation (28), en mettant en évidence le facteur %(é—) . Mais puisque
3
le coefficient de sinw contient le facteur 4,, il se trouve multiplié par
. Donc, la constante surabondante ¢, s'exprimant par la formule

T

L~

C, =

? ’

~]

T étant une quantité qui ne disparait pas avec [/, la dite constante peut
devenir trés grande, de sorte que la fonction V, n'apparaisse plus comme
une petite correction a ajouter & la fonction V. L’application des for-
mules que nous venons d’exposer dans ce numéro parait donc restreinte aux
cas ou larbitraire ! est moindre que l'unité, mais en méme temps non
pas trop avoisinant zéro. Conclure de la que la méthode d'intégrer I'équa-
tion (28) dont nous avons fait usage, devient impraticable, ce serait

néanmoins une conclusion prématurée. Car, en ajoutant, dans I'équation
(27, au coefficient % fre, une correction z, et en retranchant le terme

— xsin¥ cosV, du membre droit de I'équation (29), on peut choisir I'in-
déterminée x de fagon & faire disparaitre, dans la fonction W, le terme
dépendant de sinw.

Cela étant, il est aisé de voir que le terme sémiséculaire provenant
de la formule (35) est affecté du facteur ¢ ou bien, ce qui revient au
méme, du facteur !> La méthode que nous venons d’exposer s'applique
donc méme au cas ou larbitraire ! est trés petite.
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§ 4. Troisiéeme méthode.

1. Les procédés dont nous avons fait l'exposition dans.les pages
précédentes, reposent sur l’hypothése qu’on soit autorisé a négliger, dans
la premieére approximation, les deuxiémes dérivées des fonctions G et H.
Nous avons fait voir, il est vrai, que cette hypothése est légitime, vu
qu'on aura, dans la seconde approximation, des termes tout connus, dé-
pendant de la deuxiéme puissance des forces troublantes, tandis que le
terme tout connu dans I'équation proposée était du premier ordre. Né-
anmoins, il nous sera utile d’obtenir l'intégrale de I'équation dont il s’agit
sans omettre les secondes différentielles, probléme qui sera l'objet des
recherches que nous allons communiquer tout de suite. Mais en retenant
les secondes différentielles, d’autres difficultés se présentent, principalement
en ce que les diverses approximations ne seront plus indépendantes 'une
de lautre, de sorte qu'on ne pourra pas obtenir une certaine d'elles
moyennant un calcul direct. En effet, chaque nouvelle approximation
entraine des changements plus ou moins graves dans les résultats déja
obtenus.

Dans les applications numériques, la méthode que nous envisageons
maintenant, ne sera pas & préférer aux précédentes, tant que 1’équation
proposée ne contient qu'un seul terme tout connu. Mais elle jouit de
l'avantage de sappliquer, de la maniére la plus directe, aux cas de plu-
sieurs termes connus. Il me faut cependant remarquer d’'abord que les
approximations entamées dans les §§ 2 et 3 procédent suivant les puis-
sances des masses troublantes, tandis que celles que nous allons aborder
maintenant procédent ordinairement suivant les puissances d’'une quantité
du deuxiéme ordre par rapport aux excentricités, mais exceptionnellement
suivant celles d'une quantité de l'ordre zéro.

Reprenons l'équation posée, & savoir:

(1) 3%+0—@M—ﬁwub—m%0~w

et admettons:
p=p + B
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Si maintenant p, était déterminé par Vintégration de 1'équation

d?
/;0 + (I —ﬁl)l’o - ,83/’(3) = 0,

il nous resterait, pour déterminer la fonction R, I'équation

AR 9 ;
—+ [t — i —3fp]R = —rcos(f— w) + 34 R’y + ﬁ**R?'

dv?*

Dans ces deux équations nous faisons cntrer une petite modifica-
tion. En désignant par Ap, et p deux constantes indéterminées, et en
admettant la notation

B+ BB =7,

nous les écrivons de la maniére suivante:

d’ 0 7 p
T (L—B)p— pips =0,

2 d’R = .
( ) s+ (I —f + P Sﬁspg)R == —J Cos (f_ w) + 3:53R2400 - Aﬂl/oo

+ 4B+ (p— AJ)E.

Evidemment, la somme de ces deux équations n’étant autre chose
que Péquation (1), on en conclut que la décomposition est légitime.

Les constantes indéterminées ApB, et p ont été introduites a fin d'éviter,
dans les approximations suivantes, les arguments f et f— w.

dv

2. La premitre des équations (2) s'intégre aisément au moyen de
fonctions elliptiques. En effet, si 'on désigne par g* une arbitraire, on
aura tout de suite:

7

n\"* o — I
(ﬁ> = ¢° — (l — 3P0 + 5/93;03’

dv

ou bien, en admettant les notations

g;(l +k2)= 1 — 43,

9,k2

x =5ﬂ3’

(3)

4
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I'équation

g () = (=)~

Maintenant, si 'on pose:
[{
’dv du,
, . e e '
et qu'on désigne par w, une constante arbitraire, il résultera de I'équa-
tion précédente:
(5) 0o = xsn(u—uy), mod.k.

Pour rendre ce résultat comparable & ceux que nous avons obtenus
dans les paragraphes précédents, posons:

2K
% == 7(x — o),

u0=—-K+?x£F,

K étant Vintégrale compléte de premiére espéce. De ces relations on
conclut facilement les suivantes:

- I1—Z& «w
(6> I ¢ = \/1+k‘2K

zcn%lg[(l — Qv — I’].

(7) Lo =
dn

Kl —er—17

Si §, était négatif, le module deviendrait imaginaire, et les formules
correspondant au module réel s'obtiendraient tout de suite en vertu d'un
théoréme bien connu. Mais cherchons-les d’'une maniére immédiate.

En introduisant dans I’équation (4), aprés y avoir posé — k* au
lieu de &2,

0, = XCOSQ,
nous aurons:

x (5@9_0) = g*(1 + k*cos ¢?)
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166
ou bien: , 2
;T:_—k— <3’:) I —I_-T-T sin ¢,
En admettant les notations
LT

14k

g\/l +# v=—T_dy
x 1=}

= dv,

mod. !,
2L

i

on en tire:
¢ = am(v—v,),

v, étant une arbitraire que nous identifierons a

Finalement, si nous posons:
—e=t T~
I—¢ x\/ L+ kor

(8)
_\/ I—F =
— 2020’

notre résultat prendra la forme:
2L
0, = xcn—ﬂ—[(l —quv—1TI1].

(9)

Venons maintenant & lintégration de la seconde des équations

3.
En la multipliant par
2 1 + }‘

»

b

t

(2)-

QQ'N
<]
o

I —

i

et en désignant par W la somme des termes du second membre, nous

en concluons:
a’R I + k x*
e R L T
Mais, puisqu’on a
x? kl
Ba=2
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I’équation précédente prend la forme

' d'R 2 2 2 o
(10) Jor {23k smu -—1-—]@——319}1{_?1%

ou Von a écrit w au lien de w — u,, et employé la notation

14 k*
pl—ﬁ-

Dans le cas ou B, prend une valeur négative, on multipliera la
2

seconde des équations (2) par E*—(Tirk_”—)’ ce qui donne:

aR [ —F) . B alp X
T s T 3w (B

1 9 ’
ou l'on a posé:

. xp __f: 73
31_ ’(I-{-k’)_gzp(I Z)'

En mettant dans les équations (3) ,—%* au lieu de £” et en observant
les relations
(1 —p 11—k

_ o 2

AL LA
— 3/@3’{4 - k2 . 2
Fa+ = 23 rgE s 23

on conclut:

(11) dﬂR——{z.sl’Snv’———l——41’—3)(}R=1_2£2VV.

av® 1—g

Nous ne poursuivons plus les détails dans le cas ou 3, est négatif,
vu qu'un tel cas ne se présente que trés exceptionnellement parmi les
problémes de la mécanique céleste; le cas échéant, il serait facile d’obtenir,
au moyen de transformations connues, les expressions correspondant & la
valeur négative de f§,.

S'il g'agissait de trouver lintégrale de I'équation (10), les termes du
second membre étant tout connus, rien n'empécherait d’appliquer les ré-
sultats que M. Hermire a donnés d'une maniére admirablement élégante
dans son mémoire sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 106
et 107. Cependant, les termes du second membre n’étant pas donnés
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dés l'abord, les difficultés qui nous restent a surmonter ne résident pas
dans l'établissement de l'expression analytique de R comme fonction de u
et W, mais bien dans le développement des termes de la fonction 1 elle-
méme. Cette fonction n’étant donnée, dans l'équation (10), qu'au moyen
d’une expression contenant linconnue R, on ne saurait la déterminer d’une
maniére directe; il est donc indispensable de recourir aux approximations

successives.
L’expression de la fonction W que nous empruntons & la seconde

des équations (2), est celle-ci:
(12) W = —jcos(f—w) + 36,R°p, + B,
— Apip, + (p— AB)R.

Pour y séparer, d'une maniére aisée, les termes dont la somme doit
disparaitre, désignons généralement par
c(x)

T(F)

le coefficient du terme qui se trouve multiplié par cosx dans le développe-
ment d'une fonction quelconque F, et par
s(x)
T(F)
le coefficient du terme dépendant de sinz. S'il n'y a pas d'ambiguité,
nous omettons les caractéristiques ¢ et s. Ainsi nous désignons par
[
T(R?)
le terme constant dans le développement de R?, et par
f—w

T (&)

le coefficient de cos(f— w) dans le développement de R’
Cela établi, si R contient le terme

x, cos (f — w),

nous aurons les conditions par lesquelles s'obtiennent p et AfF, expri-
mées au moyen des équations que voici:
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3133T(R2) - Aﬂl = 0,
f—w
ﬁxT(RS) + (p - Aﬂl)zl = 0,
d’olt T'on tire:
Aﬂl = 3133T(R2)>
f—w

I 0
P = — Z[;;T(Rg) + 38, T(R?.
Si ensuite, dans la fonction R, on ne considére que le seul terme

x, cos (f— w),
il en résulte:

d’on s'obtient:

Aﬁl = gﬁifx‘f’
(13)

p = i P
Ayant obtenu ces résultats, nous poserons:
R =p + R,
W = —ycos(f—w) + W,

et nous déterminerons la fonction p, & l'aide de I'équation (10), apreésy
avoir remplacé W par — j cos(f— w), ou bien au moyen de la seconde
des équations (2), en n’y retenant, au second membre, que cette partie de
W. Ainsi nous aurons:

g;%+(r — B+ p—3Bp0)p = —cos(f—w),

d’R . ,
G T (1—=38+p—3pp) B = W,

Acta mathematice. 15, Imprimé le 28 mai 1891, 29

(14)
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ou la fonction W, est donnée par Vexpression suivante:

(I 5) W, = 3ﬂ3/)‘f/10 + /1’3,0? — A/Bu’)o + (p I Aﬂ1)(101 + Rl)

+ 2 -3ﬂ3P0P1R1 + 3ﬂ3R‘;’P0 + 353P?R1 + 3,33,0113}’ + /?3 i

4. Avant d’établir, avec plus de détails, 'expression de la fonction
W,, arrétons-nous a lintégration de la premiére des équations (14) ou
bien & celle de l'équation (10). En nous rappelant la forme de I'équa-
tion de Lamg adoptée par M. Herwmire, & savoir:

fl—‘g— [2.3k*snu® + 2.3k snae”® — 4 — 4k"]R = o,

nous aurons, par comparaison avec I'équation (10),

6k*sna’® — 4 — 4k* = — 1 — k* — 34

On tire de la:

2k?sna® — 1 — k= — 9,
2k*sna® — 1 =k — 4,

2 1 — &

2sna” — 1 =T

Effectuons le caleul d'apreés les trois formules de M. HermiTe, & savoir:

sna*(2k*sna® — 1 — k%)

sn’ = 4
3kisna* —2(1 + kHysna® + 1’
2 ena*(zk®sna’— 1)
Ccnw = — —; 3
3k'sna* —2(1 + k)sna® + 1’
dn ? dna*(zsna®*—1)
ne’ = —

3kPsna' —2(1 + k)sna® + 1

Nous aurons d’abord:

I — k=9 o | g L T, |
“—‘z—kg——‘, »Cn(tQ"‘—“—'-—;kT‘—'; dna. '—=——“—2“—"—,



Nouvelles recherches sur les séries employées dans les théories des plandtes. 171

et ensuite:
3k’sna* —2(1 +k%)sna’ 4+ 1= (2sna’—1)(2k*sna’— 1) — k*sna’
= (2sna’®— 1)(2k’ sna’ — 1) -—ék’sn a*(2sna®—1 + 1)

= =) (1 =)
- E 4k* )

Aprés avoir admis la notation:

2 (2k*sna® — 1 — kY)(2k'sn o’ — 1)(2 sna’® — 1)
- 3k*sna* —z2(1 + E)sna® + 1

b

M. Hermite est parvenu & l'expression suivante de lintégrale de l'équa-
tion de Lame:

[I(?/b + (LJ.) c()' & (w) ' H(M _-a)) . _ ()__. 9'(tuf>)u .

— ‘ --7)“ v ’ w
I = UDy)- #(u) I CD“l () e

Maintenant, pour rendre les formules que nous allons déduire plus
nettes, nous admettrons quelques simplifications, qui, d'ailleurs, ne touchent
pas sensiblement & 'exactitude des résultats, non plus & leur portée. Dong,
en mnous rappelant que la quantité § est trés petite, et comparable a k*
quant & sa grandeur, nous omettons a coté de lunité.

Avec ces simplifications, les formules précédentes nous donnent les
valeurs que voici:

. U s B — 8

snw’ = 53 e’ =-—5—; dnw’® =1,

22 = 49(k* — ).

Considérons toujours £*, ainsi que @ comme des quantités trés pe-

tites, et posons:

. ()
Y == A —_— (‘N(U) [
il sera permis de mettre:
Glw) 1,5 .
O 2k 81N @ COS @

I

r
SV —),
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d’'ou Yon conclut:
3
v =7 \/ﬂ(k‘ — #).

Maintenant, si nous désignons par y, ct y
lieres de l'équation de Lawug, de sorte que:

, les intégrales particu-

]{("' +_(U) evu, o I ]](” - (u) - vu

!/1 ::I)u 6(’1!)* ’ Yy = IL-W)_AG ’

et que nous admettions les notations suivantes:

R

Vi [} .

@ = oS = *——j; b = sinw =
v

VB
2

b
nous aurons, en négligeant toujours les termes du premier ordre a coté
de ceux de l'ordre zéro,

Y2l

Y, = (@ cosu — D sinu)e™,

!

Y, = (¢cosu + bsinu)e™".
Partant de ces expressions 1éduit aisément la val roici:
: es expressions, on déduit aisément la valeur que voici:
1y — Yy = — 2ab = — sin 20.

2
. . ’ . . X
Si maintenant on met, dans I'équation (10), W au lieu de 7 W, Vex-

2

. . l A A ’ 3 . 14
pression de R devient, vu que le facteur . est a pen pres égal a l'unité:
€

2

(16) R = ¢4, + ¢y,

acost 4+ bsinu
2ab

-+

e f (a cosu — b sinu) We*du

acosu-—bsinu | . -
— S ¢ [ (a cosu + bsinu) We™du,

¢, et ¢, étant les deux constantes d'intégration.
Ayant ainsi trouvé la formule générale donnant l'intégrale de I'équa-
tion (10), nous allons en faire lapplication a un cas spécial. Or,
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nous supposong, en ne considérant qu'un terme isolé dans l'expression
de W:

W = p, cos(f — nw) = y, sin (u — nw),

n étant un entier positif ou négatif.

En formant les produits de la fonction W par cosu ct sinw, nous
omettons les termes dont les valeurs ne s'agrandissent pas par lintégra-
tion, et nous aurons:

I .
Weosu = — 5 7 sin o,
. I
Wsinu =  —y, cosnw.
2

Maintenant, si nous nous rappelons les formules

. — (e — g cosnw + vsinnw
f sin nwe™du = (~‘,-€)—“,—T~—— e”,
n’(c —¢g) + v

(e — ¢) sin nw + v cos nw
f cos nwe™ du = ,) — ey
e — ¢’ + v

et que nous désignions par p, ce que devient R dans Uhypothése actuelle,
notre résultat sera:

=72V

a®—b? 2

1
STan(o— 9
() =g sl ) e e e

; €08 (f — nw)

I
a® 4+ b 2 Y

2ab n¥e—g) +

~ €08 (f + nw),

ot Von a supprimé les deux termes dépendant des arbitraires.

Il faut remarquer que la formule obtenue donne toujours a p, une
valeur réelle, méme si y est imaginaire. En effet, les quantités » et a
devenant imaginaires simultanément, les facteurs imaginaires se détruisent,
I'un Tautre. Mais le résultat que nous venons d’obtenir est remarquable
4 un autre point de vue, car on en tire le fait important que la valeur
de p, s'approche de son premier terme, ou bien de:

— J"_—a cos (f — nw),
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a mesure que lentier n acquiert de grandes valeurs, ce qui montre la
convergence de la gérie
0 A P R
. o, . .
a condition que la séric

ntrntnte.

soit convergente, ou méme que cette série ait la forme
a a 22
1 2 s
e Ry

les a étant des quantités non croissantes.

5. Le résultat approximatif que nous avons signalé par la formule
(17), s'obtient aussi d'une maniére tout a fait simple, comme nous allons
montrer. Dans ce but, introduisons dans I'équation

l2 n = 9 ¢
o L (1 — i — 3PP = 1o (f — )

la valeur

Do == X COS[;
1l en résulte:

4%, _ 3. . . A
Sy (1 — 3+ p—2p% —%’,’?ﬂ.x‘ cos 21‘)/),, = 7, cos (f — nw).

dv
Or, si nous supposons:
pu == x, cos (f — mw) + A, cos(f + nw),
nous aurons, au wmoyen dec l'équation c¢n p, et en négligeant les termes

dépendant de l'argument 3f + nw, les deux conditions que voici:

— L —c—nlo— O + 11—+ =342 n— 180 =,

l— [1—c¢cH+ne— ' +1—3+p ———gﬂsxg}ln ——iﬂx}:’z,, = O.
Pour simplifier les relations obtenues, rappelons-nous I'expression

(1 — 9 = 1 —3—3Ax"
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qui découle de la formule (6), en y négligeant les termes du deuxieme
ordre par rapport a f,.

Cela posé, et si nous omettons les termes du deuxiéme ordre par
rapport a4 ¢ et & o, les équations précédentes prennent la forme:

2n(c—¢) + p —~Zﬂ3x2 x, ——iﬂgzgﬂn = Fus

—2n(ea—¢) +p “iﬂs’f?

b= 3 B2, = o.
En multipliant la premiére de ces équations par 26(c—¢) — p+%ﬂ3z2,

et la seconde par ——‘31/))3}52, la somme des deux produits nous donne:

[2n{c — ¢)]* — (p ——-iﬂg;:?y %, + Gﬁyz“) 2;:,,

’

= n‘zn(a— ) —p -}—iﬁsx?

ou bien:

an(e— 91 + p(2p.2* —p)|x. = 1 (2000 — 9 —p + 2p.2°).

De la méme maniére, on obtiendra aussi 'équation suivante:

|2n(e— <) + 02" — 1)

3
A, = ——;ﬂﬁxern.

Pour rapprocher ces résultats de celui que nous avons donné dans
Péquation (17), il suffit de se rappeler les relations

T /3 1
v’ ::}p<5ﬁ3z7-—p>; E? —_:5/83}:7;

ks a® + b = 1, a’—b =1 —

(FYENY
s

6. Le coefficient » disparait dans deux cas différents: premiérement
si & s'évanouit; puis, si 'égalité

8=k
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a lieu. Examinons en particulier les conséquences de ces deux hypothéses,
en commencant par la premieére.
Done, en faisant, dans 1’équation (10),

nous aurons:

(18) ZR [2.3k*snw’ — 1 —F*|R = W.

En désignant par ¢, et ¢, les deux arbitraires introduites par V'intégration,
la fonction R sera exprimée au moyen de la formule suivante:
(19) R=c,cnudnu

snw 14 k6 (u) (1 — YK — (1 + EE

+ chF—- Y )cnu dnu + T wenudnu
2
—cnudnu Snu—— ! 7,_47‘ g E“;cn udnu]dn

+ [h;:,,n'—- - Z,-ap zlg ;cn-udnu]fﬂ"cnudn udu

(t — kYK — (1 + ¥)HE
+ K

cnu dn ufduf Wenudnudu.

Si nous supposons le module tellement petit qu'on puisse le négliger
auprés de l'unité, et que nous omettions les termes dépendant des con-
stantes arbitraires, la formule précédente prend la forme:

== — cosustin udu 4 sin uf W cosudu

—%k’ cosufdu.fW’cosudu,

d'ou lon tire, en supposant pour W la valeur

W = r, sin (4 — nw),
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le résultat suivant:

1 in ' 3 7n ke’

p"=5m81n(“""w) Ao — g—)—cosuqmnw
=12 1k’ _ 3k
P 'n(a —¢) + 8n? ( —9* €08 (f nw) 8n*o (o0 — Q)’COS (f * nw)’

ce qui est parfaitement d’accord avec ce qu'on déduit de I'équation (17),
en y mettant

Admettons encore que l'angle w soit égal 4 une constante, supposi-
q g g 9%
tion qui correspond & 1’hypothése

o=,
et cherchons ce qui en résultera.
On aura d’abord:
1 | .
Pn == = 5[ COSU COSTW .2 — = 1, SIN & SIN AW . U

4 %r,,k’ cosu sinnw . u® + termes périodiques;

mais un tel résultat ne pouvant pas généralement se concilier avec la
solution absolue de I'équation proposée, 4 savoir:

d”,,

% 4 (1 — B)on — fupt = 7. €08 (f — nw),

Ihypothése doit étre rejetée. Seulement dans le cas o P'angle w a la
valeur constante zéro, l'égalité entre ¢ et ¢ peut étre admissible. Mais
la solution en résultant n'est qu'une intégrale particuliére, vu que la
constante introduite par l'intégration doit satisfaire & une équation de
condition, Kt justement puisque le coefficient ¢ est indéterminé, I'inté-

grale ne contiendra qu'une seule constante arbitraire.
Acta mathematica. 18. Imprimé le 6 juin 1891. 23
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Supposons maintenant que 8 soit égal a k?; alors nous aurons de

Véquation (10) la suivante:

(20) dR —[2.3%*snu’— 1 — 4k | R= W,

dont Vintégrale générale s'exprime au moyen de la formule:

(21) R=1c, snudnu

K — k8 (u) KK — (K* — k) E

6w )snudnu-{— R wsnudnu

—Ccny —

+ ¢,

+ \nudmst'llcnu + —ka,zgganu dnu

du

——k’@(w,)
P B

nyu dnu

—lenu
l +

+k K——k(llz'l‘(—— E dnufdufWS““ dnudu.

stnu dnudu

En ne retenant que les termes les plus importants, cette formule se
change en celle-ci:

R =sin uchosudu — €08 uf W sin udu
-+ gk“ sin ufdusVsin udu.

Aprés avoir fait:

W = r, sin (u — nw),

on en tire
. T Tr . 3 ksr
Pn =3 n{o — ¢ sin (i — "w) 4n'o —
En faisant, dans la formule (17)
—y — V32
a=y= 0; 2k 4k f

on retrouvera le résultat obtenu tout a 1’heure.
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Par ces recherches nous avons appris que la formule (17) n’offre
aucune discontinuité dans les cas que nous venons d’eXaminer.

7. Passons maintenant & la formation de I'expression de la fonction W,
donnée par I'équation (15). Le résultat demandé s'exprimant par la formule

W, = + 8, cos(f + w)
+ 71, cos(f — 2w) 4 &, cos(f + 2w)
+ 1, cos (f — 3w) + &, cos(f + 3w)
+ ... + ...,

(22)

olt les termes qui dépendent des arguments 3f + nw; 5f+ nw; ... sont
toujours supprimés, il g'agit’ de déterminer les coefficients r, et d,, ou du
moins de les examiner par rapport a leur convergence.
Dans ce but, nous allons d’abord établir quelques formules générales.
Soient 7, et ¢, deux coefficients connus, on calculera d'aprés les
formules que nous venons de déduire, la partie correspondante de R,
partie que nous désignerons par

(23) Pn = %, €08 (f — nw) + A, cos (f + nw).

D’autre part, si les x, et A, étaient donnés, on obtiendrait les j, et
les o, en introduisant, dans V'équation (15), les valeurs

0, = xCO8f,

0, = %, CO8 f_w)',"ll cos(f+w),

ainsi que toute la série

Rl=p2 +lo3+""

Certes, du terme ¢, cos(f -+ w) proviennent dans R, deux termes
dépendant des arguments w — f et w - f, mais on peut les réunir aux
termes correspondants de la fonction p,, de sorte qu'on peut se figurer
la fonction R, dépourvue de ces arguments.

En introduisant 'expression donnant B, dans Péquation (15), on se
rappellera les formules
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1 R=pi4pi+ ...
+ 20,0, + 2p,0, + - - .
+ 20,0, + -
+ ...,
(I1) Bl =p} 4+ o3+ ...

+ 30:(03 + 0 + -+ )
+ 3ps(0: + pi + - )

+ 60,00, + 6p,0,05 + 0P20,05 + - -
+ 6p,0,05 + 600,05 + - - -

+ 60,0,05 + 0P8 + O000; + - -
+ 6p,0,0, + 6pypsp; + -

| Puis, en désignant par n et »' deux entiers, on aura:
() p.p. = ;(x,,x,,. + A4, ) cos(n—n)w + i(x,,/l,,- + %, A,) cos (n + n')w
+éx,,x,,' cos[2f — (n + n)w] + ;A,,/l,, cos[2f + (n + n')w]
+ gx,,/l,,, cos [2f — (n — n")w] + :;x,,./l,, cos[2f + (n — n")w].
Faisant #n = n’, la formule précédente se change en celle-ci:
Iv) Oh = %(x,’. + 2%) + x,4, cos 20w

+ —;xf, cos (2f — 2nw) + %/1?, cos (2f + 2nw)
+ x,4, cos 2f.
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En multipliant la formule (IHI) par

P = Xy COB(f — w"'w) + A, cos(f + n'w),

n"” étant un autre entier, il en résulte:
(V) 0uoupw = i{x,."(x,.&.' + xed) + xtgAofeos [f— (0 40"+ n")w]
+ 2t + A4) + Ao cos [f— (—n 4w+ n)u]
+ {xe(tors + W) + gddploos[f— (0 —n' 4 n")u]
+ i{ Ae(tudy + 20h) 4 Xty tefcos [f—  (n + n'—n")w]
+ 2 {He (ke + 2eA) + Adedofoos [+ (w0 —n)w]
+ i (A0t + Mde) + hxexelcos [f+ (0 —n' + n")w]
1 ZI, (e + A4 + dexpe)cos [f 4+ (—n 4+ 0 4 n”)w]
+ 2 (ks + 2 2) + Adexefeos[f+ (0w ")),
On tire de 13, si n est égal & n':
VD poe = s[a( + &) + At cos(f — n'w)
+ 2 (A 4 x,%}) cos[f — (21 — )]
+ 2 (2xaxgdy 4 Ay2l) cos [f — (2n + w)u]
+ (@0 dad + ) cos[f + (2n + w)u)
+ 2 (2xa by + 4 E) cos [ + (2n — )]

+ [ + ) + 2exd] cos (f + nw).
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Enfin, si l'on admet 1'égalité entre les trois entiers n, #' et ", on
aura la formule

(V1) Py = (i x4 g;:,,lf,) cos (f — naw)

+ ‘—i A, X% cos (f — 3nw)
+ i x, A cos (f + 3nw)

+ (i)tf; + %)\,ﬂ(?,) cos (f + nw).

Dans ces formules on a supprimé les termes dépendant de 3f + nw,
de 5f+ nw, etc, vu qu'ils ne peuvent produire aucune altération sensible
dans les résultats.

Aprés ces préparations, revenons a l’examen de la nature des coeffi-
cients du développement (22).

8. Dans les cas les plus fréquents, le coefficient v est tellement petit
qu’il peut étre négligé par rapport & ¢ — ¢ == ¢; surtout si »? est positif,
I'erreur commise par la simplification dont nous avons parlé, serait de
peu d’importance dans les résultats suivants.

Cela posé, mous aurons par lintégration de la premiére des équa-
tions (14), en faisant usage de la formule (17), le résultat approximatif
que voici:

I

.

1 2
Puisque ¢ contient le carré du coefficient x,, nous avons, pour le dé-
terminer, une équation du troisiéme degré, dans laquelle nous supposons
7 tellement petit que x devient une quantité du méme ordre que x.
Pour mettre cette supposition en évidence, posons:

r= ﬁaeg’
e étant une quantité de l'ordre de ».
En regardant I'expression (15), on voit facilement que la partie prin-

cipale du terme
7, CO8 (f — 2w)
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provient du produit 34,0}0,, et que la valeur du coefficient j,, relative-

ment a la partie considérée, est donnée par la formule

_ 3 Bx_ 3 i’
=% & ~ 16 ¢

Partant de la formule (17), on obtiendra par l'intégration:

_ 3 B’
64 ¢*

%

- Ayant ainsi déterminé, approximativement, la fonction p,, du moins
quant & son terme principal, on aura la partie la plus importante du
coefficient y, en développant le produit 2.38,0,0,0,- Il en résulte, ce
qui est facile & voir, en regardant la formule (V), la valeur

3
s = Eﬂaxxlxa

9 ﬁgxzss

_ T e,

256 ¢*
d'ou T'on tire, toujours en vertu de la formule (17),

Y — 3 fre

s 512 ¢°

En continuant ces opérations, on trouvera toujours des coefficients
numériques tellement décroissants que non seulement la convergence de
la série

x4 o2, 4.

paraitra mise hors de doute, mais aussi que la méthode que nous venons de
développer, se présentera bien propre aux applications numériques. Certes,
nous avons omis les termes provenant des coefficients 4,, ce qui n’était
nullement nécessaire, mais il m’a paru préférable de ne pas trop charger
cette exposition de formules d’'une application extrémement rare.

Par les expressions que nous venons d’obtenir, on a mis en pleine
lumiére le fait important que, méme si le diviseur ¢ était de l'ordre du
produit f3,x% la série obtenue serait pourtant convergente, bien que tous
les coefficients fussent du premier ordre par rapport aux excentricités ou
aux inclinaisons, et de l'ordre zéro par rapport aux masses troublantes.
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9. Examinons encore le cas ou l'on suppose la constante arbitraire
trés petite par rapport au coefficient »,. Dans ce but, reprenons I'équa-
tion

Z—;p’ (I _ﬁl)p— ﬂ3p3= ——rcos(f— w)’

et décomposons-la dans les deux suivantes:

d%
H+ (1= + Wp— fupl = o,

" l e (1= — 3ppln = — 1 eos(f — w) + Ip,

+ Sﬂsplpg + o0
En intégrant la premiére d’elles, nous aurons:

d : Pl 2 4
<£> =g —(I — B + h)ﬂ] +%ﬂ3ﬁ1,

g* étant la constante d'intégration.
Maintenant, si nous posons, comme dans le n° 2:

Z—;—(I + k) =1—p8 +h,

9" 12 1
zk =5ﬂ3’
gadv = x dr,

1! viendra:
I dpl ’__ .2 p3 ‘)Pt
2l = 1=+ g+ R
d’ou lon tire:
Py = %, 8NT,

la constante introduite par la seconde intégration étant comprise dans
Vargument z.

Or, il g'agit de déterminer la constante g, qui, dans le cas présent,
n'est plus arbitraire, mais bien surabondante. A cet égard, observons
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que la période de la fonction p, doit étre celle de cos(f — w); il en
résulte la condition

kS T I—8 4+ h
2K 2K 1+ &

¢
l——o'=i
Zl

d’ont s'obtient le medule k.

De la seconde des équations (24) on tire la valeur suffisamment
approchée:

3
(25) h =;§"‘5ﬂ3”2’

x étant unc constante introduite par l'intégration de la dite équation. De
la il résulte:

r 3,
o 1A+ LR
(7>(I+k>= o

En ne retenant que les premiéres puissances de k* et de o, 1’équation
précédente se transforine en celle-ci:

32 — r_.3
Ekﬁ = 20— f3, +Z—5ﬁ3zg,

ou bien, si Uon admet l'expression approximative

I
2 2
k* = Eﬂazu

en la suivante:
3 9 3 P! 7
(26) ;ﬂ‘s”l—z‘f‘i‘ﬁl + A=
zl

Voila T'équation connue du troisiéme degré qui sert a déterminer le
coefficient x,.

Apres avoir introduit, dans la seconde des équations (24), la variable
2z au lieu de v, elle s’écrit ainsi:

2d20 gg 2
d;? + E(I +k2)_h_p_2'3k25103 P

©

x|

= — ycos(f — w) + ho, 4+ Bsp5— pp, + 36:00:,

: . 1 . ., .
ou p est une constante encore & mnotre disposition.
Acto mathematica. 15, Imprimé le 6 juillet 1891, 24
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Admettons la notation
3= —(+ 1)

2
TR P4 . .
et négligeons, dans le second membre, le facteur J—ll qui est sensiblement
- {

égal 4 l'unité, nous aurons, aprés avoir remplacé g} par x}snz’,

ZZ
(27) B [2.3k%sna® — 1 — k' — 38]p, = — 7 cos(f— w) + o,

dx*
+ ﬁ?ﬂg — Pp, + 3/?3;03;01-

L’intégrale de cette équation sobtenant & l'aide des formules que
nous avons alléguées dans le n° 4, il nous reste maintenant a examiner
si le coefficient » est réel ou imaginaire: dans le premier cas, la fonction
0, peut croitre hors de toutes limites, tandis que, dans le second, elle
reste comprise entre des limites réclles et déterminées.

Supposé que p, soit une fonction trigonométrique, du moins quant
a son terme principal, on doit déterminer la constante p au moyen de
la formule

3
y= ;ﬂsx?'

En introduisant cette valeur, avec celle de /i, dans 'expression précédente
de &, nous aurons

Puis en utilisant l’expression de Vv ue nous avons obtenue dans le n°
’ ’
éb savoir

v =§¢m,

nous aurons dans le cas actuel:

v =%\/8<;—,6’ z‘;—a>.

Le plus souvent, on trouvera une valeur de ¢, du premier ordre par

I . oy s
rapport aux masses troublantes, de sorte que -f,x devient une quantité
2

trés petite par rapport a #. Lorsqu'on est tombé sur un tel cas, la valeur
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de v est nécessairement imaginaire, ce qui entraine une fonction ne con-
tenant que des termes périodiques comme expression de p,. La valeur
de y serait encore imaginaire, si # était une quantité négative; il nous
reste donc a considérer le cas d’une petite valeur positive, tout au plus

7 1 I 2
égale a Eﬁsxl.

Reprenons I'équation (26), qui s'écrit aussi de la maniére suivante:

27
38,7

x 2y
1 3 9 ﬂ3 3

il est facile de voir que les plus grandes valeurs numériques de x,, qu'on
en peut tirer, compatibles avec la nature de notre probléme, sont celles
qui s'obtiennent dans le cas de deux racines égales. Cela admis, on aura:

, s
x, = 2\/—~
! 38,

ou:
3
2
"'1 —_ — — 1 .
38,
De ces valeurs extrémes, on tire les relations suivantes:
y 3 2
x, 16‘@ st
et
T 352
x - Zﬂ shi-

Pour conserver plus de généralité, posons:

=

a’) ) ='23?gﬂsx?’

X

b T3 5y
) x, 24 B,
z, et 2z, étant les racines de I'équation

2 — 3wz = 2,
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qui, dans le cas de w = 1, admet:
2, = 23 2, = — 1.

0

En portant les deux valeurs que nous venons d'établir, dans Vex-
pression de #, nous aurons les deux formules que voici:

s | 1
a) § == _Eﬂ:ixl + aﬂslz,
b 1 I S
) '9=—Z§‘,3311 +Z_ﬁ3x'
Maintenant, en ayant égard a l'expression
2 1, .
nous parviendrons aux résultats:
a ! \/<__’f§ 2\ L)v_"_'
) y_3ﬂ3 23+2)<[+zﬁxl 2z |
I x5 X N , £
I O R [ R

La premiére inspection de ces formules nous montre que la seconde
d’elles donne toujours &4 y une valeur imaginaire, vu que z, est restreint
entre les limites o et — 1. Par contre, la premiere expression de v
pourrait aboutir a des valeurs réelles de v. En effet, si la condition

3

148>
est satisfaite, les deux facteurs du radical seront positifs, et en conséquence
la valeur de v sera nécessairement réelle. Dans un tel cas (qui cependant
est trés peu probable, vu que la valeur de 2, est, le plus souvent, tres
petite) le mode d’approximation que nous avons cntamé dans le présent
numéro ne serait plus légitime. Mais on pourrait l'utiliser toutes les fois

que la valeur de x* resterait moindre que celle de ixf.
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2

, . . 2x .
Cela étant, faisons la remarque que si x* est plus grand que 2—3‘, il

(i}

. 1, .
est aussi plus grand que -»x. Dautre part, toutes les fois que »* est
‘ 4

1 . . ,
plus grand que -xj, Tapplication de la méthode que nous avons ex-

posée dans les numéros précédents, nous condnit nécessairement a des ré-
sultats exacts. Il y a donc des valeurs de 2, a savoir celles comprises
entre 2, =2 et 2, =4, qui peuvent rendre I'application des méthodes du
paragraphe présent tres difficile ou méme douteuse, mais comme, dans ces
cas, l'équation du troisiéme degré n'offre qu’une scule racine réelle, on
peut recourir & la méthode du deuxiéme paragraphe, qui, justement dans
le cas actuel, n'offre point de difficulté. Ln effet, la valeur de n étant
réelle, les formules (26) (§ 2) donnent des résultats positifs relativement

aux quantités B, et B,, de sorte que la valeur du module, calculée

d’aprés la formule (32), sera tout au plus égale & é

Il nous reste encore & faire une observation générale.

Dans le courant des approximations successives, on se heurtera quel-
quesfois contre des termes contenant 'argument variable hors des signes
trigonométriques. Ces termes n’étant pas admissibles, on peut les détruire
facilement, comme je/1'ai fait voir dans le mémoire Die intermedidre Bahn
des Mondes, Acta mathematica, T. 7, p. 157, auquel il suffit de
renvoyer le lecteur.

(A suivre.)




