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t~bersicht 
Cantor bezeichnete die Herstellbarkeit  yon Wohlordnung als Denkgesetz. Einen ersten 

Beweis fiir die Herstellbarkeit  von Wohlordnung gab Zermelo 1904 in Math. Ann. 59 und 

vier Jahre  sp~ter einen zweiten Beweis ibid. 65. Den Angelpunkt beider Beweise bildet 

sein Auswahlaxiom. Dieses Postulat  wurde anfangs heftig angefeindet, w~hrend heute 

die meisten Mathematiker  von seiner Unerl~sslichkeit iiberzeugt sind. Eine Analyse des 

Abz~hlens legt eine Revision nahe. 

In  seinem ersten Beweis berief sich Zermelo, I. c. S. 515 oben, darauf, dass yon zwei 

wohlgeordneten Mengen die eine einem Abschnitt  der anderen ~hnlich ist. Das Heranziehen 

von Ordnungszahlen verhalf zum Beweis. Wie d i e B e m e r k u n g v o n H a u s d o r f f i n  Grundz. 

d. Mengenl. 1914, S. 136: ,,Wir ...  wollen ...  den zweiten Zermeloschen Beweis . . .  reprodu- 

zieren, weft er den grossen Vorzug hat,  yon der Theorie der Ordnungszahlen nichts voraus- 

zusetzen" verr~t, empfand man  das t teranziehen yon Ordnungszahlen dabei als Mangel, 

dem erst Kneser 1950 in Math. Z. 53 abhalf. 

An_fang der Wohlordnung 

E sei eine beliebige Menge. Man kann sie immer teilweise ordnen, indem man naeh 

Belieben ein erstes Element a, hinterher ein zweites Element b auszeichnet und a<b 

erkl~rt. Zusi~tzlich verlangt man noch, dass a und b allen vergleiehbaren Elementen yon 

E vorangehen, und weiter, dass letztere Elemente auch noeh untereinander vergleichbar 

sind. 

Anfangsstiick einer teflweise geordneten Menge E heisst die Teilmenge .4, wenn aus 

xEE,  yEA,  x < y  stets xEA folgt. 

Der Abschnit t  A| besteht aus allen x vorangehenden Elementen yon E.  
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Wohlgeordnet heisst eine Menge, wenn sie vollst~ndig geordnet ist, und jede nichtleere 

Teilmenge ein erstes Element besitzt. 

Sind L, M . . . .  auf Grund der Teilordnung in E wohlgeordnete Anfangsstficke, dann 

nennen wir sie Ketten.  Die Mengen {a} und {a, b} sind Ketten.  

Die echten Anfangsstiicke einer Ket te  L sind infolge der Wohlordnung in L Abschnitte. 

Aus x < y folgt dann L~cLy ,  so dass nach Beriicksichtigung von L~_~ L die Anfangsstficke 

einer Ket te  wohlgeordnete Mengen bilden im Sinne des Enthaltenseins. 

Is t  daher ein Anfangsstfick von L in M nicht enthalten, so muss es ein erstes Anfangs- 

stfick mit  dieser Eigenschaft geben. Es besitzt wegen a EL N M seinerseits echte Anfangs- 

stficke, die dann aber zugleich Anfangsstficke von M sind. Ihre Vereinigungsmenge ist 

selber ein Anfangsstfick A*, das in M enthalten ist. W~re A* echte Teilmenge von M, 

dann mfisste M -  A* infolge der Wohlordnung in M ein erstes Element m haben. Das 

erste Element von L - A* mit  l bezeichnet, sind 1 und m nach unseren Voraussetzungen 

fiber die Teflordnung vergleichbar. W~re m < l, mfisste m ELz sein, da L Anfangsstfick ist, 

woraus dann widersinnig m E A *  folgen wfirde. W~re l < m ,  mfisste IEMm sein, da M 

Anfangsstfick ist, daher weiter widersinnig lEA*.  So bleibt nur noch die MSglichkeit 

l = m often. A* w~re dann Abschnitt  und nicht das grSsste in M enthaltene Anfangsstfick 

yon L. Diesen Widersprfichen entgeht man allein durch Zugeben der Gleichheit von A* 

und M. Es gilt also A* = M c L. 

Der andere Fall ist der, dass jedes Anfangsstfick von L, insbesondere L selbst, in M 

enthalten ist. Wir erkennen so, dass von zwei Ket ten  die eine in der anderen enthalten 

sein muss. 

Die Vereinigungsmenge K aller Ket ten  ist wohlgeordnet. H sei Teilmenge von K, h 

Element von H, dann ist h in einer Ket te  L enthalten. Infolge der Wohlordnung hat  

H (~ L in L ein erstes Element h*. Is t  h' ein beliebiges Element von H, dann sind zwei 

F~lle mSglich. Im  Falle h' E H (~ L g!lt h* <~ h', im Falle h" ~ H ~ L aber, well dann h' E M,  

M eine Kette,  M ~= L und, da yon zwei Ket ten  die eine die andere enth~lt, L c M sein 

muss, h* ~ h'. 

Weiterhin ist K Anfangsstiick, also schliesslich selbst Kette.  

A b s c h l u s s  der  ~ V o h l o r d n u n g  

I s t  die Ket te  F echte Teilmenge von E, dann l~sst sich die Wohlordnung von F hinaus 

in E fortsetzen. Man zeichne in E - $'  ein Element  / aus. N immt  / an der Teilordnung teil, 

dann ist es grSsser als die Elemente von F,  weil $' Ke t te  und damit  Anfangsstfick ist, das 

mit  jedem Element alle kleineren Elemente enth~lt. N immt  aber / an der Teilordnung nicht 
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teil, dann erkl~re man es ffir grSsser als die Elemente von E, die an der Teilordnung teil- 

nehmen. Die se Erweiterung der Teilordnung genfigt s~mtlichen Forderungen, die an die 

Teilordnung gestellt wurden. F U f ist eine wohlgeordnete Menge, die F als echte Teil- 

menge enth/~lt. 

Um F U / als Ket te  ansprechen zu kSnnen, streiche man in E -  (F  U/) die Teilordnung, 

soweit Elemente dieser Menge daran teilnehmen. Daraufhin darf F U/ auch noch als 

Anfangstfick gelten und ist damit eine Kette.  Um die anf~ngliche Teilordnung so wenig 

wie mSglich zu zerstSren, ist F mit  K zu identifizieren. Ist  weiter F echte Teilmenge yon E, 

dann kann man sie ~hnlich wie eben F verl~ngern. 

Von allen verl/ingerten ](et ten behalte man nur solche bei, die paarweise vertr/iglich 

sind, welches Paar man auch bildet. Dabei soll Vertr~glichkeit bedeuten, dass die eine 

der beiden Ket ten  in der anderen enthalten ist, und es in ihnen keine widersprechende 

Ordnungsbeziehung gibt. 

Auf die Vereinigungsmenge (I) der behaltenen Ket ten  ist aber die kurze (~berlegung 

anwendbar, die erkennen liess, dass K wohlgeordnet war. (I) kann offenbar nicht weiter 

verl~ngert werden. Um das mit dem dritt letzten Absatz in Einklang zu bringen, wird man 

auf die Gleichung ~P = E geffihrt, die eine Wohlordnung ffir E bedeutet. 

Von der Zul~ssigkeit unserer Erkliirung, welche verl/ingerten Ket ten  zu behalten waren, 

h/ingt es ab, ob man ohne Auswahlpostulat auskommt. Lehnt  man hingegen die Berech- 

tigung ab, so zu d e f i n i e r e n ,  dann kann man die Maximalmenge behaltener Ket ten  aus 

dem vorletzten Absatz wie folgt gewinnen. Man daft die Vertr/iglichkeit als Ordnungs- 

beziehung ffir die verl/ingerten Ket ten  ansehen und sich auf den Satz yon Hausdorff 1. c. 

S. 140 berufen. Der ebengenannte Satz ist jedoch dem Auswahlaxiom gleichwertig. 

Um E wohlzuordnen, kann man gleich mit den l~berlegungen aus diesem Abschnitt 

fiber den A bschluss der Wohlordnung beginnen, denen dann der vorletzte Absatz aus dem 

vorhergehenden Abschnitt fiber den An/an9 der Wohlordnung noch hinzuzuffigen ist. Doch 

wfirde man so auf das Eingehen auf ein Abz~hlen im Falle yon unendlichen Mengen yon 

vornherein verzichten. 

Unabhiingigkeit 

Unsere ~berlegungen machen yon einem Postulat Gebrauch, das durch die Analyse 

des Abz~Mens nahegelegt wird und lautet: In  jeder vorliegenden Menge l~sst sich stets ein 

Element auszeichnen. Dieses Postulat des Abz~hlens ist im Auswahlpostulat enthalten. 

Aus dem Nachweis der Unabhiingigkeit des Auswahlaxioms yon den fibrigen Axiomen 
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Zermelos, den Fraenkel in den Si~zungsber. Preuss. Alcad. 1922 erbrachte, kSnnen wir dann 

schliessen, dass unser Abz~hlaxiom yon den fibrigen Axiomen Zermelos ebenfalls unab- 

h~ingig ist. Denn wir errichteten mit seiner Hilfe eine Wohlordnung, die ja dem Auswahl- 

axiom gleichwertig ist. W~re unser Postulat nicht unabh~ngig, dann w/irde sich damit  

ein Widerspruch zum Ergebnis yon Fraenkel einsteUen. 


