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Einleitung

In dieser Arbeit wird fiir eine bestimmte Klasse von Gruppen das Wortproblem
gelost. Wie Novikoff [5] gezeigt hat, ist das Wortproblem fiir Gruppen in seiner
allgemeinsten Form unlosbar; es kann also kein Entscheidungsverfahren geben, das
gleichzeitig fir alle Gruppen anwendbar ist — wohl aber ist ein solches Verfahren
moglich fir gewisse Klassen von Gruppen. Fir Gruppen mit ewner definierenden
Relation hat Magnus [4] das Wortproblem gel6st; in den letzten Jahren hat Tarta-
kowski [6]-[9], englische Ubersetzung von [6]-[8] in [10]) fiir eine groBe Klasse von
Gruppen ein Entscheidungsverfahren angegeben; eine weitere Arbeit stammt von
Haken [2].

In der vorliegenden Untersuchung gehen wir aus von einem freien Produkt ¥,
aus freien abelschen Gruppen; wir koénnen g, also ansehen als eine Gruppe, in der
gewisse Vertauschungsrelationen als definierende Relationen angenommen werden.
Zusitzlich zu diesen Vertauschungsrelationen werden dann noch weitere definierende
Relationen eingefiihrt, die gewissen Bedingungen geniigen. Fiir die so definierte Klasse
von Gruppen kann ein Entscheidungsverfahren fiir das Wortproblem angegeben werden.

Das verwendete Entscheidungsverfahren ist ein Reduktionsverfahren, das uns
gestattet, zu jedem Folgewort W,, das nicht das Leerwort ist (in der betrachteten
Gruppe also die Einheit darstellt), ein weiteres Folgewort W, anzugeben mit einer
geringeren Anzahl von ,,Sektoren® als W, Dieses Entscheidungsverfahren beruht auf
einem Satz, demzufolge fir Gruppen der betrachteten Art das zu einem Folgewort
W gehorige (im trivialen Sinne) reduzierte Wort W stets ein Teilwort enthilt, das
gleichzeitig ,,charakteristisches Teilwort‘ ist eines definierenden Wortes. Das Ent-

scheidende hierbei ist, daB bei dem Reduktionsverfahren von mindestens einem de-
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finierenden Wort ein ,,geniigend grofies’* Teilwort stehen bleibt. Der Satz ist also
eine Art ,,Erhaltungssatz’, dhnlich wie bei Gruppen mit einer definierenden Relation
der Freiheitssatz von Magnus das Erhaltenbleiben gewisser Erzeugender in dem redu-
zierten Wort angibt.

Die vorliegende Untersuchung hat eine gewisse Verwandtschaft zu den Arbeiten
von Tartakowski [6]-[9], auf die im letzten Paragraphen ausfiihrlich eingegangen wird.
Bei Tartakowski werden jedoch keine Vertauschungsrelationen vorausgesetzt, was einem
Spezialfall der hier behandelten Theorie entspricht. In diesem Specialfall ergibt ein
Vergleich der Klasse von Gruppen, fiir die nach Tartakowski das Wortproblem 1dsbar
ist, mit der Klasse von Gruppen, fiir die nach der hier vorliegenden Theorie ein Ent-
scheidungsverfahren existiert, eine Uberschneidung, jedoch ist keine der beiden Klassen
in der anderen enthalten. Wiahrend bei den von Tartakowski behandelten Gruppen
das ,,Mafl der Uberdeckung“ von je zwei definierenden Relationen eine Bedeutung
besitzt (als MaBstab fiir die ,,Ahnlichkeit*‘ dieser definierenden Relationen), ist es ein
Kennzeichen der vorliegenden Arbeit, daf auch die ,,inneren Verkniipfungen je dreier
definierender Worte in Betracht gezogen werden.

Nach Fertigstellung der Arbeit konnte Verfasser Einsicht nehmen in eine Zusammen-
fassung der Untersuchungen von J. L. Britton[1], zu denen bemerkenswerte Be-
ziehungen bestehen (die Untersuchungen von Herrn Britton befinden sich im Druck).
Auch Herr Britton betrachtet die inneren Verkniipfungen je dreier definierender Rela-
tionen, doch ergibt sich ebenfalls eine Uberschneidung der betrachteten Klassen von

Gruppenl.

§ 1. Bezeichnungen und Umformungen

Die in der Einleitung nur angedeutete Problemstellung soll nunmehr in allgemeiner
Form entwickelt werden. Wir betrachten zunichst ein freies Produkt aus freien abel-
schen Gruppen, in das zusitzlich definierende Relationen eingefithrt werden. Diese
definierenden Relationen sollen gewissen Axiomen geniigen. Fiir die hierdurch gegebene
Klasse von Gruppen erweist sich das Wortproblem als 16sbar.

Es seien gegeben elementefremde Mengen &, von Buchstaben (« durchlaufe eine
Indexmenge J); B, sei die von &, erzeugte freie abelsche Gruppe und ¥, sei das
freie Produkt aller B, mit «x€JF. Ist & die Vereinigungsmenge der &, (a€J), so

kann {§, auch aufgefaBt werden als Gruppe mit dem Erzeugendensystem & und einer

! Wie mir Herr BrRiTTON mitteilt, sind jedoch die von ibm verwendeten Beweismethoden vsllig
verschieden von den Beweismethoden der vorliegenden Untersuchung.
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gewissen Menge U von Vertauschungsrelationen. Zusitzlich zu diesen Vertauschungs-
relationen sollen noch weitere definierende Relationen eingefithrt werden, die gewissen
Bedingungen geniigen. Um nun diese Bedingungen und die Operationen in &, for-
mulieren zu k&nnen, seien zunichst einige Begriffe aus der Theorie der freien Gruppen
verallgemeinert.

Die folgenden Begriffe dienen dazu, die in §}, giiltigen Vertauschungsoperationen
zu beschreiben. Fir zwei identische Worte (Ubereinstimmung Buchstabe fiir Buch-
stabe) schreiben wir W,= W,. Zwei Buchstaben @, und e, aus © nennen wir verwandt
(in Zeichen: a,2a,), falls fir ein bestimmtes « € gilt: af! €S, af'€S,. Zwei Worte

W, und W,, die in Buchstabenschreibweise gegeben sind durch:
Wi=a, - an, Wo=b; -+ by (ES*, 1<i<m, beC*, 1<j<n)

nennen wir verwandt (Wi W,), falls gilt: a;ob; fiir alle ¢ und § (1<¢<m, 1 <j<n).

Sind bei einem Wort W=a; -+ ay, (a; € E*') nicht alle a; (1 <i=<m) zueinander
verwandt, so existiert eine grofite Zahl £ mit 1<k<m, so daf alle Buchstaben g
mit 1=1<k zueinander verwandt sind, jedoch @, zu ., nicht verwandt ist. Wir
schreiben: 8;=g¢; --- @, und nennen §; den ersten Sektor von W (fiir a¢;2a;, 1 <1< m,
1 =j<m setzen wir §; = W). So zerlegt sich W in eine Anzahl von Sektoren: W =38, --- S,
derart, daBl S§; der erste Sektor ist von §; --- 8, (1<i<gq). Wir nennen S; den i-ten
Sektor von W (1<:<¢), S, auch den letzten Sektor von W. Die Anzahl ¢ der
Sektoren von W bezeichnen wir mit x (W); ist W das Leerwort (W =1), so setzen
wir % (W)=0.

Vermoge der Vertauschungsrelationen aus B stellt ein. Wort W', das aus W
entsteht durch Permutationen der Buchstaben in den einzelnen Sektoren von W, in
der Gruppe ¥, dasselbe Element dar. Folgende beiden Operationen fithren daher ein
Wort W in ein Wort W’ iiber, das in $§, dasselbe Element darstellt: 1) Elementare
Umformungen; 2) Permutationen der Buchstaben in den einzelnen Sektoren. Diese
beiden Operationen seien als Aquivalenzumformungen bezeichnet. Zwei Worte W, und
W, wollen wir als dquivalent bezeichnen (in Zeichen: W~ W,), wenn sie durch eine
Kette von Aquivalenzumformungen auseinander hervorgehen. Gehen zwei Worte W,
und W, durch eine Kette von Operationen der Art 2) auseinander hervor, so nennen
wir sie dquivalent tm engeren Sinne (in Zeichen: W, ~ W,). AuBer den beiden Um-
formungen 1) und 2) betrachten wir noch eine dritte Operation: 3) Ubergang von
W=a; -+ a, (Buchstabenschreibweise) zu einem Wort W', das aus W entsteht durch

zyklische Vertauschung der Buchstaben: W =a; -+ @n a; -+ an_1 (evtl. W =W). Die
11 —563802. Acta mathematica. 96. Imprimsé le 31 décembre 1956.
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Menge aller Worte, die aus W entsteht durch eine Kette von Umformungen der Art
1), 2), 3) bezeichnen wir als Zyklisches Wort Z (W)L

Hiermit wird auch der Begriff Teilwort allgemeiner gefalit. Wir nennen das Wort
Y Teilwort des Wortes W, wenn ein W’ ~ W existiert mit W' =X Y Z, wobei X und
Z geeignete Worte bedeuten. Kann W' speziell so gewihlt werden, dafl X das Leer-
wort ist, so nennen wir Y auch linken Abschnitt von W; kann W’ so gewdhlt werden,
daBl Z das Leerwort ist, so nennen wir Y rechten Abschnitt von W. Istin W =XY7Z
fir X=1 der erste Sektor von Y nicht verwandt zum letzten Sektor von X und
fir Z=1 der letzte Sektor won Y nicht verwandt zum ersten Sektor von Z, so nen-
nen wir Y sekioriell abgeschlossen in W'; diese Definition ist von der Auswahl von
W'~ W unahidngig, gilt daher auch fir W' =W,

Ist Y gegeben in Sektorenschreibweise durch Y =8, ... 8; {(d.h. fir 1<¢<%k
sei §; der i-te Sektor von Y), so setzen wir S;=1 (1 als Symbol fiir das Leerwort)
falls S, verwandt ist zum letzten Sektor von X — andernfalls setzen wir 8;=.5;;
wir setzen S;=1, falls S, verwandt ist zum ersten Sektor von Z, andernfalls setzen
wir 8p=8;. Falls Yy=81 S, ... Si_1 S1=+1 gilt, so ist das Teilwort ¥y von W=XYZ

sektoriell abgeschlossen in W. Wir setzen x»w(Y)=122(Yw) und es ergibt sich:

e (W) =5 (X) + 2w (Y)+ % (2),

woraus folgt:

(W) <o (X)+2(Y)+x(Z)<x(W)+2 (1)
Fir » (X)=0 gilt:
*(W)Sx (V) +x(Z)<x(W)+1. (1a)

Wir nennen xw (Y) die Anzahl der wollen Sektoren von Y beziiglich W.

Wir nennen ein Wort W reduziert, wenn kein W'~ W existiert aus weniger Buch-
staben als W. Durch endlichmalige Anwendung der Operationen 1) und 2) gelangen
wir stets von einem Wort W zu einem reduzierten Wort W'~ W. Durch Permuta-
tionen der Buchstaben in den einzelnen Sektoren erhidlt man aus W’ sidmtliche
reduzierten Worte W'~ W.

Ist nun auBer den Vertauschungsrelationen aus B noch eine weitere zusitzliche
definierende Relation R=1 gegeben, so konnen wir das definierende Wort R stets

als reduziert voraussetzen und auBerdem annehmen, das B Kurzwort ist, d. h. nicht

1 Man sieht unmittelbar ein, daB es fiir Untersuchungen von Transformationen vorteilhaft ist,
eine zyklische Schreibweise der Worte zu betrachten, so MaeNUs in [3], [4]; TARTAKOWSKT [7] unter-
scheidet das ,,zyklische Wort™ als graphisches Symbol von dem gewdhnlichen oder ,»linearen” Wort.
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die Form besitzt: R=a R’ a”l. Ebenso kann angenommen werden, daB alle zu R im
engeren Sinne dquivalenten Worte R'~ R Kurzworte sind.

Wir wollen nun auBerdem die Menge der zusétzlichen definierenden Rslationen
R=1 so annehmen, dass die Msngs N der definierenden Worte B abgzeschlossen ist
in Bezug auf folgende Operationen:

1) Ubsrgang zum formalinversen Wort R~1.

2) Permutationen der Buchstabsn in den einzslnsn Scsktoren von R.

3) Zyklische Permutation der Buchstabsn von R.

Jede dieser Operationen fithrt ein definierendes Wort R iiber in ein Folgewort
R, d.h. ist R=1 eine definierende Rslation, so ist R’ =1 Folgerelation der Rela-
tion BR=1 und der Vertauschungsrelationen. Daher wird an der bstrachteten Gruppe
nichts geéindert, wenn die Mengz N der zusitzlichen definierenden Worte so angz-
nommen wird, dafl sie abgeschlossen ist in Bzzug auf die obigen drei Operationen.

Die Menge i sei in der angaegebenen Art vorausgesetzt. Wir unterwerfen nun i noch
gewissen Bedingungen; hierzu sei noch der Bzgriff der Kongruenz erkliart. Sind gzgeben
zwei Worte W, und W, in Sektorenschreibweise durch: W, =8, ... Sg,1, Wo=T ... Ty .1,

so nennen wir W, und W, zueinander kongruent (in Zeichen: W,~W,), falls gilt:
SINTD ceey S]CNT}U Sk+1QTk+1.

Es existiere nun eine (fir jede Gruppe feste) Zahl j>2 so dafB gilt:
Axiom Z (ZAHLAXIOM).

% (R)>4j—2 fiir alle REN.

Axtom B (BESTIMMUNGSAXIOM).
Seren gegeben tn Sektorenschreibweise zwei definierende Worte
R eR REN:R =8, ... 8y, By=T, ... T,
und gilt: Sy ... ;=T ... T;, so folgt: R~ R,.

In den nichsten Paragraphen werden die Axiome Z und B vorausgesetzt- Spiter
werden noch zwei weitere Axiome eingefilhrt und es wird gezeigt, daB das Wort-
problem l6sbar ist fir Gruppen, die diesen Axiomen geniigen und noch einer ge-
wissen Endlichkeitsbedingung, falls unendlich viele definierende Relationen angenommen
werden.

Zur Vorbereitung der Entwicklungen der nichsten Paragraphen betrachten wir eine
beliebige Transformierte V B V™' mit R€R. Es wird gezeigt, daB sich eine solche Trans-

formierte (bis auf Aquivalenz) stets in einer bestimmten Normalform schreiben liBt.
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Zunichst kann V als reduziertes Wort vorausgesetzt werden, denn ist V' re-
duziert, V'~ 7V, so gilt: T=VRV '~V RV'"'. Wir zeigen nun weiter, da sogar
T reduziert vorausgesetzt werden kann. Ist etwa in Sektorenschreibweise: V=U, ... Uy,
R=8, ... 8, und ist 7=V RV ! nicht reduziert, so folgt, daB entweder im letzten
Sektor U,, von V ein Buchstabe enthalten ist, der invers ist zu einem Buchstaben
aus S; oder daBl in S, ein Buchstabe enthalten ist, der invers ist zu einem Buch-
staben aus U,' (da ja sowohl R als auch V reduziert vorausgesetzt wurden).

Angenommen, es gelte: U, =X,aX, S,=Y,a” 'Y, fir geeignete Worte X, X,.
Y,, Y,. Dann folgt:

T=VRV '~V RV
mit V=U ...Un 1 X, X,, R=Y;Y,8,..8a¢" ReN

Enthilt S, einen Buchstaben, der invers ist zu einem Buchstaben von U,!, so kénnen
wir eine analoge Umformung vornehmen. Durch vollstindige Induktion nach der
Anzahl der Buchstaben von V folgt dann die Behauptung.

Ist W=1 eine beliebige Folgerelation, so gilt immer eine Aquivalenz:
WNHViRi V;l, Rleg%,
i=1

wobei die Transformierten 7,= 7V, R; V;* reduziert sind. Es wird nun gezeigt, daB
die V; sogar so gewdhlt werden kinnen, dafi sie kein zu groles Teilwort eines de-
finierenden Wortes R’'€9 enthalten. Ist R ein definierendes Wort (R€M) und sind
P,C,Q Teilworte von R=PC, dann nennen wir C ein charakteristisches Teilwort

der definierenden Relationen R €M, wenn die Sektorengleichung gilt:
#(O)>x(PTPQ7H)+2.

Ist nun fir ein definierendes Wort RE€N gegeben ein Wort ¥ mit folgenden Be-
dingungen:
1) V enthilt kein Teilwort, das gleichzeitig charakteristisches Teilwort ist irgend

eines definierenden Wortes R’ €H.
2) VRV ist reduziert,

so nennen wir ¥V einen Rand von R. Das Wort 7=V RV ' nennen wir eine pri-
mére Transformierte. Wir zeigen, daB jedes Folgewort dquivalent ist einem Produkt

aus primédren Transformierten-
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Es sei gegeben eine Transformierte 7=V RV™!, die den obigen Bedingungen
gemill gewdhlt ist und es sei V=XCY, wobei C charakteristisches Teilwort ist eines

definierenden Wortes R’€R, R'=PC Q. Vermoge der Aquivalenzumformungen:
V=XCY~XP'RPX ' XP'Q'Y

erhalten wir: T=VRV*'~T, T,T:"

mit T,=V,R Vi, V,=XP, R, =R,

T,=V,R, Vi, V,=XP'Q'Y, R,=R.

Ty und 7, braunchen hierbei nicht reduziert zu sein, jedoch existieren nach den obigen

Ausfithrungen reduzierte Transformierte
Ti=ViRI Vi l~T, (RTEN)

und Ti=VIRIVE'~T, (RIeW).

Die Anzahl » (V}) der Sektoren von V7 ist hierbei hochstens so groB wie die Anzahl
der Sektoren x (V) des Wortes V,; ebenso gilt: » (V) < (V,).
Vermoge Formel (1) und der Voraussetzung s (C)>x (P7'Q™)+ 2 folgt somit:

(V) <o (Vy)=n(XP Q' N<u(X)+ 2 (P QY +x(Y)
< (X)Fx(V)+n(C)—2=x(V),

also: %2 (V) <x(V)
und ebenso: (VH < (V)=%(XP HY<x (V).

Da #(Vi)<x(V) und » (V3 <x(V) gilt, so folgt somit durch vollstindige In-
duktion nach x(V), daB eine Aquivalenz gilt:

VRV_1~>HV1'R;‘ Vi_l (R;ein, IS@SS)

i=1

fiir geeignete primére Transformierte V; R; V;'. Jedes Folgewort W schreibt sich daher

bis auf Aquivalenz als Produkt primirer Transformierter

Tl’ ceey Tn> W~ HT;‘, Ti: Vi Ri'V{I (RiE‘Jl‘, lSzSn)

i=1
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§ 2. Das reduzierte Produki

Der Satz, welcher das Reduktionsverfahren gestatten wird zur Entscheidung des
Wortproblems, besteht darin, daB in jedem reduzierten Wort W, das dquivalent ist
zu einem Produkt aus primiren Transformierten, ein Teilwort C enthalten ist, das
charakteristisches Teilwort ist eines definierenden Wortes R €.

Zum Beweise dieses Satzes erweist es sich als wesentlich, ein normiertes Verfahren
anzugeben, das ein Produkt P mit den Faktoren W,, ..., W, iiberfithrt in ein dazu
dquivalentes reduziertes Wort W~ P. Dieses reduzierte Wort W hingt nicht nur ab
von dem Wort P, sondern von der Faktordarstellung von P, d.h. von dem zuge-
ordneten n-tupel {W,, ..., W,}.

Zur genauen Behandlung seien nun folgende Begriffshildungen eingefithrt: Wir
bezeichnen ein geordnetes n-tupel aus n beliebigen Worten W, ..., W, als einen
(n-gliedrigen) Vektor B={W,, ..., W,}. Das Wort W; werde als i-te Komponente von
B bezeichnet; fiir das Wort W, ... W, schreiben wir auch |QB].

Jedem solchen n-gliedrigen Vektor wird nun im folgenden ein reduzierter Vektor
B ={V,, ..., V,} zugeordnet, derart, daB |%’| ein reduziertes Wort ist mit |8’ [~ B |;
hierbei ist V, Teilwort eines reduzierten Wortes Wi~ W,. Gilt fir =k die Aqui-
valenz W;~ W,, so braucht keineswegs zu gelten: V;~ V.

Wir wollen zunichst den Sonderfall behandeln, daB zwei reduzierte Worte W, und
W, gegeben seien; wir definieren nun den Vektor {W,, W,}'.

Zunichst bestehe W, und W, aus je einem Sektor, in Buchstabenschreibweise:
Wi=ay ... am, Wy=b, ... b, (die a; und die b; seien Buchstaben aus ©*'). Ist W, W,
reduziert, so setzen wir: {W,, W,}' ={W,, W,}.

Ist W, W, nicht reduziert, so geben wir die Definition von {W,, W,}'={V,, V,}
und der Erginzung X von {W,, W,} mit W~V X, Wy~X"'V, durch vollstindige
Induktion nach v=m+n=>2.

1) Fir v=2 besteht W, nur aus einem Buchstaben: W,=aqa,; es gilt: Wy=a;".
Wir setzen V =1, V=1, X=a,.

2) Es sei v>2 und wir machen die Induktionsvoraussetzung fiir alle v' <wv.

Es existiert dann eine Zahl k mit 1<k <m und eine Zahl I mit 1<1<n, so
daB a,=b;"' gilt. Es sei p das groBte k mit 1 <k<m, so daB a, zu einem der Buch-
staben b, (1 <I<n) invers ist und es sei ¢ das kleinste [ mit 1<I<n, so daB

a,=bg' gilt. Wir setzen nun:

* __ R .
Wl—al cea Qp_1Qpy1 ooo Amy WQ—bl cen bq—lbq+1 es bn'
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dann folgt: Wi Wi~ W, W,. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann bereits definiert
{W3, Wi} ={V,, V,} mit der Erginzung X'. Wir definieren:

{WD sz}l = {Wf: W;}' = {Vla Vz}

mit der Erginzung X = X'a,; dann gilt: W, =V, X, Wy~ X' V,.

Nunmehr seien W, und W, zwei beliebige reduzierte Worte, in Sektorenschreib-
weise gegeben durch: W,=S8, ... 8, W,=T, ... T,. Ist W, W, reduziert, so setzen
wir: {W,, Wy}’ ={W,, W,}; die Erginzung X von {W,, W,} ist das Leerwort.

Ist W, W, nicht reduziert, so definieren wir {W, W,}' ={V,, V,} mit der Er-
ginzung X durch vollstdndige Induktion nach w=k+1>=2. Fir w=2 wurde die De-
finition soeben gegeben. Es sei nunmehr w>2 und {W,,‘W,}’ und die Erginzung
X' von {W,, W,} fiir alle w'<w sei bereits definiert.

Es sei {Si, 7.} ={P, @ mit der Erginzung Y: S, =PY,T,=Y 'Q. Setzen

wir nun
IVT:SI... Slc—lp, W;:QTzTZ

so folgt: Wi Wi~ W, W, Ist nunmehr Wi W% reduziert, so setzen wir:
{W,, W, ={W3, W3}, X=Y.

Ist jedoch WY W% nicht reduziert, so muB P@Q das Leerwort bedeuten, somit gilt
Wi=38; ... Sk_1, wWi=",...T,.

In diesem Falle ist {W3i, W%}'={V,, V,} mit der Erginzung X’ definiert nach

Induktionsvoraussetzung. Wir setzen:
{Wy, Wy} ={W1, Wiy ={Vy, Va}, X=X"8.

Damit ist {W,, W,}’ allgemein definiert fiir zwei beliebige reduzierte Worte W,, W,
und ebenso die Erganzung X. Gilt nun X~ W, so folgt: Wy~ W1 1 V,; wir schreiben:
Wy<W, Gilt X~W;', so folgt: W;~V, W3'; wir schreiben: W,>W,. Gilt weder
W,<W, noch W,>W,, so schreiben wir: W, || W,.

Folgende Definition erweist sich nun fiir die Entwicklungen der nichsten Para-
graphen als zweckmiBig: es sei {W,, W,}' ={V,, V,} mit der Erginzung X und » (X)=r;
ist nun der letzte Sektor von V,; verwandt zum ersten Sektor von V,, so nennen wir
das geordnete Paar {W,, W,} (r+ 1)-fach wverkettet, andernfalls r-fach verkettet. Ent-
sprechend werden die Ausdriicke ,,mindestens r-fach verkettet’* und ,,hdchstens r-fach
verkettet'* definiert.

Vor der allgemeinen Definition des reduzierten Vektors sei nunmehr ein leicht

einzusehender Hilfssatz bewiesen.
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Hivrssarz 1. Es seien W, W, W, beliebige Worte und W, sei nicht das
Leerwort; P sei der letzte Sektor von W, und ) sei der erste Sektor von W,. Ist nun
W, W, reduziert und Wy Wy reduziert, jedoch Wi Wy W, nicht reduziert, so folgt:

a) x(W,)=1.

by PAW,~Q.

e) PQ ist nicht reduziert.

Beweis. Mit den Worten W, W, und W, W, sind auch die Worte W,, W,, W,
reduziert. Ist nun W= W, W, W, nicht reduziert, so folgt zundchst: W, +1 W,=1.

Wir setzen nun in Sektorenschreibweise:
Wi=28, ... Sk, Wo=8rs1 ... Si, W,=81,1 ... Sh.

1) Ware Sy nicht verwandt zu Sy.,, dann wire mit W, und W, W, auch
W, W, W, reduziert; es folgt: S, 28,.;. Analog folgt: $28;.,.

2) Angenommen, es wiirde gelten: 1>k +1. Mit W, W, wére dann auch S; ... Si.1
reduziert und mit W, W; wire auch S;.2 ... S, reduziert. Da Sy, zu 8.5 nicht
verwandt ist, so wire somit auch W, W, W,=28, ... S, reduziert. Somit folgt: I=k+1.

3) Angenommen, S, Si.; Sk, wire reduziert. Nun ist far &> 1 das Wort S, ... S,_;
reduziert (als Teilwort von W,); somit ist auch S, ... Sy.o=W,8;.; Si.o reduziert
(sowohl fiir k=1 als auch fir k>1). Fir m>k+2 ist auch das Wort S;,s5 ... S,
reduziert als Teilwort von W, Es folgt, dal auch W, W, W;=18, ... S,, reduziert
ist. Somit ist S, S;.1 Sy.2 nicht reduziert.

4) Sk Sy.1 ist reduziert als Teilwort von W, W, und S,.; Sk.e ist reduziert als
Teilwort von W, W,. Soll nun S; Sx Sk.1 nicht reduziert sein, so muBl in S ein
Buchstabe o enthalten sein, der invers ist zu einem Buchstaben o ! von S,,., d.h.
Si Siie ist nicht reduziert.

Geniigen die drei Worte W,, W,, W, den Voraussetzungen von Hilfssatz 1, so
nennen wir das geordnete Tripel {W,, W,, Wy} verschrinkt.

Aufgrund von Hilfssatz 1 kénnen wir nun zu einem beliebigen dreigliedrigen

Vektor B={W, W, W,} aus reduzierten Worten W, den zugehorigen reduzierten

Vektor B’ definieren.

Es sei
{W, Wz}':{Un Uz}’ {Uz, W3}':{V2, Us}-

Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden:

I) U, V,U, ist reduziert. Dann setzen wir:

(W, Wo, WoY ={U,, V,, Uy}
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Es gilt:
Uy Vo U~ U U, Wy~ W, W, W

Iy U, V, U, ist nicht reduziert; dann folgt aus Hilfssatz 1: » (V,)<1.

Ay #(V,)=0. Wir setzen: {U,, U,}' ={V,, Vy} und {W,, W,, W,}'={V,, 1, V,}.
Es gilt: V Vy~ W, W, W,

B) %(Vy)=1. Es selen P, der letzte Sektor von U,=KP; und P, der erste
Sektor von U,=P; L. Dann folgt aus Hilfssatz 1: P, 2 V,2 P,; P, P, ist hierbei nicht
reduziert. Wir bilden: {P,, P;}' ={@,, &} und setzen

V=K@, Vy=@Q3 L, {IVD W, Ws}/:{Vn Vs, Va}-

Zunachst gilt:
ViVoVeo=KQ Vo Qs L~KP V, PyL~W, W, W,

Mit »(P; Vo Py)=1, 2 (V,)=1 folgt auch x»(Q, V,@;)=1. Mit U, V, ist auch
P, V, und Q,.V, reduziert und mit V, U, ist auch V, P, und V, @, reduziert. Auler-
dem ist @, @, reduziert, daher folgt aus Hilfssatz 1 ¢), dal auch €, V, @, reduziert ist.

Aus P, 2@, TV, Q, folgt, daf mit P; auch @, V, @; nicht verwandt ist zum letzten
Sektor von K (fir K=+1) und mit P; ist auch ¢, V, €, nicht verwandt zum ersten
Sektor von L (fiir L+1). Da K reduziert ist (als Teilwort von W,) und L reduziert
ist (als Teilwort von W,), so ist auch K @, ¥V, @, reduziert und auBerdem ist ¢, V,Q, L
ebenfalls reduziert; somit ist nach Hilfssatz 1 das Wort V, V, V,=K @, V, ¢y L re-
duziert.

Im Falle II B) ist nach der obigen Definition das geordnete Tripel {U,, V,, U,}
verschriinkt. Das Reduktionsverfahren, das {U,;, V,, U} in {U,, V,, U,y ={V,, V,, V,}
tiberfithrt, nennen wir eine Verschrinkungsreduktion. Aus der Betrachtung des Falles II B)

folgt sofort der h#ufig benitzte
Hivrssatz 2. Ist {W,, W,, W,} verschrinkt, so gilt fiir

%,:{le W, Ws}lz{Up U,, Ua}:

a) Uy= Wy, n(Uy) =2 (W,)=1.
b) %(U)=x(W)—1(=1,3).
¢) Aus x(U)=x(W,)—1 folgt: U; ist sektoriell abgeschlossen in |B'| (i=1, 3).

Die Behauptung c) folgt daraus, daB in diesem Falle @, =1 bzw. @Q,=1 gilt.
Damit ist allgemein fiir drei reduzierte Worte W,, W,, W, der Vektor {W,, W,, W,}'
definiert. Wir wollen nun fir B={W,, ..., W,} den reduzierten Vektor L’ definieren

fiir beliebige reduzierte Worte W,, ..., W,. Fir n=1 setzen wir L' =R; fir n=2
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und n=3 wurde B’ bereits definiert. Es sei nun n >3 und wir machen die Induktions-
annahme, daB fiir alle s<n die Definition bereits gegeben sei.
Fir beliebige reduzierte Worte W, ..., W, ist somit nach Induktionsvoraus-

setzung bereits definiert:
(Wi oo, Wa i} ={Uy, ..., Un_1}.
Es sei ferner: {U, ,, W} ={V,_1, Us}. Es gilt dann:
Uy ..U 2V Up~Uy U W WL W
I) U,... Up_oVa_1 U, sei reduziert. Dann setzen wir:
(Wi oo Wo ={Uy, ..., Unz, Vs, Vg, Uy)

Iy U,... U, ¢V,_1U, sei nicht reduziert. Nach Hilfssatz I bestehen dann>
folgende Moglichkeiten:

A) % (V,_1)=0. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann definiert:
(U oo, Un o, Uy ={V1, ..., Vo, Vil
Wir setzen: {Wy, oo, Wy ={Vy, ..., Voo, 1, V3.

B) %(V,_1)=1. Dann ist nach Hilfssatz 1 das Wort V,_, verwandt zum letzten
Sektor P, von U, ... U,_» und zum ersten Sektor @, von U,=Q, U,.
1) % (U, ... Up_g)=1; es gilt P,=U, ... Up.5. Nach der Induktionsvoraussetzung

ist dann bereits definiert:
U oos Un o, @Y ={V1, ooy Voo, Qo).
Wir setzen: (W, o, WY ={V,, ..., Vo} mit V,=Q,U,.
Analog wie bei n=3, Fall II B) zeigt man, daBl V, ... V, reduziert ist. Es gilt:
Vi o Vanr Uy oo U2 Va a Un~ Wy o W
2) % Uy ... Up_2)>1. Es besteht eine grofite Zahl ¢+ (1 <¢<n—2) mit
w(U; ... Up 2)>1.

a) Fir i=n—2 sei Y, der letzte Sektor von U, :=U,r_. Y,. Es gilt: P,=7,.

Wir setzen:
{Yp Q1}’ ={Y2: Qz}; Vae= U;—Z Yzy Vo= Qz Un,:
{Wl’ ceey Wn}I:{Ul, eeey Un—3, Vn_2, Vn—la Vn}

Wie bei n=3, Fall II B) wird gezeigt, dal U, ... Upn_3 V4 _ o V1 V,, reduziert ist.
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b) Fir i<n-—2 sei Y, der letzte Sektor von U,=U;Y,. Es gilt:

%(Ui+1 cen Un_z)zl.

x) Y, 2Ujq ... Uy gyesgilt: Py=Y,U;,y ... U,_2. Nach Induktionsvoraussetzung

ist definiert:
{Y, Uisr, o, Unce, @ ={Y5 Viers oo, Voo, @)

Wir setzen:
Vi=Ui Yy, Va=QUn,  {Wy -, Way ={Uy, ..., Uiy, Vi, ., Vil

Wie bei n=3, Fall 11 B) folgt, dall U, ... U;_1 V; --+ V, reduziert ist.
p) Y, ist nicht verwandt zu U,y ... U, . Wir bilden:

{Ui+la R Un~2> Ql},:{Vi+17 ey Vn~2, Q2}
Wir setzen: Va=Q,U,, {(Wy, -, WY ={U,, ..., Us, Vi1, ..., Vol

Wieder ist das Wort U, ... U; Vi1 ... V, reduziert.

Damit ist der Ausdruck {W,, ..., W,} erklart fiir beliebige reduzierte Worte
Wi ..o, Wa. Wir lassen nunmehr die Voraussetzung fallen, dafl die Worte W, ..., W,
reduziert seien.

Zunichst ordnen wir einem beliebigen Wort W ein reduziertes Wort W~ W zu
durch folgende Festsetzungen: Firr reduziertes W sei W =W, andernfalls ist W
folgendermallen erklirt:

I) Besteht W aus einem Sektor und ist in Buchstabenschreibweise: W=a, ... a,,
so ist fiir den Vektor B ={a,, --+, an} der reduzierte Vektor B’ definiert. Wir setzen
dann: W=|%'|.

1I) Ist W gegeben in Sektorenschreibweise durch W=, ... §,, so setzen wir:

W=|{8 ... SV  (n>1).

Damit koénnen wir nun auch einem beliebigen n-gliedrigen Vektor B={W,, ..., W,}

einen reduzierten Vektor B’ mit reduziertem | 8’|~ L | zuordnen durch die Festsetzung:
B ={W,, ..., W' (n>1).

Uber die reduzierten Vektoren seien nun noch zwei Hilfssitze angegeben, die in

den n#chsten Paragraphen gebraucht werden:

HrvrssaTz 3. Fiir zwei reduzierte Worte W,, W, sei {W,, W,} ={W;, Wy} mit
der Erginzung X :W,~W{ X, WonX"'W;. Es sei ferner Wi rechter Abschnitt von
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W,~P W35 und X sei rechter Abschnitt von Wi~QX. Dann gilt:

WL, W, ={Q. W2}
mit der Erginzung X.
Beweis. Aus Wy~PWi~PQX, Wy~ W;X folgt: Wi~ PQ; daher ist mit W; We
auch das Wort QW; reduziert. Aus Wi~QX, W,~X ' W, folgt dann die Be-
hauptung.

Hirrssarz 4. Es sei {W,, Wy} ={Wi, W3} mit der Erginzung X,
{W,, Wy} ={W3, W%} mit der Erginzung Y ' und {Ws, Wy}’ ={W3', W;}.
Es sei ferner:

(X)) + = (V)< (Wy)— 1.
Dann gilt:

Won XTWY Y, Wi W Y, Wi XUWY
mit x(Wy)=>1, Wi= W%,
Beweis. Nach Voraussetzung und nach Formel (1a) in § 1 gilt: W,~ X~ W5 mit
2 (W3) =0 (W,)—~%(X)>x(¥). Da nun Y ! rechter Abschnitt ist von W,, so folgt

aus u(Wé)>%(Y‘1), daB Y~! anch rechter Abschnitt ist von W, Daher existiert ein
Wi mit Won~ W, Y1 Aus Hilfssatz 3 folgt dann:

{We, Wo} ={W2, Wil
Es ergibt sich:

Won XTVWy Yl XMW, Won WYL, x(W))=1
nach § 1, (1).

Anmerkung. Es gilt: Wy Wy Wi~ W, W, W,. Ist {Wy, W;', Wi} nicht verschrankt,
so folgt:
{WD W2a W3},={W{7 W‘;,s )g}

(speziell gilt dies fir s (X)+x (Y)<x(W,) —1); andernfalls ist Hilfssatz 2 anzuwenden.

§ 3. Formen vom Grade 2

Fir die folgenden Untersuchungen ist es wesentlich, festzustellen, auf welche Art
sich ein beliebiges Folgewort W darstellen 1iB8t als Produkt von primiren Trans-

formierten. Hierzu betrachten wir Vektoren



AHNLICHKEITSANALYSE VON GRUPPENRELATIONEN 171
~1 —1
11:{Vl, R1_~ Vl 3 eens V‘ﬂs Rna Vn—1}>

wobei die Worte T:,=V,; R, V,'! (1<{<mn) primire Transformierte darstellen. Zunichst
beachten wir, dafl durch Angabe der T; die worte R; und V; bereits eindeutig be-

stimmt sind.

HivLrssarz 5. R und R’ seien zwei definierende Worte: RENR, R €N. V sei
Rand von R und V' sei Rand wvon R'. Es gelte: VRV '=V'R V'™'. Dann folgt:
V=V, R=R'.

Beweis. Das Wort T'=VRV™'=V'R V'™' sei gegeben in Sektorenschreibweise
durch T'=8; ... 8S». Da V linker Abschnitt ist von T, so gilt: V=8, ... 8¢ Z fir
ein gewisses k<m und ein Wort Z=S8,., (evtl. gilt: Z=1). Ebenso besitzt T’ die

Form: V'=8, ... §;Z" fir ein gewisses I<m und ein Z' =S, ;.

Es folgt:
T=8,...8Z8:. 182 . Sm_x1Sm  Z718 ... 8!
=8, . S Z S a8 e S SE 2SS
fiir geeignete Worte See1, Smers Siir, Sy
mit
Spi1~Z Sk, S xS 271, S~ Z S, Sy ~Sh Z 7
Es ergibt sich: {Sm_ts Ske1} =1{8m-r, Se21} mit Spp=+1

(da Z=8,,; angenommen wurde),
{8m 1, 81} ={8m 1, Sti1} mit Sf =1,
Wir beweisen zunichst: k=1. Wire etwa I >k, so wiirde einerseits gelten:
{Sm—k, Sk+1}’:{S;n~k: S;Ic+1} mit S;c+1=’= 1,

andererseits wire Su_,=Sil1, also: {Sm_k, Sk} ={1, 1}. Es folgt: I<k; analog be-
weist man k<[, -
Wir kénnen also annehmen: I=%k. Wire nun V=28, ... 8; Z, V'=8; ... S Z' mit
Z=7', so wirde folgen: {S, x, Sxi1} = {Sm x» Sks1} mit der Erginzung
Z7 S e =Su_x 271, Si1~Z 8kn;
andererseits wire {S,_z, Sii1} =Sk &, SF,1} mit der Erginzung Z ~'+Z"', woraus

sich ein Widerspruch ergibt.
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Sind nun 7=V, R, V;' (1<i<n) n primire Transformierte, so setzen wir zur
Abkiirzung:
%(Tl; "'; Tﬂ):{Vl’ Rl; V{ly '--7Vﬂ3 Rn, V;l};

diese Abkiirzung ist eindeutig, da nach Hilfssatz 5 die Worte V; und E; durch die
Worte 7' eindeutig bestimmt sind. Den zu U=LB (Ty; ...; T,) gehorigen reduzierten

Vektor 11" bezeichnen wir in der Regel mit
W= {Py, Ky, @i ... Pa, K, Q')

Sind mehrere solche Vektoren zu betrachten, so bezeichnen wir die Komponenten des

reduzierten Vektors durch einen zweiten Index, also etwa:
Wo={P1o K10, Qi s Pr.oy K oy Qulo}-
Zu einem gegebenen Wort W betrachten wir die Menge aller Vektoren
U=B(Ty; ...; Ty

mit den primidren Transformierten 7; (1<i<mn), wobei ||~ W gilt. Diese Menge
nennen wir die zu W gehérige Form F (W); genau dann ist F (W) die leere Menge,
wenn W kein Folgewort ist. Die dem Leerwort zugeordnete Form bezeichnen wir
mit F (1).

Wir ordnen nun jeder nicht leeren Form F (und damit auch jedem Folgewort)
einen Grad zu. Der Form F (1) wird der Grad O zugeordnet. Ist F==F (1), so be-

zeichnen wir als Grad von F die kleinste Zahl n, zu der ein Vektor
U=BV(Ty; ...; Tn), Ner

mit primiren Transformierten T, ..., T, existiert. Wir interessieren uns nun im
folgenden speziell fiir Formen F von einem Grad » >0 und deren Vektoren B (Ty; ...; T').
In diesen Paragraphen untersuchen wir die Formen vom Grad 2. Zur Vorbereitung sei
ein Hilfssatz angefiihrt, der unmittelbar aus Axiom B folgt.

Das Axiom B besagt in anderer Formulierung, da$ fiir zwei definierende Worte
Ri'eR, R,eN, die nicht dquivalent sind (By'aR,), das geordnete Paar {R,, R,}

hochstens (j—1)-fach verkettet ist. Hieraus ergibt sich zusammen mit Formel (1), § 1:

HivnrssaTz 6. Es seien R, €N, R,€N zwer definierende Worte, fiir die nicht
gilt: Ri'~R,; es set ferner: {R,, Ry} ={K,, K,}.

Dann ist K, linker Abschnitt von R, und K, rechter Abschnitt von R, und es gilt
fiir i=1, 2:
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a) xg, (Ki)

> (R)—j+1.
b) Fir % (K)

= (R)—j+1 ist K; sektoriell abgeschlossen in K, K,.

Wir betrachten nunmehr das Produkt zweier primérer Transformierten
T,=V.R Vi_l(izla 2),
wobei wir voraussetzen, da die Form F (T, T,) den Grad 2 besitzt. Wir erhalten:

Satz I. In einer Gruppe, die den Axiomen Z und B geniigt, sei =B (T; T,)
ein Element einer Form F wvom Grade 2 und der zugehirige mormierte reduzierte
Vektor sei

W={P,, Ky, Qi", Py, K, Q:'}.
Dann gilt:

a) P,=V, @'=Vs.

b) R, besitet die Form: R,~K,X (fiir ein geeignetes Wort X), R, besitzt die
Form: Ry~ Y K, (fiir ein geeignetes Wort Y).

¢) Fir i=1,2 gilt: »(K;)>j. Aus »(K)=j folgt: Qi'=1, Py=1, K; ist sek-
toriell abgeschlossen in R; und in K, K,.

d) Fiir mindestens ein K; (1=1, 2) gilt: np, (Ki)=x(B)—j+ 1L

Beweis. Fir V,=1, V,=1 folgt: W' ={1, K;, 1, 1, K,, 1}, wobei K, und K, den
Folgerungen a) und b) von Hilfssatz 6 geniigen.

I) Vi=1, Vy=1.

A) R,>V,.

In diesem Falle besitzt R, die Form R, ~ R; V;'. Hierbei gilt: » (R;)>2j— 1.
Andernfalls wiirde folgen: » (Vz')>27j, % (V3')>x (B;)+2. Der Rand V, von R, wiirde
somit ein charakteristisches Teilwort von Ri! enthalten, was der Definition der pri-
méiren Transformierten in § 1 widerspricht.

Nun ergibt sich 7, Ty~ Ri{ R, V3'; mit R, ~R; V5! ist auch V;'R; und R; 'V,
ein definierendes Wort aus M gemidB der Definition in § 1. Wir vergleichen nun R,
mit B;™' V, und verwenden Hilfssatz 6.

Angenommen, {R;, R,} wire mindestens j-fach verkettet, dann folgt nach Hilfs-
satz 6: Ry~ R; "'V, Hieraus ergibt sich:

T,=V,R, V51~ VzR{_INRl_I
T 7T,=R,V,R, Vital
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im Widerspruch zur Voraussetzung, daf F (T, 7T,) eine Form vom Grade 2 ist!. Daher
ist {Ry, R} hochstens (j—1)-fach verkettet und es gilt:

{R1, By} ={R\, B2}
mit einer Ergdnzung X mit
»(X)<j—1, Ri~R/ X, R,~X 'R;.

Aus x(X)=7—1 folgt: R; ist sektoriell abgeschlossen in R; R; und in R, (nach Formel
(1), § 1) und ebenso ist Rj sektoriell abgeschlossen in R, und in R R

B) R, <V,

Dieser Fall ist unméglich nach der Definition der priméren Transformierten in

§ 1, da dann V, ein charakteristisches Teilwort von R;' enthalten wiirde.
C) R,||V,.
Es sei {R,, V,}'={R;, V5} mit der Erginzung X. Hierbei ist weder R; noch V;

das Leerwort; R; besteht aus mindestens 2 j— 1 Sektoren (Beweis wie unter A)). Es gilt:
T, Ty~Ri Vs R, V5.
Es sind nun folgende Fille zu unterscheiden:
1) R{ ViR, V3! ist reduziert. Wir erhalten:
{Vy, Ry, Vi', Vo Ry, Va'y ={1, By, 1, V3, Ry, Vi'}.

2) R;VyR,Vi' ist nicht reduziert. Dann ist {Ri, Vs, B, V5'} verschrinkt. Da
# {R,)>1 gilt, so erhalten wir durch Verschrankungsreduktion ein R} und ein R; mit
RIVoR, Vi'~R{ VoR, V;'. Es folgt:

W={1, R/, 1, V3, Rs, V5'}.
Da x(R))=2j—1 gilt, so folgt nach Hilfssatz 2:
% (RY)=2§—2=7;

fir % (Ry)=j folgt zudem: R; ist sektoriell abgeschlossen in R, und in R’ Vs Rs.
Nach Hilfssatz 2 folgt auBerdem:

1 Zu diesemn Vorgehen vergleiche man auch TARTAKOWSKT [10], Theorems on Adjacency 1-111,
Part I, § 5. TarTaAROWSKI gibt eine Theorie der Komposition zyklischer Worte (vgl. oben, S. 160,
Fufinote 1). Die dort abgeleiteten Satze lassen sich hier allerdings nicht unmittelbar anwenden, da
wir von einem freien Produkt aus freien abelschen Gruppen ausgehen.
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% (Rs)=u(Ry) — 1= (Ry)—j+ L;
fiir % (Ry) =2 (Ry) —j+1 ist Ry sektoriell abgeschlossen in R, und in R;" V; R;.

Iy Vi=1, V=1

Der Beweis erfolgt analog wie in I).
III) Vy=1, Vy=1.

Ay Vi'<V,

Es existiert ein Teilwort Vi von V,, so daBl gilt: V,~ V, V; somit folgt:
T: Ty~ Vi (By V; R, V;l) Vit

Nun ist T5="V, R, Vi ! ebenfalls eine primére Transformierte, da mit 7, auch
T% reduziert ist und mit V, auch Vs kein charakteristisches Teilwort enthilt. Ge-

méif3 1) konnen wir nun bilden:
{1, Rl’ 1, Vé, R27 V;_l},:{l, Kl’ 1’ P2’ K2’ I/'é\l}/

Das Wort K, P, K, Vy™* ist somit reduziert; da nun K, aus mindestens j(>2) Sek-
toren besteht (nach I)), so folgt nach Hilfssatz 1, daB auch das Wort V, K, P, K, V5 *
reduziert ist, da ja V; K, als Teilwort von 7, reduziert ist. Da K, (nach I)) eben-
falls aus mehr als einem Sektor besteht, so folgt aus Hilfssatz 1, daBl auch das Wort
ViK,P, K, Vo' Vit reduziert ist, da ja K, Vo' Vit reduziert ist als Teilwort von
T,. Aus Vi'~Vy ' Vit folgt, daB auch V, K, P,K,V:' reduziert ist und es er-
gibt sich:
W={v, K,1, P, K,, Vi'};

die Giiltigkeit der Behauptungen des Satzes I fiir Il ergibt sich dann aus der Be-
trachtung von
{ls R17 la V;, R2 Véil},

gemifl Teil I) des Beweises.

B) Vil>V,.

Dieser Fall wird analog behandelt wie der Fall A).

C) Vi'||V,.

Es sei {Vit, Vo)’ ={Vi7}, Vi} und X sei die Ergiinzung: Vit~ Vi ' X, V,~ X'V
hierbei ist weder Vi™* noch V; das Leerwort. Es gilt die Aquivalenz:

T To~V R Vi ViR, Vit

12— 563802. Acta mathematica. 96. Imprimé le 31 décembre 1956.
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Ist W=V, R, Vi 'V, R, Vi' reduziert, so folgt nach der Definition in § 2:
W={V,, R, Vi'}, Vs, Ry, V3'};
der Satz ist damit giltig. Wir setzen nun im folgenden voraus, W sei nicht reduziert.
1) %(Vy 'V >1.
Angenommen, sowohl W,=V, R, Vi ' V; als auch W,=V;' Vs R, V3" wiren re-

duziert. Da W nicht reduziert sein soll, so folgt nach Hilfssatz 1:{V, Ry, V1™, Vo R, V3'}
ist verschrinkt, es gilt also: » (V1! Vs)=1 im Widerspruch zur Voraussetzung.

a) Wo=V1 'ViR,Vi' sei reduziert; dann ist W,=V, R, Vi~ V; nicht reduziert.
Da Vi'V, und V, R, Vi ! reduziert sind, so ist {V, R,, V1", V3} verschrinkt und
es folgt: » (Vi ')=1. Es sei P der letzte Sektor von R, =7, P und U der erste Sektor
von Vi=UZ, Wir bilden: {P,UY={P’, U’} mit der Erginzung Y, Ri=2Z, P,
V) =U'Z, Es folgt: V"'oY 1

Durch Verschrinkungsreduktion (§ 2) erhalten wir dann ein reduziertes W; mit
Wi=V R Vi Vy~V,R Vi V5.
Hierbei gilt V3 =1, da sonst folgen wiirde:
R ~Ri Vi, VittaVy, w(Vi' Vo) =1.

Nach Hilfssatz 2 folgt: = (R;)=x(R,)—1, wobei fiir » (R;)=x(R,)—1 das Wort R;
sektoriell abgeschlossen ist in R, und in R; V{“l.
Mit Vi ' ViR, Vi' ist auch V{ ' Vs R, V5! reduziert. Angenommen,
W =V,R Vi V)R, V5!

sei nicht reduziert. Da nun V, R; Vit reduziert ist, so folgt: {V, R, V14V R, VY
ist verschrinkt und ¥V, ' ist verwandt sowohl zum letzten Sektor von V; R; als auch
zum ersten Sektor F von V3 R,V;'. Da x (V! Vi)>1 gilt, so ist F identisch mit
dem ersten Sektor von Vy (FAV; 1~ ¥™Y). Dann wire aber auch {V, Ry, V1%, V3'}
verschrankt und W=V, Ry V"' V3’ wire nicht reduziert im Widerspruch zur obigen
Feststellung.

Daher ist W’ reduziert und es folgt aus der Definition in § 2:
{V17 Ri: V]l.715 V;/y R27 VZrI}
Der Satz ergibt sich dann aus der obigen Bemerkung iiber x (R;).

b) V,R, Vi'V; sei reduziert. Der Beweis erfogt analog a).
2) (Vi 1Vy)=1.
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Ist W=V, R, Vi*V; nicht reduziert, so bilden wir wie unter 1a) durch Ver-

schriankungsreduktion ein reduziertes Wort
Wi=V,RiVilV)~W,
mit R,~R7Y, Vor Y1V, Yoyl
Fir reduziertes W, setzen wir:
R =R, Vs ="V, Y=1.

a) V=1 Ist Vi' V) R, V' nicht reduziert, so ist {Vi™*, Vi, R, V5'} ver-
schrinkt. Durch eine Verschrankungsreduktion erhdlt man ein Vi und ein R, so
daBB Wy=Vi 17y Ry V5' reduziert ist. Hierbei gilt: x (Ry)=x(Ry)—1>1 und aus
% (R:) = (Ry)— 1 folgt, daB Ry sektoriell abgeschlossen ist in R, und in Vi "' Vi R;.

-t tr -~ . .
Ist Vi 'V, R, Vit reduziert, so setzen wir:
rr_q 11 r_
1 =V RZ_Rz-

Ist dann W' =V, R; Vi ' Vs R, V5" nicht reduziert, so ist {V, Ry, Vi ' Vi, Ry Vi)
verschrinkt und durch Verschrinkungsreduktion erhalten wir ein R und ein Ry

mit reduziertem W'',
W VLR VI VYR VS VRV RV

Ist W’ reduziert, so setzen wir: R, = Ri, Ry = R;. Nach Hilfssatz 2 folgt: » (Ry')=
% (R1)—1 und héchstens dann gilt: % (Ry )=x(Ry)—1, wenn R; nicht sektoriell abge-
schlossen ist in R| V)" (d. h. fiir x (R)=x(R,). Es folgt: x (RB)>x(R,)—1 und
aus % (R{)=x»(R,)—1 ergibt sich,’._ daf Ry sektoriell abgeschlossen ist in R, und in
R V{ 'V Ry. Analog ergibt sich: x (Ry)=x (R,)— 1, wobei x (Ry') =% (R,) — 1 héch-
stens dann gelten kann, wenn R, sektoriell abgeschlossen ist in B, und in Ry Vi ' V' Ry .
Es folgt:

Lll:{V1>‘-«_R£’; V{lvla V;,; Ré/a Vgl}y
wobei K;=R;" und K,=R; den Bedingungen b), ¢), d) von Satz T geniigt.

b) Vi =+1. Der Beweis erfolgt wie in a).

c) Vi'=1, ¥y =1. In diesem Falle gelten die Aquivalenzen:
R ~R(V;,  Ry~V{Ry T,T,~V,R Ry V5
Wir bilden: {Ri, B;}'={R!, R;}
mit der Ergénzung

Y UR~R'Y'VyY,  R,~ViYRy.
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Aus Vi laVy folgt: w (Y 1V HY=n (Y 1V,
Wiirde nun gelten: 2 (Y 'V HY=n(ViY)=j,

so wiirde folgen nach Axiom B:
Y Vo 'R ~ Y VT RY Y Vs 'R, Vi~ Vi R3 V1.
Aus Vit V,~ Vi 1 Vyn Vy Vit folgt:
Ti=V, R Vi'~V,B;* Vit =T5",

was der Voraussetzung widerspricht, daB F (T, T,) eine Form vom Grade 2 ist. Gilt
2 (Y 'Vy;Y=j—1 und ist der letzte Sektor von R;’ verwandt zum ersten Sektor von
R, so folgt nach Axiom B derselbe Schiuf.

Es ergibt sich: W={V,, R, 1, 1, By, V5'}. Der Satz ist somit richtig nach den
oben angegebenen Bemerkungen, denn fiir » (Ry)=13 (R,)—j+1ist Ry sektoriell abge-
schlossen in R, und es gilt: » (Y ' V3 1)=4j—1; R, ist somit sektoriell abgeschlossen
in R/ Ry. Fir Ry gilt eine analoge Aussage.

Damit ist Satz I bewiesen.

Anmerkungen zu Satz I: AuBer den in Satz I, a—d aufgefilhriten Folgerungen
ergeben sich noch weitere Tatsachen, die sich aus dem Gang des obigen Beweises
ergeben. Da diese spiter gebraucht werden, seien sie hier zusammengestellt.

1) @' ist linker Abschnitt von V', P, ist rechter Abschnitt von V,.
9) Falls xg (K,)=x(R)—7+1 nicht gilt, so folgt: Vi'<V, wobei V,~V, ausge-
schlossen ist. Talls xp, (K,)>x (B,) —j+ 1 nicht gilt, so folgt:

Vit>V,, ViaV,.
3) a) Aus Qi'=1, K, =R, folgt: »(Qr')=1; hierbei ist Qr' verwandt zum letzten
Sektor von R;. Es gilt die Sektorenungleichung: »x (K;)=x (R,)~1; fir
% (K,)=x(R,)—1 ist K, sektoriell abgeschlossen in R, und in K, Q' P, K,.

b) Aus P,=1, K,+= R, folgt: »x(P,)=1; P, ist verwandt zum ersten Sektor von
R,. Es gilt die Sektorenungleichung:

% (Kp) =% (Ry) — 15

fir % (K,)=x (R,;)—1 ist K, sektoriell abgeschlossen in R, und in K; Q' Py K,

4) Fir Vi'>7V, gelten Aquivalenzen:

Vit~Qi' Xyt Vi, R, ~K,Y;', R,~X,Y,K,
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fiir geeignete Worte X,, ¥, Fir Qi'=1, ¥Y5'=1 folgt: Ys'2a@Q;'. Fir Vi'<V,

gelten Aquivalenzen:
VorV, X7 P,, R ~K, Y, X, R,~Yi'K,

fiir geeignete Worte X,, ¥;. Fir Py+1, ¥{ =1 folgt: P,oa ¥i.
5) Fir Vi'||V, sei vorausgesetzt, daB nicht gleichzeitig gilt: K,=R,, K,=R,. Es
sei {V{ L Vz}’={V{_1, Vé} gesetzt. Dann existieren folgende Moglichkeiten:
a) Vi 'aVs, Ry~ViRy R, ~RVy ' fiir geeignete Worte R;, R;. In diesem Falle
folgen Aquivalenzen:
B ~K XVy', By~ViX'K,
mit XV, ' ~X VY, (X Ve )= (X Vi )<j—1

fur ein geeignetes Wort X (evtl. X =1).

b) Falls a) nicht gilt, so sei F der erste Sektor von Vi! und B sei der letzte
Sektor von V, Es folgen die Aquivalenzen: R, ~ K, X, R,~ X’ K, fiir geeignete
Worte X, X’. Fir X =1 folgt: XoF, fir X’ =1 folgt: X'~85. Aus X =1,
X'=1 folgt: FaB (vgl. auch 3)).

Die fiir alle folgenden Entwicklungen wesentlichen Aussagen ¢) und d) in Satz 1
enthalten Angaben iiber die Zahl der vollen Sektoren von K; beziiglich R; (¢=1, 2).

Nach Satz I d) gilt mindestens eine der beiden Aussagen:
(KE)=x(R)—j+1 (3=1, 2).

Untersuchen wir nun fir ein gegebenes zyklisches Wort Z (R) die Werte » (R} mit
R'€Z (R), so sehen wir, daB3 nur zwei Werte auftreten — je nachdem, ob der letzte
Sektor von R’ verwandt ist zum ersten Sektor oder nicht. FEine definierende Rela-
tion R =1, R'eNR, R'=8, ... S»n (Sektorenschreibweise) nennen wir eine Relation erster
Art, falls 8; nicht zu S, verwandt ist; falls jedoch §;2 8, gilt, so nennen wir R =1
eine Relation zweiter Art.

Ist B'=1 mit R' =28, ... S, eine Relation zweiter Art, so ist R’ =1 mit

R’'=8n8:8; ... Sm_1
eine Relation erster Art und es gilt: » (R’ )=1s (R”")+1. Ist weiter R*=1 mit
R*=U, ..U,

eine Relation erster Art und ist R**=1 mit B** € Z (R*), R**avR* ebenfalls eine Rela-
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tion erster Art, so gilt fiir ein gewisses ¢ (2<71<n):
R™*=U,...U,U;...Un1, #=(R™)=3x(E").
Ist nun Z=Z(R) ein zyklisches Wort und R'=1 mit R'€Z (R) eine Relation
erster Art, so setzen wir: %' (R)=x (Z (R))=x (R'). Diese Definition ist von der Aus-

wahl von R’ unabhingig; gilt R*€Z(R), so folgt: » (R*)=x'(R), falls R*=1 eine
Relation erster Art ist — andernfalls gilt: » (R*) =2 (R)+ 1.

Zusarz. Die Einteilung in Relationen erster und zweiter Art gibt Veranlassung,
fiir eine Abschwichung von Axiom B eine Variation von Satz I anzugeben.

Axiom B werde fiir zwei Relationen zweiter Art B, =1, B,=1 in folgender Weise
abgeschwiicht: Gilt fur R,=28, ... Sp, B,=T, ... Ty

Sy STy . T,
so folgt: R, ~R,.
Alsdann bleibt Satz I giiltig, wenn die Ungleichung in I d) ersetzt wird durch:
#r (K) = (B)—j+1 (t=1, 2).

Auf die Frage der Abschwichung von Axiom B wird am Schiufl von § 7 und zu

Beginn von §8 noch eingegangen.

§ 4. Monotone Formen

Der letzte Paragraph gab eine Kennzeichnung der Formen vom Grade 2, die nun
ausgenitzt werden soll zu einer Einteilung der Vektoren BTy .o Ta)-

Es seien Tlv= VR, Vit und T,=V,R, Vil zwei primire Transformierte, wobei
F(T,T,) den Grad 2 besitzen soll. GemaB Satz I d) gilt mindestens eine der beiden
Aussagen:

wp, (Ki) =0 (B)—j+1 (i=1,2).

Falls #p, (K;)>x (R,)—j+1 nicht gilt, so folgt nach Anmerkung 2 zu Satz I:
Vit<V,, ViV

falls »p, (K,) = (R,)—j+ 1 nicht gilt, so folgt:
Vit>V,, ViaV,.

Dem geordneten Paar {7, T} sei nun zugeordnet ein geordnetes Paar {z, z,}

mit », = +1, 2,= +1. Wir setzen z,= —1 fir Vi'<V,, V,&V,, andernfalls setzen
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wir x,= +1; wir setzen z,— —1, falls gilt V!>V, V,a&V,, andernfalls z,= + 1.

Wir nennen
a(Ty, Ty)= {xp x2}

die Signatur von {1, T',}. Nach Definition kann {—1, —1} nicht als Signatur auf-
treten, da aus Vil<V, Vi'=>V, folgt: V,~V,. Aus x,= +1 folgt somit:

2p (K)Zo(R)—j+1,
aus x,= +1 folgt:
%g, (Ky) Zn (By) —j§+ 1.

Sind nun gegeben n primére Transformierte T,=V; R, V7' (1 <i<n), derart, dall
F(T,...T,) eine Form vom Grade n>1 darstellt, so ist F (T} Tj.1) eine Form vom
Grade 2 fir alle & mit 1<k<n-—1. Wir erhalten somit ein geordnetes (n— 1)-tupel

€ von Signaturen:

QS;: {Ul, Tgy vvny O‘n~1} mit =20 (Tk, T}H—l)

fir alle ¥ mit 1<k<n—1. Wir nennen € =& (Il) die dem Vektor 1= (7,;...; T)
zugeordnete Signoturenmenge.
Ein besonders einfacher Fall liegt dann vor, wenn die o, ={@y, 24,1} sich alle

gleichartig verhalten. Gilt fir alle & mit 1<k<n—1:
or={+1, xes1} (Trr1= 1),
so nennen wir U=V (Ty; ...; T',) einen L-Vektor; einen Vektor

U=B(T)={V,, B, Vi'}

(Ty=V,R, Vi' sei hierbei eine primire Transformierte) wollen wir ebenfalls als L-
Vektor bezeichnen. Eine Form F vom Grade » nennen wir eine L-Form, falls ein
L-Vektor U=LB(7T; ...; T) mit L€ F existiert. Analog definiert man R-Vektoren
und R-Formen. L-Formen und R-Formen nennen wir auch monotone Formen. Wir
untersuchen in diesem Paragraphen die L-Formen, die wir zum Aufbau einer belie-
bigen Form gebrauchen (fur die R-Formen gelten analoge Sitze).

In Analogie zu einer fritheren Definition (§ 1) wollen wir ein Teilwort Y eines
Wortes W=XYZ als linksseiftg abgeschlossen in W bezeichnen, falls fir X =1 der
letzte Sektor von X nicht verwandt ist zum ersten Sektor von Y (fiir X =1 ist ¥
also stets linksseitig abgeschlossen). Analog definieren wir rechtsseitig abgeschlossen;
abgeschlossen schlechthin bedeutet somit: Sowohl linksseitig als auch rechtsseitig ab-

geschlossen. Es gilt nun:



182 HELMUT SCHIEK

Hivrssarz 7. Es seien Ti=V, R, Vil (1<i<n) primire Transformierte und
es ser
U=V (Ty; ...;Tr) mit W={P, K, Q7" ..., Py, K,, Q'
ferner sei R, =B(Ty; ...; T, Be=B (T35 ...; Th).

Die Komponente K;, von B, sei rechter Abschnitt von R; mit % (K; ,)=>j. Fir
® (K, ) =17 ses K, , sektoriell abgeschlossen in R; und linksseitig abgeschlossen in B, ].
Die Komponente K; g von %é sei linker Abschnitt von R; mit xp (K )= (Bi)—j+1.
Dann folgt :

1) R; besitzt die Form: Ri~FK,B fiir geeignete Worte F und B mit K; ,=K,B
und K; g=F K;. Hierber gilt: » (K;)>1. Fir »{K;)=1 ist K; sektoriell abgeschlossen

in R; und linksseitig abgeschlossen in |U'].

2) a) Fiir alle k mit 1<k<i—1 gilt: Py=Py o, Ki=Kir o, Qp=: o, auperdem:
PiZPi,oc-

b) Fiir alle & mit ++1<k<n gili: Py=Py s, Ki=Kys, Qv=0Qk s, auferdem:
Qi:Qi,ﬂ~

Beweis. I) Nach Voraussetzung gilt:
Bi~X'K ,~K Y
fiir geeignete X, ¥ mit x(X)+x(Y)<x(R)—1. Fir x(X)+x(Y)=x(R;)—1 folgt
hierbei: x(K;q) =74, so daB K;, nach Voraussetzung linksseitig abgeschlossen ist
in |B|.
IT) Setzen wir:
Wi=Pi oK1 o@Qik oo Piit, o Ki1,0Qi 1P s,
Ws=Qi 3 Pii1sKi1 5@ 05 .. PrpKnp Qxls,
so folgt: (W, X, R}y ={W,, K .},
da W, K, , reduziert ist als Teilwort von |%,]|; ebenso folgt:
{R;, YW, ={K, 5, Ws}.
ITI) Daher folgt nach Hilfssatz 4:
R~X1'K, Y}, K ,~K Y™ Kizy~X 1K,

wobei K; die erste Komponente darstellt in {K;,, W,}'. Fir »(K;)=1 folgt nun:
% (K; 4)=17, da nach Voraussetzung x (X ')<j—1 gilt. Somit ist nach I) W, K; W,

reduziert, woraus die Behauptungen folgen nach der Definition von 1l". Analog folgt:
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HivrssaTz 7a: Die Vorausselzungen von Hilfssalz 7 seien folgendermaflen ab-

gedndert :
%Ri(I{iya)EK(Ri)ﬁj‘}'l, %(Kiy/g)Zj;

fiir % (K, ) =j sei Ki; rechisseitig abgeschlossen in |Bjs| und sektoriell abgeschlossen
in R;. Unter Beibehaltung der dibrigen Voraussetzungen gelten dann wiederum die
Folgerungen 1) und 2) mit folgender Abinderung in 1): Fir » (K;)=1 ist K, rechts-
seitig abgeschlossen in |W'| (statt linksseitig).

Wir erhalten nunmehr
Sarz IT1. U=BV(Ty; ...; T») set ein L-Vektor mat
W={P, K, Qi", ..., P, Ku, Q:'},
wobes die T;=V, R, V' (1<i<n) primire Transformierte bedeuten. Dann folgt:

a) Q =V, @' =Vi"

b) K, ist linker Abschniti von Ry~K, X, (das Wort X, geeignet gewdhlt);, K, ist
rechter Abschnitt von R, ~ X, K, (X, geeignet gewdhlt).

¢) x(K,)>j. Fir »(K,)=4 folgt: K, ist sektoriell abgeschlossen in R, und links-
seitig abgeschlossen in |1'].

d) x(K)=x(R)—j+1. Fiir »(K))=»(R,)—j+1 folgt: K, ist sektoriell abge-
schlossen in R, .

e) Fiir alle ¢ mit 2<i<n—1 gilt: »(K;)=1. Fiir % (K;)=1 st K; sektoriell ab-

geschlossen in R; und linksseitig abgeschlossen in |1].

Beweis. Fir n=1 ist der Satz trivial und fiir n=2 ist er in Satz I enthalten
gemiB Anmerkung 2) zu Satz I. Wir setzen voraus: n>2 und machen die Induk-
tionsvoraussetzung fir n— 1.

Aus der Induktionsvoraussetzung und aus
6 (Thoq, Th)={+1, 2} (xn=F1)

folgt. dann nach Satz I ¢) und Anmerkung 2 zu Satz I, daBl die Voraussetzungen

von Hilfssatz 7 erfillt sind, woraus der Satz folgt.

ZusATz., Ersetzt man in II d) den Ausdruck x (R,) durch x' (R,), so kann man
wieder eine Abschwichung von Axiom B verwenden (vgl. Zusatz zu Satz I, Axiom B,

in § 7 und den Beginn von § 8).
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§ 5. Dreirelationensiitze

Fir die Untersuchung beliebiger Formen werden zwei weitere Axiome verwendet

(von denen das zweite Axiom nur sehr selten gebraucht wird).
Axiom Dy. Fir drei definierende Worte
R, €N, R,eN, R e
mit R,~XYR{, B,~XY R;,, R,~ZR;, Z~Y 'Y, X=+1 Y=+1. Y +1
elte mindestens eine der beiden Ungleichungen.:
x(XY)>q, *x (XY =7
Dann folgt mindestens eine der Aussagen:

a) XYR~XY' R,
b) % (X Y)=1 (somit nach Awiom B: Y ' X 'R';'~ZRy).
¢) ®(XY')=1 (fiir Z~Y' 'Y folgt hieraus: Y 'Y Ry '~ Y 'X1RY).

Axtom D,. Fir vier definierende Worte
R, eNn, R,eM, R, €N, R,€ER
mit R,~XYR],, R,~XY R, R,~X'ZR;, R,~X YR, Zx~Y, X #+1.
X=1, Y=+1, Y'=1
gelte sowohl % (X Y)y>7 als auch » (X Y')>4. Dann folgt mindestens eine der Aussagen :
a) {X, X'™'} ist verkettet.
b) {Y~', Y'} dst verkettet.

Anmerkungen.

1) In D,, D, kann man bei den Voraussetzungen auBerdem noch fordern:
#(X)<j,  x(Y)<j.  x=(Y)<j
da wir sonst eine der Folgerungen a), b), ¢) bereits aus Axiom B erhalten; in D,
kann aulerdem noch gefordert werden:
®x (X)) <.

2) In D; wird nicht vorausgesetzt, daB Y’ 'Y reduziert ist. Da jedoch Z~ Yy
gilt und Z reduziert ist (als Teilwort von Ry), so ist Y'~'Y hochstens dann nicht

reduziert, wenn x»(Y)=1 gilt und ¥ verwandt ist zum letzten Sektor von YL In
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diesem Sonderfalle kéonnen wir noch zusitzlich voraussetzen: »(Y’)>1, da andern-
falls die Folgerung a) bereits aus Axiom B folgt.

In den Anwendungen werden Axiom D; und Axiom D, beniitzt, um einen
Widerspruch herzuleiten zur Annahme, daB eine vorgelegte Form einen bestimmten
Grad besitzt. Im folgenden seien stets die Axiome Z, B, D,, D, vorausgesetzt.
Mittels dieser Axiome laBt sich die Struktur einer beliebigen Form bestimmen.

Bs seien nun 7;=V, R, V;' (1<i¢<k+1) primire Transformierte und R (7'; ...; Tx)

sei ein L-Vektor. Wir nennen dann L (7;; ...; Tk.1) einen L-Wendevektor, falls gilt:
6 (Ti, Tr)={—1, +1}

soferne F (T, ... Ty,,) den Grad k+1 besitzt. Wir nennen dann F (7, ... T;.,) eine
L-Wendeform, falls F(T, ... Ti,1) keine L-Form ist.

Wir betrachten nun den Vektor LB,=L(7; ...; Ty). Fiir die Komponenten von
B, gilt dann Satz II. Wir setzen zur Abkiirzung:

T;:Pi,o’Ki,oQi_,; (ISZSIC)

Nun kann sicherlich nicht gelten: 7;... Ty<V,.;, da sonst K; ! ein Teilwort von
Vi.1 wire und nach Satz II d) V,.; somit ein charakteristisches Teilwort von R;’
als Teilwort enthalten wiirde, was der Definition in § 1 widerspricht.

Wir definieren nun eine Zahl I, die wir als die Linge des L-Wendevektors
U=V (Ty; ...; Tie1) bezeichnen wollen. Gilt B=Q;L Ty ... Tw<V,_,, so setzen wir
{=1. Andernfalls sei I die grosste Zahl mit 1<!<k, so daB Q[}LGTI, e Te< Vi
nicht gilt.

Von Bedeutung sind zundchst die fille /=1 und /=2, auf welche die tubrigen
Fille zurickgefilhrt werden koénnen. Im folgenden seien eingefiihrt als einheitliche

Bezeichnungen:
K=Ti:..Ty, B=Q_ K

Wir erhalten zunichst
Hivrssarz 8. Bs set U=B (Ty;...;Te.1) ein L-Wendevektor der Linge I =1 und
V=B (T ...; Tw).
Dann gilt fir: W={P,, K., Qi", ..., Pr.1, Ki.1, Qil1}

a) %y, q (Kei1) =% (Res) —7+ 1
b) xp (K)=1. Fir = (K,)=1 ist K, sektoriell abgeschlossen in R, und rechtsseitiy

abgeschlossen in [1U'].
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¢) Es gellen Aquivalenzen:

R~ Y17 Kiin, K .~K Y X,

fir die Komponente K, , von B, Via~ X1 Vi fiir einen rechten Abschnitt Vit
von Vi Fir Y1, Vi &1 folgt: YoV,

Beweis. Es sei By=V (Ty; T,). Nach Satz II gilt:
K ,=Ki, mit R ~K, ,Y5, % (¥Yz')<j—1 (fiir ein passendes Y,).
Da I=1 angenommen wurde, so folgt:

Qisls .. Ti=B<Vin~B" Vi

fiir ein geeignetes Wort V.. Es ergibt sich:

Ty...Tor~ViKy o Vier Bey1 Vita.

I) K, .> Vi Es gelten Aquivalenzen:
Ky ~Ri V31, Ty... T~V R R 1 Vily

Es sei {Ri, Ry,1}'={R!, Ry.,} mit der Erginzung X.

Wire nun {Ri, Ry .1} mindestens j-fach verkettet, so wiirde folgen nach Axiom B:
X 'Ry~ X R VY, Vi, R..1~R;*Ri'R;.
Aus T, ... Ty Vi~V Ry folgt somit:
(Ty oo T) Tresr (Tt ... Ti') ~ (Vi By) R (B Vi)~ T4,
ToeiTosa~Ty . T

F(T,...Ty;1) wire keine Form vom Grade k+1. Daher ist {R;, Ry.;} hochstens
(j—1)-fach verkettet und es gilt: »(X)<j—1.
Das Wort V.. kann nach § 1 als Teilwort von Vi}; kein charakteristiches Teil-

wort eines definierenden Wortes R €N enthalten. Da
Y R XV,;ieR
gilt, so folgt nach Axiom Z:
x(Ys'R X)=25-1.
Nach Axiom B muB gelten: » (¥;')<j—1 (sonst wire T, ~7Ts'); es folgt:

%, (Ry X)>j, g, (BY)= 1.
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Fir % (R;)=1 folgt: »(X)=j—1; R ist dann nicht verwandt zum ersten Sektor
von Ry.:, da sonst {Ry, R, } j-fach verkettet wire. Somit ist W=V, R, R Vi

reduziert und fir die Komponente Ky.1=Rion gilt:
%(K}c+,1)Z%(Rk+1)_].+ 1.

Fir % (K1) =»(Br1)—3+1 ist K, .1 sektoriell abgeschlossen in Ej.;.

II) Ki ol Vit
Es sei {K1y, Viii) ={B1, Vi.1} mit der Erginzung X. Es folgt:

Tl Tk % Vl R{ Vl:c,+1 Rk+1 VI;J}IZ W

A) Ist W reduziert, so gilt: Ky.1=Ry.1, K1=R{. Die Behauptungen a), b), c)
folgen wie unter I).

B) Ist W nicht reduziert, so ist {V, Ry, Vi1, Reiy Vili} verschrinkt. Aus
% (K1 q) =% (R)—j+1 folgt: x(Ri)>j, da sonst V.., ein charakteristisches Teilwort
von R;! enthalten wiirde. Durch Verschrinkungsreduktion erhilt man somit ein redu-

ziertes Wort
W=V, R Vi Riy Vili

Der Satz folgt dann aus Hilfssatz 2, zusammen mit A).

II1) K;,<Vi,. Dies ist unmoglich, da x(K; )= (R)—j+1 gilt und Vi,
als Teilwort von V.,; kein charakteristisches Teilwort eines definierenden Wortes

enthalten kann.

Anmerkung. Aus dem Beweis folgt, daB aus V, Ky > V5.1 sich ergibt: K; o> Vi
(vgl. II) B) und III)).

Als Vorbereitung fiir den nichsten Satz betrachten wir eine Verallgemeinerung
von Anmerkung 5 zu Satz I. Es sei U=8B(T,;...; Tk+1) ein L-Wendevektor mit
der Linge I=2; es sei auBerdem: LB,=V (T; ...; T:). Wir setzen zur Abkiirzung
F=@:4Ts ... T und setzen voraus: F| Vi,;. Wir bilden:

{F, Vk+1}, = {F,, V1,c+1}~

Fir K .1+ Ry,; sind dann folgende Fille zu unterscheiden:

#) Kyo~RiVih, Req~F 'Ry, F'AV,., fir geeignete Worte Ry, Ri,;. Es
folgt die Aquivalenz:
T,...Teii~Vy RiR.., Vily.
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Wir bilden {R{, R;%l}/={Ri,, R,;Ll} mit der Ergidnzung X. Es folgen Aquivalenzen:
By~RXViilYs',  Rea~F 'X 'R/,

fiir ein geeignetes Wort Y;' mit B, ~K; . Y5
Angenommen, {R;, R;’f,fl} wire mindestens j-fach verkettet, dann folgt nach

Axiom B:
X! R{Ll Y, Vllc+1 ~X! Rllc,—,—l FI~17

Ry 'RI‘Ri~F R, F' .
Aus T, .. T, Vi~V R F' folgt dann:
(Ty ... T) Tt (T3t T~ (VL RUF) Ry 1 (F PRy V)~ T1

Tl ]Y};+1NT2 T;C

im Widerspruch zur Voraussetzung, daBl F (T, ... T%.,) eine Form vom Grade k+1
ist. Somit ist {Ry, Ry.;) hochstens (j— 1)-fach verkettet und es folgt » (X)=<j—1.
Aus leRi'X Visi Y3t folgt dann wie beim Beweis von Hilfssatz 8:

% (RY)=1,

wobei fiir » (R;)=1 das Wort R; sektoriell abgeschlossen ist in R; und rechtsseitig
abgeschlossen in |11'|. Daher ist W=V, R’ R}y Vil, reduziert.

B) Falls («) nicht gilt, so sei @ der letzte Sektor von Vj.;. Analog wie bei
Anmerkung 5 zu Satz I folgt dann aus Hilfssatz 1: R,..~ X Ry, fir ein geeignetes
Wort X mit X 2Q.

HiLFsSsSATzZ 9. Es seien T;=V, R, Vil (1=<i<k+2) primire Transformierte und
die Form F (T, ... Ty.s) besitze den Grad k+2. Der Vektor

V=V (Ty; ...; Trs1)
set ein L-Wendevektor. Es sei ferner:
V=BT ...; Tr).
Es gelte weder Q7L T5 ... Tr>Viiq noch Vili<Vi.p. Ist nun
W= {Py, Ky, Qi ... Prss, Kioo, Qilo}
der reduzierte Vektor von W=L(T;; ...; Tryz), so folgt:

Hry, (K1) Zx' (Rg1)—j+ 1
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Beweis. Wir setzen By=0 (T).1; Trs2). Mit F=QlT; ... T: sind nun folgende

Fille zu unterscheiden:

I) Es gelte sowohl F|| V. als auch Vili|| Vi... Wir setzen
{F, Vier)' ={F, Vi) wnd {Viiy, Vise) ={Viil, Vie}.

GemiB den obigen Uberlegungen unterscheiden wir fiir &, die beiden Fille (o) und (5).
Fiir B, unterscheiden “wir nach Anmerkung 5 zu Satz I zwei entsprechende Fille,
die wir mit («') und (§’) bezeichnen wollen. Es sind demnach vier Kombinationen

zu unterscheiden:

A): (B, p). Unter Verwendung von Anmerkung 5 zu Satz I und aus den obigen
Bemerkungen folgt, daB fir B(Ty;...; Tea) die Voraussetzungen von Hilfssatz 7

erfullt sind. Es ergibt sich eine Aquivalenz:

R}c+l&‘X1 Ky .1 Xz;
hierbei gilt fir X,=1, X,4+1:

X,2X,, %y (Kip1) =2 (Biyq) — L
B) (B, &’). Unter Verwendung von Hilfssats 7 folgt:
Reon~X, K1 Yila Viis.
Fir X,;=+1 gilt X;2V53; nach Satz I gilt:
#(Yire Vize) <j—1,
da sonst Th.1~Txls folgen wiirde. Hieraus ergibt sich:
% (Yila Vi X)) <j—1.
C) («, f'). Der Beweis erfolgt analog B).
D) {(«, «’). Es ergeben sich Aquivalenzen:
Ry~ Ky o Yy Vil
Ropy~F 'Y K,y Yiie Viis
mit FlaviiiaViaa Vi, Bysom~ Vi Yiio Kiyop.
Angenommen, es wiirde gelten: x (F'~! Y7!)>4, so wiirde folgen nach Axiom B:

Y\ Vid Kia~ Y1 F Vi Yiio Kily,
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da fir »(Y,)<j gilt: Y, Vi;l~Y, F'. Aus

KL R Ky o~ (Y, F)R:L (F YY)
ergibt sich dann:
(Ty ... T) Tior (Tt ... TTH)~T1

Somit folgt: (P 1yih<i—1.
Wie sich aus dem Beweis von Satz I ergibt, folgt ebenso:

#(Yita Vi) =j—1,

somit:

w(Yila VIR F )= (Yo VisH <j—1,  w(Vi3F 'Y;H<j—1

‘Wiirde nun gelten: » (Yila Vi F' 1 ¥i') =4, so wiirde somit folgen: ¥, +1, Yy o 1.

Wir beachten nun
Y, Vllcl}: Y, F V:+2 V::%

und vergleichen nach Axiom D,: Yilo VidFF LY K mit Y7l VZ;%K;}}Q_ﬁ und
Y, Vii1 Ky o; es gilt dann eine der drei Folgerungen:

Tiia~Tite, Ty ...Tea~T5 ... Ty, W (Yile Vid ' YY) =1

IT) Es gelte:
F<Vy.y, Vlzﬁl-l ” Vie.

Es folgen Aquivalenzen:
Ri~Kq .Y, Xy, By~ Y Kyt s Via~ F1XT Vis1s

wobei fiir »(Y;)>0, % (Vis1) >0 folgt: V;’CHAYI.
Fir B; sind wie unter I) die beiden Fille o' und §’ zu unterscheiden (gemil

Anmerkung 5 zu Satz I).
A) Fall «: Es folgen Aquivalenzen:

R ~K,,Y X, Riio~ Vi1 Y Kiio g, Rei~Yi Ky Y 1 Vie

mit DA ST Gl e
Es gilt: (Y Vi) == (Y VDS -1,

da sonst 7y, ~Tyls folgen wiirde.
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Wir zeigen nunmehr, daB ebenso gilt: % (¥;)<j—1. Fiar ¥, %1, Vi, +1 folgt:
2 (Y)=1 (s.0.). Pir x(¥Y;)>j, Vis1=1 fogt nach Axiom B:

Rk+l~()71_1 Kfloc) Rl_l(Kl,u Yl)-
Aus Ty ... T Ve~V K, . Y, folgt dann:
Py ... T) Tior (Tt ... TTH~T1, ToooTie1~Ty... Ty

im Widerspruch zur Voraussetzung.

Es gilt nun: Vi.,2Q, wobei @ den letzten Sektor von V., bedeutet. Es sind
folgende Fille zu unterscheiden:

1) Vigr=1, Viera FYXN Ty o Ty ~ ViKi . Kio o Vily; mit X;'=1 (sonst
wire F>V,,, im Widerspruch zur Annahme). Fir den letzten Sektor Z' von
X'~ X1 Z7 folgt somit: Z71AQ.

Wiirde nun gelten: » (Y ' Viii¥i')=4, so wiirde folgen: ¥ ' Viii+1, ¥ =+1.

Nach Axiom D; vergleichen wir nun:
Y ' Vi Y Ky mit Y 'ViiKeles und Y, ZX[ K,

(da Y, Z~Y, Viie Viii gilt). Aus Folgerung a) von Axiom D, wiirde sich ergeben:

Tea~Tils,
aus Folgerung b): T, ...T51~Ty ... Tk,
aus Folgerung c): (Y Vi iy =1

2) % (Vii)>0. Fir » (Y Vi Y7y =5 muB gelten: x(Y,)>0. Hieraus folgt:
Y AV 2QAaVig, (Y Vi Y ) =x(Y 1 Vi) <j— L

B) Fall p: Es folgen die Aquivalenzen: R ~K, , ¥, X,, Re~ V'K, X!
mit X 'AQ, wobei ¢ den letzten Sektor von V., bedeutet. Soll hierbei gelten:
#(¥Yi' X 1) =4, so folgt: Yi'+1.

1) Viaa=1, Vo~V X1% In diesem Falle gilt: X, +1; da sonst F= V., folgen
wiirde. Wie unter A), 1) gilt eine Aquivalenz: Xi'~ X' Z"! mit Z'2Q.

Aus »(X ' Y7') =4 folgt eine Aquivalenz:

YlXKICE}ll% Y1ZX£K1,057
(Axiom B), da X2Q~Z, Y, X~Y,Z gilt. Somit folgt
Y1 Rih Yl INKilm Rl Kl,oc'

13— 563802. Acta mathematica. 96. Imprimé le 31 décembre 1950,
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Hieraus ergibt sich wie unter A):

Tl...Tk+1NT2... Tk.
2) Vis1#+1. Es folgt:

Y aVia2QaXt, (X P¥iH)=1<5—-1.
IIT) F|| Ves1, V1> Visz. Der Beweis erfolgt analog IT).
IV) F<Vyis, Vil1>Vise. Es folgen Aquivalenzen:

Vit F ' Viprm Vieys Vi, R,~K,,Y:"

Fir U=B(T;; ...; Txy2) sind nun die Voraussetzungen von Hilfssatz 7 erfiillt, da
wir Hilfssats 8 anwenden konnen auf B (7; ...; Tks1). Es sind nun folgende Fille

zu unterscheiden:

A) Es gelte sowohl V, K; ,> V., als auch Vil,<<T,.. Nach Hilfssatz 8, An-
merkung, folgt hieraus die Aquivalenz
R~K oY X, Y;" mit X;=Viil, Rii~ Y7 Kista
Zusammen mit Satz I und Hilfssatz 7 ergeben sich hieraus die Aquivalenzen:
Riyi~ Y7 Kiir Yile,
Rk+2 ~ Xk+2 Yiyz2 K}c+2,
Visim F X7 % Vi Xicpo.
Aus Vili~ X, F~ X3!y Vil, ergeben sich nun folgende Moglichkeiten: Fiir
% (X,)=x(Xris) folgt:
Xl jad X}?lg
Fiir = (X;)> % (Xz1s) folgt:

X, ~Xih X5, X141,
Fir » (X;1e)> % (X,) folgt:

X512~X1X;¢Ié, Xro*+ 1.
Aus % (Y,)>7 wiirde nun folgen: 7'; ... Tyy1~T, ... T und aus x (Y,,q) =7 wiirde
folgen: Ty 1~ Tile. Aus x(Yiie Yi')=4 folgt daher: Y,=+1, Yy, o+1.
1) Aus X,~X;!; X; und aus »(¥5ls ¥Y7')>j folgt nach Axiom D, durch Ver-
gleich von Yily Yr' Kl mit Yils Xzls Kile und ¥, Xilo X1 Y31 Ky
% (Yl ¥ihH=1

(aus D; a) und D, b) folgen Widerspriiche).
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2) Aus Xplo~ X, Xi33 und »(¥ile Y7')>j folgt nach Axiom D, durch Ver-
gleich von Yily ¥i' Ky, mit Yiis X, X373 Kty und ¥, X, Y5 K, , wie oben:

% (Yl Y1) =1
3) Bei X,~ X!, vergleichen wir wie oben Yy}, Yi' Ky ,; mit
Yilo Xilo Kily und Y, X, V3 K,y ,.
B) Es gelte: V, Ky, 5> Vi1, jedoch nicht: Vit <Thie. Es folgen Aquivalenzen:
R ~K, .Y, X, Ys T, Bi~ Y1 Ki1 Yils, Riio~Xiio Yiio Kiio,
Xiso~nXiio Z, Viii~ Xids, Vilomn Z71 X033 Vite
Hierbei ist Z==1. Soll nun gleichzeitig gelten: Y,.o=+1, so folgt:
x(Z)=1,  %(Yiis)=1, YilonZ.

Aus % (Y1) =4 wiirde folgen: Ty ... T ~T, ... Tx. Aus % (Y;1s) >4 wiirde folgen:
Teli~Tyye Aus % (Yl Y1) folgt somit

#(Yiis)>0, % (Y1)>0, YilenZ2g,

wobei @ den letzten Sektor von V,,; bedeutet. Aus Vi, ~F ' Xi? folgt dann, daB
Yil, verwandt ist zum ersten Sektor Z’ von X,~Z Xi. Aus x (Y}, Y1) >j folgt
somit:

#(Yy)=7-1, Y Z~Y, Yo

Durch Vergleich von Y, Z’ X; Y51 Ky 5 mit Y, Yi 2 Kiils folgt dann nach Axiom B:
Kila.Rl Kl,cxN YlR;il Yl_l, Tl cee T}C+INT2 e Tk.
C) Es gilt Vil <Tk.q, jedoch nicht V, Ky, ,> Vi,q. Der Beweis erfolgt analog B).

D) Es gilt weder V, K, ,> V., noch Vi};<Tx,s. Durch Kombination der in
B) und C) angestellten Uberlegungen folgt dann aus

Ry~ Y7 Ky oy Yils, w(Yiie Yi')=4:
(YN =1, x(Yiie)=1,

wobei Yzl, verwandt ist zum ersten Sektor von Vil; und Y7{! verwandt ist zum

letzten Sektor von Vy.;. Es folgt:
Yilea¥1h, »(Yit: Yi')=1<j.

Damit ist Hilfssatz 9 bewiesen. Sofort einzusehen ist:
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Hinrssarz 10. Es ses U=V (T; ...; Twy1) etn L-Wendevektor mit der Linge |
und es set Bi=V (Ts; Ts.1) (<s<k—1). Dann gilt fiir die Komponente K, , von
%;: HRg,q (Ks+1,s) <x (Rs+1) *].‘}‘ 1.

Beweis. Es sei B, =B (Ty; ...; Tx). Angenommen, Hilfssatz 10 wiirde nicht gelten,

dann wiirde folgen fiir R,.; eine Aquivalenz:
R5+1~FK3+1,(IE mit %(F)S?’“‘l, %(E)Sj"l

{vgl. den Beweis zu Satz II und Hilfssatz 7 a); fiir s=k—1 ist BE=1).
Hieraus folgt: » (B F)<25—2, d.h. K., ergibt sich als charakteristisches Teil-
wort von R;,;. Dann kann aber [ <s nicht gelten, da sonst V., das charakteristische

Teilwort K}, , enthalten wiirde, was der Definition in § 1 widerspricht.

Hivrssarz 11. Es sei W=B(T,;...; Tix:1) ein L-Wendevektor mit der Liinge
1=2 und dem reduzierten Vektor W' ={P,, K, Qi', ..., Py.1, K11, Qii1}. Es set
V=BV (Ty; ...;Ts) und Ti =P, , K, Qi1 1<i<k).

Ferner gelte:

O(') Vf1>V27 VI1<T2’ Kl,ol:':Rla
B) Ty ... Te> Vi
Dann folgt :

a) x(K,)=x(R)—7+1. Fiir »(K))=»(R,)—j+1 ist K, sektoriell abgeschlossen
in Ry und rechtsseitig abgeschlossen in |W'|. K, ist linker Abschunitt von R,.

b) # (K1) = n(Reo)—7+1. Fiir %w(Kiy)=s%RBiep)~7+1 ist K,y sektoriell
abgeschlossen in Ryy1 und linksseitig abgeschlossen in |U'|. Ky.1 ist rechter Abschnitt

ron Rk+1 .

Beweis. Aus der Annahme «) folgen die Aquivalenzen:

R, ~R; Y3, Vit~ X531 V5, R,~X,Y,R; Y5!

fir Ri=K, ,, Ry=K, , und geeignete Worte X,, ¥,, ¥, Fir k=2 ist hierbei ¥,=1.
Aus K, ,+R,; folgt: % (Y,)>0; ferner gilt: % (Y¥,)<j, da sonst 7', ~ T3' folgen witrde.

Da =2 ist, so gilt fiir einen geeigneten rechten Abschnitt Viaavon Vi ~B571 Vit
mit 5=Q5L 715 ... T:

Ty...Thor~V,RIBs Vi1 Rioa Vity.

Aus der Voraussetzung f) folgt: Ry~ Ry Vil fir ein geeignetes Ry mit Ry =1 (da

sonst =1 folgen wiirde).
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1) R, <Ry.1, Risi~R) ' Ri.;. Es folgt:
Ty... Tosa~ViRi R Vily
Wir bilden: {Ri, Ri.,} ={Ri, B/.1} mit der Erginzung Z. Es ergeben sich die

Aquivalenzen:
"ot _1
T1 Tk+1~ Vl Rl Rk+1 kals

R, ~R/ Z 7Y,
Ry~ X, Y, Ry Vi1 Y3,
Ria~Ry YZ'R/...
Wire {R;, Ri.1} mindestens j-fach verkettet, so wiirde folgen nach Axiom B:
V'R, Yo~ BY RiLRY™, Ry~ (Y,RY) Ryl (RS Y3V
Somit ergeben sich aus RéwRé' V,'C;} die Aquivalenzen:
(Tt ... TsNT (T ... T)~(BE* R Y,Y) R, (Y, R;B)
~BT Vi) R (Vi B~ T, Ty Toaa~Ty .. T

im Widerspruch zur Voraussetzung, daf F (7 ... Ti.1) eine Form vom Grade k-+1 ist.

Aus % (Ry') zj wirde folgen nach Axiom B:

R Vil Ys' X, Yo~ By RIS Z, (Yo' Xo') By (X, Yo) ~ Ry Bila Ry
Es folgt far k>2:
(Ty ... Ti) Tiwr (T ... Ta' )~ (Vo X, Yo RY) Ry oy (B Yo X VY,
TyoioTypir~Ty ... Ty

Fiir k=2 folgt Ty~ T5".

Wiirde nun gelten: »(Z Y3') >4, so wiirde folgen:

0<x (Y1) <j, 0<x(Z)<j, 0<x(Ry)<j (k=2, s.0.).
Hieraus folgt nach Axiom D, ein Widerspruch (Vergleich von Y,Z 'R mit
YR, Vi1 Y5 X, und Ry 'Z'R/.;). Es gilt somit:
x(ZY:)<j—1;

fiir x(Z Y3')=j—1 ist R; sektoriell abgeschlossen in R Ry,;.

Wiirde gelten: »(Ry"'Z7')>j, so wirde folgen: 0<x(Z ') <j, 0<x (R ') <j.
AuBerdem gilt: 0<x(Z')<j (s.0.). Nach Axiom D, ergibt sich nun ein Widerspruch
(Vergleich von By *Z 'R,y mit Ry Y;' X;' Y, Vi, und Y, Z 'R '). Es folgt:
% (R Z')<j und ebenso folgt fir »(Ry 'Z Y)=j—1: Ry, ist sektoriell abge-
schlossen in Ry Ry 1.
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II) Ry || Ris1- Es sei {Ry, Riy1} ={RS, Ri.1} mit der Ergéinzung Z. Aus x(Z) =]
folgt nach Axiom B:
zt Rllc+1 ~Z Rgs)‘l YEI X2>1 Yg Vllc+1,
Reo~(Z7' ROV Y XY Ry (X, Y, R Z);

fir k>2 ergibt sich: T, ... Txi1~Ty ... Tx. Fir k=2 folgt: Ty~ T;". Folglich gilt:
2 (Z)<j—1; fir x(Z)=5—1 ist R, sektoriell abgeschlossen in RP R, ... Bs gilt somit:

%Hk+1 (Kk‘kl) >3 (Rk+1) - j‘l‘ 1.

Es folgt die Aquivalenz: T, ... Ty~ V, R R By Viti=W. Ist W reduziert,
so gilt: K1=R{=K1,a, K,;.1=R,.,, woraus der Satz folgt.

Ist W nicht reduziert, so folgt nach Hilfssatz 1: x» (R$’)=1. Durch Verschrin-
kungsreduktion erhalten wir ein reduziertes W'~ W mit W' =V, R{' R® R, 1 Vi11. Der
Satz folgt dann nach den obigen Ergebnissen iiber W aus Hilfssatz 2.

11I) Ry >Ry,,. Wie in II) zeigt man, daB {R;’, By.,} hochstens (j — 1)-fach ver-
kettet sein kann. Daher kann Ry >R,.; nicht gelten.

Damit ist Hilfssatz 11 bewiesen.

Anmerkungen.
1) Falls Ry <Ry, gilt und Z=+1 ist, so folgt nach Axiom D,

2 (Y,Ry)<j fir R,~X,Y,R)/Viil7Y,
(Vergleich von Y, Ry Vil ¥Y5'X, mit Y,Z 'R, und Z Ry R.7}).
2) Ebenso folgt: x (Y, Ry')<j fiir
R/~RPE Ry.y~E'F'Ri,; mit RP~F, E'F'~R),
wobei F verwandt ist zum letzten Sektor von Rj.
Durch kleine Variationen des obigen Beweisganges lassen sich gewisse Abschwi-
chungen der Voraussetzungen von Hilfssatz 11 erreichen. Sowohl die in Hilfssatz 11,

als auch die in den Anmerkungen 1) und 2) enthaltenen Folgerungen bleiben bestehen

bei folgenden Abschwichungen:

Hivv¥ssaTs 11'. Die Forderung Vi'<T, in «) wird ersetzt durch , fiir geeignete
Worte A und A’ gilt: Ry~ ARy, VimVy A" mit A~A4"

Hivrssatz 117, Im Falle 11 (Ry || Rii1) kinnen die Voraussetzungen
V1_1<T27 Kl,(x:le

beide gleichzeitig gestrichen werden.
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Hinrssarz 12, Gegeben seien k+2 primdre Transformierte
T=V,R V7' (1<i<k-+2),
wober F (T, ... Tyx.2) eine Form vom Grade k+2 ist. Es se:
B,=B(Ty; .5 Tresa), B=B(Ty; ...; Theer). Bp=B(Ty; .5 Tria):
Der Vektor B(Ty; ...; Tr.1) geniige den Voraussetzungen von Hilfssatz 11. Ferner sei
K1, Ki.1,1. Dann folgt aus ka+2(I{k+2,G)<x(Rk+2)—j-+1.'
%Ry (Kiiro) 2% (Byan) —j-+ 1
Hivrssarz 12'. Dieselben Folgerungen gelten, wenn die abgeschwichten Voraus-

setzungen von Hilfssatz 11’ bzw. Hilfssatz 11" erfillt sind. (Der Beweis erfolgt durch

eine leichte Variation des Beweises von Hilfssatz 12.)

Beweis von Hilfssatz 12. Es sei By=T (Ty.1; Trio) Aus Hilfssatz 11 b) und aus
Satz I ergibt sich unter Verwendung von Hilfssatz 7 a): Ky o ,= K.z 3. Nach Voraus-
satzung gilt: xg, , (Kyk.0,,) <3 (Bry1)—7+1. Dann folgen nach Satz I (Anmerkungen
2 und 4) Aquivalenzen:

Riy~Kiiyp Yils, Riejon Xiio Yioo Kiio g, Vili~ Viii Xite Vite
mit Viii=Qiirs und 3¢ (Xys Yiio) =7
Fir Yyo+1, Vl,c+1 +=1 gilt: Yy o0 Vl’c+1'

Unter Benutzung der Bezeichnungen von Hilfssatz 11 folgen die weiteren Aqui-

valenzen:

R, ~R{ Y35!, Vit~ X' V3,
Ry~ X, Y, Ry Visl Ys', Ry =1,
Ty...Tii1~ViRi Ry Rioq Vily.
I) K,=1. Aus dem Beweise von Hilfssatz 11 folgt, daB

1 //_1 ’
By <Ry, Beoa~ By 7P Ry

gelten muB. Wir setzen {R;, Ri.1}'={R:, Ry} mit der Erginzung Z. Unter An-
wendung von Hilfssatz 7 und unter Beachtung von Z=1 (da Ky, + Kii1,2 vor-

ausgesetzt ist) ergeben sich dann folgende Folgerungen:

A) Via=1 Vili~ Xl Vils. In diesem Falle ist sowohl Xy.o als auch V.,

rechter Abschnitt von Vi, ~B ' Vi~ Vs Xiro.
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1) %(Xpio) <% (Vi.1). Es folgt:
Vi~ Vil Xso, R,~X, Y, R Xiio Vid Y3
Aus % (Xy.2 Yi,0) > ] ergibt sich nach Axiom D; ein Widerspruch durch Vergleich von
XioYiioKiiop mit XpoRy 'YX Y, Vi und YiloRY'ZT'RY.
Die Folgerung b) von Axiom D, ergibt ndmlich: 7.1~ T 1., die Folgerung c¢) ergibt:
#(Xpyo Yiio)=1.
Aus Yolgerung a) von Axiom D, folgt:
Xiso YiroKiio g~ Xe o Ry VY Xo" YV Vi,
somit: Wi=YioKiio s~ Ry P Y X' Y, Vil =W,
Dies bedeutet aber, dal der erste Sektor von W, dquivalent ist zum ersten Sektor

von W,.

Wiirde nun gelten: » (Y;.0)>1, » (R: 1) >1, so wire der erste Sektor von R, !
g

v . - rr. . . . .
dquivalent zum ersten Sektor von Y., und Y;i; Ry "' wire nicht reduziert; dies

widerspricht aber der Definition von
R €N, Ry ~ Ry R Yicls.
Fur x(R;/”1)>1, %#(Yrs2)=1 wiirde die Aquivalenz gelten:
Ry '~ Yy RO,

daher wire Y;ls Ry ™' nicht reduziert. Aus x(Rs)=1, x(¥is2)>1 folgt ebenso eine

Aquivalenz:
rr_ !
Yio~ Ry ! Yiio.

Far %(R;')>0, # (Yxi2) >0 folgt somit: Ry A Yy,s, daher:
2 (YiloRY1VZ Y=x(Ry ' Z7Y)<j (Hilfssatz 11).
2) 2 (Xps2) > %(Visr)s Xivo~ Xrve Vierr, Rrio~Xivo Vier Yisa Kiyo g Bs gilt:
2 (Y, Ry Vi1 Ysh)=25—1;
da Z=1 ist, so folgt nach Hilfssatz 11, Anmerkung 1):

% (Viii Y5') = 7.
Far k=2 folgt:

Y,=1, Vit By 7 Y3t X5! Yy~ Vi1 Yiesa Ky.0p5Xi,2 (Axiom B),

worauf wie unter 1) verfahren wird. Fur k> 2 gilt:
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a) Tir Q5L =1 folgt nach Satz II und nach Hilfssatz 10:
Viln X5 Vs, Ry~ X, VyKeuQ mit (X, Yy =7

Da sowohl K34 V5,1 als auch X,..o~ Xi,s Vi1 rechter Abschnitt ist von Vi~ B Vi,
so gilt fir den letzten Sektor P von Kih~K' P und den letzten Sektor P’ von
Xio~ Xy o Py PP,

Unter Beachtung von x (Y, V;,;)=>j vergleichen wir nach Axiom D;:
Y, ViR VY X!
mit Y,P'K''QX, und V1P X/ KilssYile
Aus D; a) und aus D, ¢} folgt ein Widerspruch und nach D, b) folgt:
VA P X G Kite s Yiten Vit Y5 ' X, Y, Ry
Somit ist {Yils, Ry "'} verkettet. Aus
Rii~Ry YZTVRE, Yils

folgt dann (da R, ., reduziert ist):

’

YiooRy, 2 (Yelo Ry P Z7 Y =n(Ry 1 Z71)<j—1 (Hilfssatz 11).
b) QzL=+1, somit x(Y,)<1 und fir Yy;+=1: Y,2Q:%. Aus
Vi~ B Vi ~m K Qg 0 Viias Xiio~Xiva Vieen, K'Qou~Xis

ergibt sich somit, daB der letzte Sektor P’ von Xj,s~ X;,s P’ verwandt ist zu Y,.
Fiar (Y )=1 folgt:
Via Yl Vi P

Da oben gezeigt wurde, daB (V.31 Ys')=j gilt, so folgt somit sowohl fiir
#(Y;)=0 als auch fir »(Y,;)=1 nach Axiom B durch Vergleich von

Vil Y5' X, Y, Ry mit Vil P XY Kide s Yo

die Aquivalenz:
(E) R Y3 X5' ¥y Viera ™ Yiera Ky p Xisae

Aus Ry,1~Ry *Z'RE, YL, folgt, daf3 Yl Ry ™' reduziert ist. Wie unter 1)
folgt hieraus zusammen mit der Aquivalenz (£), daB Ry ~ Yy.o gelten muB, so daBl
folgt

%ry o (Bxi)=ur,, | (Kri1,0) =2 (Br)—j+ 1
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3) % (Xyi2)=x(Vis1). Es folgt:
Xt~ Vi,
da sowohl X, ., als auch Vj,; rechter Abschnittist von Vi 1. Ausx (YVils Xils) = folgt

dann nach Axiom D, durch Vergleich von Y;ls XiloKilep mit Yiio B ' Z ' RE,

und Ry Vil Y;'X, Y,:
2 (Yila Ry HY=1, 2 (Yila Ry Y27 Y= (R, 127 Y)<j—1 (Hilfssatz 11).
B) Vi,1=1. Fir Y,.s=1 ergibt sich: Ky;,1 =Ky, d.h. fir K; .y, gilt:
%r,.  (Kki1,0) 2% (Brp1) —7+1

nach Hilfssats 11. Fir Y,,5+1 ergibt sich: Yy o2 Vi.i. Das Wort Y,,, ist daher
verwandt zum ersten Sektor von Vjil,, also auch verwandt zum letzten Sektor P

von Vi~ Vi P. Es folgt:
R,~X,Y,RY P 'V, V5! mit Y,Ry P '~Y,R) Yy.o.
- Wiirde nun in R,.;~Ry, ' Z'R®, Y;!, gelten:
#(Yila Ry 1 Z7Y) =],
so wiirde nach Axiom D, ein Widerspruch folgen durch Vergleich von
ZR) Yo R®T' mit ZY;'RY und Y,RYP'V/FY;'X, (Yoo P).

) K,=+1.
Es sei {Ry, Ri.1} ={R, Ri.,} mit der Erginzung E. Wie unter I) zeigt man,
dall » (E)<j gilt. Es folgt:

Tl e Tk-+1~ V1 R; R(zg) R/’c+1 Vlhc‘ll = VV

Wire W reduziert, so wiirde Ky,1,,,= Ky, ; gelten im Widerspruch zur Voraussetzung.

Daher existiert nach Hilfssatz 2 ein reduziertes
W ~W, W =V,R'RPR, Vi, Riea~F 'R/,  FoRP,
wobei F verwandt ist zum letzten Sektor von R;. Es folgt:
E'Fi~RyL
Nach Anmerkung 2 zu Hilfssatz 11 folgt:

x(Y,Ry)<j—1.



AHNLICHKEITSANALYSE VON GRUPPENRELATIONEN 201
Es gilt: x (YR Vil ¥sh)=25—1, = (Viil¥sh) =],
somit nach Axiom B: Vi.;=1 (sonst wire Ty~T5') und X, ,+1 (sonst wire
Tii1~Tils).
A) V;Jr] =1

1) Existiert ein gemeinsamer rechter Abschnitt @ von

VI’C+IN Vllcl+1Q und ka2NXllc—2Q
mit @=1 und gilt:
% (Yilo ETYF Y >4,

so vergleichen wir nach Axiom Dj:
Yiig B F ' Ky, mit YiloQ ' XuliKids, und QRY 'Yy ' Xo' Yy Vil
Aus D, a) und aus D, c) folgt ein Widerspruch und nach D, b) folgt:
QR 'Y X' Yy Vi~ Q Y2 Koo g Xicoa.

Somit ist { Vi ls, Ry "'} verkettet und aus Ry "'~ E~! F! folgt, daB auch {¥; 15, E-' F~1}
verkettet ist. AuBerdem gilt: »(E'F')=1, da sonst R, nicht reduziert wire.
Es folgt:

% (Yeio B ' F Yy =x(Yil)<j—1.

2) Existiert kein solches ¢, so folgt aus Viii=1l (s.0.) und aus X, ..=1 fir
den letzten Sektor P von Vi.;: sowohl X,., als auch V., ist ein echtes Teilwort
von P: Xy,3+=P, Vi1 +=P. Es folgt: Yy=1, k>2.

a) Fir @y .=1 folgt somit: Y,;2Q, ,; somit ist ¥, verwandt zum ersten Sektor
von K=@Q;57T5...Ty. Aus Viga~K ' Vi, Vioi+ P folgt dann:

Ys/—\QZ al> V},c+1: * (Vl,c’i YZ;I) =1

im Widerspruch zu oben.

b) Fir @z ,=1, K=T;...Th, Visi~K ' Vi, folgt aus Vi, =P: Vi, ist ver-

wandt zum ersten Sektor von K. Ist P’ der erste Sektor von
K;,~P K’ (B, =B(Ty; ...; Tw)),
so folgt somit: Vi aP, Yy Vinx Y, P.
Aus % (¥, Vii1) =9 folgt somit: Ty~Ts5! nach Axiom B, da R,~ X, Y, P’ K’ Y;' gilt.

B) Via=1.
Es folgt: Y00 Vi (s.0.).
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1) Fur z(V;;,l)Ejfl existiert ein L mit Vi1~ L V.1, %(V;’C'H):j~l. Ist P
der letzte Sektor von Vi .,~ V@, P, so folgt:

3
PAViaa Y.

Aus % (Xy.2 Yii2) =g folgt:
XIC—VZNXIIC+2 V§£3~):1'
Fiir % (B V, 1) <j folgt:

EAPAY, ., 2 (YiLE'FYh=x(E'FH<j—1

Aus % (E V') =7 folgt nach Axiom D, ein Widerspruch (Vergleich von

EVIFL'Y; X, Y, F mit EY . oKilioF und V&, Viie Kiss o Xreo;
man beachte: R, ~F' E, F'~F).

2) Fiir %(Viih)<j—2 folgt aus »(Vi3i ¥3')=4:

(Y =2,  k>2, Qo =l
Aus % (X0 Yiia) =4, Vi Yy, folgt:
Xiwo Yion LQ mit Q~Viy, »(L)>2.

Somit ist der letzte Sektor P von L~ L' P (L' +1) gleichzeitig der letzte Sektor
von K™'. Da nun der erste Sektor P! von Ky~ P 'K (K;,+1 nach Satz II)
linker Abschnitt ist von K, so ist P’ rechter Abschnitt von P~ M P’. Es folgt:

Xiso Yo M P Q mit @Qx Vl,c-kl-
Aus (Y, Viy) =g folgt somit nach Axiom D, ein Widerspruch (Vergleich von
Yo Vi RS P3P X5 mit Y, P 'K Y X, und P QK,.o,L M)

Damit ist Hilfssatz 12 bewiesen.

§ 6. Wendeformen

In diesem Paragraphen soll die Struktur der Wendeformen geklirt werden. Es

selen gegeben die primiren Transformierten
Ti=V:;R Vit (1<i<k+1).

U=V (Ty; ...; Tks1) sei ein L-Wendevektor mit der Linge [>2. Die Linge I=1 ist
behandelt in Hilfssatz 8, wihrend wir den Fall I>2 vermége Hilfssatz 7 zuriick-
fithren konnen auf [=2. Wir behandeln nun =2 unter der zusidtzlichen Annahme,
daBl F(T, ... Tx;1) eine L-Wendeform ist, so dall also F (T, ... Tj.1) keine L-Form
darstellt. Es gilt:
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Hivvssarz 13. Fir die primdren Transformierten T;=V; R; Vit (1<i<k+1)
set W=0(T,; ...; Twy1) ein L-Wendevektor mit der Linge (=2 wnd F (T, ... Tiiq) sed
eine L-Wendeform. Dann gilt in W={P, K, Qi", ..., Pe.1, K¢ .1, Qit1} fiir die Kom-
ponenten K, und Ki,,:

%Rk+1 (Kk+1)2 » (Rk+1) _‘7+ 1, R, (Kl) > x (Rl) *7“&' 1.

Beweis. Bs sei B, =B (Ty; ...; Ty) und V=B (Ty; T3). Nach Hilfssatz 10 und

Satz 1 (Anmerkungen 1, 2, 4) gelten dann Aquivalenzen:
Va'~Qus X5'Vs',  Ry,~RyY3;', Ry~X,Y,R;

mit R‘; :KQ’/;, R:; = Kg,ﬁ und (X3 Y3) = 7

Fir Yy+1, s ,+1 folgt: Qo.n 0 Y,

I) K,~1.
A) Vit<T,, Vit=V,

Wir erhalten Aquivalenzen:
Ri~R Y:'Vi'~X5'Vy', Ry,~X,Y,R;
mit R;=K;, mit reduziertem v, R{R; V5! und »(Y,)<j. Nach Satz II ist Ky ,= Ry’
linker Abschnitt von Ry~ Ry Y3' (fir k=1=2 gilt: Y3'=1); es folgt:
%n, (Ry > 1.
Aus 1=2 folgt eine Aquivalenz
Vi ®8 ' Vi mit B =055 Pyo Ko x@h oo Piou Kioa Qi
Da K,=1 gelten soll, so folgt:
Ry <Vi Ry Vily.
Nun kann R; < Vi, nicht gelten, da sonst I=1 folgen wiirde (Qs5%=1).
1) Ry > Vi, R/ ~RP Vi1 mit R =1,
Ty.ooTisi~V RIBR® Ry oy Vity.

Aus K,=1 folgt: RP <R, Vi
Wir setzen: {R$, Ry .1}/ = {RS", R;..} mit der Erginzung Z. Wire nun {R$, R, ,,}
mindestens j-fach verkettet, so wirde folgen nach Axiom B:
R~ (X, T, R®) Ry (RO 75 X3,

(T2 Tk) Tk+1 (Tkl ces Tgil)NTgl, T2 e Tkﬁrl’\‘Ts Tk.
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Daher ist {RY, R;.1} hochstens (j—1)-fach verkettet und es gilt:
# (Ris1) = (Reen) —j+ 1> 1.
Nach Hilfssatz 1 folgt somit aus R <R,,; Viis:
BY <Ry.., Ri.i~RY 'R, .4, Ty ... Trss~V R Rt Vi1
Wir setzen: {Rj, Ri,1} ={Ri, Ri,1} mit der Erginzung Yj.1, somit:
R ~R/ Yin ¥s', Rea~RO VY.L R/
Wir konnen voraussetzen: x(Yy,:1)<j—1, da sonst folgen wiirde:
RP Ry BO '~ (Vi BUY RV R Yiwn), Ty Ty Tean (T T~ Ty

Ebenso kénnen wir voraussetzen: x(¥3')<j—1, da sonst folgen wirde: 7', ~T5".
AuBerdem gilt: RY =1, da sonst Ry <<V,,;, I=1 folgen wiirde.

a) Y,=1.

In diesem Falle sind fir 1 die Voraussetzungen von Hilfssatz 11 erfiillt und

es gilt:
nr (Kp)Zx(By)—j+1, XRyi1 (K1) = # (Rieeq) —j+ 1

b) ¥,=1.

Es folgt:
R,~X,RP Vi Y5, Ty TwVia~V,X,RP,

(Ty oo Ti) Trosn (T .. T~V X, (R B Y X' V3 =W,
W~ V1 R;:Jrl Vlnla R;:+1:R,‘,ﬂ+1 Rég)ilez(3k+l)'
Da das Wort V, nach Konstruktion kein charakteristisches Teilwort enthilt irgend
eines definierendes Wortes R €M, so existiert nach § 1 eine primire Transformierte

Tro=Via Ry, Viii mit Ri*, €Z(Ri.y), wobei Vi,i linker Abschnitt ist von V.

Wir werden nun T'5.; bestimmen und ableiten, daf gilt:
o (Th.1, Tyy={+1, a,} (2= X1).

Angenommen, V,X,R;., sei nicht reduziert. Wir bilden dann {X,, R4 =

{X;, R/,1} mit der Ergéinzung Z. Dann folgt:
Ry~X3ZRP VA Ys', Bea~ROTZTRL,
Angenommen nun, es wiirde gelten: » (Z R$”)>4; dann wiirde folgen nach Axiom B:

R~ (RO TX;YWR Y (X, RP),  (Ty...T) Tt (T ... Te)~ T30
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Daher gilt: x(ZRP)<j—1. Fir x(ZR$P)=j—1 ist zudem der letze Sektor von X;
nicht verwandt zum ersten Sektor von Ry,;.
In Ry~ X, ZRP Vi1 Y3t gilt:
2 (Y5 X3 ZRYP) =251,
denn sonst wire Vil charakteristisches Teilwort von R, Es gilt auBerdem:
# (Y5 <j-1,
denn sonst wiirde folgen: T,~T3'. Somit ergibt sich:
(X2 Z BY) > §;
zusammen mit % (Z BY) <j—1 folgt hieraus:
%g, (X9) = 1.
Fiir % (X3)=1 gilt: % (ZRP)=j—1
und der letzte Sektor von X, ist nicht verwandt zum ersten Sektor von Ry.1. Daher
st Vy X, Ri..1 reduziert.
Es folgt: WV, Xs (R RO ZY Xy V=W
Aus R, RO Z '€ Z(R,.,) folgt, daB Ry, R®1Z! reduziert ist. Aus
2(RP1Z7<j—1
folgt: % (Rile1) =2 (Riy1)— 7+ 1.
Da V, X, reduziert ist als Teilwort von 7T,, so folgt somit nach Hilfssatz 1, daBl auch

e 3)-1 7-1
lelszng+1R(2) Z
reduziert ist.
Nun ist RP'Z7'X;™' reduziert als Teilwort von 75'. Angenommen nun,

B/ 1 RP 'Z ' X; ' wire nicht reduziert. Dann ist {Ry,,, R® ' Z!, X; '} verschrinkt,
da RP =1 ist (sonst wire I=1). Aus »(RP 1Z7'X;!)>j (s.0.) folgt dann:
x(Xe )22,  x(RPTZTH=1,

wobei also R’ ™' Z~! verwandt ist zum ersten Sektor von X; '. Durch Verschrinkungs-

. . . ! . .
reduktion erhalten wir ein X, und ein R®, mit
re 1 _ — rr_ (8) - -
R a~R$, Y, Xy Y X, YoRP 1 Z?
mit reduziertem

- — - 3y — - _ . rr_
WOZREC:?IR?) 1Z IXé, INR;C,+1R(23) 1Z IX; 1 mit %WG(XZ 1)21.
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Daher ist auch
Wo= RO RP 27 Xy v
reduziert und ebenso
(YROARP'ZH X V=W,

da YRP,RP'Z€Z(R,,1) gilt.
Nun wurde oben gezeigt, dass
W=V, X R, RO 'Z '~ V, X (YRO,RP'ZH Y
reduziert ist und somit auch
Wi=V,X; (Y R®, RP-1Z71).
Da W, und W, reduziert sind, so ist auch reduziert:
W' =V, X, (YRP,RP Z ) X Vot
Es folgt: W~ (Ty s T Twr (TR ... T3Y).
W' ist somit eine primire Transformierte
Trii=ViaBia Vizli mit Vig= v, Xy
Da Viii>V, gilt, so folgt:
o (Thi1, To)={+1, x,} (x,= F+1).
Da Vi'~X;' V3!, Vil>Vi. gilt, so folgt:
o (Ty, Trii)={+1, 241} (xp. 1= +1).
Nun gilt: T Toyi~T i Thia Ty ... T

Da nun oben gezeigt wurde, daB B(T,; Tie1; Ts; ...; Ti) ein L-Vektor ist, so ist
F(T,TiuT,...Ty)=F(T, ... Ty.1) eine L-Form im Widerspruch zur Voraussetzung,
dall F(T,...Ty,,) eine L-Wendeform ist.

Fall T A 1D) ist also unmdoglich.

2) By || Vit
Wir setzen: {Ry, Vi) ={R®, Vi,1} mit der Erginzung Z. Es folgt:

T,...T1~V, R R$ Vllc/q‘—l Ry Vﬁll«

Da nun gelten soll: Ry <Vy.y Riiy Vily, so folgt:

3 r? 71
RO < Vi1 Rie1 Viir.
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Da V.. +1 ist, so ist somit {R$, V,'C'H, Ry.1 Viii} verschrinkt. Nach Hilfssatz 2

folgt somit:
%(R(23))= 1 Rk+1NR(23)71RIIc+1~
Es ergibt sich:
Ty Toir~ ViR Vi R Via=W.

Ist W reduziert, so gilt: K1=R{=K1,a, K, 1=R;,, und der Satz ergibt sich aus
Satz II und aus Hilfssatz 2.

Ist W nicht reduziert, so sind folgende Unterfille zu unterscheiden:
a) Ri>Vi/.  Ri~R{ Vi3, T, ...Tp~V,R Ry Vity.
Wir bilden: {Ri’, R..1}'={R?®, R;,,} mit der Erginzung Y.,;. Es folgt:
R ~RP Y. Vil Y35, Ry ~RBRP Yl R
Aus RP AV, folgt: % (RP)=1.
Aus % (Yy,1)>7 wirde folgen: T, ... Typ1~T,...Ty.
Da nun gilt: Y1 RO~ YV, Vi,

so folgt aus Axiom B fir # (Y1 BS) =% (Y1 Vi) >7 ein Widerspruch. Aus
% (Yis1 Vit Yi') =7 folgt nach Axiom D, ebenfalls ein Widerspruch.

b) Ri|l Vi
Mit {Ri, Vi) ={R\, V&,.} (Erginzung L) folgt:

LAV 2R, R 1~ RBP ™ Ry, R,~X,Y,RPZ Y;"
Aus % (L Y3;')=>74 folgt nach Axiom B:
T,~Tit.
Der Satz folgt dann unter Verwendung von Hilfssatz 2.
¢) Ri<Vy,; ist unmoglich.
B) Vi'<7T, gelte nicht, jedoch: Vi'>7V,.
Es folgt: Vit~ Vit X Pyt
mit Vi=Qu.=1, R,~X,Y,R;, R, ~R Y;', R =K a

Ausg Y,=1 folgt:
VoY,

Es gilt: Ty ... Tx<Tk.1, jedoch nicht Q5 Ty... Tr< Vi1 (I=2).

14 — 563802. Acta mathematica. 96. Imprims le 31 décembre 19356.
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Nach dem Beweis von Satz II folgt fiir die Komponente Ko o: Ro~ Ky o Y3t
fiir ein passendes ¥, (fir k=1=2 gilt: Y,=1). Aus K,=1 folgt:
Ko u=Ry < Vi1 Riesr Vits.
1) Ry <V;,:. Es folgt:
Vi~ Ry Vi, Tyooo Tosr~Vi R VI Vil Rt Viha,

Nun kann Vi '<V},; nicht gelten, da sonst I=1 wire.

’;1 1t
a) Vi >V

Es folgt:
Vila V7 Vedt mit V=1

(da sonst [=1 folgen wirde). Somit gilt:
Vila V) P VA X VY Tyoo.Tipi~V RV Ry Viks,
Ty . T) Tair (Tt . Te )~ (Vo Xy Yy Vidt) Riod (Ve Yl X2 Valy=W.
a) Y,=1. In diesem Falle enthilt V,X, V)., (als Teilwort von V) kein Teil-

wort, das gleichzeitig charakteristisches Teilwort ist eines definierenden Wortes R € .

Somit existiert nach § 1 eine primire Transformierte
It+1 = V:+1 R;+1 V:;}"' w.

- Wir bestimmen nun 7%,; und zeigen, daB V, linker Abschnitt ist von Vi,;.

Aus Ry~ X, R, Y3' (Yy=1 fiir k=0=2), Ry <V, folgt:

2 (Y51 X,)=25—1.
Dann folgt aus » (Y5!)<j—1 (sonst wire T,~T5"):
#{(X,) =7,

Nun ist V,X, Vi,1 reduziert als Teilwort von V, und ebenso Vieer Breq (als
Teilwort von 7':,;). Angenommen nun, W,=7V,X, Vi1 Rxs1 wire nicht reduziert.
Es sei zunichst V3 \,+1. Dann ist {V,X,, Vi.1, Ris,1} verschrinkt. Wir erhalten

durch Verschrinkungsreduktion ein Wi~ W, mit W=V, X, V.1 Ri.1, wobei nach
Hilfssatz 2 gilt:

“w, (Xé)Zj—lZl, ngXéZp Rk+1NZfIR;c+1
fir ein Z;, mit »(Z,)=1<j-1.
Fir Vy.i=1 betrachten wir

T2 e Tk"’ V2X2Rk+1 V;;il.
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Nun ist {X,, Rx,1} hochstens (j—1)-fach verkettet, denn sonst wiirde folgen:
Bon~Xi'Bs' X, (Ty... Tw) Trsy (Ti1 ... T3Y) ~ T3,
Es sei {X,, Ry.1} = {X2, Rii1} mit der Erginzung Z,, dann ergibt sich somit ein
reduziertes Wi~ W, mit
Wi=V,XsRr1,  ww (X3)=1,  X,~X:Z,,  Ryea~Zi'Riyn,  %(Z)<j-1.
Wir erhalten somit stets ein reduziertes Wi~ W, mit
W=V, Xs Vier Bwr, 2w, (X2)> 1.
Nun gilt fir Wy=27* Vi Xo ' Vit
Won Vin Xa' Vet
(fir Z, =1, Viii=1 gilt: Z, 2V ,,).

Es sei zunichst Z,=1. Da nun Ry, Z;' und Z7' V3 X7 Vst reduziert sind,

80 ist
’ “1 /-1 y/-1 -1
Rip1Z:" Vi Xo7 ¥V,

hochstens dann nicht reduziert, wenn {R;.:, Z7, Vit Xt vy % verschrinkt ist und
aus xw, (X3)=1 folgt, daB dann auch {R..;, Zi*, Vi i' X;'} verschrinkt ist. Nach

Hilfssatz 2 und Hilfssatz 1 existiert dann ein reduziertes
Trii=Via R Vigi~W
mit ta=Vy Xy, Ria=Zi'RienZi', Ria~RaZy', Xy '~Z, X7
(da ja Rj., Vi reduziert ist als Teilwort von Tii1).
Fir Z,=1, d. h. fir ein reduziertes V, X, Vi1 Rei1 betrachten wir
By 1 X' Vst mit x(X:Y)>5 (s.0.).
Ist nun {R;.;, X;'} mindestens j-fach verkettet, so folgt:
Ry ~X;'R:' X, (Ty ... Ty) Trpr (Tt ... TaHY~ Ty, Tra~T,.
Ist dagegen {Rj.;, Xs'} hochstens (j—1)-fach verkettet, so bilden wir:
{Broy, X2V ={Ris1, Xo7',  Reni~ R Zs', Xg'~Z,X70 mit wy, (Xo).
Wie oben folgt dann, dall W'~ W reduziert ist mit
W'=V,X:(Z Ris1) Xo ' V3.
In jedem Falle folgt also:

(T, Thi)= {+1, xre} (xrs1= T 1),
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da V,X, Teilwort ist von V,; ebenso folgt:
o (The1, T)={+1, x,} (xy= £ 1).
Somit ist F (T, ... Ty.1) keine L-Wendeform im Widerspruch zur Voraussetzung.
B) Y,+1. Es folgt: Y,V . Es gilt somit:
Ty...Teoi~V R VI Ry  Viks
mit x(Vi™h=1,  R~R Y5, YstaVy
Ba) Wir betrachten zunichst den Fall Vi '<R,,;~ Vi Ri.1. Es sei
{Bi, Rin} = {BY, Bi\1}
mit der Erginzung E. Nach Axiom B gilt dann:
#(EYiY)y==(EV/ H<j—1,
denn sonst wiirde folgen:
(Ti* ... T3 Ty (T, ... Te)~Tit1.
Somit gilt fir K, = R;’:
xp, (K))Zx(B)—j+1 und xg, (K1) =% (Be)—7+ L
BB) Vit Resn.
Es sei (Vi Ry ={V®1, Ry}
mit der Ergéinzung E. Aus
Ty To~ Vi BRIV R Vil =W
und x(Vi)=1,%(E)=1, x(¥,)=1

folgt der Satz firr reduziertes W. Fir nichtreduziertes W folgt er durch Verschran-

kungsreduktion nach Hilfssatz 2.
By) Vi t'>R,., ist unméglich nach der Definition von Vit § D).
b) Fir Vi | Vi, {Vih Vila)y ={V{™, V. folgt:
Ty T~ ViRV VL R Vi = W.
Der Satz ist richtig fiir reduziertes W, da dann K1=R{, Kyy1= Ryiyq gilt.
«) Betrachten wir zunicht den Sonderfall:
Vita v, Ri~R{ V@, Ry~ Vi Ri,

W~V, R Ry Vil {Rily R;c+1}, = {R(13), R;c,+1}
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mit der Erginzung 0. Es folgt:
# OV Y )=x (VP =x (V0 ) <j—1
nach Axiom B (sonst wire: (Ty... Ty) Tron (Tk" ... TY) ~T7Y).

p) Die iibrigen Fille werden behandelt nach dem Muster von Fall III C beim
Beweis von Satz I, wobei zu beachten ist, daB fir x (R;)=x»(R,)—1 das Wort R;
sektoriell abgeschlossen ist in Ry Vi ™' V@, Ry.q Vily.

¢) Vi '<Vi,: ist unmoglich, da dann I=1 wire.

2) Ry >Viyer.

Es folgt:

RS ~RP Vi1, Ty... T~V R Vi' RO Ry Viha.
Aus K,=1 folgt:
Rii1~RBRP ' Ry, Tyo..Tioa~V R Vi Ry Vs
a) Y,=1. Es folgt:
Ty .. T} Tiir (T .. T )~V Xy (Ren RO ) X' Vel =W,
Da V,X, Teilwort ist von V,, so folgt, daB eine primire Transformierte 7%, ~ W
existiert.
Nun gilt in By~ X, RP V)71 Y5':
% (Y5 X, RP) =5, x(Ysh)<j—1, % (X, R$) =7
Wire nun {X,R$’, Ri,;} mindestens j-fach verkettet, so wiirde folgen:
(Ty... Ti) Trir (T" ... TsYy~ T35
Setzen wir nun: {X,, Ri,:} ={Xs:, R¢.1} mit der Erginzung Z,, so folgt daher aus

%2 (X, BP)>j: Xpo1
%( 2 2 3

wobei fir % (X3)=1 das Wort X, rechtsseitig abgeschlossen ist in X; R 1.

Es folgt, daB das Wort V,X; (Ri.1 RBP'Z7") reduziert ist. Nun ist sowohl
R/ R®'Z 'Y€ Z(Ry,1) als auch RP1Z7' X;7' V3! reduziert (Teilwort von 7T%);
somit ist R}, R Z7' X, ' V5! hochstens dann nicht reduziert, wenn » (R 1 Z 1) =1
gilt. Durch Verschrinkungsreduktion erhalten wir nach Hilfssatz 2 und der Bedingung
fiir % (X3) (s.0.):

Tra=Vy Xy (Ri) Xo' 1 V3t

mit geeignetem X; und R} ;€ Z (Ry,,) (analog Fall IB 1 a a).
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Ist zwar V,X,Ri.1 BR®' reduziert, jedoch nicht Rj ., B® ! X;' V35!, so ist fiir
24y )

RP =1 das Wort {Ri.:, R, X;' V3'} verschrinkt und wir schlieBen wie oben

(unter Beniitzung der Bedingung fiir » (X3)). Fir R =1 sei zunichst {R, ;. X;'}
mindestens j-fach verkettet. Dann folgt: T%.1~7T, (analog Fall I B 1 a a). Ist je-
doch {Ry.., X5'} hochstens (j—1)-fach verkettet, so beniitzen wir die Bedingung

* (Xz) =% (XzR(23)) =

und schlieffen wie unter I B 1 a «.

Sowohl fiir 7%, ~ T, als auch in den iibrigen Fallen gilt fir 7%., = Vi.; Rf ., Vizi:
Via~V, X5
fiir ein geeignetes X, wobei Vi, Teilwort ist von V. Es folgt:
o (Ty, Ti)={+1, ara} (2p1=%1), o (Tii, T ={+1, 2} (ry==£1)

und F (T, ... Tx,1) erweist sich als eine L-Form im Widerspruch zur Voraussetzung.
Fall T B 2 a ist daher unmdoglich.

b) Y,=+1. Es folgt:
Y, AVl % (Vi H)=1
Es ergibt sich: R Vi '~R,.
Wire nun {R; V1™', Ry,} mindestens j-fach verkettet, so wiirde folgen:
(Ty . Ti) Tieor (TR* ... T ~T1
Setzen wir: L=R; Vi %, {L, Ri.1}' = {L{ R{;1} mit der Erginzung Z, so folgt:
% (Z)<j—1.
«) V1! sei rechter Abschnitt von Z~Z' Vi~l. Es folgt:
R, ~RYZ Y3, Reo~RP 1V 'Z' R,

mit R'=L uwnd x(Z Y;H)=2(Z' ViYHY=x(Z)<j—1.

Aus x (RP V7' Z'")>j wirde nun folgen: RP~'=+1; auBerdem gilt: V7' 2" '=1.

Nach Axiom D; wiirde sich dann ein Widerspruch ergeben durch Vergleich von
RP'ViZ 'R/, mit RP'Y¥;'X;'Y,Vi:n und Z Y;'RY,

da Z' Vi Y e Z Yt ogilt (Yo V).
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B) Ist Vi ! nicht rechter Abschnitt von Z, so folgt:
#(Z)=1, ZaViaY,, RO YZ ~RP-1y;l
Es gilt: Rei~ RO Z 1R L.
Aus % (RY ' Z')y=j wiirde folgen:
(Ty ... Ti) Tiir (Tt ... T3Y)~T5"

3) B || Vi
Es sei {Ry, Vi)' ={R®, Vi'1} mit der Erginzung I. Da K,=1 ist, so gilt:

RP AV, Ry~ RP Ryi1, Ty oio Tea~Vy RiVi Vi Ren Vil
mit R, ~R, Y5
a) Fir Vi >V ., Vita VY1V S folgt:
Vita VI VA X T
a) Y,=1. Es folgt:
Ty oo Ti) Tioir (T . T~V Xy Vil (R RO Y VI X' V' =E,

wobei V,X, Vi, Teilwort ist von V.

Aus R,~X,RPTIYs' folgt nun:
2 (Ys' X, RP)=25-1
(sonst wiirde V,,; das charakteristische Teilwort I™' enthalten),

2(Ys)<j—1
(sonst wire T,~T3),
% (X, RP)=j=2.

Aus RP ~ V)., folgt, daBl hochstens dann »(X)=1 gelten kann, wenn X, nicht ver-

wandt ist zu RS’ (und damit auch nicht verwandt zu Vy.;). Es folgt also stets:
xx, vy, (Xp) =1
Folgende Worte sind nun reduziert:
Ri.1 RY, Vics1 Ry, RP VA

(p-d., da BP AV, gilt). Aus % (Ri,;)>1 folgt dann nach Hilfssatz 1, dass auch

reduziert sind:
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14 4 (3)—1 ! (3)—1 rr_1
Vk+1 Rk+1 R2) s Rk+1 R2) Vk+1
und somit auch

’ ’ (3)-1 rr_q
Vk+1Rk+1R2) Vk+1-

Da V=1 ist p- d., so ist also F hochstens dann nicht reduziert, wenn mindestens

eines der beiden Tripel verschriankt ist:
' ’ 3)-1 ’ 3-1 -1 y-1y-1
{VzXza Vk+1: Rk+1 R(2> 3 {Rk+1 R(z) s Vlc+1’ XZ VZ }

Da »x(X,)>j gilt, so erhdlt man hieraus durch Verschrinkungsreduktion nach be-

kanntem Muster eine primére Transformierte
* % * *-1 : -1, % *41,
k1= Vi B Viin mit Vit > Vi, Vili>V,,

wodurch sich ein Widerspruch ergibt zur Annahme, dal ¥ (T, ... Tx.,) eine L-Wende-
form ist.
Fall I B 3 a «) ist daher unméglich.

B) Y,+1. Es folgt:
Vilay,, VitaV/ 1 aRP~ Y,, Ty oo Toa~ ViRV "R Vit = W.
Fiir % (Byy1) = (Bx;1)—1 folgt nun, daB W reduziert ist (Ry.;~R$ ' Ri.;) nach

Hilfssatz 1.

Nun sei W nicht reduziert.

po) Fir
1,71<R.:c+1~ Vi Ria, Ry ~RP! 4% R, % (RP™ V{I)z I
sei {R1, R/ 1} ={R:{, BR®,,} mit der Erginzung E.

Es folgt:
2x(EY: )= (RO 'V ENH<j—1,

denn aus R, ~ R{ Y;' wiirde sich ergeben nach Axiom B:
(Ty ... TW)Tyr (TR ... T3y ~T11,
BB) Vi '||Ri.1. Der Beweis erfolgt nach Hilfssatz 2.
By) Vi '>Ri, ist unmoglich.
Damit gilt fiir a):

wp (Ky)=Zx (R)—j+1, #py g (Kii1) 2% (Resn) —j+ 1



AHNLICHKEITSANALYSE VON GRUPPENRELATIONEN

b) Vi | View, (V1L Viay ={VyY v&,}. Es folgt:

7 II¥1 (3) ’ __l
Tl Tk+1 ~ Vl Rl Vl Vh‘+1 Rk+1 Vk+1-

o) Im Sonderfall

rr_1 @3
Vi aViiy,

mit der Ergénzun

[ 54 (3)-1 4 ~ 4 rr 1 ’ ; (3) (3)
-Rl NRI Vki-l 3 Rk?l ~ Vl kaly {Rl > Rk—‘rl} _{Rl ’ Rk-}-l}

g O folgt nach Axiom B:

#(OVEL Yi)=x(0VE) = (ROV/ 0 ) =j—-1.

Die iibrigen Fille sind nach dem Muster von Fall III C beim Beweis von Satz I

zu behandeln (zu

das Wort R; sekt

fir

ist R;.; sektoriell

beachten ist hierbei, daB3 fir
% (Ry) =2 (Ry)—1
oriell abgeschlossen ist in
RiVY 7 VB Rien Vity
% (Ris1)= % (Ren) =5+ 1
abgeschlossen in

’ Il_l 3 s
ViR V1 Vi Ry 1)

’;1 17 ! 3 ’ 3 ? -1
¢) Vi<V~ ViV, Ty oo Tiia~ ViRV R Vi = W.

Es folgt:

e 3y '
Vk+1,/§R(2%) Ia Vv, L

Ist W nicht reduziert, so folgt:

# (B1) = x (Ry),

da sonst R; sektoriell abgeschlossen wire in Ry V&, Ry.1 Vily.

R~ R V&3, {R{, Rii1}' ={R®, R/.;} mit der Erginzung O. Es

! 3
OC) Rl = VEH)LI:

folgt nach Axiom

B:

x(OVP! Y ) =% (O VE) == (R® 0 ) <j—1.

In den iibrigen Fillen folgt der Satz nach Hilfssatz 2.

Ccy Vit v,

Fir B, =B (T'; ...; Tx) folgt fiir k=2 nach Satz I, Anmerkung 2:

#gr, (Ko o) > (Ry) — 7+ 1.
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Fir %>2 konnen wir auf B,=L (T; Ty, T;) Hilfssatz 9 anwenden, da V,~ V', aus-
geschlossen ist nach Hilfssatz 10 und Satz I, Anmerkung 2. Wir erhalten:

%p, (Ks, 5) =2 (Ry)— 7+ 1.
Nach Satz II folgt:
K2,a=K2,o"

Wir untersuchen nunmehr
Ko oB Vi Bis1 Viti ~ Ko o Vi Ria Vi
mit B=Q2%PsoaKsoQoa . PruKiaQila
Diese Untersuchung verliuft analog wie in Hilfssatz 8 (es kommt nur darauf an, daB
gilt: xg, (Ks o) =2’ (Ry)—7+1).
1) Fir K, ,> Vi (entsprechend Fall I von Hilfssatz 8),
Kz,aNRé Viid, RZNPRQ Vit1 @
(P, @, R, geeignet gewihlt) ergibt sich analog:
#(QPR;)=2j—1
und aus » (@P)<j—1 folgt somit:
% (R5) =7

{R:, Ri.1} ist hochstens (j—1)-fach verkettet.
Fir B,={Ks o, Vi, Vs, Ry, V3', ..., Vi1, Biyr, Vili} ergibt sich somit:
% (Kri1,2) =% (Brs1)— i+1,
wobei fiir » (Ky .1, ;) =% (Riy1) — 7+ 1 das Wort K1, , sektoriell abgeschlossen ist in R,
und linksseitig abgeschlossen in |B,|. Ferner gilt: » (K, ,)=1, wobei fiir x (K2 .)=1

das Wort K, , sektoriell abgeschlossen ist in R, und rechtsseitig abgeschlossen in | B |.
Somit ist das Wort

_ -1 1 -1 Y
W”‘PI,aKl,chl,aP2,aK2,1Q2,1P3,1K3,1Q3,t Pk+1,rKk+1,sz+1,r

reduziert und es gilt fiirr die Komponenten von 11":

P1=P1,aa K1:K1,oc7 Q1=Q1,a7
Py=Ps o, K,=Ks -, Q=2+
P3=P3v7’ K3:K3-1’ Q3=Q3,'n soey

P}c+1=Pk+1, 5 Kk+1=Kk+1, E2) Qk+1=Qk+l,1



AHNLICHEEITSANALYSE VON GRUPPENRELATIONEN 217

im Widerspruch zur Annahme K,=1. (Die hier angestellten Uberlegungen werden

gebraucht bei Fall I A 2 a, da dann K,=1 angenommen wird.)
2) Kg o Vis1 wird analog wie Fall II von Hilfssatz 8 behandelt, wobei sich

dann die bei 1) angestellten Uberlegungen anschlieBen.
IIy K,=1.
Es sei

B,=B(Ty; Ty), Bs={K>,,, Vil Vo By, Vil ooty Visr, Bievr, Vila)

Nun kann sicherlich K, ,<Vy 17T, ... Tk, nicht gelten, denn sonst wire K,=1. Dann

gilt aber auch: K, s+ 1, wie sich aus den Definitionen in § 2 ergibt. Setzen wir nun:
W,=P1, K1, Q1) Ps, Wy=Qs5P35Ks5Q5%5 ... Prsr o Kisr,sQiivns
so folgt:
T,T,~W, K, ,V:' (nach Satz I a), T,V,B,;~W, K, ,.
Da nach der Definition in § 2 das Wort K, ; linker Abschnitt ist von K, ,, so folgt
ebenso:
ng y Vz_l T3 Tk+1 ~ Kz, F] W3,
also:

T1 Tk+1~(T1 Vsz)(VilT:; Tk+1)~W1K2,y Vil T3 Tk+1~W1K2,6 W3~

Nun ist W, K, ; reduziert als Teilwort von W;K,, (und damit als Teilwort
von |B,|), ebenso ist Ky s W, reduziert als Teilwort von |B;| und es gilt: Ky s=1.
Falls W, K, s W, nicht reduziert ist, so existiert ein W1 und ein W3, so daB sich darch
Verschrinkungsreduktion ein reduziertes Wi Ky s Wy~ W, Kz s W, ergibt. Nach den
Definitionen in § 2 folgt: K,= K, ;.

Mit B,={K, ,, V3!, Vi, Ry, Vi', ..., Vi, Ry, Vi'} ergibt sich ebenso:

Ky o=Ks . (Bo=B(T,; ...; Te)).
Nun folgt nach der Annahme I=2:
Q' Ps K5 Q5% ... P Ki Qi x<Visr.
Mit Ve=Qsr, K=T;.. Ti=P3.Ks.Qs% ... Pr. K. Qil,

Ré=K2,y, RéI:K&r:KZ,a

gilt somit:

R V31 T, ... Tiii~Ry Vo' Ty ... T Tii1~Ry Vier By Vicha.
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A) RY>Vi. RS~RP V2L Es folgt:
Ré Vil T3 Tk+1~R(23) Rk+1 V}c}rl-

Wir bilden: {RY, Ry.1} ={Rs®, Ri.;} mit der Erginzung X. Wire nun {R{’, R,.,}

mindestens j-fach verkettet, so wiirde folgen nach Axiom B:
(Ty ... T Trer (Tt ... T3~ T3
Das Wort RS Ry.q Vily ist reduziert und es gilt:
Koo= R, Kipas=Ricr.
Somit folgt: #ry,y (Krsr,6) =2 (Bein) —j+ 1.
Es sind nun zwei Féille zu unterscheiden:

1) W=P,,K,y, Qi Py, Ko 5Q2 s P 5Ks 5Qs55 ... Pri1,sKu 11,5 @1, o ist reduziert.
Dann folgt nach § 2:

P1:Pl,yy KlzKl,y’ leQl.yv
P2=P2,y; K2:K2,6, szQz,a,

Pk+1:Pk+l,67 Kk+1:Kk+l,6> Qk+1:Qk+1,(5~
Somit gilt:
np, (Kp)Zn (By)—j+1,

%R,y (K1) Z 0 (Bigsa) — 7+ 1.

2) W ist nicht reduziert. Dann ist R$® =K, ; weder linksseitig noch rechtsseitig
abgeschlossen in W. Es folgt somit: » (X)<j—2, da fir » (X)=j—1 das Wort R,y

linksseitig abgeschlossen wire in W (und daher R rechtsseitig abgeschlossen in W).
a) Vi'=7V, gelte nicht. Aus o (7, Ty)={+1, 2.} (x,= +1) folgt dann Vi'|| V,.
Es gelten die Uberlegungen von I C, aus denen sich ergibt:

K,+1,  wp(K)=n(R)—j+1, g, (Kea)Zx(RBia)—j+1.
b) Aus Vi'>V, folgen Aquivalenzen:
Vit~V X' V3, Ry~R Y, R,~X,Y,R;
mit R =K,,  R-=K,, Vi=@Q1,.

Fir Y, =1, Vi=1 folgt: Y,~ Vi
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Es folgt die Aquivalenz:
T, oo T~V RIVITIRO R, Vil =W.
Hierbei gilt: % (R) = (B)—7+1.

Fir x (R;)=x(R,) —j+1 ist Rj sektoriell abgeschlossen in R, und rechtsseitig abge-
schlossen in W. Ebenso gilt:

% (Bis1) = (Rin) —j + 1.

Fir x(R;+1)=%(Rk+1)—j+l ist hierbei Rj,; sektoriell abgeschlossen in E,.; und
linksseitig abgeschlossen in W.

Ist nun W nicht reduziert, so ist {V, R{ Vi !, RS, Ri., Vil,} verschrinkt und
wir erhalten durch Verschrinkungsreduktion ein reduziertes W'~ W. Der Satz folgt

dann aus Hilfssatz 2 und den obigen Uberlegungen.
B) Ry || Vi
Wir bilden: {R:, Vi ,} ={R, Vi.1}. Es folgt:

rr ’_ ’ ' < rr _ . : 1
By ¥V, 1T:s e T T i1 ~BP Vi1 Ryr Viti= W, mit RP =1, Vil +1.

12 — . . . . . !
Ist RS Vi/,1 Ry.i Vily nicht reduziert, so erhalten wir ein reduziertes W~ W, durch

Verschriankungsreduktion:

Wo~RP Vi Rii Vit
Ist W,=V,R; Vi ! W5 reduziert, so erhalten wir:
K]_:Kl,)n Kk+1:R;c+1

und der Satz ist richtig. Ist W nicht reduziert, so ist {V, Ri V17!, RS, Vi'y Rov1 Viti}
verschrankt und wir erhalten durch Verschrinkungsreduktion ein reduziertes W'~ W.
Der Satz folgt dann aus Hilfssatz 2 und den Aussagen iiber ;c(R{) und x(R,’Hl)
analog wie in A 2.

C) Ry <V kann nicht gelten, da sonst K,=1 folgen wiirde.
Anmerkung. Die Ungleichungen
a) xry,y (Kiw) 2% (Bier) =7+ 1,
b) wp (K)2x(B)—j+1
brauchen also héchstens dann nicht zu gelten, wenn eine primire Transformierte

T:+1~(T2 Tk) Tk+1 (T;l e Til)
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existiert, so daB B (Ty; Tr.1; T, ...;Ty) ein L-Vektor ist (es sind dies die Fille
TA1b,IBlaa IB2a IB3a « nach Satz IT gilt jedoch die Ungleichung
b) auch dann).

Sarz II1. Es sei U=B(T,; ...; Txs1) ein L-Wendevektor und F (T, ... Ty.1)
etne L-Wendeform. Dann gilt fiir die Komponenten von
u’:{Ply K]) Q1_1> ey Pk+1’ Kk+1> Q};}-l}
A) Fir 1>1 gilt:
%p, (K)Zx (By)—j+1,

%Ry, (Kis1) =% (Br) — 7+ 1
B) Fiir =1 gilt:

ka+1 (Kk+1) =x (Rk+1) “"7—}‘ 1,

xp (K)=>1.
Fiir % (K,)=1 ist K, rechtsseitig abgeschlossen in |U’|.

Beweis.

A) Fir 1>1 Dbetrachten wir B,=B(T,_1; ...; Tx,1) und wenden hierauf Hilfs-
satz 13 an. Es sei ferner: LB, =B (T; ...; Ti_1).
Nach Satz II ist nun K,_; , V;; rechter Abschnitt von ]%;[ und es gilt:

% (Ki_1,0)=7.

Fiir » (K;_1,,)=14 ist K;_, , sektoriell abgeschlossen in R, ; und linksseitig abgeschlossen
in |B;|. Andererseits gilt nach Hilfssatz 13:

XRy_4 (Ki1,6) 2% (Bi1)—j+ 1.
Daher konnen wir Hilfssatz 7 anwenden und es folgt:

Ps:Ps,m Ks:Ks,m QSZQS.aa (ZSSS]C—{—I), Ql-lel‘l,m

ferner:
P,=P K=K, ,, Qs =Qs. 1, (1<s<1-2),
P =Py B, ~XK_ Y
mit K, . Y~K_;, und XK, 1~K .,

Somit gilt nach Hilfssatz 13:

XRyoq (Kri1) = Ry .y (Kks1,0) Z% (Bir1) =5+ L.
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Nach Satz II folgt:
%g, (Kl) =g, (K1,:)>x (B)—7+1.

B) Die Behauptung B von Satz IIT ist gegeben durch Hilfssatz 8.

Anmerkung. Im Falle A) beachte man fir &8, die Anmerkung zu Hilfssatz 13.

§ 7. Konstruktion beliebiger Formen

In diesem Paragraphen gelingt es, mittels Satz III und unter Beniitzung der
Hilfsséitze aus § 5 die Struktur einer beliebigen Form zu bestimmen. Es wird be-
wiesen, dafl sich in einer beliebigen Form F vom Grade »>0 stets ein Vektor
U=B(Ty; ...; T,) finden laBt mit W={P,, K;, Qi'%, ..., P,, K., @'}, so daB ein ¢
existiert, so daBl K; ein Teilwort von R; darstellt mit R~ X K; Y, x (Y X)<2j-2.
Eine solche Zahl ¢ wird nachstehend definiert als ,,Index‘ der Form F.

Zu einer gegebenen Form F vom Grade n>0 betrachten wir die Menge ¥ aller

Zahlen k, die folgenden Bedingungen geniigen: Es existiere ein Vektor
W er, W=B(Ty; ...; Ti; Then; ...; TH,
so dafl fur jeden Vektor
U=B{Py; ..., Ti; Tiy1; ...; To}EF

fir B,=BV(Ty; ...; Ty) und Vo =B(T; ...; Th1) gilt:
J1) Ky, ist rechter Abschnitt von Ry mit xp, (K o) =2 (Br) —j+1.
J,) Fir k<n folgt mindestens eine der beiden Aussagen:
a) Ky.1 . ist rechter Abschnitt von R, ; mit %R, .4 (Kky1,2) = x (Brp)—7+ 1.
b) K . ist Teilwort von R, mit xp, (K .) =% (By)—j+1.

Fir die Zahl 1 ist J, trivialerweise erfiillt und fiir die Zahl n ist J, trivialer-
weise erfiilllt. Vermége Satz I gilt dann: 1€Y{. Es existiert somit zu jeder Form F
vom Grade n>0 eine groBte Zahl €3, die wir als den Index von F bezeichnen
wollen. Geniigt ein Vektor 1€ F zusammen mit dem Index ¢ den Bedingungen J,,
J, (fiir k=1¢), so nennen wir Il einen Indexvektor der Form F. Mit B (T,; ...; T,)EF
ist auch jeder Vektor B(T; ...; Ty; Tfi1; ...; Th)EF ein Indexvektor.

Hinrssatz 14. Es sei F eine Form vom Grade n und vom Index ¢ und

B(Ty; ...; Ty) sei ein Indexvektor von F mit den primiren Transformierten

T=V,R,V:* (1<s<n), mit i<k<n,
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%a: % (Tl’ P Tk) und %a= % (Tkﬁl; Tk)

Qilt dann; Ky o= Ky o dann folgt; Vili>V,.

Beweis. Wir nehmen an, es gelte nicht: Vili>V,. Wir kénnen ferner voraus-
getzen: ¢<n. Fir k=n wirde nach Satz I die Zahl k>7 den Bedingungen J,, J,
geniigen, was der Definition von ¢ widerspricht. Wir nehmen nun an, es sei k<n
und es gibe einen Vektor der geforderten Art. Wir betrachten nun Bs= 8 (T's; Tk .1).

I) Vi'<<Vy,1 sei nicht erfiillt.

Da weder Vil,>7V, gilt noch Vi'< Vi1, so konnen wir auf
%12% (Tk—1§ Te; Triv)
Hilfssatz 9 anwenden und es ergibt sich fiir Ky .

#ry (Ki o) 22 (Be) —j+ 1.

Fir B,=B(Ty; ...; Ty
und ]lf:{Vly R]_’ nyla ) Vk—-ly Rk—l; Vzlla ka Rk}

gilt nun: ist Ky ¢ die letzte Komponente von ll; und ist |W|=W, Ky ¢, so ist nach
der Definition in § 2 das Wort K, , Teilwort von Ky ¢ und K . ist rechter Ab-
schnitt von Rj;. Da nun Vi!;>V, nicht erfiillt ist, so folgt nach Satz I und der
Voraussetzung:
%r, (Ki o) =#p, (Kia)=x (Be)—j+ 1L
somit gilt auch:
#r, (K e)= (Bi)—7+1.

Nun ist K, :Vi' reduziert als Teilwort von 7', und ebenso W, K, ¢=|UWs|; daher
folgt nach Hilfssatz 1: W, K ¢ V' ist reduziert. Es ergibt sich somit:
Kk,E:KIc,m le,la:‘ Vgl
Ist nun B=BV(T'y; ...; T'x:1), so ergibt sich daher nach der Definition in § 2

die Komponente K, , von B, als erste Komponente von {K, o, Vi', Vi1, Ris1s Vita).

Setzt man:

uUZ{kal’ Rk*l; V;ll Vk, Rk}
und ist Ky, , die letzte Komponeate von ll,, so folgt analog wie oben:

Kk,n:Kk,a-
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Daher ist nach § 2 die Komponente Ky , definiert als erste Komponente in
{Ki.a Vi's Vier, Ricer, Vi)'

und es folgt aus Ki o= K o

Daher ergibt sich: %r, (Ki o) Z# (Rp)—j+1.
1I) Es gelte: Vil< V..
In diesem Falle folgt fiir %,;Z%(Tk; T%:1) nach Satz I:

%Ry, (Brrrp) Z % (Bgr) =+ 1

Fir Kyp gilt ferner nach Satz It x(Kyg)>7; fir x (K, 5) =7 ist Ky s rechtsseitig
abgeschlossen in |QB;|. Aus

% (K o) =% (Kp,o) =0 (Ri) —j+1
folgt daher nach Hilfssatz 7 a fir B,=B(T;; ...; .1}
%Ry (Kirtg)=#%r,,, (K1) Z % (Beer) ~j+ 1.

Aus wp, (Ky o) =xr, (Ki o) folgt, daB die Zahl k>1i die Bedingung J, erfiillt und aus
den obigen Uberlegungen folgt, daB k auch die Bedingung J, erfiillt. Dies wider-

spricht aber der Definition von ¢.

Damit ist Hilfssatz 14 bewiesen.

Anmerkung. Speziell folgt: ist U=8 (T;; ...; T») ein Indexvektor aus F mit den

primédren Transformierten T's=V; R, Vil (1<s<wn), so gilt:
Vit>Vi.
Denn fiir B,=LB(Ty; ...; T;) folgt:
(K )=n(R)—j+1,
da 5 der Index ist und fir 8,=L (T 7,,) folgt:
% (K, o) =7,

wobei fiir x» (K, ,)=j das Wort K, , rechtsseitig abgeschlossen ist in [‘BH Daher folgt
nach Hilfssatz 7a fir B, =V (T ...; Tin):

.
Ki+1,a:Ki+l,aa

so dall wir Hilfssatz 14 anwenden koénnen.

15 — 563802. Acta mathematica. 96. Imprims le 31 décembre 1956.
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HirLrssartz 15. Es sei F eine Form vom Grade n und vom Index i <n. Dann
existiert kein Indexvektor B(T; ...; T,)EF, so daf fir ein k mit 1 +1<k<n—1 der
Vektor B(Ti; ...; Try1) einen L-Wendevektor darstellt mit der Linge 1, wobei F (T ... Tr.1)

etne L-Wendeform ist.

Beweis. Angenommen, es wiirde ein solcher Vektor =8 (T;; ...; T,) existieren.
Wir betrachten dann

Bo=B (T ...; Tx) und By=B(Ts; ...; Tes1)s
B,=B(Ty; ...; 7)) und B=BV(T; ...; Tiy1),
ebenso B,=B(Ty; ...; Tw) und By =B(T; ...; Trsr).

Die primiren Transformierten T (1 <s<n) seien gegeben durch 7, =V, R, V; .
Da nach Hilfssatz 14, Anmerkung gilt: Vi'>V,,;, so folgt: k>4. Setzen wir nun
B, =B (Ty; Tiv1), so gilt somit nach Hilfssatz 10 fiir die Komponente K;,;; von B;:

#(Kiry,i) <n (Biz1)—j+1.
Da ¢ der Index ist, so folgt somit nach der Bedingung J,:
% (K ) =o' (Ri)—j+1.
Aullerdem gilt nach Satz I:

R, (Ki,i)ZK (Rl)_j‘*‘ 1.

(3

Ebenso gilt: xp; (Kio)zn (B)—j+1,

da i der Index ist: Nach Hilfssatz 7 folgt somit fir LB, =B(T,; ...; Tia):
Q=@ Pir.=Pii, K=K Q=@ =TV

Somit gilt:
% (Kiv1,7) =2 (Kit1,:) =7

Fir » (K;q1,.)=7 ist K; .1 . linksseitig abgeschlossen in ]58;[ Der Vektor
Lp=B (T ...; Ts1)

ist ein E-Wendevektor, daher ist B,=L (T;; ...; T%) und damit auch
By=B(Tis1; ...s T)

ein L-Vektor. Nach Satz II gilt daher:
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%y, (Kivy,g) 2% (Bi)—j+ 1

i+l

Somit kénnen wir Hilfssatz 7 anwenden.
Es folgt nach Hilfssatz 7 und nach Satz II fir B,=B(Ty; ...; T

Ps,u =Ps,13 Ks,x:Ks,u Qs,anS,r (13855)5 Pi+1,x=Pi+1.1;
Pt,uZPt,ezpt,a’ Kt,z :Kt,g=Kt,au Qt,szt,g:Ql,a (7'+2St~<—k)

Nach Satz II folgt auBerdem:
Q=0 i=Qi 1 =i Piiyg=Pir1:=Piy1,i= Py«

Betrachten wir

%yz {Vi, Ri: V{—I, Vi+13 Ri+1};

die letzte Komponente von %, sei K1, Wie in Teil I) des Beweises zu Hilfssatz 14
zeigt man: K.y ,=K;,1; (da % (Kis1,:)>5>1 und somit auch x (K;,y,,.)>7 gilt). Ist
B,={V,, B, Vi%, ..., Vis1, Ri;1} und ist K,.;, die letzte Komponente von %B,, so
zeigt man analog, daB gilt: K4 ,=K;,y ,.

Nun ist Kj,y . gegeben als erste Komponente von
{Kii1,m Vidi, Vies, Riso, Vi, ..., Vi, Ry, Vfl}'
und K., ist gegeben als erste Komponente von
{Kis1,. Vi, Vise, Risa, Vide, oooy Vi, Ry, Vi'}.

Nach den obigen Ergebnissen gilt aber: K. ,=K;.;;, somit: K,y .= K1, und
daher: K;.y,,=K;.1,4 (da Kiy1,,=Kiss, Ki+1,u=Ki—'r1,i gilt).
Es folgt die Aquivalenz:

Tyoo. Ti~n WK Qi T ... T mit Ti=P, K, ,Q% (G+1<s<k).
Da nun der L-Wendevektor LBy=B(T; ...; Ti,1) die Linge 1 haben soll, so folgt:
Via~®B 1 Vier mit B=@ 1T/ ... Tk
(Vis1 geeignet gewihlt). Es ergibt sich:
Tyo. Tiosi~Wi Ky o Vier Rt Vil

(W, geeignet gewahlt). Hierbei gilt: » (K, .)=x"(R;)—j+1, da ¢ der Index ist.
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Fir R/ =K,, bilden wir nun: {R/, Vi.1}'={Ri, Vi,1} mit der Erginzung Z.
Nach Definition ist R; = K; , Teilwort von Ri~X R Y~XR,'ZY (X, Y geeignet ge-
wiahlt). Nunmehr gilt:
%(YXR)=2j—1,

denn aus »(YXR/)>4j—2 (Axiom Z) wiirde sonst folgen: x(Z)>2j und Z wire
ein charakteristisches Teilwort von R;, was nach § 1 unméglich ist, da Z ein Teil-
wort von Vjily ist. Nach J, gilt auBerdem: x (Y X)<j—1; es folgt: = (R/')>7.
R/ <V}.; kann also nicht gelten. Fir R > Vi, R ~R/' V35 folgt, daB {R;’, Ry.1}

hochstens (j— 1)-fach verkettet ist, denn sonst wiirde sich ergeben:
(Ti “es Tk) Tk+1 (T;l ]yi_l)NTfl.

Fir die Komponente K, von B gilt somit: % (K; ;) >1, wobei fir » (K ) =1
das Wort K;, rechtsseitig abgeschlossen ist in |®j|. Fiir R;|| Vi, folgt dies eben-
falls nach Hilfssatz 2, da » (K ;) == (R/)—1 gilt und fiir (K )=x»(R{')—1 das
Wort K, ; rechtsseitig abgeschlossen ist in | Bj].

Somit ist nach Hilfssatz 1 das Wort L, K; 1 L, reduziert mit

Ly=Qi 3 P15 Kisr s Qi g - Prsr s Kirg Qiivg
und L1=P1,1K1,1Qil't .o Pi—l,rKifl,rQii—ll,rPi,r-

Es folgt Ll ]{4,1L2:|%;I, Kk+1,l:Kk+1,ﬁ-
Nach Hilfssatz 8 folgt somit:
%Rle (kal’;'):%Rk+1 (Kk,;,l,ﬂ)Z%(Rk+1)*j+ 1.

Es ergibt sich: £+ 1<n, da sonst die Zahl £+ 1> den Bedingungen J;, J, genligen
wiirde, was der Definition von ¢ widerspricht.
Wir betrachten nun den Vektor U,.; =L (Tx.1; Tri2). Nach Satz T gilt:

HRy,q (Krs1,241) 27,

wobei fir x (Kyi1 xe1)=7 das Wort Ky.1 1 rechtsseitig abgeschlossen ist in | Bj.].
Somit ergibt sich nach Hilfssatz 7 a fir den Vektor ¥, =B(Ty; ...; Tria):
Qrs1,3=Qrs1, k15 Pi.o y=Prog k215 Ky =Ko koo,
Qk+2,n = Qk+2, e+l = V}c+2~

Wir zeigen nun, da8 die Zahl k+1 den Bedingungen J,, J, geniigt. Fiir

HRy .o (Kio k1) 2% (Brae) — 7+ 1
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folgt nun: # (Ko ) =% (Broo)— 7+ 1.
Wir nehmen daher an, es gelte:

%Ry o (Kivz, ee1) <ot (Ris2) —j+1

(sonst wire J,, J, erfiillt).
Dann folgt nach Satz I:

Vit1> Vie, Vi1 Vieys
Vi1 << Visz kann somit nicht gelten. AuBlerdem folgt nach Satz I:

%Rk+1 (Kk+1_ k+1) Z% (R}c+1) —7.+ 1.

Wir betrachten nun den Vektor B,=L(T; ...; Ty.2).
I) Falls B=Q.x Tia ... Te> Vi
nicht gilt mit Ti=Py oK oQsh (+1<s=k),

so sind fiir B, die Voraussetzungen von Hilfssatz 9 erfiillt. Es ergibt sich:

2 (K1) =% (Bea)—7+ L
Fir

Be=B(Ty; ... 5 Thya), B,=B(Ts; ...; Thy2), Bi=BV(Ty; o5 Tin)s
B,=B(Ty; ...; Thiz)
folgt nun aus K,y 1= K15 analog wie oben:
Kii1,y= Ky
(da x(Kkﬁ,;,z)Zx(Rk+1)—j+l gilt). Es folgt:
2 (Kyi1,q) 2% (Bra)—7+1.

Der Vektor %, geniigt somit der Bedingung J, und der Vektor 8; geniigt der Be-

dingung J,, was der Definition von 7 widerspricht.

II) Fir B> Vi, folgt: Vi~ B, da ja auBerdem B <V, gilt. Es ergibt sich:
Ti... Tiyi~ViKi o Bya Vili.
Da Viii> Vise gilt (s. 0.), so kénnen wir setzen:

-1 %-1 y-1 1r—1
Vier= B~ Vil Xiee Viis,



228" HELMUT SCHIEK
r ’ ’
Bpo~Xyio Yiio Riso, Riii~Riy1 Yiyo
- ! !
mit Biii=Kpi1 k:1 Ryio=Kpiz ki1

Hierbei gilt: x(Y;lg)Sj—l, da sonst T,y ~Ti}e folgen wiirde.
Nach Hilfssatz 14, Anmerkung, gilt: V;'>7V.,,. Es folgen daher Aquivalenzen:

Ri~K; , Y, Vit~ Qia Xih Vidy, Rou~Xin YK Yik
(fir k=¢+1 gilt: Y;,o=1); hierbei ist K;.y ,+1 nach Satz IIL
Nun folgt wie oben: Ky.1,= K1,
fir B =BTy ... Tresa)s B,=B(T;; ...; Thsz).

Somit kann nicht gelten: xgz,  (Kiki1,,) = (Be1)—7j+1, da sonst k-+1 den Be-

dingungen J;, J, genigen wirde. Das wire insbesondere dann der Fall, wenn
{K; « Rri1} unverkettet wire, denn dann wirde folgen: Ky, ,= Ky 1,y = Kis1, ket

Wir nehmen daher an: {K; ,, Ri.1} = {R/’, Ri:1} mit der Erginzung Z+1. Es
folgt: % (Z)<j—1, da sonst nach Axiom B gelten wirde:

(T;‘ oo T;c) Tk+1 (T;_Cl ces T;I)NT;I.

Aus Hilfssatz 4 folgt dann eine Aquivalenz: Ria~Z 'R/, Yil, (das Wort W,
in Hilfssatz 4 bedeutet hier: K; o, Wy Ry,y, Wy Vil Riio). Es folgt:

Ti ... Toor~ViRB Ry Viil Ricse Viiie
Es wird also vorausgesetzt, daB » (Y12 Z ')>4 gilt. Hieraus folgt auch:

Y;Hzg:‘:l.
A) Yi=1.
Es fOlgt: (Ti+1 ‘e Tk) Tk+1 (T;l ver T1_+11)~ (Vi+1 Xi+1) Rk+1 (X,}ll V;.,.ll): w

mit
Vit>ViaXia, Ra~XinKia.Yily  (Yih=1 fir k=i+1).
Es ergibt sich:
2 (YilaXi1)=25-1
(da sonst Vz!; das charakteristische Teilwort K;,, , von R;,; enthalten wiirde),
%(Yﬁ,lg)éj—l
(sonst wiirde folgen: 7,4~ Trk), somit:

2 (Xi+1) Zj'
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Bilden wir nun: {X;.1, Rec1}' = {Xii1, R$):} mit der Erginzung U, so folgt, daBl
{Xi:1, Riy1} hochstens (j—1)-fach verkettet ist (da sonst gelten wiirde:

(Ticy oo To) Tt (T ... Tih) ~ TN, Tiv1 oo Tisr~Tive ... Ti)
Wir zeigen nun, dall eine primé#re Transformierte 77;”1: V:,CH Iékﬂ V:;;il existiert mit
T~ W (Tisy oo T) Tioot (TeY ... TY),  Vits>Viea
und fir k>¢+1 mit: f/k+1>Vi+1.
Ist zundchst U =1, so folgt:
W (Vi Xi) B2, U (XD Vi),
hierbei ist W,=V;,; Xi{,1 B2, U" reduziert und W,=U"'X/ 1 Vil ~X; L Vi eben-

falls reduziert. Falls Vi Xi RO, U1 X711 Vi nicht reduziert ist, so folgt die Be-
hauptung durch Verschrinkungsreduktion nach Hilfssatz 2.

rr_1

Ist jedoch U =1, so bilden wir {Ry.;, X;ih} ={R%):, X;'1'} mit der Ergiinzung
Q. Ist {Ris, X{jl} mindestens j-fach verkettet, so folgt diesmal (nach Axiom B):

(Tiv1 oo Te) Ton (TR ... T ~Tia,

also I7k+1~Vi+1, woraus Vil> I;',Hl, und fir £>7+1 auch I;;i1>Vi+2 folgt. Im
anderen Falle ist (Vi X)) QRE (X[ 1P Vi) reduziert, da ja Vi Xt QRSE, re-
duziert ist nach Voraussetzung (als Teilwort von V;,1 X1 Bx.1).

Es wiirde also folgen: T'y.1 ... Tyoa~Ti T5:1Tiv1 ... T und F (Tiyq ... Tiiq) wiire
eine L-Form und keine L-Wendeform im Widerspruch zur Voraussetzung.

Daher ist Y;,;=1 unmdoglich.
B) Y. =1
1) Via=1, Viii~B~Xils Vils.
Aus der Aquivalenz R;.1~ Xi 1 Ki,1,, Yijy folgt:
» (Yi+1 Ki+1,oz Yi_+12) =2 7"" 1

(da sonst X;.; charakteristisches Teilwort von R;,, wire, was der Definition von
Vi' nach § 1 widerspricht),
% (Kir,e Yivh) =7

(da 4 (Yi+1)S7.— 1 gllt)
a) @ o=1. In diesem Falle ist K;,; , linker Abschnitt von B ~ Xils Vil
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o) % (Xite)>n (Kirro), Xile~KivneXinh  Brso~Xiio Kith o Yo Rich
aa) Fir Y;.o=1 (also speziell fir k=7¢+1) folgt:

%( 1—-31&)27

Nach Axiom B folgt dann
Kil o Yo Rieo Xiwo~n Kih o Y X

Da Yi.o#1, ¥i1+1 gilt, so folgt, daB {¥,,1, Y.o} verkettet ist. Es existiert daher
ein rechter Abschnitt P von Y;.,~ LP und ein linker Abschnitt @ von Yi..~QM
mit P2@. Der Widerspruch folgt dann nach Axiom D, durch Vergleich von

ZOQMR!! mit ZY 5K, und YKy oXin

(da Y1~ Y;.1Q gilt). Man beachte hierzu auch die Anmerkung 2 zu Axiom D,.

af) Fir Y, ;=1 (somit k>4 1) folgt unter Voraussetzung von @)y .=1 ein
Widerspruch nach dem Muster von Fall 1 A 2 a beim Beweis von Hilfssatz 12 (man
zeigt zunichst wie dort, daB der letzte Sektor P von K}, ,=K'P verwandt ist zum
letzten Sektor P’ von Xy..~ Xy, P').
Fiir Qi =1 zeigt man wie bei Fall T A 2 b von Hilfssatz 12 fir den letzten
Sektor P’ von Xjy,o~ Xy.o P
P AYL.

Es ergibt sich: (K127~ 1

und aus x (¥;.%)<j—1 folgt:
%(YHIKHI,D:)E?.'

Fir Xgo~ Xy o P’ K7}, folgt dann nach Axiom B:
-1 -1 pf-1 yr-1 ~1
Ki 1P Xy Bins Yo~ Koy, 0 Yo Xig1 Yiga

Hieraus folgt weiter, daB {¥,.q, Yi,o} verkettet ist, worauf wir wie unter a o) ver-

fahren.

B) #(Xila)<wn(Kiiva), Kii1a~XzloRit1. Wir vergleichen nach Axiom D,
Yite Z7' Ry
mit Vil XploRGAYin Z7 Kin, YinZ 'Kig

~1 1 -1
und Yin Xise Ry Yio X
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Ist nun {Y;,;, Yy,o} verkettet, so folgt der Widerspruch wie unter ax). Ist da-
gegen {Z, Xyio} verkettet, so existiert ein rechter Abschnitt P von Z~Z'P und ein
linker Abschnitt @' von X;l.~Q 'Xi% mit P~Q. Wir vergleichen dann nach
Axiom D, Yila P 1 Z ' Riiy

mit YVilo Xibh RV ZYK Y und Xoo Yo Xoh Yo RGTE
(es gilt: X2 P '~ X, 5). Aus der Annahme

2 (Yile P1Z " H=>1
folgt dann: Tii1~Trl,.

y) % (Xite)=# (K1), Xetz>Kiigs
Mit {Z, X;ls} ist auch {Z, K., ,} verkettet. Dieser Fall wird daher analog be-
handelt wie p).

b) Q;.+1. BEs folgt: @ .~ Yi.y; QL ist somit verwandt zum ersten Sektor von
B~ Vili, d. h. verwandt zum ersten Sektor P von Xilo~P Xiis.

Aus % (Z Yy,2) =4 folgt nun nach Axiom D, durch Vergleich von
Z Yo R mit ZYSA R und Yila PPXGLRih
eine der Aussagen:
a) Ti ...Tk+1~Ti+1... T}C,
b) Tk+1 Tria~1,
¢) #(ZYy2)=1.

In jedem Falle folgt ein Widerspruch.

2) Via=L

Es folgt: Yoo Vi, Yiio ist somit verwandt zum ersten Sektor von Vil,~ B.
Somit gilt: % (Z)=j—1.

a) Qi,uzl'
Yo ist verwandt zum ersten Sektor P von K1 ,~PK'. Aus x(ZY,,9)>7

folgt dann ein Widerspruch nach Axiom D, durch Vergleich von
ZY Rk mit Z YiLR wd Y, PK YiLh X
Es folgt ndmlich mindestens eine der drei Aussagen:

(T .. Te) T (T ... TiHYy~ T, Tiooo Thsi~Tisg oo T
Ti~Ti, #(ZY2)=1.
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b) @i+l
Es folgt: Y120 42 Yi.o (da Q7L Teilwort ist des ersten Sektors von H). Es
ergibt sich:
ZYya~Z Y74

und hieraus folgt aus x» (Z Y.2)=4:
ZYi2RA~ZY MR,

was einen Widerspruch ergibt.
Es kann also kein Vektor 1= (T;; ...; T,)€F existieren, der den geforderten
Bedingungen gentgt.

Anmerkung. Nach dem Beweise ist es also nur dann moglich, daB3 B(T; ...; Ti.1)
einen L-Wendevektor darstellt mit der Lange =1, wenn Fall IT A eintritt, so daB
gilt: Vi1~ B7Y Yih=1. In diesem Falle folgt:

Tioo Tisr~TiThi1 Tisn ... T
mit Trioa~(Ticr oo T) Tior (T .. T,

wobei B(Ty; Thi1; Tiiq; ... ; Ti) ein L-Vektor ist.

HivnrssaTtz 16. Es set F eine Form vom Grade n>0 und vom Index v <n.

Dann existiert kein Indexvektor B(T,; ...; T,)EF, so dap fir ein kmit i +1<k<n—1
der Vektor B(Ty; ...; Tis1) ein L-Wendevektor ist mit einer Léinge ' >2, wobes
F(Ts; .o.5 Tisr)
eine L-Wendeform darstellt.
Beweis. Wir nehmen an, es gibe einen solchen Indexvektor B (T; ...; Ta).
Es sei: Ti=V,R, V5! (1<s<n).
Wir setzen:

%o': % (Ti, P TIC+1)7
%x': B (T1§ vors Trir),
%a’:% (Tl; cees Ti)

Die Linge des L-Wendevektors sei mit I’ bezeichnet. Wir setzen

I=I'+i-1.
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Wir setzen ferner:

Nach Satz III A gilt nun fiir die Komponente K;, von B
wn (Ki ) =% (R)—j+1.

i

Andererseits gilt: %R (Kia)=x(B)—j+1>9,

da 7 den Index bedeutet. Somit folgt nach Hilfssatz 7:

Kk+1,n:Kk+l,m
also nach Satz III A:
%Ry (Kie1, ) 2 % (Biy1) —j+ 1.

Hieraus ergibt sich: k+1<mn, da sonst k+1>¢ den Bedingungen J,, J, geniigen
wiirde.

Wir setzen nun weiterhin als Abkiirzung:

%k+l =B (Tlc+1; Tk+2);
B,=B (Ty oos Thiso)s
%uz B (Tz-1§ cors Tiso).

Da nach Satz I gilt: xg,  (Kis1,£41) =7, SO folgt nach Hilfssatz 7 a:

Kk+2,r = Kk+2, k+1-

Daher mu8 gelten: %Ry (Krrz ks1) < (Brig) —j+1,

da sonst k+ 1> den Bedingungen J,, J, geniigen wiirde. Es folgt nach Satz I:

Viii> Vs, %Ry (Kkitiean) Z % (Biyn) =7+ 1
mit Vk+1FNVk+2.
Fir B, gilt: nr, (Ki o) =n(Ri)—j+1.

Andererseits folgt nach Satz II:

XRi (K{,g)Z%(Ri)—j’('l.
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Daher folgt nach Hilfssatz 7:
Kl—l,r] = Kl*l,:f;

also nach Satz IT (da V. ein L-Vektor ist):
#r, o (Kio1,9) 27,

wobei fir x (K;_;,)=j das Wort K;_, , linksseitig abgeschlossen ist in I%;[
Da B(Ty; ...; T)) ein L-Vektor ist, so gilt:

o (T, Ti)={+1, @}, (@ £1),
also fiir B, =V (T,_y; T}):
#r,  (Kioi) 2% (Ria)—7+1.
Daher folgt nach Hilfssatz 7 fiir B, =V (Ty; ...; To):
K ,=K;; 1.
Nach Hilfssatz 14 muf} somit gelten:
V>V,

Der Vektor B;= L (T, 1; ...; Trs1) ist ein L-Wendevektor mit der Linge 2. Da
F (T, 1 ... Tyy1) eine L-Wendeform ist, so ist Satz III A anwendbar; es folgt:

%ryyy (Kir1,2) 2 (Biesr) =7+ L
Daher gilt nach Hilfssatz 7 fir 8B,=BV(T; ...; Tey1):
Kk+1,A:Kk+1,n=Kk+1,a
(s. 0.), also: %Ry, (Kii1,2) Z % (Brp) —j+ 1.
Da nun fir By =B (T1; Tx.2) oben gezeigt wurde:
%Ry Kirt, ka1) = % (Biyn) — 541,
so folgt nach Hilfssatz 7:
K,y ,=Ki 1, Kyiou=Krio ki1
Oben wurde bereits gezeigt, dafi gilt:
viL=T, Viti> Vi Vis173 Vicio,

%Ry, y (Krso ke1) <2 (Bryo)—j+ 1
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Geniigt nun der Vektor L,=L(T; ; ...; T'xy1) den Voraussetzungen von Hilfs-
satz 11 (bzw. 11’, bzw. 11”), so konnen wir Hilfssatz 12 (bzw. Hilfssatz 12') an-

wenden und wir erhalten die Ungleichung:

XRy (Kis1,0) =% (Re1) —7+ 1. ©)
Aus Ky 1,=Ki1 ey (K u) =0 (B =7+ 1, xr, o (Kioa,) =g

{s. 0.) folgt dann nach Hilfssatz 7 fir B, =BV (Ty; ...; Thoo):

Kk+1,1:Kk;l,,ua
also: Arg oy (Kirr,s) =% (Rin) —j+ 1.

Die Zahl k+1>¢ wiirde also den Bedingungen J;, J, geniigen.

Aus der Ungleichung (U) folgt somit ein Widerspruch. Wir zeigen nunmehr, dal}
(U) nicht nur erfilllt ist, falls B, den Bedingungen von Hilfssatz 11 (bzw. 117, baw. 117)
gentigt, sondern auch in den restlichen Fillen; hierbei ergeben sich nur Varianten des
seitherigen Beweisganges. Fir die Diskussion der moglichen Fille verwenden wir im
folgenden die Unterteilung von Hilfssatz 13. Ebenso tibernehmen wir die Bezeich-
nungen von Hilfssatz 13, wobei jedoch die Indizes 1 bzw. 2 durch I—1 bzw. [—2

ersetzt werden (in Ubereinstimmung mit der Indizesbezeichnung in
By=B(T1-1; ... 5 Ti1))
Wir koénnen hierbei die Fille ausschlieen, in denen eine primére Transformierte

Tia~T oo T T (TR ... TVY

existiert, so dal

B(Tr1; Thevns Tis o5 T)
ein L-Vektor ist, da dann auch
BTy ooy Ty T Thy oo Ty
ein L-Vektor wire, was der Voraussetzung widerspricht, daf}
F(T, ... Ty )=F T ... T\ TinT, ... Ty)

eine L-Wendeform ist. Ebenso braucht der Fall nicht beriicksichtigt zu werden, daf}
fur %w:%(Tl—l; ey Tk) gllt

~1 1 ’ ’
VieicB=0,T111 ... Ti<<Vir
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(es folgt hieraus I<k, da o (Ty, Tru)={—1, +1} gilt) und gleichzeitig fir B;_,=
%(Tlvl; ). K1—1,171=Rz-1-

Aus der Anmerkung zu Hilfssatz 15 folgt dann ebenso, daB F(T; ... Tx,1) eine L-
Form ist.

Da oben gezeigt wurde, daB fir By.1 =L (Tx.1; Trse) gilt:
%, o (Kiso, ke1) <o (Biy2)—j+1,
Vili>Viis, Vi1 Vi,

so folgen nach Satz I die Aquivalenzen:
Riri~ Ko w1 Yiie,
Viii~ Viii Xite Yiie,
Ryo~Xiio Yo Kk+2, k+1

mit »® (Xk+2 Yk+2) = 7

Aus Y, .=1 wirde folgen:

Kk+2, k+1= Rk+1'
Somit wire mit

Ris1 Viel Kivo, ko1 Vite
(Teilwort von |Bj.q|) auch das Wort K,y ; W, mit
W,= Vil Kiso, ks1 Victe
reduziert, da K., ; rechter Abschnitt ist von Ry.,. Setzen wir:
Wy=Pi1, K 1,:Q 11 .. PiaKi1Qli Priaa

(Teilwort von |%Bj|), so ist nach Hilfssatz 1 mit W, Kx.y,2 und Ky.1,2 W, auch
W, K11 W, reduziert, da » (Ky.1;)>1 gilt. Es folgt:

Tl~1 Tk+2~ W1 Kk+1,). Wz: Kk+1,,u=Kk+l,b
so daB8 die Ungleichung (U) erfiillt ist, da

KRy, 1 (Krrr, )2 % (Brsr) —j+1

gilt (s.o0.).
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Wir kénnen also voraussetzen: Yy,o=1. Fiir Vi,,=1 folgt dann nach Satz I,
Anmerkung 3a: Yi.22Vi.,, so daB also Y,,, verwandt ist zum letzten Sektor
von Vi

In der Einteilung nach Hilfssatz 13 ist auf die Falle I B 2 b und II A Hilfs-
satz 12’ anwendbar; auBerdem gilt: V4>V, (s.0.). In der folgenden Untersuchung
wird in der 1., 2. und 3. Abteilung fiir

B=B(Tr_v; ...; Theyr) und B,=B(Ty; ...5 Tra)

vorausgesetzt:

Kk+1,).=’:Kk11,|p'
1. Abteilung
Es gelte weder Vi <T; noch K1 u=Ki.1,p-

Fall I B1a fa

Es gelten Aquivalenzen:
R~ ViL R Yids,

’
RBiio~Xyio Yiio Riyss

hierbei ist der letzte Sektor P von V,,; verwandt zum ersten Sektor von Ry.;.

Fir Vi, =1, Vioy~ Viio Xiyo folgt somit fiir den letzten Sektor P’ von X,.:
PArP

(es ist X,,,+1, denn sonst wiirde folgen: % (Y. 2) =7, Txi1~Tkls nach Axiom B).
Fir Vioi=1, Vs~ Vie Xiio Viyr folgt:

* .
Vit12 Yig;

ist hierbei P’ der letzte Sektor von X, ,» ¥ 2, so folgt: P'AP,
Aus V', AP folgt somit in beiden Fillen fir » (¥ila V) 1) =7

-1
Tk+l ~ Tlc+2

nach Axiom B.

Fal I B 1%

Es folgt eine Aquivalenz:

’ r1-1 173 -1
Ty oo Topa~ Vi R VI VLR Vi =W,
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o) Fir ViiiavV®,,
R_i~R., VL,
Resi~Vili R
folgt: W~V By R Vil

BEs sei {R/'y, Reiy) ={R®), R 1} mit der Erginzung Z. Dann folgen Aquivalenzen:
R ~RP»ZVRI Y,

— 1t —
Ry~ Vllil VA B Y/c+12-

Hierbei gilt: V; ;2 P, wobei P den letzten Sektor von V., bedeutet.

Fir Vi, =1 folgt:

Yo AVE L AVEL AV,
also: w(Yiela ViiZ Y=(VI2Z)<j—-1 (s.0).
Fir Vi.q=1 folgt:
Xio~Xio P/ mit P AP
Aus % (Yl V)., Z7")>j wiirde folgen nach Axiom D,, daB sich ein Widerspruch er-

3.

gibt zur Annahme, dal F (7, ... Ty.2) den Grad k-2 besizt (Vergleich von
und ZV9 YR

-1 1 — ’t . - 11 1.1 1]
ch+2 ViliZ 1Rk+1 mit YkiZP Xi5e Biis

es gilt: Y, oV, AP o V).
8) Falls «) nicht gilt, so folgt gemaB Hilfssatz 2 eine Aquivalenz:
By~ X 'R Yils,

wobei X verwandt ist zum letzten Sektor von V,;. Fiir Vi, =1 folgt:

YieaX, w(Yiie X H)=1<j.

Fir Vii=1 folgt:
Xk+2WX;,C+2P’ mit PI/_\P,

woraus sich fir » (¥Yz}: X7')>4 wie unter I B 1 a Ba) ein Widerspruch ergibt.

Fall 1 B 3 b
Bei Fall I B 3 gilt eine Aquivalenz:

’ 11 ’e ’ -1
Tir oo Teiai~Vii B ViZi Viei By Viena
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mit R_~R Y\ (evtl gilt ¥,=1)

Ruvi~RP 'Ry, (RP=1),

Rgs) AN Vl'c’+1-
Fir Vig=1 gilt:

: 3 1 (3)
YioaViaaViaoRP.

Es braucht nur der Fall betrachtet zu werden, daB V,71|| V', gilt (Fall I B 3 b).
Es sei
{Vl’:i: V;c,+1}l = V; Vk+1
Es folgt:
T Tk+2~ Vl lRl ].Vf” Vfc+1R;C,+1 V}C+1‘Rk(>2 Vk Z_W

: 1
mit Ryiq “R( - qu Yk+2,
Ryo~Xio Ko u Yilo.

Analog Fall I B 1 a fa folgt:
%2 (Yl BPY) <y

Wir brauchen also nur den Fall zu betrachten, da W nicht reduziert ist. Analog

Fall III C beim Beweise von Satz I erhalten wir folgende Fallunterscheidungen:
@) Ri_i~RL VRS, Rea~ViiRia, ViiiaVR, AR
Es sei {B, 'y, B, .,}' ={R®, BR® 1} mit der Erginzung Z, dann folgt:

WA~W=V,_ 1 R> R, ViR, .- Vil,
mit R, ~RP 'V Z'R®, Yils.
Fiir Vioi=1 gilt: Y, 20R® (s.0), also:
2 (Yile ROV Z7) = (RO VY, 27 <j—1.
Fir Viii=1 folgt: Xyon Xpio P’ mit P 2oV 12 RP, somit:
ZVI{*RPP 1~z VO
Nach Axiom D, folgt dann:

2 (Yiela ROV Z7Y <y
(analog I B 1 b a).
p) TFalls «) nicht gilt, so zeigt die Diskussion der verschiedenen Fille (analog

Fall IIL C beim Beweise von Satz I), daB alsdann fir B,=B(T; i; ...; Trse) folgt:
16 — 565802. Acta mathematica. 96. Imprimé le 31 décembre 1956.
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Ry~ XKy, Yicto,
wobei X verwandt ist zum letzten Sektor von V.. Fir Vi,;=1 folgt somit:
YienX, %2 (Yets X)=1<j.

Fir Vi, =1 folgt: Xy,o~ Xy s P mit P’2X. Analog Fall I B 1 a fa folgt
nach Axiom B:
% (Yil X)<j.
Fall II B
Es folgt:
Tiq e T~ Via R A VIIRP Vi R Vi = W.

Fiir nicht reduziertes W erhilt man ein reduziertes W'~ W und mit

%G: % (Tp eees Tk+2)
folgt nach Hilfssatz 2:
Rii~ X Kii1,0 Yictos

wobei fir X =1 gilt: X2 Vi.i. Der Fall wird analog behandelt wie Fall1 B 1 a fa.

2. Abteilung
Es gelte wohl Vii<T, Ky .1, 3+ K.y, jedoch nicht T .. Te> Vi

Fall T 4 2
Es folgt:
Tt oo Tor~Via R RP Vi Ry Vi~ Vis1 By Vi B Vils

. o ’ 3 ry !
mit Ri1~BP 'Ry, RPAViaoP,

wobei P den letzten Sektor von V., bedeutet.
a) Ri1>Vii, R _~R, ViH.

1

Wir setzen {R/'1, Rii1} = {B®:, Ri1
mit der Erginzung Z. Es folgen die Aquivalenzen:

(3) rr -1
T, .. Tk+1 ~ Vi  Bi?y Rk+1 Vit
3 -1 py-1
Ry NR§~)1Z Vi Yo7,
3)-1 71 -1
R~ K "t Z Kk+1,u Yiia.
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Fiir Vi, =1 folgt:

* r 3
Yiea Vi a Vi 2aRP,

*® (Y;iz R§3)71 Zvl) = (R§3)*1 Z»—l) Sj—' 1
(Satz III A).
Fiir V>;+1=1 gﬂtl
Xppa~Xj P’ mit P'aPARP.
Aus » (Y71, R®P1Z7Y) =4 folgt ein Widerspruch nach Axiom D; (Vergleich von
Vil RO 1Z Ky, mit Vi PUXLRYGY und  ZVEE Yi'RM).
b) Rll—l H V;c’+1.
Es folgt:
Tisy oo Toii~ Vi RV Ry Vita,

. rr 4 . . . 3
Setzen wir W, =V, ; Ri_1, Wy=Ry,1 Vily, so ist Wy V@, reduziert und ebenso Vi3, W,.

Ist nun W=W, V), W, nicht reduziert, so gilt nach Hilfssatz 2:
Reyi~BRP QK. Yile mit QaRPL
Fir Vi,i=+1 folgt:
YiteaRP™L (Yl RPTQ)=1<j.

Fir Vi, =1 folgt: 2 (Yila RP1Q)<j—1
nach Axiom B analog Fall I B 1 a fa.
Fall I1 B

Der Fall wird behandelt wie Fall II B in der 1. Abteilung (V) 1=1 gesetzt).

3. Abteilung
Es gelte sowohl ViLh<T, alsauch 7, ... Ty> Vit Kii1, 2% Kiy1,, und aullerdem
Kl~1,w=Rl—1 mit %wz%(Tl—ﬁ e Tk)'
In der Einteilung gemaf Hilfssatz 13 wird Fall I A 2 behandelt wie in der 2. Ab-
teilung (R, = R;_; gesetzt). Im Falle II ist Hilfssatz 12’ anwendbar.
4. Abteilung
Kk‘+l,l:Kk+l,w~
Unter Verwendung von Hilfssatz 7 und Hilfssatz 7 a folgt nach dem Muster der

obigen Beweise: K1 +=Kgi1, In diesem Falle wird die Ungleichung (U) bewiesen,
indem man B, betrachtet (Hilfssatz 15, Fall II).
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Anmerkunyg

Existiert also ein solcher Vektor B=L (T;; ...; Tx:1) mit einer Lénge I'>2, so

existiert fiir ein s mit 4+ 1<s<k eine primédre Transformierte
Trir~(Ts .. Te) Trar (TFH ... T7Y,

so daB B(Ty; ...; Toy; Tho; Ts; ... ; Ty) ein L-Vektor ist.

Damit erhalten wir:

Sartz IV. Ist F eine Form wvom Grade n und vom Index ©<n, dann existiert
ein Indexvektor L(Ty; ...; TL)EF, so dafp B(Ts; ...; Tr) ein L-Vektor ist.

Beweis. Bs sei B(Ty; ...; Ti; Tia; ...; T) ein Indexvektor von F. Dann be-
trachten wir die Menge I aller Indexvektoren B (7'y; ...; Ts; Tia; ...; Tp)EF.

Angenommen nun, es wiirde kein Vektor BEM existieren, so dab B (Ty; ... Ty)
ein L-Vektor ist. Dann existiert zu jedem solchem Vektor BLeEM, B=LVB(Ty; ...; Ty)
eine Zahl

b=k (D), 1+ 1<k <n—1,

so daB zwar B(Ty; ...; Tx) ein L-Vektor ist, jedoch nicht mehr B(Ty; ...; Tiy1)
(da B(T;; T:y1) nach Hilfssatz 14 ein L-Vektor ist). Innerhalb der Menge & der
Zahlen ¥ (B) mit BeIN existiert eine groBte Zahl, die wir mit k=& () bezeichnen
wollen.

Zu diesem maximalen k existiert somit ein Indexvektor B (Ty; ...; T.)EM, so
daB B=B(T;; ...; Trs1) ein L-Wendevektor ist. Nach Hilfssatz 15 und Hilfssatz 16
kann aber B weder die Linge I=1 noch eine Linge [>2 besitzen, es sei denn, es

existiere eine Zahl s mit ++ 1 <s<Fk und eine primire Transformierte
T)It-rl ~ (Ts Tk) Tyt (lel Ts_l)y

so daB B (To_y; TEi; Ty ... ; Ty) und damit auch B (Ti; .5 Tooys Thvrs Ty o3 Te)
ein L-Vektor ist. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, daf %4 maximal ge-
wahlt ist.

SaTz V. Es sei F eine Form wom Grade n und vom Index i <n. Dann existiert

ein Indexvektor
U=B(Ty; ...; To)EF

mit 11,={P1, Kl, QII’ L] an K?’H Q;l}’
so daf fir B,=B(Ty; ...; Tiy1) gilt:
Ki =Ki.m-
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Beweis. Wir wihlen den Indexvektor
=BTy ...; T,)EF
gemidf Satz IV; dann ist B(T;; ...; T,) ein L-Vektor. Setzen wir nun
L=V (Ts; ...; Tw)
und B, =B(Ty; ...; To),
so gilt nach Satz II und nach J;:
i (Ki.o) =% (R) = +1,
%r, (Ki o) = (Bi)—j+ L
Wir kénnen daher Hilfssatz 7 anwenden und es ergibt sich:
R~XK, Y
mit K ,~K; Y, K ,~XK;, x(X)<j—1, *(¥y<j—1.
Setzen wir ferner B, =BV (T; Ti,1), so folgt nach Satz IT:
K =K ..

Wir konnen nunmehr auf B, B, und B,=B(Ty; ...; Ti1) wiederum Hilfssatz 7

anwenden und erhalten:
RiNXKi,w Y, -Ki:Ki,w-
Es gilt somit:

TaeEoREM A. Aus den Awiomen Z, B, D,, D, ergibt sich fir ein Folgewort W,
das nicht dquivalent 1 ist (W 1): jedes reduzierte Wort W', W'~ W, enthdlt ein Teil-

wort K;, das gleichzeitig Teilwort ist eines definierenden Wortes
REeER mit R=XK Y, »(X)<j—1, =(¥Y)<j-1.

Beweis. Aus W41 folgt: W/ +1. Die Form F=F (W) besitzt daher einen Grad
n>0; der Index von F sei 7. Wir betrachten nun einen Indexvektor
U=V Ty ...; Ty EF.

Fiar i=n folgt der Satz unmittelbar aus der Definition von i (Bedingung J); fir
t<n folgt der Satz aus Satz V.
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ZusAaTz. Wie man unmittelbar erkennt, liBt sich Theorem A auch ableiten,
wenn man anstelle von Axiom B ein etwas schwicheres Axiom B; verwendet (vgl.

hierzu den Zusatz zu Satz I und den Zusatz zu Satz II).

Axiom B,.
Es seien gegeben zwei definierende Relationen
R,=1, R,eMN, R,=1, R,eMN.
Es sei {R,, R,}' = {R;, R}
Dann gilt :
D) xg (B) =« (R)—j+1 (i=1,2).
2) (ult fir irgendein i (i=1,2): xgi(R{)=x' (R)—j+1, dann ist Ry (und damit

auch Ry) sektoriell abgeschlossen in R Rs.

§ 8. Das Wortproblem

In diesem Paragraphen wird fir die betrachtete Klasse von Gruppen die Losung
des Wortproblems angegeben (insoweit zusitzlich noch eine gewisse Endlichkeitsbe-
dingung erfiilllt ist). Theorem A liefert ein einfaches Enfscheidungsverfahren. Es sei
W =1 eine Folgerelation der durch die Menge R gegebenen zusitzlichen definierenden
Relationen und der im freien Produkt ¥, geltenden Vertauschungsrelationen (§ 1).
Dann ist die Form F (W) nicht leer, so dall ein Grad n von F definiert ist.

Fiir W~1 ist das Problem trivial. Fir W41 (W nicht dquivalent 1) gilt: n >0

und es existiert nach Theorem A ein Vektor
NeF, N=L(T,; ...; T»), T,=VeR, Vit (1 <k<n),

so daB in dem reduzierten Vektor W ={P,, K,, @i, ..., Py, K, @'} fiir ein be-
stimmtes ¢ mit 1<¢<n die Komponente K; ein charakteristisches Teilwort von R;
darstellt.
Es folgt:
[Wi=XK,¥, R,=PKQ, W=Wo~ [] Ti~|W|Wg
k=1

fiir geeignete Worte X, Y, P, @ mit

%(K)>n (P Q1) +2.
Mit W, ist auch Wy und W,=XP Q'Y Folgewort und zwar gilt:

a (W) < (W) <n (W)
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Durch Fortsetzung dieses Reduktionsverfahrens gelangen wir daher schliefilich zum
Leerwort.

Ist nun umgekehrt ein beliebiges Wort W= W, gegeben, so gelangen wir durch
ein finites Verfahren zu einem reduzierten Wort Wy~ W, (z. B. W(;:WO). Es sei
W(W) die (endliche) Menge aller Wy ~ Wo~ W, Angenommen, es existiere ein
W(I)'EQB( W) mit Wy =XK,Y, so daB K, ein charakteristisches Teilwort des definie-
renden Wortes R; € 0t darstellt: Ri=PK,;Q mit s (K;)>»(P'Q')+2. Dann kénnen
wir versuchen, mit W,=XP 'Q 'Y dieses Verfahren fortzusetzen. Ist W ein Folge-
wort, so gelangen wir schlieflich zum Leerwort; umgekehrt erkennt man leicht, daf§
W ein Folgewort ist, falls sich das Verfahren fortsetzen laBit bis zum Leerwort.

Die Durchfithrbarkeit des Reduktionsverfahrens ist also notwendig und hinreichend
dafir, daB das Wort W ein Folgewort ist; hierbei muBl allerdings sichergestellt sein,
daB jeder einzelne Schritt dieses Verfahrens finit ist. Hierzu geniigt die an die Menge

9 zu stellende Forderung :

x1oM F (Axiom der Finitheit).

1) Das Erzeugendensystem & soll explizit gegeben sein.

2) Die Menge M soll explizit gegeben sein, d. h. fiir ein beliebiges Wort R aus
Buchstaben von &% soll durch ein (finites) Entscheidungsverfahren feststellbar
sein, ob R €M gilt oder nicht.

3) Ist C ein beliebiges Wort (aus Buchstaben von ©*1), so soll (finit) entscheidbar
sein, ob Relationen R €N existieren, welche C als charakteristisches Teilwort ent-

halten ; eine dieser Relationen soll angebbar sein durch ein finites Verfahren.t

Nach den vorhergehenden Untersuchungen gilt nun:

THEoREM B. Geniigt die Menge N den Aziomen Z, B (baw. B,), Dy, Dy und

F, s0 ist das Wortproblem I5sbar durch das oben angegebene Verfahren.

Offen bleibt hierbei die Frage, ob eine Gruppe, die anderweitig gegeben ist, sich
in einer solchen Form schreiben laBt, daB die geforderten Bedingungen erfillt sind
{Isomorphieproblem).

Was die Frage der Entbehrlichkeit der Axiome betrifft, so kann durch ein Gegen-

! Bs liegt nicht im Rahmen dieser Arbeit, genau zu kliren, was unter ,,explizit gegeben' und
,»finit™ zu verstehen ist; gemeint ist ein konstruktives Verfahren, das in endlich vielen Schritten die
Entscheidung liefert und in jedem Einzelfall auch wirklich durchfithrbar ist. Die Forderung 3)
wird erst durch das verwendete Verfahren erforderlich, wihrend 1) und 2) bereits durch die Pro-
blemstellung gefordert werden.
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beispiel gezeigt werden. daB die Axiome Z und B (zusammen mit F) nicht hinreichen,
das Wortproblem durch das oben angegebene Reduktionsverfahren zur Entscheidung
zu bringen.! Wir konstruieren im folgenden in einer Gruppe (vermittels acht primérer
Transformierten) ein reduziertes Folgewort, das kein Teilwort enthilt, das gleichzeitig
charakteristisches Teilwort ist eines definierenden Wortes (solche Folgeworte sind rela-
tiv ,,selten).

Die Mengen &, sollen hierbei nur aus einem Buchstaben bestehen, so daB sich
. als freie Gruppe mit dem Erzeugendensystem © erweist. Die Menge © bestehe

aus 75 Elementen und zwar aus den Erzeugenden:
ay(1<a<15); b(4<B<12); ¢,4<y=12); d;, d,, ds,
sowie

ds(T<0<12); e (1<e<15); f(10<C<15); @10 J11> G125 Py (T=n<15).

Die Menge i bestehe aus den definierenden Worten R sowie denjenigen Worten,

die hieraus durch zyklische Permutation der Buchstaben entstehen; hierbei sei:

Bi=a,...ay,
Ry=a3taz'az'by ... bzcstcites’,
Ry=ai an'ag ey ... cppdstdstdy?,
R,=d,dydyars arl arsd, ... digegtester?,
R,=e; ... e

Ry=eis eit €1 diz dit’ dio' €13 €11 €16 1o -+ frso

R, =fi2 fi fro o es t o7 P big Bt b gro9uy Gaa ke RSV RT,

Ry= ers €14 ey fl_sl ffql ]‘1‘31 by oo D
Da in den R; (1<7<8) jeder Sektor nur aus einem Buchstaben besteht, so geniigt
It den in § 1 angegebenen Bedingungen. Die Menge 9 geniigt den Axiomen Z und B
fiir j=4; da »(R)=15>44—2 gilt fir 1<i<8, so ist Axiom Z erfiillt — die Giiltig-
keit von Axiom B lifit sich kombinatorisch nachpriifen.

Wir definieren die primaren Transformierten

T,=V:R Vit (1<1<8)
mit

1 Obwohl das Vierrelationenaxiom D, nur gebraucht wird beim Beweis von Hilfssatz 15, IL B 1 a,
Unterfall § und 7, sowie (darauf aufbauend) beim Beweis von Hilfssatz 16, 4. Abteilung, hat Verf.
den Eindruck gewonnen, daf dieses Axiom zum Beweise von Theorem A tatsachlich notig ist. Verf.
hofft, darauf noch zurickkomnien zu kénnen (Zusatz bei der Korrektur).
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Vi=e, ... egdy dyds,
-1 -1

V2=€1 ..86d1d2d3a15 ces Q1o
-1,,-1,-1

Vo=e, ... egd dydsars agy a13,

Vi=e, ... ¢,

Ve=1,

-1 ,-1,-1
Ve=¢e15 €14 €13,

V,=eis eid e fis fid fiss

Ve=1.
Es ergibt sich das reduzierte Folgewort

W~T, ... T,
W=e,...eqd;dydgay ... agby ... by 10011 J12 Prg - Pys-

W enthilt kein Teilwort, das gleichzeitig charakteristisches Teilwort ist eines defi-
nierenden Wortes R €N,

Ein Sonderfall liegt dann vor, wenn jedes &,(x€J) nur aus einem einzigen
Buchstaben besteht, so daB sich ¥, als die von & erzeugte freie Gruppe {jg erweist.
Jeder Sektor S eines definierenden Wortes R € besitzt dann die Form:

S=a...a, a €&+,

In diesem Falle konnen keine Verschrinkungsreduktionen auftreten und die Hilfs-
sitze 1 und 2 brauchen nicht mehr beriicksichtigt zu werden. Aus diesem Grunde
kann nunmehr auch j=1 zugelassen werden, wie man leicht einsieht.

In diesem Falle ist es moglich, eine Variation des angegebenen Verfahrens anzu-
wenden, indem man das Reduktionsverfahren nicht auf die Anzahl der Sektoren x (W)
eines Wortes W, sondern auf die Anzahl der Buchstaben (W) von W anwendet. Da
alsdann die Formel (1) von § 1 nicht mehr berticksichtigt zu werden braucht, so kann
Axiom Z abgeschwicht werden, so dall wir nur zu fordern brauchen: I[(R)>4j—4
fiir jedes R €. Entsprechend definieren wir als charakteristisches Teilwort eines

definierenden Wortes B € ein solches Teilwort €, fir das gilt:
R=PCQ, LOY>1(P'Q™Y).

Mit dieser Abdnderung wird dann der Begriff der primidren Transformierten analog

definiert wie in § 1.
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Bei dieser Variation des Verfahrens ergibt sich fiir j=1 aus Axiom B fiir ein
definierendes Wort REN: R=4 ... 4, wobei A= b, ... bs ein einfaches Wort darstellt,
worunter wir verstehen wollen: es gibt kein Paar (k,!) von natiirlichen Zahlen mit
k=1, so daB gilt: ax=af'. Fir folgende Klasse von Gruppen ist dann das Wort-

problem loshar: Es seien gegeben das Erzeugendensystem

S={ay, cees @y by sy by ..}
und die definierenden Worte
RB=A%=4..4, A=a,...a,, R,=B* B=b,... by,

Die hierdurch definierte Gruppe geniigt dann den Axiomen (die Menge R wird wieder
durch einen AbschlieBungsprozel erhalten).

Die vorliegende Theorie kann ohne besondere Schwierigkeiten in zwei Richtungen
verallgemeinert werden. Einmal braucht man fiir die Erzeugenden aus &, nicht zu
fordern, daB alle miteinander vertauschbar sind, sondern nur gewisse unter ihnen
(dies erfordert eine leichte Abdnderung der Definitionen ~ und ~). Zum anderen
kann man fir die Erzeugenden @ €S noch Relationen a*=1 einfithren.

Die hier behandelte Klasse von Gruppen besitzt Beziehungen zu den bei Tarta-
kowski ([6]-[9], englische Ubersetzung von [6]-[8] in [10]) betrachteten Gruppen und
noch engere Beziehungen zu Gruppen, die in den (sich im Druck befindlichen) Unter-
suchungen von Britton [1] betrachtet werden. In beiden Fillen ergibt sich eine Uber-
schneidung, so daB keine Klasse in der anderen enthalten ist.

In den Arbeiten von Tartakowski werden Gruppen behandelt, die dem bereits
angegebenen Spezialfall entsprechen, dafl jedes Erzeugendensystem &, nur aus einem
Buchstaben besteht, so daB sich §§, als die von & erzeugte freie Gruppe erweist und
jeder Sektor eine Potenz einer Erzeugenden bedeutet. Hierbei wird € als endlich
vorausgesetzt, obenso wie die Menge N, die nur implizit definiert wird durch die
Angabe der , Basis” (siche unten). Fiir die Erzeugenden aus & kénnen dann noch
zusitzlich ,formale Ordnungen‘“ eingefithrt werden.

Um eine Angabe der Klasse von Gruppen zu ermoglichen, fiir die nach Tarta-
kowski das Wortproblem losbar ist und um gleichzeitig einen Vergleich mit den
Klassen der oben entwickelten Theorie herbeizufiihren, miissen wir uns also auf den
angegebenen Spezialfall beschrinken, dafl jeder Sektor S die Form besitzt: S=a ... a.
Die bei Tartakowski verwendeten Begriffe werden — soweit moglich — in den Be-
griffen der obigen Theorie wiedergegeben. Die Klasse von Gruppen, fiir die nach

Tartakowski das Wortproblem losbar ist, besitzt mit der Klasse von Gruppen, fir
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die nach der obigen Theorie ein Entscheidungsverfahren existiert, einen nichtleeren
Durchschnitt — jedoch ist keine der beiden Klassen in der anderen enthalten. Die
bei Tartakowski behandelten Gruppen sind die Gruppen mit einer ,,5-Basis (6 <1)
und die Gruppen mit ,,k-reduzierbarer Basis® (k>7); nach der obigen Theorie konnen
jedoch gewisse Klassen von Gruppen behandelt werden mit %>5 und solche mit einer
0-Basis, die beliebig nahe an den Wert } herankommt. Die genaue Abgrenzung der
nach der obigen Theorie zu behandelnden Gruppen ist aber nur durch das Axiomen-
system gegeben, sie kann durch die bei Tartakowski entwickelten Begriffe nicht be-
schrieben werden.

Unter einer Basis R,,..., R, einer Gruppe & versteht Tartakowski folgendes:
Es seien R, ..., R, definierende Worte derart, daBl aus R, ..., R, die Menge 3 ent-

steht durch Anwendung der Operationen :

1) Ubergang zu formalinversen Worten ;

2) Ubergang zu zyklisch permutierten Worten (vgl. hierzu die Operationen in
§ 1 — infolge der speziellen Wahl entfillt hier die dritte Operation: Vertauschung
von Buchstaben innerhalb der Sektoren). Die definierenden Worte R; (1 <i7<n) seien
aullerdem so gewidhlt, daB der letzte Sektor von R; nicht verwandt ist zum ersten
Sektor.

Unter einer k-reduzierbaren Basis versteht nun Tartakowski folgendes: es sei
gegeben ein beliehiges REM (das zuniichst festgehalten wird) und ein R, € N mit
R,& R Gilt nun R~R B mit R, ~EB™'R;, so nennt Tartakowski den Ubergang
von RR, zu R'R; eine Reduktion und R’ die zugehérige ,,Komponente“ von R (R R}
braucht nicht reduziert zu sein). Ist nun gegeben ein weiteres definierendes Wort
R,€M mit R;'a B Ry, so kann eine weitere Reduktion stattfinden durch Ubergang
von R'R, zu R"'R; mit R'~R"H, R,~H 'R, Es kann vorkommen, daB nach
v solchen Reduktionen die Komponente R™ von R das Leerwort darstellt. Das kleinste
v, das in der Gruppe & vorkommen kann, sei mit k£ bezeichnet. Es existieren also
in diesem Falle ein geeignetes R€MN und ausserdem k definierende Worte R; € R
(1=4<k) mit den angegebenen Nebenbedingungen, so dafl nach k sukzessiven Re-
duktionen das Wort R das Leerwort darstellt. Tartakowski bezeichnet dann & als
Gruppe mit k-reduzierbarer Basis.

Fir £>9 wird nun in Tartakowski [7] die Losung des Wortproblems angegeben
und in Tartakowski [8] auch fir £=8 und k=7. In der oben entwickelten Theorie

ist nun auch fir gewisse Klassen von Gruppen mit k=5 und k=6 die Losung des
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Wortproblems enthalten. Folgendes Beispiel einer Gruppe mit 5-reduzierbarer Basis
erfiilllt die Axiome Z, B, D,, D, und F fiir j=4:

@ ={t1, ++vs 15y Bys +ovs Biss Cay wvns Crgs Bys vvy Qugy €45 vs €15y fas -5 f15}
(75 FErzeugende). Als Basis seien gegeben die 6 definierenden Worte Ry, ..., By mit
R =a, ... ag,
Ry=a,0,a3b, ... bys,
Ry=a,a5agc, ... ¢,
By=a,a5ayd, ... dys,
Bs=a0a5 01584 ... €55
Bs=apgaga;fs... [is
Die Giiltigkeit der Axiome Z, B, D,, D,, F fir R laBt sich leicht nachpriifen, da
die R;(1<i<6) einfache Worte darstellen (s. 0.) und {R™', R’} unverkettet ist,
sobald B in dem zyklischen Wort Z(R;) und R’ in Z(R;) enthalten ist mit s=¢,
s=1, t=1,

Allgemein lassen sich fir j>4 Gruppen konstruieren mit 5-reduzierbarer Basis,
die den Axiomen Z, B, D,, D,, F geniigen und fiir >3 solche mit 6-reduzierbarer
Basis (fir j>4 gilt: 5(j—1)=>44—1 und fiir j>3 gilt: 6(j—1)=44). Um Gruppen
mit 5-reduzierbarer Basis anzugeben, wihlen wir etwa die R;€R (1<7<6) als ein-

fache Worte mit x» (B;)>47—1 und zwar so, dafB fir
s=*t, s=+1, t=1, REZ(Ry), R' €Z(R;)
das geordnete Paar {R!, R’} unverkettet ist. Es sei
R,=A,..A4, R,—A,R;,  Ry—A,Rj
R,= A, R, R,=A, R;, R,= A4, R,
wobei A4,, ..., A5, R3, ..., Rs, Worte darstellen mit

Ai =0, e ai,lé,
§
liﬁj—l, z llz}{(Rl)Z47—l
i=1
Analog lassen sich Gruppen mit 6.reduzierbarer Basis angeben. Dies sind natiirlich

nicht simtliche Gruppen mit 5-reduzierbarer und 6-reduzierbarer Basis, die den
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Axiomen Z, B, D;, D,, F geniigen; es lassen sich leicht auch Beispiele bilden, bei
denen {R™', R’} verkettet ist fiir gewisse R€Z(R,), R €Z(R) s=1. t=1, s=t

Unter einer §-Basis R,, ..., R, versteht Tartakowski folgendes: Wir setzen
% (RB)=2X(1<i<n).
Fiir ein R€ Z(R%Y), R* € Z(RiY), BR™' & R* mit

{R, R*}'={R',R"}
mit der Erginzung
X R~R' X, R*~X 'R,
setzen wir
%Ry (X) =&, g

d=max [AR' Ll Az m] .

Ret | A« A
Rxe

und

R und R* durchlaufen hierbei also die ganze Menge N (mit der Nebenbedingung
R'a R*); ferner seien k und I so gewihlt, daBl

RE€Z(Ry), R* € Z(R)

gilt. Tartakowski nennt dann & eine Gruppe mit einer J-Basis.

Fir d<i ist bei Tartakowski [7] die Losung des Wortproblems angegeben. In
der oben entwickelten Theorie ist nun auch die Lésung des Wortproblems enthalten
fiir gewisse Klasse von Gruppen mit einer 4;-Basis, §,=1—¢;, £ >0, wobei ¢ bei
wachsendem 4 beliebig klein gemacht werden kann. Beispiele hierfiir sind fir jedes
7 sehr leicht zu finden, auch solche mit k-reduzierbarer Basis fir k=5 und k=6.

Aus den Untersuchungen von Herrn Britton [1], von denen Verf. eine Zusammen-
fassung der KErgebnisse einsehen konnte, ist ebenfalls ersichtlich, dafl dem Wert 1
eine besondere Bedeutung zukommt, wenn neben der Ahnlichkeit von je zwei defi-
nierenden Relationen auch die inneren Verkniipfungen von je dreien betrachtet wer-
den. Jedoch ergibt sich auch hier eine Uberschneidung der beiderseitigen Klassen von
Gruppen.

Abschliefend wollen wir ein gemeinsames Kennzeichen der obigen Arbeiten an-
geben. Man definiert zunichst aus den definierenden Worten durch einen Abschlie-
Bungsprozef eine Menge N =N, analog § 1 (evtl. kann anstelle der dritten Operation
— Vertauschung innerhalb der einzelnen Sektoren — auch eine andere Operation
verwendet werden).

Man bildet nun beliebige Produkte R; R, mit R, € R, R, €N (und die zugehsrigen

reduzierten Worte). Indem man nun diese Produkte zu %, hinzunimmt und den
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AbschliefungsprozeB wiederholt, kommt man zu einer Menge N,. Durch Wiederholung
dieses Verfahrens 1Bt sich zu jeder natiirlichen Zahl ¢ eine Menge N; angeben.

Das Problem lautet nun, Axiome anzugeben, die sich auf die Mengen N; be-
ziehen, derart, daBl das Wortproblem l6sbar wird. In den obigen Arbeiten wird dies
dadurch erreicht, daBl die Axiome festlegen, dal bei der Bildung der Worte von ¥
keine zu grofen ,,Absorptionen’ auftreten — es bleiben also von einzelnen Faktoren
geniigend grofe Teilworte erhalten. Auf Grund dieser Einschrinkung der Absorptionen
kann dann bewiesen werden, daB jedes reduzierte Folgewort ein geniigend grofBes

Teilwort eines definierenden Wortes als Teilwort enthalt.
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