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CHAPITRE I. 

Le ddveloppement classique de Taylor est un cas particulier de d~veloppements 

plus gdndraux dont robtent ion peut  ~tre rattachde d'une maniere naturelle aux id4es 

g~ndrales que nous avons expos~es ailleurs, relatives ~ la d4finition d 'une fonction 

par son accroissement infinitdsimal. 

Nous aUons donner dans ce travail, formant un tout  et pouvant gtre lu sans 

connaitre les recherches auxqueUes nous venons de faire allusion, l'6nonc~ et la d~- 

monstration d 'un thdor~me beaucoup plus gdndral que celui de Taylor relatif h la 

possibilitd de ddvelopper l'aecroissement d'une fonction holomorphe suivant les puis- 

sances entiAres de l'accroissement h de la variable. 

Soit g (x, h) une fonction des deux variables complexes x et h holomorphe dans 

le domaine D form4 par les cercles C et C" tracds respectivement, pour C dans le 

plan complexe (x) avec a pour centre et R pour rayon, et pour C' dans le plan 

complexe (h) avec l'origine pour centre et R '  pour rayon. Par ddfinition a est l 'affixe 

d 'un point fixe donnd dans le premier plan complexe. Nous supposerons en outre 

que l 'on a: 

9 (x, 0) = 0. 

Nous admettrons enfin pour simplifier que la fonction g (x, h) est holomorphe sur les 

cereles C et O' eux m~mes, fronti~re du domaine D. 

Posons : 

h 

o~ (z, h) =. ~ d h  
o 
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h 

f Og dh o, (~, h) = . !  
0 

h 

0 

les integrations indiqu~es ci-dessus ayant  lieu par rapport h h, x ~tant trait4 comme 

une constante dans chaque integration. 

Posons de m~me: 

Og 
f dx-- f ( -h).fodx 

l ~ ll~ 
Q a 

: I0 g-m+l~ 
g_,(x,h) =.;Og-,,,+aOh dx-- J t ~ ] h = , , d x  

a 

les int6grations indiqu4es ayant  fieu par rapport; h x, h ~ a n t  trait~ comme ll~e con- 

stante dans chaque intSgration. Un symbole tel que: 

--~-~-/h=o 

reprdsente la valeur prise par la ddrivde par rapport ~ h de g-m, quand, uae Iois 

cette ddrivation effectude, on y fair h dgal h zdro. Nous obtenons tree premiere suite 

de termes ~ indice positif: 

g (x, h), g~ (x, h ) . . .  g ,  (x, h ) - . .  

Dans cette retire, chaque terme se d~duit du pr$c~dant en d~rivant celui-ci par rap- 

port ~ x, puis en int~grant le r~sultat obtenu par rapport & h dans l'intervalle (0, h). 

Nous obtenons de m~me une seconde suite de termes ~ indices n~gatifs que nous 

~crirons ainsi : 

g(X,h), g- l  (X,h) - - .  g - m ( x , h ) "  
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Chaeun de ees termes se d6duit alors du pr4c6dent en d6rivant eelui-ci par rapport 

h h, puis en int~grant le r6sultat obtenu par rapport h x, dans l'intervalle (a, x), et 

enfin en retranchant de la fonction ainsi d6finie sa valeur pour h nul. 

Nous pouvons d~jh faire observer que l'holomorphie de g (x, h) permet d'affirmer 

que toutes les op6rations dfifinies ci-dessus ont ua  sens. 

Voici alors l'6nonc6 du th6or~me que nous avons en vue: 

Le ddveloppement, illimitd clans les deux sens : 

o o  

(1) Zg-~(~,h) + g(~,h) + Eg.(~,h) 
m = l  n ~ l  

converge absoIument pour les valeurs de x et de h qui satis/ont d la double indgalite : 

(2) 

I I  a pour somme : 

en ~osant : 

(3) 

I~--al+l~l<R; I~--~1 +lhl<R'. 

/ (z + h) - / (x) 

/ ( x ) = g ( a , x - - a ) +  f g~ (x --  t, t) dt. 
0 

On voit imm~diatement en quel sens l'6nonc6 pr6c6dent g6n~ralise celui de Taylor. 

Soit ~ (x) une fonction holomorphe dans un cercle de centre a et de rayon R. Pour 

les valeurs de x et de h qui satisfont h la condition: 

(4) 

et en prenant ici: 

I~--al+lhl<R 

g (~, h) = h.  ~'  (z) 

le d6veloppement (1) est convergent et se r6duit au d6veloppement de Taylor relatif 

h la fonction ~ (x). Il est h remarquer que tous les termes de rang n6gatif sont 

nuls. La seconde partie de th~or~me, de son c6t6, donne imm~diatement par appli- 

cation de la formule (3): 

(z + h) - -  ~ @) = 1 (x + h) - -  1 (x) 

et l'on retrouve bien le r6sultat classique: 

h ~ (z + h) - -  ~ (z) = h.  9'  (x) + .-- ~ .  ~(~) (z) + . -  

pou r  les valeurs de x et de h satisfaisant ~ la condition (4). Venons maintenant ~ la 

d~monstration de notre th6or~me. 
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Nous allons pour cela former les expressions mspectives des termes g~n~raux 

de (1). Occupons nous d'abord de qn(x,h). On a :  

h h b 

0 0 Q 

comme on voit imm6diatement par n applications successives de la formule de d6riva- 

tion sous le signe int6gral, applicable ici en vertu de I'holomorphie de la fonction 

g (x, h). D'autre part, rappelons que n int6grations successives de a g x d'une fonc- 

tioli continue F (x) peuvent se ramener g une seule int6gration d'apr~s la formule: 

aS ~ ag ag 

= 1  f(z_0._l (t)dt (6) faxf.fF(x)dx (n - -  1 - - - - - - - ~  
a ~ ~ a 

le premier membre eomportant n int6grations. En appliquant ce r6sultat bien eonnu 

au second membre de la relation (5), on trouve avec un ehangement de notation 

6vident : 
h 

1 fr v). (n_ vr_lav. (7) o.(x, h) (n--  1)! 
0 

Appfiquons le m~me raisonnement h la formation du terme g-,~ (x, h). On a: 

II 4 a It 

ou, en utilisant encore la formule (6): 

(8) g-,~ (x, h) -- ( m - - i ) t  ( u ' h ) ' ( x - - u ) ' - l d u - -  

f ( m -  11! ~ (u' ~ (x - u/"-I du" 
a 

Les int6grations figurant dens les seconds membres des relations (7) et (8)sont sup- 

pos6es feites, entre les limites indiqu6es, le long de ehemins queleonques, mais ne 

sortant pas bien entendu des cereles C e t  C'. 

Ceei pos6 nous allons faire intervenir plus explicitement l'hypoth~se de l'holo- 

morphia de la fonction g (x, h). On a par les th6or~mes g6n6raux de la th6orie des 

fonctions analytiques : 
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et: 

(9) 

o ix ,  h)  = - -  . d z ( z - -  x ) .  (z'  - -  h)  d z' 
(7 O' 

"'f( 
o~2(x, h) 4 ~ .  . (z--  x)"*~. (% h) 

C C,' 

dz" 

m I 
(lO) ,,(.,) tx, h)= - ~  fdz f g(z' ~') ~'a ~' " a ~  . !  J ( Z - - : r ) ' C z ' - - h )  ~+l  dz" 

C' C '  

Dans ces formules z d6signe l'affixe d'un point courant de C, et z' celle d'tm 

point courant de C', chacun de ces cercles 4tant suppos4 d~crit dans le sens direct. 

Le rapprochement des formules (7) et (9) donne alors: 

h 
f n (h = ~))n-l_ �9 O' (z, ~ )  

J (z - ~ ) .+1 .  (z'  - -  v) dz , ,  
0 (3 0' 

Le rapprochement des formules (8) et (lO) donne de m~me: 

(12) 
a (7, C' 

m ( x -  u) "-~.  o (z, z'). dz" + 
(z' - -  h) "+1. ( z - -  u) 

1 f .  f .  f m ( ~ - - u ) ~ - x . O ( z , z ' )  
a u  a z  - . , -~YU. - - - -  - -  d z ' .  

+ J J .! �9 
a C C,' 

Nous sommes maintenant en 6tat de proc6der ~ la sommation de notre s6rie (1). 

Commen~ons par les termes &indices positifs, c'est ~ dire par la consid&ation 

de la s~rie: 
+no 

]~ g, (~, h). 
1 

D4signons par Un le terme qui figure sous le triple signe d'int6gration dans le second 

membre de (11), soit: 

(h - -  v) n -1  1 g (z, z') 
(13) Un = n. (z--  x) n-I (z--  x) ~ z ' - -  v (n > 1). 

Supposons que x et h satisfont aux deux in6gafit~s: 

(14) I ~ - ~ 1  + Ihl <- R ~ < R  

(15)  ] h l < R ' .  



152 Andr6 Roussel. 

Formons alors le rapport: 

(16) U n + l = n + l  h - - v  
U n  n z - - x  

Comme on peut supposer que l'intdgration qui figure dans (11) par rapport d v a 

lieu le long du segment de droite ioignant, clans le plan des (h) rorigine au point 

d'a]]ixe h, il s'ensuit que l'on pout admettre que: 

I -vl-<lhl. (17) 

On a d'autre part:  

(18) I~-~I >- R1--1x--aI > R-- Ix--al. 

Compte tenu de (16), (17), et (18) il vient donc: 

ou encore : 

[U~+I I n + l  R l - - [ x - - a ]  
U~ < n R - - ] x - - a }  

.o, I } Un < �9 1 n R--I --al 

Le crochet figurant au second membre de 09) ~tant an hombre positi] fixe, indd- 

pendant de n et inf4rieur ~ 1. Quand on fair tendre n vers l'infini, le second membre 

de (19) tend vers le crochet, et par suite h partir d 'un certain rang reste inf~rieur 

un nombre positif fixe, inf4rieur h l'unit6. Par cons6quent les termes successifs de 

la serie U. d6finie par l'6galit6 (13) ou x et h sont fixes, reste, en module, inf6rieurs 

aux termes de m~me rang d'une s6rie num6rique convergente, car d'apr~s nos hypo- 

theses - -  holomorphie de g (z, z') sur C et C" et in6galit~ (15) - -  il existe un con- 

stante M telle que: 
a (z, z') 
(z'-- v)l < M. 

Donc la sdrie (13) est uniformement convergent~. La nouvelle s~rie obtenue en inte- 
n 

grant (13) est donc elle m~me convergente. C'est la s~rie ]~gn (x, h) et la somme de 
1 

cette s~rie est l'intdgrale de la somme U de la sdrie (13). 

Calculons donc U. 

(20) 

a v e c  ." 

Nous avons pour cela ~ effectuer une sommation de la forme: 

S = l + 2 a +  . . - ( n + l ) a  n +  .-. 

h - - ~ )  

z - - x  
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Or la s6rie (20) est une s4rie 616mentaire dont  la somme s'obtient faeilement, - -  en 

remarquant  par example que: 

a 

. ( S d a  = 

o 
d'ofi :  

Done la somme de (13) est: 

et par  cons6quent: 

a + a~ + . . .  a'* + . . . . .  

1 
S 

(1  - -  a) 2 

1 1 .g(z, z') 

(21) 

Comme : 

Ef 

Xg,,(z, 4 ) = -  dr. dz [ z - - (x+4  v)] ~ (z'--v) 
n = l  , - -  " 

0 C C '  

(z - -  ~)~. (z" - -  7 )  
C, C,' 

I~ l<R,  I~I<R' .  

On peat  done encore 6crire (21) sous la forme: 

h 

(22I ~g,,(x, 4) = &[(x + 4 - - v ) , v l . d v .  

0 

B e m a r q u e :  I1 d6coule du raisonnement utilis6 pour d6montrer la convergence de 

-{-ao 

1 

que cette s6rie est elle-m~me uniform6ment et absolument convergent,  par rapport  

k x et  h consid4r6s comme variables, pourvu que soient v~rifi6es simultan4ment deux 

in6galites du type suivant:  

I x - - a l  + lh l  < Rl  < R  
(23) 

]h i < R ' I < R ' .  

Dans ces conditions, en effet, le terme g6n~ral de notre s6rie restera inf4rieur en 

module au terme g6n~ral d 'une s~rie numdrique convergente. 
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Un raisonnement ana|ogue au pr6e~dent s'applique h la s6rie 

+no  

(24) ]~ g-m (x, h) 

des termes h indices n~gatifs. 

Chaque terme de celle-ci se decomposant en la somme de deux int6grales, nous 

$tuclierons les deux s~ries qui ont respectivement celles-ci pour termes gdn~raux. 

La quantitd sous ]e triple signe d'int~gration dans la premiere s~rie est: 

V,,, = m .  ~z" - -  h l  " ( z ' - - h f  z - -  u 
(25)  

d'ofi : 

(26) V m + l = m + l  x - - u .  
V,~ m z '  - -  h 

On peut supposer que l'int~gration par rapport h u figurant dans l'expression de 

g-m (x, h) a lieu le long du segment de droite joignant le point d'affixe a au point 

d'affixe x. Actuellement x et h sont consid~r6s comme constantes. On a alors: 

I) 'autre part  supposons que: 

(27) 

o n  a u r a  �9 

Ix--a] + ]hi <- R'I <R" 

I_~_+x I<_ .m+l /T1- - ]h ]m R ' - - ] h ]  

et en raisonnant eomme pour la s~rie: 

d~finie par (13), on en d~duit que la ~r ie  

(28) ~ V .  

d6finie par (25) est u n i f o r m ~ m e n t  et absolument eonvergente, les quantites variables 

~tant iei z, z', u. D o n e  la somme des in~grales des termes sueeessifs de la s~rie (28) 

est ~gale h l'int~grale de la somme V de eette s~rie. Or on a faeilement en raison- 

nant  comme pour la s~rie des Un: 

V = g (z, z ' )  
(z - u )  [z'  - -  ( z  + h - -  u ) ]  ~ 

et il vient enfin: 
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x 

+ =  1 f ,  f ,  f g(z,z') .dz' 
- 2 a u  a z  . - ~  . . . . .  (29) .~=1 ]~ g-~  (x, h) 4 :u J J J ( z  - -  u).  [z - -  (x + h - -  u)] + 

a C O' 

1 } r  g (z, z') . d z' 
._o du dz + 4 = . (z - u)-  [ z ' - -  (x - u)] 2 

a C O' 

d~veloppement valable moyennant la condition (27). 

Il est k remarquer que le premier membre de (29) est uniform4ment et absolu- 

ment convergent pour Ies valeurs de x et h consid6r6s maintenant comme variables, 

moyennant la condition (27) et la condition suppl6mentaire: 

] s - - a l  < Rl < R  

le terme g6n6ral de la s6rie 6rant alors, en module, inf4rieur k celui d'une s6rie 

num6rique positive convergente. 

Donc si les deux in~aalit$s: 

(2)' ~ I x - - a l  + ]h]-< R,  < R 
! �9 I x - - a [ +  Ih[ <- R 'x<R" 

sont simultan$ment satis]aites, les deux s~ries: 

Z On (x, h) et Z O'-m (x, h) 
~=1 m=l 

sont absolument et uni]orm$ment converoentes, x et h ~ant considers comme variables. 

Revenons maintenant h la formule (29). Son second membre est facile h trans- 

former en remarquant que: 

, 1 . d z . f  0(z ,z ' ) .dz '  
a, (r 7) = - -  4 ~ ". (z - r (z' - -  ~)~ 

C C'  

I r  [ n l < R '  
il vient alors: 

x 

f f ( a o )  Yo-, , (x,h)  = oi(u,x + h- -u)  d u - -  g i (u ,x- -u)du.  
~'a=l 

Done si nous posons: 
+oQ +oo 

(31) 9 Cx, h) = ~ o - , .  (:~, h) + o (z, h) + ~ o .  (x, h) 
m = l  n=l 

il vient, d'apr~s (22) et (30): 

(32) .o (~, h) = f g~ (,~, ~ + h - ,,) d ~, - -  f ol (,,, �9 - -  ~,) d ~, + 

k 

+ o(x ,  h) + f r  + h - v ,  v)dv. 
0 
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I1 reste a d~montrer que ~ (x, h) repr~sente l'accroissement de la fonction definie 

par l'~galite (3). Pour cela consid~rons l'int~grale: 

de l'$galit4 : 

11 = f g'h (u, x + h - -  u) d u; 

dg(u,  �9 + h - - u )  = a'~(u, �9 + h - - u ) d u - - g ' h ( x ,  x + h - - u ) d u  

obtenue en consid~rant x et h comme fixes, et u comme variable, on tire en int~grant 

par rapport h u dans ]'intervalle (a, x): 

gc 

(33) 11 = f g'~(u, x + h - - u ) d u - - g ( x , h )  + g(a, x + h - - a ) .  
t $  

Posons maintenant:  

le m~me raisonnement donne: 

Iz ~- f g'h (u, x - -  h) du 
a 

(34) 

Posons encore: 

�9 t I~ = j g~(u, x - - u )  du--g(x ,O)  + g(a ,x- -a) .  

la relation (33) devient: 

x + h - - a  

(35) 

Posons enfin : 

x + h - - u = v  

I 1 = f ~ ( x  + h - - v ,  v ) d v - - g ( x ,  h) + g(a, x + h - - a ) ,  
h 

l'intSgrale I~ devient, compte tenu du fair que par hy,poth~se: 

g(x ,  o) = o 

X*--($ 

(36) Iz --- f g'~(x--v, v) dv + g (a, x - -a) .  
0 

Portons dans (32) les valeurs (35) et (36) respectivement trouv~es pour 11 et 12. 

I1 vient : 

x + h - a  ~ - a  

o (~, h)= [~(a, ~ + h - a )  + f ~ ( ~  + h - v ,  v)dvl - [q(a, ~ -  o) + f g ; ( ~ - v ,  v) dv]. 
0 0 
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/ (2) = a (a, x - a) + f g~ ( 2 -  v, v) dr. 
0 

On a bien: 
0 (2, h) = 1 (2 + h) - t (2) 

et le th6or6me est compl6tement demontr6, car x et h 6tant maintenant consid6r6s 

comme ayant  des valeurs donn6es, les in6gafit6s (2) entralnent des in6gafit6s du type (2)'. 

Nous allons indiquer une seconde d6monstration de cette seeonde pattie du 

th6or6me, qui a l 'avantage sur la pr6eddente de faire mieux comprendre pourquoi le 

d6veloppement (1) est un accroissement de fonction. Pour cela nous commencerons 

par d6montrer le lemme suivant: 

Soit ~ (2, h) une fonction des deux variables x et h, nulle pour h nul et satis- 

faisant h la condition (37): 

(37) Oh 9" O z a h  

je Sis que # (2, h) est ~ga~ a l'accroissement d'une ]onctiou de x pour un accroissement 

h de la variable. 

En effet consid6rons l 'integrale: 

(38) J ' 0 ~  (d~ + d , )  

dans l'expression de ~ on a remplac6 x par ~ et h par 7. Cette int6grale est nulle 

quand le point (~, 7) d6erit un chemin ferm6, en vertu de (37). 

Considfirons alors le chemin ferm6 suivant, d6crit par (~, 7)- 

1 ~ . ~ varie de �9 k x + h  et ~ reste nul. 

2 ~ . ~ varie de w + h k x et ~ 6rant tel que: 

~ + ~ = x + h .  

3 ~ ~ reste 6gal h x et ~ varie de h ~ 0. Bien entendu iei x et h sont con- 

sid6r6s comme fixes, ~ et ~ variables pouvant prendre des valeurs complexes. Le long 

du contour pr6eddent l'intdgrale (38) est nulle. En l '6vahant  on a immddiatement: 

(39) f ~;~ (~, o) d ~ - ~ (z, h) = o 
x 

ce qui d6montre notre lemme, car si l 'on pose: 

/ (2) = f ~ i  (x, o) d x  
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(39) Squivaut ~: 

9(x,  h) = l ( x  + h ) - - l ( x ) .  

Ceci pos~, d'a~r~s la loi m~me de /ormation du d~velo~ement (1) celui-ci sat~lai t  bien 

d l'~quaZion aux d~ iv&s  ~artielles: 

O'. g ~ g O. 
Oh'. O x O h  

En effet, nous avons d~montr~ la convergence uniforme du d~veloppement (1) ou 

(31) moyennant une condition de la forme: 

I --al+lhl<Q 

6rant un nombre positif infSrieur ~ la lois ~ R et R'. D'apr~s un th~or~me bien 

connu on peut d~river terme ~ terme autant  de lois qu'on le veut les s~ries (1) ou 

(31) qui d~finissent ~ (x, h). Formons alors l'expression 

(4o)  0'. 9 + 0 ' .0  
O x O h  Oh 2 

clue l'on peut ~erire: 

O'. g -z  O'. g_~ O'. q-x O'. g - t  O'. g O'. g O'. gt O'. gt 
+ ' Oh'. O x O h  + Oh 2 O x O h  +Oh' .  OxOh  + Oh'. O x O h  + ' 

Or dans cette s~rie, les termes 

OSg el, Osgz" 02gz et O'.g'. . . . .  O'.gn et 09gn+z 
O x O h  Oh ~'  O x O h  Oh":  O x O h  Oh ~ 

se d6truisent. I1 en est de m~me pour: 

O'. g-m O'. g-z  et 02 g O'. g - ~ - a  et - -  
OxOh Oh 2; ' O x O h  Oh 2 ' 

La somme de la s6rie pr6c6dente qui est 6gale 

Comme ~ (x, h) est nulle avec h, d'apr~s le 

bien l'aceroissement d'une fonction iV(x). Pour 

constante additive pros, aucune in t~rat ion  n'est 

l'expression (40) est done nulle. 

lemme ci-dessus, ~ (x, g) repr6sente 

avoir cette fonetion, d~finie ~ une 

n~cessaire. En effet, de l 'identit~: 

~v (x + h) - -  F (~) = 9 (x, h) 

on d6duit en remplaeant x par a et h par x - - a :  

(41) F (x) - -  F (a) = 9 (a, z - -  a).  
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Revenons ~ l'expression (32) de la fonction ~, on trouve immddiatement pour valeur 

du second membre de (41) la fonetion !(x) d4finie par (3), et (41) peut  s'~crire: 

F (x) = ] (x) + constante. 

Remarepaes  : 1 ~ Reprenons l 'identit4 : 

avec: 

/ (x + h) - / (z) = y.a_,~ (x, h) + g (x, h) + Y.g,, (x, h) 

Ix--al § lhl<Q ( e < R ;  ~<R'). 

Dans l'identit4 pr4c~dente nous pouvons remplacer x par a e t  h par x - -  a pourvu que : 

On aura alors: 
Ix--al<r 

/ (x) - / (a) = g Ca, �9 - a) + ~ gn Ca, x -  a) 

ou en tenant  compte de la relation (3): 

x - a  -I-oo 

(42) f g'~ (x --  t, t) dt = ~g,~ (a, x --  a). 
0 n ~ l  

La sgrie figurant au second membre de cette in~galit4 fitant absolument et uniform6- 

ment  convergente pour les valeurs de x satisfaisant a l'in6galit4: 

ou ~ designe un nombre positif inffirieur h la lois ~ R et R'. Si l'on pose: 

g (z, h) = / '  (x) h. 

L'int~grale du premier membre devient:  

/ (x) - / (a) x -  
l ! a / "  (a) 

tandis que le second membre prend la forme: 

- -  . . .  ( x  - -  a )  ~ , ( n ) ,  , (x2 ia)2] , , (a)+ ~ 1  (a)+ ... 

et en ~galant les deux expressions pr~c~dentes on retrouve le d~veloppement de 

Taylor de /(x) supposge holomorphe dans un cercle de centre a. 
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2 ~ Nous avons supposd que g dtait identiquement nulle pour h nulle. Si l'on 

ne fair pas cette hypoth~se il rdsulte immddiatement des formules (32) ~ (36) que 

l'on a, en posant: 
+oo +oo 

# (z, h) = (x, h) + g (z, h) + Y. (z, h) 
t i ro l  ' l t~ l  

les fonctions g-m et g~ se ddduisant de g comme prdcddemment, la relation un peu 

plus gdndrale : 
t~- - t l  

(43) r + A~{g(a,z--a) + fg~(z--t,t)dt} 
0 

un symbole tel que: 
A, {F(z, a,/~ .... ~t)} 

reprdsentant l'accroissement subi par la fonction entre accolades quand on donne 

raccroissement h, ]es autres param~tres dont peut ddpendre F restant constants. 

Cette formu]e (43) nous sera utile par la suite. 

CHAPITRE II. 

Cats de p lus ieurs  var iab les  ind6pendantes .  

On peut ~tendre au cas de plnsieurs variables les raisonnements et les r~mfltats 

obtenus clans la premiere pattie. Pour plus de simplicit~ examinons le cas de deux 

variables inddpendantes z et y. Soit alors: 

g (z, u, h, k) 

une fonction donnde des quatre variables complexes z, y; h, k ( h e t  k seront dans la 

suite envisagds comme des accroissements donnds resp~ctivement h x et y), g dtant 

nulle quand h e t  k sont simultan~ments nuts et holomorphe darts le domaine constitu6 

par l'ensemble de quatre cercles C:, Cz, Ca, C4 de rayons respectifs R1, R2, P~, R4 et 

tracds respectivement darts les quatre plans complexes suivants: 

(z) pour Cx avec un point donn~ d'affixe a pour centre. 

(y) pour Cs avec un point d'affixe b pour centre. 

(/z) pour Ca avec le point d'affixe z~ro pour centre. 

(k) pour C4 avec le point d'affixe zdro pour centre. 

Considdrons le tableau T ~ double entrde dont le terme g~ndral: 

q,.~ (z, ~, h, k) 

se ddduit de g(z, y, h, k) de la fagon suivante: 
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1 ~ Si le premier indice m est positif on int~gre successivement m lois g (x, y, h, k) 

de zero ~ h par rapport  ~ h et l 'on d~rive m lois le r~sultat obtenu par rapport  ~ x. 

Si ra est n~gatif on int~gre successivement m" lois g(x, y, h, k) par rapport  h x 

de a ~ x, et l 'on d~rive le r~sultat obtenu m' fois par rapport ~ h, (m'= --m).  

2 ~ Si le second indice n est positif on int~gre successivement n fois par rap- 

port ~ k, de z~ro ~ k le r~sultat obtenu au 1 ~ puis on d6rive n lois par rapport  

y le nouveau r~sultat. Si le second indice n e s t  nggatif (n = -  n') on int~gre n" fois 

par rapport  ~ y de b ~ y le r~sultat obtenu au 1 ~ puis on d4rive n" fois par rap- 

port  ~ k le nouveau r~sultat. 

Ainsi l'indice m (premier indice) se rapporte ~ des op4rations portant  sur le couple 

(x, h) et l'indice n (second indice) se rapporte ~ des operations effectu4es sur le couple 

(y, k}. I1 est ~ remarquer que les operations prgc~dentes peuvent  s'effectuer dans 

n'importe quel ordre. 

3 ~ Si Fun des indices m ou n est nul on n'effectue aucune operation sur le 

couple correspondant. On posera en outre:  

qDo, o (x, y,  h, k) = g (x, y,  h, k).  
l%sons enfin : 

gm, n(x, y, h, ]r = q~m,n(x, y, h, k) - -  epra, n(X, y, O, 0). 

Nous aUons d~montrer le th~or~me suivant:  

Si x, y, h, k v~'i/ient simultandment les indgalitds: 

(1) I x - - a [ + [ h ] < - ~  et [ y - - b [ + [ k [ < - ~  

o6 ~ ddsigne un nombre positi] in]~rieur au plus petit des quatre nombres R1, R2, R3, Ra, 
l' expression : 

(2) ~ (x ,u ,h ,k)  = ~ Y.g,.,.(x,u,h,k)--Y.o,.,o(~,u,h,O)--~go,.(~,u,O,k) 

est absolument et uni]ormdment convergente. Sa somme est dgale d 

(3) ] (x  + h, y + k ) - - ] ( x , y  + k ) - - ] ( x  + h, y) + l ( x , y )  

en posant: 

/(x, y) = g(a, b, x - - a , y ~ b )  + fg '~(x-- t ,  b, t , y - - b ) d t  + 
0 

(4) 
y--b  x - -a  y--b 

+ fo'~(a,y--v,x--a,v)dv + fdtfo:u(x-- t ,y--~, t ,v)dv.  
0 0 0 

1 1  - 6 3 2 0 8 1  Acta mathematica. 8 7  
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Comme on le voit l'dnoncd prdcddent ne constitue pas une gdndralisation exacte du 

th$orAme $tabli au chapitre I, l'expression (3) qu'on peut dcrire: 

~ zl, {I (x, y)} 

n'dtant pas dgale ~ l'aceroissement de / quand on donne A x et h y des accroisse- 

ments respectivement dguux ~t het s k. Toutefois l'in~r~t de la proposition dnoncde 

reste consid~rab]e la fonction ~){x, y, h, k) d6finie par (2) et dent la valeur est dgale 

(3) dtant formdes d'une fa@on tr~s analogue ~ l'expression (I) du ehapitre Iet Ia 

thdor~me actuel constitue une gdndralisation immdcliate de la proposition dtablie au 

chapitre prdcddent. 

Nous montrerons d'ailleurs plus loin comment il faut modifier l'6nonc6 par lequel 

ddbute le chapitre II pour obtenir une gdndralisation complete du thdor~me dtabli 

au chapitre I. Pour le moment nous allbns indiquer bri~vement comment on peut 

~tablir la proposition qui vient d'etre 6nonc6e. Tout d'abord la convergence absolue 

et uniforme de (2) moyennant les conditions (1) s'dtablit par une marche tout ~ fair 

analogue quoique plus longue que celle employde dans le premier chapitre pour 

d~montrer la convergence absolue et uniforme de ]a s~rie (1) de ce chapitre. 

On part de la re]a~ion: 

1 f f dz2 f d% f g(zI'zg'%'z4)dz4 g (~,  y ,  h, k)  = (2 ~ i)  ~ d zx.  (za - -  x )  ( z ,  - -  y )  (za - -  h) (z4 - -  k)  
e~ v~ v, v, 

qui donne facilement les expressions des termes 

gin. ~ (x,  y ,  h, k.) 

de la s~rie (2) du present chapitre; on en d6duit facilement la convergence absolue 

et uniforme de (2) moyennant les hypotheses (1). I1 est inutile d'insister davantage 

sur ce point, les raisonnements dtant tout  h fair semblables h ceux du chapitre 

prdcddent et prdsentant seulement quelques longueurs. Occupons nous de trouver la 

somme de (2). Nous utiliserons pour cela, avec des changements de notation dvidents, 

l'identitd (437 du chapitre prdcddent. 

L'indice n dtant fixd, nous avons grace h cette identitd: 

(5) ~g,~,,,(~,u,h,~)=go,,,(x,y,O,h)+ 

+ A~{ao,,,(a,y,x--a,k)+ fD~ao,,,(z--t,y,t,k)dt}. 
0 

La notation : 
D~ go,~ (x  - -  t, y ,  t, k)  
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repr6sentant la derivfie partielle par rapport ~ x de la fonetion go,~ (x- - t ,  y, t, k). 

Nous utilisons cette notation eomme plus commode ici clue les notations habituelles. 

Nous tirons de (5) l'identit~: 

(r 2 2 g~,.  (~, u, h, k) = Z go,. (~, u, o, k) + 

D'autre part toujours par application de l'identit6 (43) et aux notations pros: 

(7) ~ go,,~(a,y,x--a,k)=g(a,y,x--a,O)+ 
y - -b  

+ 

0 
et aussi : 

x - - a  -{-00 z - - a ,  

(8) f D~,go, n(x--t,y,t,k)dt= f g'~(x--t,y,t,O)dt + 
0 n = - - ~  0 

x - - a  x - a  y - - b  

0 0 0 

Par consequent, compte tenu de (6), (7), et (8): 

+ ~ r  + o o  + a r  

(o) Z ~ gin,. (~, u, h, k) - ~ go,. (~, u, o, k) = 
~ - - t t  

= A~{a (~, u, ~ - ~ ,  o ) +  f r + 
0 

+ A~Ay{o(a,b,x--a,y--b)+ f g'~(x--t,b,t,y--b)dt + 
0 

y - b  x - - a  y - b  

+ f g;(a,y--%x--a, ~)dv + f f a;~(~-- t ,  U--~ , t ,  ~)e ta~}-  
0 0 0 

Mais d'autre part: 

(lo) Y5 g.,,o(~,u,h,O)=o(x,u,O,O)+ A.{o(.,u,z--a,O)+ f &(~--t,u,t,O)dt}. 

Compte tenu de l'hypoth~se initia[e: 

o ( x , y , O , O )  = 0 

et en remplagant dans le second membre de (9) le terme en Ax seul par le premier 

membre de (10), it vient donc: 



164: Andr6 RousseI. 

(11) 

= ,%A~,{~(a, b, x - - a , y  -- b) + f g'~(x--t,b,t, y- -b)dt  + 
0 

y - b  x - -a  y - - b  

+ f a;(a, y - T , ~ - ~ ,  ~)d~ + f f a;,,(~-t,u-T,t, T),~td~} 
0 0 0 

ce qui n'est autre que l'~galit4 s d~montrer et notre thfiorgme se trouve ainsi 

dfimontr& 

Nous pouvons maintenant aller plus loin et obtenir une proposition dormant un 

g~n~ralisation exacte du d4veloppement de Taylor pour les fonctions de deux variables 

complexes x et y. 

De (7) nous tirons en effet: 

y - -b  

(7') z l u { g ( a , b , x - - a , y - - b ) +  fa;(a,U--T,x--~,T)dT}= 
0 

n~- f -oo 

= ~, go ,~(a ,y ,x- -a ,k) - -g(a ,y ,x- -a ,O) .  

Nous tirons aussi de (8): 

x- -a  x - -a  y- -b  

(83 z~{f  r + f f r T)dtdT} = 
0 0 0 

Oq-oo gc--a ~,--a 

= y. f Dxgo, n(x--t,y,t,k)dt--fg'~(x--t,y,t,O)dt. 
n = - - ~ 1 7 6  0 0 

D'oi~ par addition membr.e ~ membre de (7') et de (8'): 

(12) Au{](x,y)}= ~_, go, n ( a , y , x - - a , k ) +  ~, f Dzgo, n (x - - t , y , t , k )  d t - -  

gC--a 

--g(a, y, x - -a ,  o ) - - f  g'~(x--t, y, t, O)dt. 
0 

La fonetion ] (x, y) grant toujours celle d~finie par l'ggafit~ (4). 

De m~me on aurait d'une mani~re analogue: 

+ ~  +r y - b  

(13) Az{ / (x ,y ) }=  ~ gm, o ( x , b , h , y - - b ) +  ~, f D, gm, o ( x , y - - v , h , T ) d v - -  

y- -b  

- -g  (x, b, O, y - -b)  -- f g~(x, y--T, O, T)dv. 
0 
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Or on a l'identitd 4vidente: 

(14) ](x + h,y + k ) - - / ( x , y ) =  A~A~{/(X,y)} + A~{](x,y)} + Au{/(x,y)}. 

Or les relations (11), (12) et (13) domaent les valeurs des diffdrences qui figurent au 

second membre de (14). Compte tenu de ces ~galit~s on obtient le th~or~me suivant : 

Si x, y, h, k vdri]ient simultan$ment les in~galit$s: 

(1) t x - a t  + lhl <- ~ et l y - -b[  + [k[ -< e 

oi~ ~ dgsigne un hombre positi] in/~rieur au plus petit des quatre hombres R1, R~, R3, Ra 

respeetivement @aux aux rayons des cercles constituant le domaine d l'intgrieur duquel 
g (x, y, h, k) est supposr holomorphe, l'expression suivante: 

(15) 
--~oo +oo  + o r  -~-oo 

2 2 2 o (x, y, h, o) - -  2 oo,.(x,y, 0, k) + 

oit le terme compl$mentaire ~p (x, y, h, k) est d~/ini par l'~galitd: 

(16) (x, y, h, k) = Y)l (x, y, h) + Ya (x, y, k) 

v e c  : 

(17) 

et: 

(18) 

-boo .~_ oo Y - -  b 

v21(x,y,h)= ZOm, o (x ,b ,h , y - -b )+  ~. f Dyg,~,o(x,y--v,h, vldv-- 
~Z~--OO ~ - - O O  0 

y - - b  

--o(x,b,O,y--b)-- f g'v(x,y--%O,~)dT: 
0 

~p,(x,y,k)= Z go, n ( a , y , x - - a , k ) +  Z f nxgo, n (x - - t , y , t , k )d t - -  

- - g ( a , y , x - - a , O ) - -  f g'~(x--t,y,t,O)dt 
0 

est abso~ument et uni]orm~ment convergente. Sa valeur est ~gale d l'accroissement de la 
[onction: 

(4) ] ( x , y ) = g ( a , b , x - - a , y - - b ) +  f g ' x (x - - t ,b , t , y - -b )d t+ 
0 

y - - b  x - - a  y - - b  

+ f g , ( a , y - - ' L x - - a , ' O d ~ + f  f " "x ' 9~vt - - t , y - - % t ,  3) d t d  
0 0 0 

quand x et y prennent des accroissements respectivement $gaux d he t  d k. 
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R e m a r q u e s  : 1 ~ Ddsignons par G (x, y, h, k) le premier membre de (14). Cette 

expression est dga]e a l'aecroissement de la fonction /(x, y) ddfinie par (4). Si dans 

G nous rempla@ons respectivement x par a et y par b, h par x - - a  et k par y -  b, 

on obtient imm~liatement l 'identitd: 

(19) G(a, b, z - -a ,  u--b) =/(x,  y) 

qui constitue une gdndralisation de Taylor pour la fonction /(x, y). 
2 ~ L'expression (4) de ] peut reeevoir diffdrentes formes dquivalentes. 

de ridentit~ : 

O 
~ g ( x - - t ,  b, t ,y- -b)  = --g'x(x--t,b, t , y - -b)  + g'h(x--t, b, t , y - -  b) 

Ainsi 

on tire imm~diatement par integration: 

f g~(x- - t ,b , t , y - -b)d t  = - - g ( a , b , x - - a , y - - b )  + g(x,b,O,y--b)+ 
o 

+ f g 'h (x - - t ,b , t , y -b )d t .  
o 

On obtient d'une mani~re analogue la IormMe: 

y - b  

f g ' v ( a , y - - ~ , x - - a , ~ ) d v = - - g ( a , b , x - - a , y - - b ) + g ( a , y , x - - a , O ) +  
o 

y - b  

+ f g'k(a,y--v ,x--a, 'c)dv 
o 

et en por~ant d a ~  (4) on t rouve:  

(4') / ( x , y ) = g ( a , y , x - - a , O ) + g ( x , b , O , y - - b ) - - g ( a , b , x - - a , y - - b ) +  

z - a  y - - b  

+ f + f + 
o o 

x - a  y - b  

gxv( -- , y - - v , t ,  v)dtdv. 
o o 

Cette expression (4") de / peut  dans certains cas ~tre plus avantageuse que l'expres- 

sion (4). 

Nous indiquerons une autre transformation de (4) ou (4'). On a: 

0s 
OtOTg(x--t,y--~:,t,z)=d~.(x--t,y--~,t,~)--g';.( )--g~'h( )+g~k( ) 

d ' o ~  : 
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x - a  y - b  ~ - a  y - b  z - - a  y - b  

f f  ,, f /  . . . .  ffo , O |  ~,t, ~ ) d t d ~  = (O~ + gya--O'a'~)dtd~ + O--[o-tdtdT. 
0 0 0 0 0 0 

Or : 

~r y - b  

0 0 

y - - z ,  t, 3) d t d  T = g (a, b, x - -a ,  y - -b ) - -g  (x, b, O, y - -b ) - -g  (a, y, x - -a ,  O) 

et (4") devient: 

(4") 
x - -a  y - -a  

](x,y) = f Oi(x--t ,b, t ,y--b)dt + f g i ( a , y - - v , x - - a , ' c ) d v  + 
0 0 

~--a y- -b  

+ f f [a'~'k(x--t,y--v,t,v)+g'v'a( )--ai'k( )]dtdv. 
0 0 

E x e m p l e :  Soit F (x, y) une fonction holomorphe daus le domaine constitu4 par 

l'ensemble de deux cercles C et C' trac4s respectivement daus les plans des variables 

complexes x et y, ayant  leurs centres respectifs aux points d'affixe a et b. Supposous 

clue l 'on air simultan~ment: 

I x - - a ]  + Ihl <- e; l y - - b l  + Ikl <- e 

0 6tant un nombre 

Posous : 

(20) 

positif inf6rieur au plus petit des rayons des cercles C et C'. 

OF h OF k g(~ , y ,h ,k )=  ~ + ~ . 

Appliquous h g les considdrations du prdsent chapitre. 

Formous pour cela gm, n (x, y, h, k). 

Si: 
m - 0 ;  n - 0  

on a imm6diatement: 

1 1 F(m+.+l) ix, y) h m+l k n 1 (21) g m " * ( x ' y ' h ' k ) = ( m +  l)! n! ~m+l~ , +m--r." 

1 
�9 F (m4"~'{-1) iX  h m k n+l, 

(n + 1 ) ! -~ , r  , Y) 

D'autre part, si Fun au moins des deux indices m, n est n~gatif on voit facile- 

ment que : 

(22) g . , .  (z, y, h, k) = 0. 
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Compte tenu de (21) et  de (22) on a done:  

(23) 
m=+r ra=-boo -b~o -b~ 

._:2_..:2_ Z 
+oo +oo h,~k,, +o~ +oeh,.k.e =Z ~--~(~+")(~,y)+5 .~, ~('+")(~,u) 
r~=~ .=o m! n! -~'%~ ~=o = ~ .  �9 ~r 

et (23) peut encore s'4crire: 

(24) 
-boo +oo -/-oo ~m -b~r L.n 

,,=-..Z. . . . .  Z g,.,. (~, u, h, ~) = - ~ o ~  ~ '  (~' y) -.'Zo n ! v  ~ F(-),,. (.% u) + 

D'autre par t  d'apr~s (21): 

gm, o (z, y, h, 0) 

(25) 

go,. (z, y, 0, k) = - -  

_ _ . n i - , ' n r  * 

hm+l 
F ('~+') (x, y) 

(m + 1)! zm+l 

~n+l 
F (~+~) (z, y). 

( n  + 1 ) !  ~"+' 

Par  cons4quent il vient d'apr~s (24) et  (25), en posant:  

(26) s =  5, E o . , . ( ~ , u , h , k ) - - ~ Z o . , o ( ~ , u , h , o ) - - Z O o ,  n (X, u, o, k). 

(27) 
+oo+~hm k~ .~ m oo n 

m !  n ! - ~  / T i n !  ~ n  1 n :  v 

L'accent dont  est affect6 dans le second membre de (27) le symbole de la double 

sommation indique que l 'on exclut de celh-ci le terme correspondant ~ la combinaison 

m = n = 0 ice terme 6tant 6gal ~ F(x, y)). 
D'autre part  S est 6gale ~: 

A~ Au/(z ,  u) 

/ ~tant d~finie par une expression teUe que (4), ou l'expression 6q~valente (4"). 

Sous eette derni~re forme le calcul est tr~a facile. On a iei: 

g = h ~v~ (x, u) + kF~,(z, y; 
&off d'apr6s (4") : 

x - -a  y - b  x.--a y -b  

/(x,y) = f $"~(x--t,b)dt + f F'u(a,y--v)dv + 2f f P;;(~-t,u-~)dtg~ 
0 0 0 0 

ce qui donne: 
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] = 2 F (x, y) - -  F (x, b) - -  F (a, y) 

d'oil l 'on tire:  

Ax Au / (x, y) = 2 Az Au F (x, y). 

Par cons4quent la valeur de S (formule (27)) est donnfie par :  

S = 2 A ~ A u F = 2 [ F ( x + h , y + k ) - - F ( x + h , y ) - - F ( x , y + k ) + P ( x , y ) ]  

OU : 

�89 S = [~' (x + h, y + k) - -  ~' (x, y)] - -  [F (x + h, y) - -  F (x, y)] - -  [F (x, y + k) - -  ~ (x, y)] 

ce qui est bien conforme ~ un r4sultat classique. 

COMPLEMENT AU CHAPITRE I. 

D 6 v e l o p p e m e n t  T a y l o r i e n  d ' u n e  f o n c t i o n  d o n n ~ e .  

1 ~ Dans le chapitre I nous sommes partis d 'une fonction g(x, h ) d e s  deux 

variables x et h, holomorphe au voisinage de x = a, h = 0 et nulle pour h nul. 

A part ir  de g nous avons form6 un d6veloppement en s6rie: 

+ ~  

(1) ~ 0~ (x, h) avec go = g 

et nous avons montrd que ce ddveloppement (1) ~tait dgal ~ l'accroissement de la 

foncVion: 

(2) g ( a , x - - a )  + f g'~(x--t, t)dt: 
0 

d'ail]eurs (2) est dgale au ddveloppement: 

(3) 50m (a, :r - -  a). 
0 

Nous dirons que les series (1) et (3) consti tuent un d~veloppement Taylorien de 

l'accroissement de la fonetion (2) et un d6veloppement Taylorien de cette fonction 

eUe-m~me. 

5Tous allons maintenant  6tudier le probleme inverse: 

Soit une /onction donn& /(x), holomorphe clans un ce~'cle C de centre a et de 

rayon R. Proposons nous de mettre cette /onction sous la /orme d'un ddvelappement du 

type (3). Tous les  ddveloppements ainsi obtenus pour / et dont nous m~ntrerons qu'ils 

sont en nombre in/ini seront dits des ddvelo~pements TayIoriens de cette [onetion. 
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D'apr~s ce que nous venons de rappeler le probl~me revient h d~terminer routes 

les fonctions g (x, h) relies que: 

(4) g (a, x --  a) + f g~ (x --  t, t) d t = / (x) --  / (a). 
0 

Nous allons montrer que ce probleme revient d Ia rdsolution d'une dquation inM- 

grale d'un type dassique (dquation de Volterra). 

Posons : 
x = a + s .  

L'6quat ion (4) s'6crira: 

(5) g(a, s) + /g '~ (a  + s - - t ,  t )dt  = / ( a  + s ) - - / (a ) .  
0 

Donnons nous maintenant d'une fagon arbitraire une fonction K(s ,  t) des deux 

variables indapendantes s e t  t, holomorphe dans le domaine constitu~ par l'ensemble 

de deux cercles C et C' des plans complexes (s) et (t), les rayons de ces cereles 

fitant respectivement ~gaux h R et R'. 

Consid~rons l'~quation intdgrale de Volterra: 

# 

(6) u (87 --  f K (s, t) u (t) d t = / (a + s) - -  ] (a) 
0 

qui admet toujours une solution et une seule en u. Remarquons que: 

(7) u (o) = o 

u(s) fitant alors definie par (6) cherchons les fonctions .g(x, h) tel les  que l'on air 

simultan#ment : 

(8) 

(9) 

On a d'aprgs (87: 

(lo) 

g'~(a + s - - t ,  t) = - - K ( s ,  t ) . u ( t )  

g (a, s) = u (s). 

# 

g(a + s - t ,  t) = --u(t)  f K(a, t)da + v,)(t). 
0 

Je fais s = t dans (10). D'apr~s (9) on doit avoir: 

t 

(117 u (t) = - -  u (t 7 f K (a, t 7 da + ~o (t7 
0 

d'oh l'on tire immddiatement ~(t) et (10) devient: 
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(12) 

Posons alors : 

(13) 

On a d'ailleurs: 

$ 

9(a + s - - t , t )  = u(t) f K ( a ,  t) da + u(t) 
t 

x - -a+h  

a (x, h) = - u (h) f K (a, h) d a + u(h). 
h 

g ( x ,  o) = u(O) = o 

et la fonction g d6finie par (13) peut  6tre eonsid6rfe comme la solution g6nfrale de 

(3) qui dfpend donc d'une fagon simple d'une fonction arbitraire K (s, t). 

On aura donc pour la fonction donnde ] (x) le d6veloppement: 

(14) [ (x) - -  I (a) = ~ gm (a, x --  a) 
o 

la fonction g(x, h)=go (x, h) 6tant donnfe par la relation (13) ou u est la solution 

de l'6quation int6grale (6). 

2 ~ Un cas particulier int6ressant est celui oh g (x, h) se pr6sente sous la forme 

du produit d'une fonction de x seul par une fonction de h seul. Cherchons h deter- 

miner comment i[ faut  prendre le noyau K (s, t) pour qu'il en soit ainsi, a 6rant 

toujours d6finie par la relation (13). 

On doit donc avoir: 

x - a + h  

~(h)[i- f K(~,h)e~] 
h 

d'ofi : 

= a ~ ( x ) v ( h )  

x - a + h  

f . ,v (h) 1--  K (a,h)da = ~ ( x ) ~ )  
h 

= �9 (x) v l  (h). 

Si nous raisons x = a dans l'identit6 pr6e6dente, nous trouvons 

1 = �9 (a) vl  (h) 

donc vl (h) se r6duit ~ une constante et par cons6quent l'int6grale: 

x - a + h  

(15) f K (a,h)cla 
h 

doit d6pendre de x seulement. ]~crivons que la d6riv6e de (15) par rapport ~ h e s t  

identiquement nuUe. I1 vient: 
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O U  : 

z - a + h  

K ( x - - a + h , h ) - - K { h , h ) +  f K ' a { a , h ) d a = O  
h 

x - a + h  

f [K;{a, h) +/{~a, h ) ] d a  = 0 
h 

d'oll  en  r e v e n a n t  a u x  no ta t ions  s e t  t pour tes va r iab les :  

06) 

il en  r~sulte i m m ~ d i a t e m e n t  

p e u t  ~crire : 

(17) 

lIj (s, t) + x i  is, t) = o 

que K (s, t) es t  fonct ion  de s - - t  seulement ,  e t  l 'on  

K i s ,  t) = F ' i s - - t )  

la fonct ion u est  donn6e p a r  l '6quat ion  intdgrale:  

0s) 

el l 'on  a :  

et  enfin : 

$ 

u is) - f F is - t) u it) d t = / (a + s )  - -  / i a)  
0 

x - a + h  

f K ( a ,  fOda = F ( x - - a ) - - F ( O )  
h 

(19) g i  x, h) = u (h) [1 + F (0) - -  F (x - -  a)]. 

R e m a r q ~ e  : Si nous posons : 

I "  (a + s - -  t) d 'oh  : F (s - -  t) F" ( s - -  t) = - -  - /" (a) 
t' (a + s - - t )  

]" (a) 

l '6quat ion  int6grale co r respondan te  es t :  

$ 

l l " ( a  + s - t )  u (s) + . ]  -]7 (a) u (t) d t = / (a + s) - -  ] (a) 
0 

a d m e t  pour  solut ion:  

u (s) = / '  (a)" s 

comme on le vdrifie immddia t emen t .  D ' a u t r e  p a r t :  

/ '  (z) 
F ( o )  = - 1 ; F ( x - a )  = - ] ,  ( a )  

et  d 'apr~s  (19) il v ien t  dans  le cas par t icul ier  ac tue l :  
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g (x, h) = h./" (x) 

et le d4veloppement correspondant : 

qui coincide avec le d~veloppement classique de Taylor de la fonction holomorphe 

donn~e f (x) ,  nous fournit, d'apr~s les g~n~ralit~s qui precedent la valeur de t'accrois- 

sement c~e ] (x). La th~or~e g~n~rale expos~e ci-dessus permet done bien de retrouver 

t'~none~ d~ th~or~me ctassique de Taylor ~ tit-re de cas tr~s particulier. 

Conclusion. 

On pourrait r~sumer ainsi les idles d~velopp~es dans ee m~moire: 

Soit un processus de r~solution par approximation successives de l'~quation aux 

d~riv~es partielles: 

03g 03'q 0. (E) 
OxOh Oh 2 

Supposons que la solution obtenue s'annule avee h. Cette solution, qu'on peut 

toujours concevoir comme mise sous la forme d'une s6rie convergente 

~: g. (x, h) (F) 

est ~gale ~ un accroissement de fonction, soit: 

t (x + h) - t (~). 

Si le processus d'approximation consid6r~ permet d'obtenir (moyennant des condi- 

tions de r~gularit~ eonvenables) toutes les solutions de (E )qu i  s'annulent avec h, 

solutions qui sont des accroissements de fonctions, nous dirons que les d~veloppe- 

ments correspondants (F) sont des d~veloppements de Taylor. 

Les d~veloppements donn~s duns la premiere partie de ce m~moire constituent 

une classe sp~ciale de d~veloppements tayloriens, au sens d~fini ci-dessus. 

Nous nous proposons de revenir ult~rieurement sur cette question. 

Le present travail est le d~veloppement de trois notes aux Comptes rendus de 

l'Acad~mie des Sciences de Paris (7 Juillet, 1947, 18 Aofit 1947, 30 Aofit 1948). 


