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Einleitung.

Ein Finslerscher Raum ist ein n-dimensionaler Punktraum, der auf die Koordi-

naten z!, 2% ..., " bezogen ist, und in dem durch ein Bogenelement von der Form:
(1) ds=F*(zt, 2% ..., 2", da', d2?, ..., dx")
eine Metrik eingefiithrt ist. Von der Funktion F*(z!, 2% ..., 2", da', ..., dz") soll,

wie es gewohnlich geschieht, angenommen werden, dass es in den d#' positiv homogen

von erster Dimension ist. Es besteht also
(1a) F* (&, pda') =9 F* («, d '), (0>>0).
Mit Hilfe von (1) kann man die Lénge einer Kurve
o =a(t) (r=1,2,...,m)
zwischen den Parameterwerten i;, f, wegen (1 a) durch das Integral
t, i
(2) S1a= flfF* (= @), # () dt, @ = %

bestimmen. s;, ist wegen der Homogenitit von F* von der Wahl des Parameters ¢

unabhingig.

Im folgenden werden wir einen Punkt (2!, 22 ..., 2") kurz mit &’ bezeichnen;
entsprechend bedeutet da die n Koordinatendifferentiale da', da?, ..., da"; & die
n Grossen (2%, #%, ..., 2") usw.

Wie es in der Cartanschen Theorie der Finslerschen Réume gebriuchlich ist,

erweitern wir den n-dimensionalen Punktraum mit dem Grundelement & zu einer
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(2 n — 1)-dimensionalen Linienelementmannigfaltigkeit, indem wir zu jedem Punkt z’
simtliche hindurchgehende orientierte Richtungen @' hinzunehmen. Bei den #' kommt
es selbstverstindlich nur auf ihr Verhiltnis an. Damit ist das Grundelement des

Finslerschen Raumes das Linienclement (2, #') geworden, und eine Kurve
= (1), (r=1,2,..., n)
in diesem erweiterten Raum ist die Mannigfaltigkeit threr Linienelemente:

dz

('), 2 W), =

In einem Linienelement (', &) konnen natiirlich nicht simtliche #' verschwinden.

Der Finslersche Raum kann also als eine metrisierte Linienelementmannigfaltig-
keit betrachtet werden. Die den Finslerschen Raum charakterisierenden Grossen, die
Tensoren und die Skalaren des Raumes, sind also Funktionen von (2, #'). Sie sind
in den #' homogen nullten Grades, und man kann sie aus der Funktion des Bogen-
elements F*(z', #') ableiten. Eben wegen dieser Eigenschaft nennen wir die Funk-
tion F* (', #') Grundfunktion des Finslerschen Raumes.

Zu jedem Linienelement (', #') des Finslerschen Raumes werden wir in ein-
eindeutiger Weise ein Hyperflichenelement (z', 1;) eines Cartanschen Raumes zu-
ordnen. Das , Hyperflichenelement besteht aus einem Punkt 2' und aus » nicht
smtlich verschwindenden Zahlen u;, die die Normalenrichtung eines gerichteten
Hyperflichenstiickes -iurch den Punkt 2' bestimmen. Ein Hyperflichenelementraum
(@', w;) nennt man Cartanschen Raum, falls in ihm durch eine Funktion von der Form:
(3) dO:]L(ﬂ'ui) dat dat ... da™

n
das Oberflichenelement angegeben ist. Die Funktion F (2, w;)® sell in den w; positiv

homogen von erster Dimension sein; man hat also
(3 2) F@, om)=oF (&, p),  (0>0).

Ein Hyperflichenelementraum («', 1) ist von (2n—1) Dimension; denn die u; kann
man mit einem willkiirlichen positiven Faktor multiplizieren. (z', o 4;) bestimmt also
eben dasselbe Hyperflichenelement wie (2, w).

Die Oberfliche einer Hyperfliche

1 Wir werden im folgenden konsequent fiir die Grissen des Finslerschen Raumes das " be-
nutzen, wahrend die Gréssen des Cartanschen Raumes einfach durch die gewéhnlichen Buchstaben
bezeichnet werden,
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=2ttt (1=1,2, ..., n)
kann man mittels (3) in der Form

0= F @, p)dv', do* ... dv""
n-1

bestimmen, wo die px gewisse Unterdeterminanten bedeuten, die man auf folgender

Weise bilden kann: aus der Matrix

d ! o dz"

d vt d vt
dat - dat
dvn -1 d vn -1

lassen wir die k-te Spalte weg und bilden dann die Determinante:

i (¢=1,2,...,(k—1), (k+1),...,n)

s=1,2, ..., (n—1)

dx

Dy = dx’

Es wird denn
pre={(—1)*"1D,.

Die Tensoren und Skalaren eines Cartanschen Raumes sind durch die Grund-
funktion F (' p;) bestimmt; sie sind in den g homogen von nullter Dimension.

Die Grundelemente und die Grundfunktionen eincs Finslerschen und eines Car-
tanschen Raumes zeigen gewissermassen einen &hnlichen Charakter, sogar ihre Funda-
mentaltensoren — wie z. B. den metrischen Grundtensor gz, den Torsionstensor
Aux, den Riemannschen Kriimmungstensor K/, beider Rdume — kann man einander
zuordnen. Wie schon erwahnt, werden wir nur die Grundelemente der Cartanschen
und die des Finslerschen Raumes in ein-eindeutiger Weise einander zuordnen und
dann untersuchen, wie die Fundamentaltensoren der beiden Geometrien zusammen-
hangen. Es wird sich zeigen, dass nur diejenige Zuordnung eine geometrische Re-
alitit hat, die schon, vorher durch L. Berwald benutzt wurde.?

Berwald hat angenommen, dass der Tensor 4' des Cartanschen Raumes identisch
verschwindet., Wir werden diese Bedingung von der Form der Zuordnung der Linien-
elemente zu den Hyperflichenelementen ableiten konnen.

In § 1. stellen wir die Grundtensoren des Cartanschen Raumes, sowie die des
Finslerschen Raumes zusammen. In §. 2. geben wir die Zuordnung der Hyper-
flichenelemente zu den Linienelementen des Finslerschen Raumes an, und zeigen die

2 Vgl. L. BErwarp, Uber Finslersche und Cartansche Geom. II. Compositio math. 7. (1940)
8. 141—176.
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Identitit der metrischen Grundtensoren beider Rdume in den miteinander korres-
pondierenden Grundelementen. In §. 3. untersuchen wir die Torsionstensoren, und
zeigen, dass bel der Zuordnung (2.1) und (2.3) die Vektoren A’, A* identisch ver-
schwinden.

In den zwei letzten Paragraphen zeigen wir mit Hilfe des oskulierenden Rie-
mannschen Raumes die Identitit der Kriimmungstensoren und der invarianten

Differentiale der Cartanschen und der Finslerschen Geometrien.

§ 1. Grundtensoren des Finslerschen und des Cartanschen Raumes.

Die Grundelemente des Finslerschen bzw. die des Cartanschen Raumes, also die

Linienelemente bzw. die Hyperflichenelemente werden wir durch 2% Gréssen

(@, &)= 2% ..., 2", &, &% ..., &")

bzw. s . ,
;/ui)z(x’w:"-yx > M1y Has - - v lun)

angeben. Dabei kommt es bei den #' sowie auch bei den w nur auf das Verhiltnis
dieser Gréssen an. Somit sind beide Riume (2 n—1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten.

Bei einer Koordinatentransformation :

transformieren sich die # wie kontravariante Vektoren, die u; aber wie kovariante
Vektordichten vom. Gewicht —1. Die Gréssen yu; bestimmen im wesentlichen die
Normalenrichtung des Hyperflichenelements (2, u;). Das kommt in der Gleichung

widat=03

zum Ausdruck, wo die d#' die Tangentenrichtungen des Hyperflichenelements be-
stimmen.

Die #' und die w; unterscheiden sich wesentlich voneinander; indem die u; Vek-
tordichten vom Gewicht —1 sind. Diesen Unterschied wollen wir spiter noch be-
achten.

Die Metrik in beiden Riumen ist durch die metrischen Grundtensoren g;; (2", &)
bzw. ¢7(z', pr) bestimmt. Der metrische Grundtensor ¢ (¢, ") des Finslerschen

Raumes lasst sich von einer Fundamentalfunktion F* (2!, #') ableiten. Es ist:

3 Auf zweimal vorkommende Indizes soll, wie es in der Tensorrechnung iiblich ist, stets sum-
miert werden. Selbstverstindlich bezieht sich diese Festsetzung nicht auf Indizes, die voneinander
getrennt sind. (2%, #') bedeutet also z. B. die 2n Grossen @, 2%, ..., x", @Y @t ..., &)
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* 182F*2 (xr, xr)
(1.1) Gie= g Tasioak

Dabei ist die Fundamentalfunktion F* (z’, ') homogen von erster Dimension in den &'.
Der metrische Grundtensor ¢'* (2", u,) des Cartanschen Raumes hingt mit der Funda-
mentalfunktion F («", 4r) durch die Formel

e 1 -1 R, w)
2 ik . = nll L \TO
(1.2) ‘ g QA 0 1y 0 pig

zusammen, wo 4 die Determinante mit den Elementen

: ’*F oF o F
a¥=F + — —
Opn Oty O pin Oty
bedeutet. F(z, ur) ist in den g, homogen von erster Dimension.
Im folgenden werden fiir uns die Torsionstensoren und die Riemannschen Kriim-
mungstensoren von Bedentung sein. Der Torsionstensor des Finslerschen Raumes

hat die Form:

(1.3) Agji (2, &)= F* Clye,
wo

1 0g;

* ¢ty - VY

(14) Cz]k (x , & ) 2 axk

ist. Auf Grund der Gleichung (1.1) ist (i symmetrisch in jedem seiner Indizes. Der

Torsionstensor des Cartanschen Raumes hat die Form:

i F
(1.5) A (& )= 1 O,
wo g die Determinante
(1.6) 11 -+ - Jin
. g =1.0..uou..
Jn1 . Jan
und CY* die Grosse:
B 1 agii
11k= =
(1.7) C 2 o

bedeuten. A4”* und C”* sind nach (1.5), (1.7) in Beachtung der Gleichung (1.2)
symmetrisch in ¢ und 7.

Die metrischen Grundtensoren beider Rdume kann man durch die kovarianten,
sowie auch durch die kontravarianten Komponenten bestimmen. Diese hiingen mit-
einander durch die Gleichungen
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(1.8) a; ¢ =0F, gy g*=0
zusammen. O bedeutet dabei das Kroneckersche Symbol. Mit g;; bzw. gy kann man

wegen (1.8) die Indizes der Tensoren in beiden Rdumen herauf- und herabziehen. Z. B.:
Tij — gjs TiS , T:’;k . g*ks T:k]s )

Durch Verjiingung erhilt man von den Torsionstensoren (1.3) und (1.5) die

Vektoren:
*® 17 log Vg‘*
9 R 8
(1 ) A k a i‘l
wo ¢* die Determinante: N
i d11 - Jin
(1.10) g (2, &)= e I
gn1 - Gnn
bedeutet; und im Cartanschen Raum
1
afi
(1.11) . . V
gy - —p V0.
o
In den Riumen, wo
(1.12) A7 =0, oder A'=0

besteht, existiert ein von der Richtung 2, bzw. von den Hyperflichenelementen
4 unabhiingiges Inhaltsmass. Es ist namlich in diesem Fall nach (1.9), (1.11) Vg*

bzw. Vg von & bzw. von p; unabhéngig. In den Fillen
AF A0, und A0

kann man dagegen den Rauminhalt eines Bereiches nur in Bezug auf ein Feld von
Linienelementen bzw. Hyperflichenelementen definieren.
Der Einheitsvektor 1m Finslerschen Raum, der dieselbe Richtung wie sein

Linienelement besitzt, hat

.1 *
(1.13) pro ® oF

= bzw. I = o
zu kontravarianten bzw. zu kovarianten Komponenten. Der Normaleinheitsvektor
des Hyperilichenelements (2, 1) hat die folgenden kontravarianten, bzw. kovarianten

Komponenten: -
) 1 oF
(1.14) S T A K?m.
Vg ou F
Tiberschiebungen mit den Vektoren I* oder [ pflegt man stets durch eine Null

zu bezeichnen, z. B.: N .
Kk i ij
Qijo:Qijk'l . Pla:P” lj.
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Wegen der Homogenitat nullter Dimension der metrischen Grundtensoren in den
&' bzw. w;, ergibt sich nach (1.3), (1.4), bzw. (1.5), (1.7):

(1.15) Ao =0, A7 =0,

. . * . . . .
Wegen der Symmetrie des Torsionstensors A in allen ihren Indizes wird nach

(1.15) * * *
A4ojk = Ajok = Ajlca =0.

Im Cartanschen Raum hat man aber:

(1.16 a; A% = A% = 4¥,

(1.16 b) Aot = Ap' =1 A

Die Gleichungen (1.16a) und (1.16 b) kann man sofort bestitigen, wenn man den

Tensor A”* in expliziter Form berechnet, und die Homogenitit von erster Dimension
in den p; der Grundfunktion F (z', ;) beachtet. Es ist:

) g F o* K
1.17 L | e e
( ) g 49" 0w 8 u; 0k
Wir wollen noch in diesem §. die Form des Riemannschen Kriimmungstensors
angeben., :

Bezeichnen wir die ,,Ubertragungsparameter, die im Ausdruck des invarianten
() )
Differentials auftreten, durch 17 * bzw. im Cartanschen Raum durch I7,. Der
Riemannsche Kriimmungstensor des Finslerschen Raumes ist dann:

(%) %5 (*)*]‘ s (*)*j (*)*j s
(118) RYy= Lt 8D 0G (‘?Iz_z _oLvi e
: PRy o4 o4 oa* 2% oz

* * * * * *
“*‘]’1 sk stx*ﬂ sl rsjk+A1ja Roskl-

In der Aquivalenztheorie der affinzusammenhingenden Linienelementmannigfal-
tigkeiten bekommt man noch neben Ry, den Hauptkriimmungstensor 777, . Dieser
hat im Finslerschen Raum die Form:

(1.19) T4 =R — A" Ry Y.

(Der Name: ,Hauptkriimmungstensor’* stammt von Q. Varga.)

. . . . o e *
4 Man pflegt in der Literatur der Finslerschen Réume diese Gréssen einfach durch r 1 7 Kk Zu
(»),
bezeichnen. Wir bezeichnen im folgenden diese Giréssen stets durch [ d x um sie von den analogen

Grossen der Cartanschen Réume unterscheiden zu kénnen.
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Der Kriimmungstensor im Cartanschen Raum ist:

S P - R | |
(1.20) Ri]k1=§glk’ +F?]k|l I'io— 871;"7[ - I | Ty + F;kskpzjz—F:st:]k'
wo das Symbol [|° Ableitung nach u, und Multiplikation mit V bedeutet. Es ist
g
also z. B
i 111 ijc
Kl = 1O,
Vg 0s

Der Tensor R/y im Cartanschen Raum (die Bezeichnung stammt von L. Berwald)
ist das Analogon zu dem Hauptkriimmungstensor (1.19) des Finslerschen Raumes.

Der Riemannsche Kriimmungstensor des Cartanschen Raumes ist:
(1.21) Rl =R/ — A" Reorr .

Fiir die vollstindige Entwicklung der Theorie der Finslerschen und Cartanschen
Raume vgl. [1], [3], [4]. Vgl. das Schriftenverzeichnis am Ende.

§ 2. Zuordnung der Grundelemente des Finslerschen und des Cartanschen
Raumes.

Bezeichnen wir ein Linienelement des Finslerschen Raumes durch (2, &'); zu
diesem Linienelement wollen wir ein Hyperflichenelement (z', 1;) eines Cartanschen
Raumes durch die Gleichungen;

1 N
—— gix (@, &) &

M Y @.9)

zuordnen.® Auf beiden Seite von (2.1) hat man eine kovariante Vektordichte vom

(2.1)

Gewicht —1; denn Vg ist eine Skalarendichte vom Gewicht 1.
7Zu dem Hyperflichenelement (z, u) des Cartanschen Raumes ordnen wir nun das

Linienelement (z, #) durch folgende Gleichungen zu:

(2.2) #=Vg (@ p1) g™ (@ ) p-

Wir fordern nun, dass die Zuordnung (2.1) und (2.2) ein-eindeutig sei; d. h. ist
zum Linienelement (z, #) durch (2.1) das Hyperflichenelement (x, ) zugeordnet, dann
soll zu (x, u) durch (2.2) eben (z, &) zugeordnet sein. Das bedeutet die Giiltigkeit

der Relation 4
# = &,

5 Wo kein Missverstindnis vorhanden sein kann, wollen wir fir (&', ') einfach nur (Z, &)

schreiben.
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Statt (2.2) bekommt man also

(2.3) &= Vg (@, n) g™ (@, 1) .

Substituiert man 2 von der Gleichung (2.3) in (2.1) so bekommt man die
Identitiit:

V €, r ~ rs
(2.4) = - *L(f‘) = gk (07, Vad™ pus) ¢ s
Vo @ Vag™ w)

wo die Grossen g, ¢"° Funktionen von (z, u) sind. Diese Identitit wird erfiillt, wenn

(2.5) g;“k (7, VEJ g 1hs) gkt (z, [u):ég

besteht, wo
. [ 1, fliri=1¢

&; .
| 0, fiir ¢ 4 ¢

ist. Nach Uberschiebung von (2.5) mit gy, (x, u) wird wegen (1.8) in Beachtung
von (2.3):

oder ausfithrlich:
(2.6 a) a5 (@, Vo @, 1) 07 (@, 1) ps) = g5 (2, o).

Uberschieben wir aber (2.5) mit ¢** (a7, Vg ¢"* us) so wird wieder wegen (1.8) und (2.3):

(2.6b) ¢ @V 1) 07 (2, ) )= 0™ (@, 1)
bzw.
(2.6 ¢) 9" (2, B)=9"" (2, p).

Die Gleichungen (2.6)—(2.6¢) driicken aus, dass die metrische Grundtensoren
beider Raume in den entsprechenden Grundelementen — die also durch (2.1) und
(2.3) einander zugeordnet sind — {iibereinstimmen. Daraus folgt aber auch, dass
(2.7) gz, 1)=0" (', Va (=, 1) & (x, 1) us)
bzw
(2.7 a) g* (x, &) =g (z, u)

giltig ist; (2.4) gibt also richtig eine Identitit.
Aus den Gleichungen (2.6 a), (2.6 b) und (2.7) ergibt sich nach (2.1), baw. (2.3}

* 1 *
2.8 a gi; (x, % —gi~(oc’, =gy (x, %) 2°|>
(2.81) o) (3 e ) )

23 — 523804, Acta mathematica. 88. Imprimé le 17 décembre 1952.
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(2.8 b) g (x, &)= g™ (xr, Vg:%;*x) grs (@, @) is)’
und

: * ) S AN B
(2.9) g (x, ¥)=g (w ’Vg;’r(}c, ) grs (@, &) & )

Durch die Gleichungen (2.1) und (2.2) — bzw. statt (2.2) die Gleichung (2.3) —
werden die Grundelemente des Finslerschen und des Cartanschen Raumes einander
zugeordnet. Die Annahme, dass die metrischen Grundtensoren g (z, &) und g, (2; u)
in entsprechenden Elementen beider Riume einander gleich sind, ergibt das Resultat,
dass die Zuordnung, die durch (2.1), (2.3) festgelegt ist, ein-eindeutig ist.

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir noch die Identitit der Fundamen-
talfunktionen in einander entsprechenden Grundelementen (z, #)<—(z, u) beweisen.
Nach (1.2) und (1.6) bekommt man durch eine elementare Rechnung® auf Grund der

Homogenitit ersten Grades in den w; von F (x, p):

F* (2, 1) =g (2, 1) 0" (2, 1) o pie -
Nach (2.1) wird dann:

€T, u . * oy 2k T
F* (x, u) = gi(@fgg')' 0" (@, 1) gor (2, &) g2y (z, &) & &7

Beachten wir nun.(2.8 a), dann wird in Hinsicht auf (2.1):

2 . _(](CB,’JLLi) * PRy ARy
F? (2, u)= o (2, ) Gir (x, ) 2% &".

Nach (2.7) wird wegen (1.1) und wegen der Homogenitit ersten Grades von F* (, %)

in den 2'

(2.10) F(z, u)=F* (2, %)

w. %z b. w.

§ 3. Untersuchung der Torsionstensoren A4, und A,,.

In diesem § wollen wir vor allem die Identitdt der Vektoren I* und I' beweisen;
dann zeigen wir, dass A* = A'=0 besteht und endlich untersuchen wir die Torsions-
tensoren A:k und A47*,

Die Gleichung (2.1) lisst sich nach (1.13) und (1.14) in der Form:

6 Vgl (1].
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Py, _ i*(_ﬁx—'),gfk (@, &) I**
Vg (@, 1) Vg (x, £)
schreiben. Beachten wir jetzt die Identitit
Zi* = g;c I

und -die Gleichungen (2.10) und (2.7 a), so folgt

(3.1) Li=1.

357

(3.1) driickt aus, dass der Normaleinheitsvektor /; des Cartanschen Raumes mit dem

Einheitsvektor I des Finslerschen Raumes in entsprechenden Grundelementen iden-

tisch ist. Wegen (2.6 ¢) ist auch
(3.2) =1+,

Bestimmen wir jetzt die kontravarianten Komponenten des Vektors ' von der
Gleichung (2.10). Nach (1.14) bekommt man durch Ableitung nach g von (2.10)

a F* . i
(3.3) po 1o @) od
l/g (.’C, 1“) o 4 Hr
wobel E%x noch aus (2.3) zu bestimmen ist. Nach (2.3) wird:
Ui

o' 4V, gt
—— is 1 g i
= wf*gg' [uﬁ-l/g f,us+Vggk.

3.4 -
34 Ope Quy & 1

Die Argumente von ¢ und die ¢ sind natiirlich (27, u,). Beachten wir jetzt, dass

nach (1.11)
o E 1 8
2 (Vo) o
und nach (1.5), (1.7) und (1.14)

i

g -
o Uk

[a}}
@

Aiak _ ‘4isk Zs —_ Us

[Nl

besteht, so bekommt man aus (3.4)

a4 g

5
(3:5) ouy F

A* " s —2 Vg A% + Vg g*.
Man hat noch

i

gis [ = E*l
Hs l/g ’

somit wird aus (3.5) in Beachtung der Gleichung (1.16 a)
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(3.6) '. = Vg (4" —g*).

Setzen wir nun (3.6) in (3.3) ein, so wird in Hinsicht auf (2.6 ¢)
lk=l*k_z* Aiolc.
Diese Gleichung gibt dann nach (8.1), (3.2) und (1.16a)

(3.7) ar= T o0
g'® 0 Uk

Die Gleichung (3.6) reduziert sich wegen (1.16 a) und (3.7) auf

o

g — V ik,
0 Wi 99

(3.8)

Mit Hilfe der Gleichung (2.7a) kénnen wir sofort beweisen, dass auch der Tensor

A] des TFinslerschen Raumes verschwindet. Nach (2.7 a) ist nimlich:

09" (x,3) _ 89 Ok

e dup o
8/1)6

wo ——;
0%

; nach (2.1) zu berechnen ist. Diese Gleichung gibt aber, auf Grund von (3.7)

in Hinsicht auf die Gleichung (1.9):

1 F* 04"
Al =0
29 02

(3.9)

Die Gleichungen (3.7) (3.9) bedeuten geometrisch, dass in diejenigen Cartanschen
und Finslerschen Rdumen, deren Grundelemente (x, u) und (x, £) mit der im § 2. ange-
gebenen Methode zueinander geordnet werden kimmen, ein Rauminhalt von der Form

V=fVédm1 dz®...d2"

e
bzw.

V= [V*dat da® ... da"
o)
existiert. (Vgl. die Arbeit [2]. § 1.)
Die metrische Dualitdt von Cartanschen und Finslerschen Réumen, fiir die
A*=0 besteht, wurde von L. Berwald untersucht.” Die Zuordnung der Hyperflichen-

elemente hat Berwald durch

. ¥

b= = ll - Ai ,
Vs ( )

&

7 Vgl. [2] S. 148—150.
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oder wegen A'=0, durch
= .vF [
Vg

angegeben. Bei dieser Zuordnung, die von der unsrigen etwas verschieden ist, konnte

.’.E.i

auch er die Identitdt der metrischen und der Einheitsvektoren erweisen. Berwald
hat dabei die Annahme A*=0 gemacht, die wir aus anderen Forderungen ableiten
konnten.
Wir werden noch in diesem §. die Identitiit der Torsionstensoren A und Ay
in entsprechenden Grundelementen zeigen. Differentiert man (2.6 ¢}, so wird wegen (3.8):
g™ B PY i,

Al

Nach (1.5) und (1.7) bekommt man aus dieser Gleichung:

*pi
(310) Apt6= _ g%g_ g*rs
Nun ist wegen (1.8) und (1.4)

1 .og™ 18 gps

Te% ey Taes ! 0
die nach Uberschiebung mit ¢***
15 ®kt
_Ltog — (R
2 94" §

ergibt. Diese Identitit gibt mit den Gleichungen (3.10), (2.6 ¢), (2.10) und (1.3) zu-

sammen
4Pt — g*pts
w.z. b.w.

Wir kénnen also behaupten: die Torsionstensoren der dualen Finslerschen wund
Cartanschen Riume stimmen tn thren einander entsprechenden Grundelementen tiberein.
Unter dualen Raume verstehen wir dabei diejenigen Finslerschen und Cartan-
gchen Rdume, deren Grundelemente (2, #) und (2, ) durch (2.1) und (2.3) einander

zugeordnet sind.

§ 4. Der oskulierende Riemannsche Raum.
In einem Finslerschen Raum hat Heir O. Varga zu einer Linienelementfolge
(4.1a) o =d (1)

(4.1b) =2 (1)
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einen sogenannten oskulierenden Riemannschen Raum konstruiert®, und mit Hilfe des
oskulierenden Raumes konnte er das invariante Differential im Finslerschen Raum
definieren. Im folgenden zeigen wir der bequemeren Lesbarkeit halber, vor allem
die Konstruktion des oskulierenden Riemannschen Raumes; nachher wollen wir auf
Grund von (2.1) auch zu dem Cartanschen Raum einen oskulierenden Riemannschen
Raum konstruieren und zeigen, dass der oskulierende Riemannsche Raum mit dem
des Finslerschen Raumes itibereinstimmt. Wir behaupten also:

Der oskulierende Riemannsche Raum eines Cartanschen Raumes ist mit dem des
dualen Finslerschen Rawmes identisch.

Mit Hilfe des gemeinsamen oskulierenden Riemannschen Raumes werden wir die
Kriimmungstensoren und die invarianten Differentiale des Cartanschen und des Fins-
lerschen Raumes leicht untersuchen koénnen.

Legen wir durch jedes Linienelement (z'(f), #' (f)) der Folge (4.1) eine Extremale

des Variationsproblems
B
0s= /F (z(r),dr)dr

hindurch. Somit haben wir eine einparametrige Schar von Extremalen erhalten, die
einen gewissen Punktbereich B des n-dimensionalen Punktraumes &' schlicht bedecken.
Wihlen wir jetzt auf allen Extremalen die Bogenlinge

5= [F (x (@), gﬁi)dr

o

als Parameter, dann konnen wir den Tangentenvektor der Extremalen in Bezug auf
diesen Parameter bestimmen. Es lisst sich also zu jedem Punkt #' von B eindeutig
eine Richtung # zuordnen, namlich die Richtung des Tangentenvektors der durch

# gehenden Extremale. Es ist somit
(4.2) =7 (2t 2% ..., 2").
Wir wollen die Linienelemente (4.1b) gleich so gewihlt denken, dass die #' (¢) mit

den Ableitungen der Extremalen nach der Bogenlinge s zusammenfallen. Das ergibt
die Identitiiten:

(4.3) # ()= (21 @), 22 @), ..., 2" ().

Substituieren wir nun 7' =+ (z) in den metrischen Grundtensor g (z, %) des

Finslerschen Raumes, dann kénnen wir die Funktionen :

8 Vgl [5], § 2.
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(4.4) yie (@) =g (@, 7 @), ¥ (@)=g"" (&, r @)
als metrischen Grundtensor eines Riemannschen Raumes in 8B betrachten. Dieser
Riemannsche Raum ist der langs (4.1) oskulierende Riemannsche Raum.

Es sei noch folgende wichtige Eigenschaft des Feldvektors #* hervorgehoben: lings
(4.1) bestehen identisch die Relationen®

or ©
(4.5) L D =0,

Zl

@
wo die }g' 1 die Christoffelschen Symbole des Tensors y,-*k (z) bedeuten. Es ist

@, wis B
(4.6 a) Iy =y™ Iea
mit . . .
@ 1{O%ks Oy 0 yu
(4:6 b) stl (J/') = é (_é?’ + ’5;)«: - 78 Zs .

Jetzt gehen wir zur Konstruktion des oskulierenden Riemannschen Raumes der
Cartanschen Geometrie iiber. Dabel setzen wir an, dass die Hyperflichenelemente
(w, ) der Cartanschen Geometrie durch (2.1) zu den Linienelementen (z, #) des dualen
Finslerschen Raumes geordnet sind. Die Gleichungen (4.1) und (2.1) bestimmen
hiernach eine Hyperflichenelementfolge von der Form:

(4.7 a) = (t) I
1 *

4-7 b l: i e e ———— i ik 5 . A i A
(4.7 ) B )= e 00, () 8 (t)J

(ty=t=ty).

wi () hidngt wegen (4.7b) nur von z' () und &' (1), also von der Linienelementfolge
(4.1) ab. Wenn wir die Gleichungen (4.2), (4.3) und (4.4) beachten, kénnen wir die
Hyperflachenelementfolge (4.7) iiber die Kurve (4.7 a) hinaus fortsetzen. Es wird im B:

, 1 x
(48) Hi :lui (t)= “%i: Vik (Z) Tk (Q").
Vy* (@)
Fithren wir nun u; (#) von der Gleichung (4.8) in den metrischen Grundtensor

gix (z, u) des Cartanschen Raumes ein, so wird:

4.9 )= g'F (; =g*&°, —— 93, D
(4.9 a) Yo (@) =g" (x, p @) =g (o: Vo) Yep () 7 (90))
(4.9 b) Viie (T) = ik (z, p (@) = glilc (CBS, ]7‘% —(;) yep () 17 (z)),

? Vgl. [5] Formel (2.18).
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wo p* (x) selbstverstindlich die Determinante mit den Elementen y;. (z) bedeutet.
Diese Grossen, niamlich die 3™ (z) und yix (z) sind nicht nur lings der Hyperflichen-
elementfolge (4.7) definiert, sondern im ganzen Bereich B, wo die ¢ (z) eindeutig
bestimmt sind. Dabei soll bemerkt werden, dass die w; (x) eben die durch (2.1) zu
der Richtung +' (z) zugeordneten Hyperflichenelemente bedeuten.

Die yix (r) betrachten wir nun als die Komponenten eines metrischen Grund-
tensors, namlich als Komponenten des metrischen Grundtensors des langs (4.7)
oskulierenden Riemannschen Raumes; damit haben wir die Konstruktion beendet.
yix () kann wirklich als ein metrischer Fundamentaltensor betrachtet werden, denn
die quadratische Form der Hilfsverinderlichen z":

ik ok
ist wegen (4.9 b) positiv definit.
Wir konnen beweisen, dass im Bereich B die Relation

(4.10) i (@) =i (2)

giiltig ist, und das bedeutet die Identitit der oskulierenden Riume. Nach (2.6¢)
besteht fiir die entsprechenden Elemente u; (z), 7 (z)

¢’ (@, p @) =g" (2,7 (@)
und dann bekommt man nach (4.9a) und (4.4), dass
(411 ) P (@) =" (&, r @) =" (@)
ist, w.z. b. w.

Ebenso kann man auch aus (4.9b)
(4¢.11 b) Yie ()= yik (@)
-beweisen.

Wir wollen noch bemerken, dass selbstverstindlich (4.5) auch beziiglich der ko-

varianten Komponenten des Vektors r (z) giiltig ist; dass also

or, @
(4.12) Py S re=0
besteht. (4.12) ist iibrigens aus (4.5) sehr einfach abzuleiten; nur braucht man in (4.5)

; *i
,’_::y it e

zu substituieren, dann mit y;; iiberschieben und endlich (4.6) und

a,y*it * %kt 9_7_";{

o TET Y o
benutzen.



Uber die Dualitit von Finslerschen und Cartanschen Riumen. 363

§ 5. Identitit der Kriimmungstensoren und der invarianten Differentiale.

In diesem Paragraphen beweisen wir:

©
Satz I. Der Kriimmungstensor Ry des lings (4.1) oskulierenden Riemannschen
Raumes ist mit dem Haupthriommungstensor T:’w des Finslerschen Raumes identisch,
falls moch lings (4.1) die Gleichung
2% r &G a6 ot

(5.1a) o 67 oo odedted

P FE G

T ddozr  eifes ad

besteht. Dabei sind die & die Extremalen des Finslerschen Raumes bestimmenden
Funktionen:

1
Gs=g*is Gy Gi=§

( 82 F*2 " 62 F*2)

sior . 84

(13

(Bei G° lassen wir den ,,*‘ weg, da es kein Missverstindniss méglich ist.)

©

Satz II. Der Kriimmungstensor Ry des lings (4.7) oskulierenden Riemannschen
Raumes ist mit dem Kriimmungstensor Ry, des Cartanschen Raumes identisch, falls
lings (4.7)

2
(51 b) ?*ML = "a— <£ Fsoi) + “_?‘ (F lﬂsoj) Ii I"tak =

0
Vg ., F ol, F o (F
—7]soj+ 7;] 7z_k‘ +Vgé7m(vzrsoj)'rtok
besteht.
Dabei soll Ti%; (x,.i) und R/y (z,u) lings der Linienelementfolge (4.1) baw.
lings der Hyperflichenelementfolge (4.7) genommen werden. Aus den Sdtzen' I und
IT folgt:

Satz III. Ist zur Linienelementfolge (4.1) die Hyperelementfolge (4.7) zugeordnet,
dann stimmen in den entsprechenden Grundelementen wvon (4.1) und (4.7) der Haupt-
kriimmungstensor T’y und der Tensor Ry iiberein. (Selbstverstindlich miissen (5.1 a)
und (5.1 b) erfiillt sein.)

Endlich beweisen wir:
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Satz IV. Ldngs (4.1), bzw. ldngs der entsprechenden Hyperflichenelementfolge (4.7)
ist das invariante Differential eines Vektors & mat dem wmvarianten Differential des
oskulierenden Riemannschen Raumes identisch.

Den ersten Teil des Satzes IV hat schon Herr O. Varga erwiesen (vgl. [5]),
denn er hat das invariante Differential des Finslerschen Raumes eben durch das in-
variante Differential des lings (4.1) oskulierenden Riemannschen Raumes definiert.
Somit brauchen wir nur nachzuweisen, dass das invariante Differential des oskulieren-
den Riemannschen Raumss mit dem des Cartanschen Raumes identisch ist.

In die Gleichung (4.6 b) substituieren wir die ypq (z) aus (4.4); es wird:

* * *
@© 1 (8 Ors Ogs1 O gk;) i

(52) -stl (z) = é

oxt 8z 02

L(ogeor ogidr ogu 6)
2\or a4 ot 0 et 0z

>

0

nun ist lings (4.1 a)'° nach einer langeren Rechnung:

or oG
5. A ,
(5.3) oz~ o z*

wo die G* die Extremalen des Finslerschen Raumes bestimmen. Sie sind in den '
. . . . or . . .
homogen ven zweiter Dimension, Fiihrt man die Werte 5k von (6.3) in die Glei-

chung (5.2) cin, so wird wegen (4.4):

(@) |

(*)*_
(5.4) Iy (x) = I’y (, 2).
Die Gleichung (5.4) hat selbstverstindlich nur lings (4.1) Giiltigkeit. Der Kriim-

mungstensor des oskulierenden Riemannschen Raumes ist:

© @,
© Fat bali © (@ @  (©
ik il 1 i
(5.5) R = = e F I T = I T
ox ox
Léngs (4.1) ist nun
=1 (x)

somit erhidlt man aus (5.2) wegen (5.1a) und (5.3)

@ (%)

* (*)* .
0Dy 0@ 0@y 06

(5:6) ozt oat oi o

oder mit Hilfe von (4.4) und (5.3)

10 Vgl. [5] Gleichung (2.27).
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@ *), D
al’pas d] < d]“"@G’
(5.6 a) e R =i
oz oz a3 o

(8. die Rechnungen im Anhang.)
©)

. . @ o 1'% .
Fithren wir jetzt die Grossen [,° und 3 xpt von (5.4) und von (5.6a) in die

Gleichung (5.5) éin, 80 bekommen wir das Ergebnis in I{ir}sicht auf (1.19) und (1.18),
dass langs (4.1)

(]

(5.7) Rl=T

besteht. Damit haben wir die Giiltigkeit von Satz I bewiesen.
Um den Satz IT zu beweisen, wollen wir erst erweisen, dass lings (4.7)

©

I (z) = F;ar (z, 3 (x))

besteht. Beachten wir, dass im Bereich B also auch lings (4.7)

=t ()
giiltig ist. Nachher folgt wegen (4.11b) und (4.9b)
(5.8) Vi (%) =g (@, 0 (@)
es wird also nach (4.6 b):
f 1(0gks  0gu _ 0 gu
(5.9) Lt (%) = 2(8:c o z* Bms)

1 (@cz Ope  0gudps 0w f?ﬁé).
2\ou 028 Qu 02* Oop 02
Diese Gleichung kann man wegen

1 Foe
Ayl =5
e 2Vy @

auch in der Form (in Beachtung von (4.9 a)):

@ 1 Ogrs Ogs O !]kl)
9 Lo ! —
(5-9) Tei=y¢ (ax Yoo T8
Vg 2 )
Akip 6/“7 + Aliﬂ ,Llp -—g“ Al *aii‘
schreiben.

Uberschieben wir diese Gleichung mit

(5.10) r=Va
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die nach (4.8) und (5.8) im Bereich B besteht, und beachten wir, dass (3.7)
und (1.16 a)

A% =0
ergibt, so wird aus (5.9):
@, Vg si Q Grs 0 ga1 0 gkl) g i p
Liévri="g"0 (ax Tk e ) m g A G
Diese Gleichung kann man noch mittels
Ui = V— li
etwas umformen:
© Flog 2 gsi 3{71:1 a,uts
(511) Fkt; Ty = E (—a‘x’? P xsk oz V Akl l
Die Grossen I'yo; des Cartanschen Raumes mit 4'=0 sind:
_ 10 g ?ﬁtl_a_@!)t_l t9Gdsp 15 1p
(5.12) Iial 2(8:1; 5 B4t l P re.
Nach (4.12) und (5.10) wird
2Vyg - ©
8xg s +Vg~—f ~ Vg L% i =0.

Aus dieser Gleichung bekommt man nach Uberschiebung mit ¥ auf Grund von (5.10)

und wegen A4,,° I'=0

o 0 s F © ;0 log Vg
F 10gs ey d log Vgl p

Stezen wir dies in die Gleichung (5.11) ein, dann wird wegen Akl =0

© . .
Fktl Ty = F Tkol,

wie man das durch Vergleich mit (5.12) sofort bestitigen kann.
Nach (4.12) und (5.10) wird wegen A*=0

(5.13) ops _ F  _2logVy
ox Vg ox

s

Die Gleichungen (5.13) und (5.9) ergeben die gewiinschte Identitét:
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@

(5.14) I =T

Die Gleichung (5.14) besteht also langs (4.7).
Mit Hilfe von (5.1 b) und (5.13) bekommt man aus (5.9a) die Gleichung:
© * *
kst 0 l'ks | @ 'kt @ pe 1

(5.15) o o4 ous o

(die ausfiihrliche Rechnung s. im Anhang), oder mit Hilfe von (4.9a)

© * *
ofl oty ariiom

o od ou o

Substituieren wir diese Werte in (5.5), so wird nach (1.20) lings der Hyperflichen-
elementfolge (4.7)

©. _

Ri]kl = Ri]kl .
Damit haben wir die Sitze II und III bewiesen.

Es sei der Vektor & =& (z, u) des Cartanschen Raumes gegeben. Bilden wir das

invariante Differential von & lings der Hyperflaichenelementfolge (4.7) im lings (4.7)

oskulierenden Riemannschen Raum. Es wird:

i i © k
(5.16) DE_ds d”“;

- = — { 1 . (el

ar ~a T

Dabei sind die Grossen im (5.16) lings (4.7) zu bilden. Wegen der Gleichungen (4.8)
und (4.7) wird langs (4.7)

i (2 @) = (),

opy da* _ dpy.

aa" dt  dt’
somit hekommt man nach (5.9) und (5.13):
D¢ _d¢ is g7 @ s L g7
(5.17) dt_dt+O’ Sdt+1’,-s§ a1
mit
. i 1 i 6 i 0 s 7] js i
(5.17 &) Eszégk (‘a"ng‘f -+ '8‘%‘ - ‘d%k‘) +Asip I‘po;‘_f.{jsp gk rpok.

Die Gleichung (5.17) gibt mit (5.17 a) eben das invariante Differential des Vektors
& (x, u) im Cartanschen Raum lings (4.7).

O log V;

P, - ps in der Formel (5.13) kommt wegen der Homogenitéit nullter Ord-
z

nung der Gréssen in (5.15), sowie iiberhaupt im folgenden, nicht in Betracht.

11 Das Glied —
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Bei der Bildung des invarianten Differentials des Vektors & (z, ) lings (4.7)
haben wir (5.1b) gar nicht benutzt. Die Relation (5.16) besteht also lings jeder
Hyperflichenelementfolge des Cartanschen Raumes. Wegen dieser Eigenschaft liesse
sich das invariante Differential der Vektoren eben durch den oskulierenden Riemann-
schen Raum in den Cartanschen Raum einfithren, also dhnlich wie im Finslerschen

Raum. Vgl. [5].

§ 6. Schlusshemerkungen.

Wir haben von der Gestalt der Zuordnung bewiesen, dass die Tensoren A°, 4™
verschwinden. Wenn wir die Identitit der metrischen Grundtensoren in entsprechen-
den Elementen behalten, dann miisste man die Ein-eindeutigkeit der Zuordnung fallen
lagsen, um einen neuen Fall zu erhalten. Hs ist bemerkenswert, dass die von uns
behandelte Zuordnung die Gleichung

A=4"=0
mit sich bringt.

Aus unseren KErgebnissen ergibt sich, dass die Torsionstensoren und die invarian-
ten Differentiale in beiden Rdumen iibereinstimmen. Wir haben sogar noch mehr ge-
zeigt, niamlich dass die tnvarianten Differentiale beider Rdiwme mit dem invarionten
Differential des oskulierenden Riemannschen Raumes iibereinstimmen.

Der Hauptkriimmungstensor des Finslerschen Raumes bzw. der Tensor R/ des

@ ) )
Cartanschen Raumes stimmt dagegen mit R/, des oskulierenden Riemannschen Rau-

mes ldngs einer Linienelementfolge bzw. Hyperelementfolge nur dann iiberein, wenn
(5.1a) bzw. (5.1 b) erfiillt ist. Wegen
oy &er

. - ~0
ox"oa oa oaF

folgt aus (5.1 a) unmittelbar, dass lings der Linienelementfolge (4.1) die Gleichung:

=0

60 R (e gt ares o~ e o
' *E T F* oo oexfed  odedtost odfodtod

besteht.
Im Cartanschen Raum folgt aus der Gleichung (5.1 b), dass

= 8 I'f, i :
©2) R = S5 + Tl T (315% 4 Tl T2 ) = 0

besteht. Dies kann man sofort beweisen, wenn man
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P Pus
ooz oxf0d ’
P::)k =Fiok

beachtet, und die Gleichung (5.1 b) auf die Form (vgl. den Anhang):

s F 0 Fso
Iu - - (767J +F507 ” -Ptok)

Yy ]/g;
bringt. Die I'jpx stimmen iibrigens nur im Fall 4'=0 mit o iiberein.
Aus der Bedingung (6.1) folgt. nach (1.19), dass der Hauptkriimmungstensor mit
dem Riemanncshen Kriimmungstensor identisch ist. 'Ebenso folgt nach (1.21), dass
nach (6.2) R’y = R’y besteht.

Anhang.

I. Beweis der Formel (5.6) und (5.15). Die Gleichung (5.2) besteht im ganzen
Teilbercich B. Differentiert man diese Gleichung nach 2°, so wird:

0Lwn L Bors  Fdu  Pan
oz’ 2\ox'a2? 8202 82 aa”
) 1( Jis & gs1 & gis )E)r
"olodort 81;"67 oz or)ox”
N 1( Foee 00t P 01t 2 37")
2\oa? or 84l  oaP 0rtadt oz orod
N 1(9_0_1«;_?] Fgu or  Fga or)or
2\8rtort 0o 87"’87 ax* oriorox’) ox®
+1( g P o0 O dga & )
2 oxtoa’ ort 9x*9a” ort 9" o’

Wenn wir nun (5.1a) und (5.3) beachten, so erhalten wir sofort die Gleichung (5.6).
Differentiert man nach z? die Gleichung

(Q)s *st @
sz=y -r’ktl,

dann bekommt man wegen
Y (@) = ¢ (@, 7 (@)

und wegen (5.6):

© (] ()]
oI o0g" @ or dg*t @ o2 Oy 01°
= q";’ Iy + g** *‘thl + *27 Ly -5 + gt **“I;ﬂ P
ax ox o or T ox or! ox

Beachtet man jetzt die Gleichung (5.3), so bekommt man aus dieser Gleichung
eben (5.6 a).
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In ganz #hnlicher weise kann man auch (5.15) beweisen, nur miissen wir die
Rechnung mit (5.9a) beginnen. Formal bestsht der Unterschied darin, dass statt
gwe nur gs; und statt r der Buchstabe u steht. Beniitzen wir dann (5.1b) und
(6.13), so bekommen wir eben (5.15).

Umformung der Formel (5.1 b). Die Gleichung (5.1 b) lisst sich in der Form

2 2 .
0" us Vg 4 ILOI‘SGI%—"F‘FsuiFDM+ F

G Vo O e F Toos I Toor
o oxt  aax* Y Vg o a* Vg b | o

Vg
schreiben, denn

1 a,F = [t
Vg o me

und Vg von y; nicht abhingt. Hs ist wegen = Tiow + Ao’ Toor = Tio:

aF It m
5k = _ijok -+ F]:z ks
ai;' 1
g ] * i
c= T gl. .
T (Vel. [11.)
Es wird also
17, 1 F A— F
"""’F' T T = Iﬁno = = oo
22" Vg 7 Ve "
und somit :
32 /,Ls o F 6 Psgj t
o’ 2" Vg ( o ¥ + Loos || PtOk)
-w.z. b.w.

Schriftenverzeichnis.

[11 L. Berwarp, Uber die n-dimensionalen Cartanschen Riume und eine Normalform der
zweiten Variation eines (n-1)-dimensionalen Oberflichenintegrals. Acta Math. 71.
(1939), 191 248.

[2] —— Uber Finslersche und Cartansche Geometrie II. Compositio Math. 7. (1940),
141—-176.

[3] E. Carrtan, Les espaces métriques fondés sur la notion d’aire. Actualités scientifiques
et industrielles. 72. Paris, Hermann & Cie. (1933).

[4] ——, Les espaces de Finsler. Actualités scientifiques et industrielles. 79. Paris Her-
mann & Cie. (1934).

[6] O. Varca, Zur Herleitung des invarianten Differentials in Finslerschen Rdumen. Mo-
natshefte fiir Math. und Phys. 50. (1941), 165—175.



