
UBER DIE DUALIT)~T VON FINSLERSCHEN UND 
CARTANSCHEN R)~UMEN. 
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i n  DEBREC:E~ (UNGARN) 

Einleitung. 

Ein  Finslerscher R a u m  ist ein n-dimensionaler  P u n k t r a u m ,  der auf  die Koordi -  

na t en  x 1, x 2, . . . ,  x n bezogen ist, und  in dem durch ein Bogene lement  v o n d e r  F o r m :  

(1) d s =  F*  (x 1, x~, . . . ,  x ~, d x  1, d x  2 . . . .  , d x  n) 

eine Metr ik  eingefiihrt  ist. Von der Funk t i on  F* (x ~, x 2 , . . . ,  x n, d x  ~ . . . .  , d x  ~) soll, 

wie es gew6hnlich geschieht,  a n g e n o m m e n  werden, dass es in den d x  ~ posi t iv  homogen  

yon ers ter  Dimension  ist. Es  bes teh t  also 

(1 a) P* (x ~, edx~)-:e F* (x ~, dx~),  (e>0). 

Mit Hilfe von (1) kann  m a n  die L~nge einer K u r v e  

x ~ = x ' ( t )  ( i = 1 ,  2 . . . . .  n) 

zwischen den P a r a m e t e r w e r t e n  t~, t2 wegen (I a) du tch  da~ In tegra l  

!,z 
(2) s12= t F*  (x ~(t), ~ ( t ) ) d t ,  5 ~ d x i  

il d t  

bes t immen,  s12 ist wegen der Homogen i t~ t  yon F* yon der Wahl  des P a r a m e t e r s  t 

unabh~ngig.  

I m  folgenden werden wir einen P u n k t  (x ~, x 2 . . . . .  x n) kurz  mi t  x ~ bezeichnen;  

en tsprechend bedeu te t  d x  ~ die n Koord ina tendi f fe ren t ia le  d x  1, d x  ~ . . . .  , d x ~ ;  5 ~ die 

n Gr6ssen (51 , 52 . . . .  , 5 n) usw. 

Wie es in der Car tanschen Theorie der  Finslerscl~en R~ume  gebr~uehlich ist, 

erwei tern wir den n-dimensionalen  P u n k t r a u m  mi t  dem Grunde lement  x ~ zu einer 
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(2 n 1)-dimensi~nalen Linienelementmannigfaltigkeit, indem wit zu jedem Punkt  x ~ 

sgmtliehe hindurchgehende orientierte Riehtungen 2 ~ hinzunehmen. Bei den 2 ~ kommt 

es selbstverstgndlieh nur auf ihr Verhiiltnis an. Damit ist das Grundelement des 

Finslersehen Raumes das Linienelement (x ~, 2 i) geworden, und eine Kurve 

x ~ = x ~ (t), ( i  = 1, 2, . . . ,  n)  

in diesem erweiterten Raum ist die Mannigfaltigkeit ihrer Linienelemente: 

d x ~ 
( x  ~ ( / ) ,  2 ~ ( t ) ) ,  2 ~ - -  �9 

d t  

I n  einem Linienelement (x ~, a? ~) k6nnen natiirlich nicht sgmtliche 2 ~ versehwinden. 

Der Finslersehe Raum kann also als eine metrisierte Linienelementmannigfaltig- 

keit betraehtet  werden. Die den Finslersehen Raum eharakterisierenden GrSssen, die 

Tensoren und die Skalaren des Raumes, sind also Funktionen yon (x ~, 2~). Sie sind 

in den 2 ~ homogen nullten Grades, und man kann sie aus der Funktion des Bogen- 

elements F* (x ~, 2 ~) ableiten. Eben wegen dieser Eigensehaft nennen wir die Funk- 

tion F* (x ~, 2 ~) Grundfunktion des Finslersehen Raumes. 

Zu jedem Linienelement (x ~, 2 ~) des Finslersehen Raumes werden wir in ein- 

eindeutiger Weise ein Hyperfliiehenelement (x i,/t~) eines Cartansehen Raumes zu- 

ordnen. Das ,,Hyperfliiehenelement" besteht aus einem Punkt  x ~ und aus n nieht 

siimtlieh versehwinde~den Zahlen F~, die die Normalenriehtung eines geriehteten 

Hyperflgehenstiiekes iu reh  den Punkt  x ~ bestimmen. Ein Hyperflgehenelementraum 

(x ~, tt~) nennt man Cartansehen Raum, falls in ihm dureh eine Funktion yon der Form: 

(3) d O  = F ( x  ~, f l i )  d x  1 d x  2 . . .  d x  n -1 

das Oberfliiehenelement angegeben ist. Die Funktion F (x ~,/~) 1 soll in den/J~ positiv 

homogen yon erster Dimension sein; man hat also 

(3 a) F ( x ' ,  e ~ , ) =  ~ P ( x ' , / ~ , ) ,  (~,> o). 

Ein Ityperfl/iehenelementraum (x ~, tt~) ist yon (2 w 1) Dimension ; denn die pi kann 

man mit einem willkiirlichen positiven Faktor  multiplizieren. (x ~, ff/~) bestimmt also 

eben dasselbe Hyperfl/iehenelement wie (x~,/~). 

Die Oberfl/iehe einer Hyperfl/iche 

1 W i r  werden  i m  fo lgenden k o n s e q u e n t  fiir die GrSssen des  F ins l e r schen  R a u m e s  das  , ,*"  be- 

n u t z e n ,  w a h r e n d  die GrSssen des  C a r t a n s c h e n  R a u m e s  e in fach  d u t c h  die gewShnl iehen  13uehstaben 
beze iehne t  werden.  
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~x ~ = :r ~ ( v  I ,  , ~ ,  . . . ,  ~ ' )  ( i  = 1, :~, . . . ,  ~ )  

kann man mittels (3) in der Form 

o =  f F ( x  ~, ,p ,)dv ' ,  d,v ~ . . .  d v  ~ ' 
n 1 

bestimmen, wo die pk gewisse Unterdeterminanten bedeuten, die man auf folgender 

Weise bilden kann: aus der Matrix 

d x  I d x  n \ 

d x 1 d x '~ ] 

d v~-~l d v ~ /  

lassen wit die ]c-re Spalte weg und bilden dann die Determinante: 

Es wird denn 

d x r ~ 

Dk = d x s , 
. . . . .  ,n) 

] , 2 ,  . ,  ( n - i )  

pk-- ( - 1) ~+lDk. 

Die Tensoren und Skalaren eines Cartansehen Raumes sind dureh die Grund- 

funktion F ( x  ~/~) bestimmt; sie sind in den /~ homogen yon nullter Dimension. 

Die Grundelemente und die Grundfunktionen eines Finslersehen und eines Car- 

tansehen Raumes zeigen gewissermassen einen fihnliehen Charakter, sogar ihre Funda- 

mentaltensoren - -  wie z .B .  den metrisehen Grundtensor g~k, den Torsionstensor 

A~jk, den Riemannsehen Kriimmungstensor /~k~ beider R i i u m e -  kann man einander 

zuordnen. Wie sehon erwiihnt, werden wir nur die Grundelemente der Cartansehen 

und die des Finslersehen Raumes in ein-eindeutiger Weise einander zuordnen und 

dann untersuehen, wie die Fundamentaltensoren der beiden Geometrien zusammen- 

hiingen. Es wird sieh zeigen, dass nut  diejenige Zuordnung eine geometrisehe Re- 

alit~t hat, die sehon, vorher dutch L. Berwald benutzt  wurde. 2 

Berwald hat angenommen, dass der Tensor A ~ des Cartansehen Raumes identiseh 

versehwindet. Wit werden diese Bedingung yon der Form der Zuordnung der Linien- 

elemente zu den Hyperfliiehenelementen abMten kSnnen. 

In w 1. stellen wir die Grundtensoren des Cartansehen Raumes, sowie die des 

Finslerschen Raumes zusammen. In w 2. geben wit die Zuordnung der Hyper-  

fliiehenelemente zu den Linienelementen des Finslersehen Raumes an, und zeigen die 

2 Vgl. L. BERWALD, l~Tber Finslersche und Cartansche Geom. II. Compositio math.  7. (1940) 
S. 141--176. 
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Identitiit der metrischen Grundtensoren beider Rgume in den miteinander korres- 

pondierenden Grundelenlenten. In w 3. untersuchen wir die Torsionstensoren, und 

zeigen, class bei der Zuordnung (2.1) und (2.3) die Vektoren A ~, A ** identisch ver- 

schwinden. 

In den zwei letzten Paragraphen zeigen wir mit Hilfe des oskulierenden Rie- 

mannschen Raumes die Identi tgt  der Kriimmungstensoren und der invarianten 

Differentiale der Cartanschen und der Finslerschen Geometrien. 

w 1. Grundtensoren des Finslerschen und des Cartanschen Raumes. 

Die Grundelemente des Finslerschen bzw. die des Cartanschen Raumes, also die 

Linienelemente bzw. die tIyperfl~ichenelemente werden wir durch 2 n GrSssen 

bzw. (x~' 5;~) = (xl' x2, " ' "  x~' 5;1, 5;2 . . . . .  5;n) 

( x~,/~) = ( zl, x 2 . . . . .  x n,/~1, #2, . . . ,  ~i~) 

angeben. Dabei komm~ es bei den 5;' sowie auch bei den ,u, nur auf das Verhgltnis 

dieser Gr6ssen an. Somit sind beide Rgume (2 n-1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten. 

Bei einer Koordinatentransformation: 

~ s =  ~s (X 1, X 2, " ' ' ,  X n) (8 = 1, 2 ,  . . . ,  n )  

transformieren sich die 5;i wie kontravariante Vektoren, ,die tl~ aber wie kovariante 

Vektordichten yore Gewicht - 1 .  Die Gr6ssen /~ bestimmen im wesentlichen die 

Norma|enrichtung des Hyperfl~chenelements (x ~,/~). Das kommt in der Glcichung 

/~ d x ~ = 0 3 

zum Ausdruck, wo die d x i die Tangeutenrichtungen des ttyperfl~chenelements be- 

stimmen. 

Die 5;~ und die /~ unterscheiden sich wesentlich voneinander; indem die/~ Vek- 

tordichten yore Gewicht - 1  sind. Diesen Unterschied wollen wir sparer noch be- 

achten. 

Die Metrik in beiden Ri~umen ist durch die metrischen Grundtensoren g~* (x r, 5;r) 

bzw. g~J (x ~,/~) bestimmt. Der metrische Grundtensor g~ (x ~, 5;~) des Finslerschen 

Raumes l ~ s t  sich yon einer Fundamentalfunktion F* (x ~, 2~) ableiten. Es ist: 

3 Auf zweimal  vo rkommende  Indizes  soll, wie es in der  Tensor rechnung (iblich ist,  s te ts  sum- 
mie r t  werden.  Selbstverst/~ndlich bez ieh t  sich diese Fes t se t zung  n ich t  auf Indizes,  die vone inander  
ge t r enn t  sind. (X t, 5;i) bedeu te t  also z . B .  die 2n Gr6ssen (X 1, x 2, . . . ,  x n, 5;1, d;2, . . . ,  5;n). 
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, 1 ~2 F*~ (x r, y )  
(1.1) g,,, = 2 .... ~ , ~  ~ �9 
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Dabei ist die Fundamentalfunktion F* (x T, 2 r) homogen von erster Dimension in den 2 ~. 

Der metrische Grundtensor g~k (xr,/~r) des Cartanschen Raumes hgngt mit der Funda- 

mentalfunktion F (x r,/~r) dureh die Formel 

(1.2) g,~= ~ ~-~ :~F~f~  t'-) 

zusammen, wo A die Determinante mit den Elementen 

ahJ=F~ 92F 9F ~lv 

bedeutet. F (x ~,/~,) ist in den /z~ homogen von erster Dimension. 

Im folgenden werden fiir uns die Torsionstensoren und die Riemannschen Kriim- 

mungstensoren von Bedeutung sein. Der Torsionstensor des Finslersehen Raumes 

hat die Form: 

(1.3) 

WO 

A,;.~ (x', ~t)= F* c* ~fjk 

, 1 9g~*j 
(I.4) c;j~ (.', ~)= 2 a ~ 

ist. Auf Grund der Gleichung (1.l) ist C* ~jk symmetrisch in jedem seiner Indizes. Der 

Torsionstensor des Cartanschen Raumes hat  die Form: 

(1.5) 

wo g die Determinante 

(1.6) 

und O ~jk die GrOsse: 

0.7) 

: : 
Ignl . . . g n n  

2 ~ k  

bedeuten. A ~jk und C ~j~ sind nach (1.5), (1.7) in Beachtung der Gleichung (1.2) 

symmetriseh in i und j. 

Die metrisehen Grundtensoren beider Riiume kann man dureh die kovarianten, 

some aueh dureh die kontravarianten Komponenten bestimmen. Diese hgngen mit- 

einander dureh die Gleiehungen 
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(1.s) g,* g*'" = a~, g, d" = a~ 
zusammen. &~ bedeutet dabei (]as Kroneckersche Symbol Mit g~*- bzw. gu kann man 
wegen (1.8) die Indizes der Ten~oren in beiden Rgumen herauf- und herabziehen. Z.B.: 

T ~y=gy~:T ~ *~ g*~*T* s ,  T ~ j  = ~/s �9 

erh:,tlt man von den Torsionstensoren (1.3) und (1 .5)die  Durch Verjiingung 

Vektoren : 

(1.9) A~* = A~*~ ~ = F* ~ log l/g* 

wo g* die Determinante:  

G . . .  g;~ 1 
(].1o) g* (z ~, 2 ' ) - : . ,  . . . . .  ; .  

[ g n l  �9 �9 �9 g n n  

bedeutet ;  und hn Cartanschen Raum 
1 

In den Rgumen, wo 

(1.12) 

besteht, exfstJert ein yon 

* J t  i = ,4, = 0, oder 0 

der Richtung ~*, bzw. von den Hyperflgchenelementen 

/~ unabhgngiges Inhaltsmass. Es ist ngmlich in diesem Fall nach (1.9), (1.11) gg* 

bzw. Vg yon 2 ~ bzw. yon pi unabhgngig. In den Fgtlen 

d * ~ 0 ,  und d i |  

kann man dagegen den Rauminhalt  eines Bereiches nur in Bezug auf ein Feld von 

Linienelementen bzw. Hyperfl~chenelementen definieren. 

Der Einheitsvektor im Finslerschen Raum, der dieselbe Richtung wie sein 

Linienelement besitzt, hat 
~ ~ F* 

( 1 . 1 3 )  l* '  = F *  b z w .  l~ = ~ ~,  

zu kontravarianten bzw. zu kovarianten Komponenten. Der Normaleinheitsvektor 

des Hyperfl~ichenelements (x ~,/~) hat (tie folgenden kontravarianten, bzw. kovarianten 

Komponenten : 
] OF 

(1.14) l ~= 1/~ ~ f f ,  1~ = ~gll~. 

Uberschiebungen mit den Vektoren 1 *~ oder I~ pflegt man stets durch eine Null 

zu bezei chnen, z. B. : 
G - o :  G~ z *~, p'~ = p" 1,. 
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Wegen der Homogenit~t nullter Dimension der metrisehen Grundtensoren in den 

2~ bzw. #~, ergibt sieh naeh (1.3), (1A), bzw. (1.5), (1.7): 

(1.15) A~*jo = O, A ~j~ = O. 

Wegen der Symmetrie des Torsionstensors A~k in allen ihren Indizes wird nach 

(l.15) -A*  
- o lk - -  i o k = A ~ o = O .  

Im Car~anschen Raum hat man abet: 

(1.16 a) A ~ = A ~ ~  ~ A k, 

(1.16 b) A o ~  i = A k o  i = Ik A t . 

Die Gleiehungen (1.16 a) und (1.16 b) kann man sofort best~tigen, wenn man den 

Tensor A ~e in expliziter Form bereehnet, und die Homogenitiit yon erster Dimension 

in den /~, der Grundfunktion F ( x  ~ , / ~ )  beaehtet. Es ist: 

F 0 3 F ~ 
(1.17) .ff~ -= g~ A ~ - - -  

Wir wollen noeh in diesem w die Form des Riemannschen Krfimmungstensors 

angeben. 

Bezeiehnen wir die ,,f)bertragungsparameter", die im Ausdruek des invarianten 

Differentials auftreten, durch (]~*~ 4 bzw. im Cartansehen Raum durch F~*~,. Der 

Riemannsehe Kriimmungstensor des Finslersehen Raumes ist dann: 

(1.1s) 
(*),] (*),] GS (**)~ _ [ a r ~  j, (*),1 ~F iz  OGS~ 

+ r &  rY, - + AY, Ro*%. 

In der Aquivalenztheorie der affinzusammenh~ngenden Linienelementmannigfal- 

tigkeiten bekommt man noeh neben R~Jkz den Hauptkriimmungstensor T~ k~. Dieser 

hat im Finslerschen Raum ,die Form: 

(1.19) 1,*J *J ~*J D*~ kl = R~ k l  - z l  S l ~ * O  R I  , , 

(Der Name: ,,Hauptkrfimmungstensor" stammt yon 0. Varga.) 

4 M an  pflegt  in der  L i t e r a tu r  der  F ins l e r schen  R ~ u m e  diese Gr6ssen  e in fach  d u r c h  /~:t/c zu  

beze iehnen.  W i r  beze ichnen  im fo lgenden diese GrSssen s t e t s  du reh  ~ k u m  sie yon  den  analogen 
Gr6ssen  der  C a r t a n s c h e n  R/~ume u n t e r s e h e i d e n  zu kSnnen .  
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Der Kriimmungstensor im Cartanschen Raum ist: 

(1.20) ~ A ~  . . . . .  a r %  + r ~  ~r*~., a r~  r,*J~ sr*~o~ + r ~  rY~ - r~  ~, r*~'~. 
x z 0 

F bedeutet. Es ist wo das Symbol [1 ~ Ableitung nach tt~ und Multiplikation mit ) /g  

also z. B.: 
F ~ K~Jl~ 

Der Tensor RJkz im Cartanschen Raum (die Bezeichnung stammt von L. Berwald) 

ist das Analogon zu dem Hauptkriimmungstensor (1.19) des Finslerschen Raumes. 

Der Riemannsche Kriimmungstensor des Cartanschen Raumes ist: 

(1.21) R/kz =/~/kz - AJ "~ R~okl �9 

Fiir die vollstiindige Entwickhmg der Theorie der Finslerschen und Cartanschen 

R~ume vgl. [1], [3], [4]. Vgl. das Schriftenverzeiehnis am Ende. 

w 2. Zuordnung der Grundelemente des Finslerschen und des Cartanschen 

Raumes .  

Bezeichnen wir ein Linienelement des Finslerschen Raumes durch (x ~, 2~); zu 

diesem Linienelement wollen wir ein Hyperfl~chenelement (x ~,/.t~) eines Cartanschen 

Raumes dureh die Gleichungen; 

1 , 
(2.1) ~' = 1 /~  (V~,~) g'~ (x, ~) ~ 

zuordnen. 5 Auf beiden Seite yon (2.1) hat man eine kovariante Vektordichte vom 

Gewicht - 1 ;  denn V g  ist eine Skalarendichte yore Gewicht 1. 

Zu dem tIyperfl~chenelement (x, it) des Cartanschen Raumes ordnen wit nun das 

Linienelement (x, ~) durch folgende Gleichungen zu: 

(2.2) ~ = Vg (x, #) g,k (x, #) #k. 

Wir fordern nun, dass die Zuordnung (2.1) und (2.2) ein-eindeutig sei; d, h. ist 

zum Linienelement (x, 5) dutch (2.1) das Hyperfl~chenelement (x, #) zugeordnet, dann 

soll zu (x, ~) dutch (2.2) eben (x, 2) zugeordnet sein. Das bedeutet die Giiltigkeit 

der Relation 
~ =  ~.  

5 Wo kein Missversthndnis vorhanden sein kann, wollen wir ffir (X i, ~) einfach nur (X, :r) 
schreiben. 
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Start (2.2) bekommt man also 

(2.3) 

Substituiert 

IdentitSt: 

(2.4) 
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~'= Vg (x, i.,) d"  (x, z) #~. 

man a~ ~ von der Gleichung (2.3) in (2.1) so bekommt man die 

~" = V .q * ( z'. V ~, r  ,,,) 

wo die GrSssen g, g~ Funktionen von (x, #) sind. Diese Identitgt wird erfiillt, wenn 

(2.5) g~',, (.~', Vg g" zs) g~ (x, ~,) = a~ 

besteht, wo 

ist. Nach {~berschiebung von 

yon (2.3): 

(2.6) 

oder ausfiihrlich: 

b~= [ 1, f i i r i =  t 

[ 0, fiir ,i ~ t 

(2.5) mit gtj (x, At) wird wegen (1.8) in Beachtung 

y,. (x, ~)= ,q. (x, ~), 

(2.6 b) 

bZW. 

(2.6 e) 

(2.6 a) g,'~. (x', Vg (x, it) Cs (=. ~,.)/'~) = g,J (=, ~,). 

Uberschieben wir aber (2.5) mit g*~P (x r, Vg grS/~) so wird wieder wegen (1.8) und (2.3): 

g*~ (x ~, Vg (x,-~,~ r (,. ~,)/,~) = g~ (x, ~,) 

g*" (x, ~)= g" (z,/~). 

Die Gleichungen (2.6)-(2.6c) driicken aus, dass die metrische Grundtensoren 

beider Rgume in den entsprechenden Grundelementen - -  die also dutch (2.1) und 

(2.3) einander zugeordnet sind - -  iibereinstimmen. Daraus folgt aber auch, dass 

(2.7) 

b z w .  

(2.7 a) 

g (x, #) = g* (x', Vg (x, ~) g'" (oc, ~) t,,) 

g* (x, ~) = g (x,/,) 

giiltig ist; (2.4) gibt also richtig eine Identit/~t. 

Aus den Gleichungen (2.6 a), (2.6 b) und (2.7) ergibt sich nach (2.1), bzw. (2.3) 

. ( ' =  ) (2.8 a) g ,  (x, so) = g~ x', . ~ ,  g (x, ~) ~ 
Vg (~,, ~) 

23-- 523804. Aeta mat]~ematica. 88. Imprim6 le 17 ddeembre 1952. 
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(2.8 b) 

und 

(2.9) 
1 . ) 

Durch die Gleiehungen (2.1) und (2.2) - -  bzw. start (2.2) die Gleiehung ( 2 . 3 ) -  

werden die Grundelemente des Finslerschen und des Cartanschen Raumes einander 

zugeordnet. Die Annahme, dass die metrischen Grundtensoren g~* (x, 2) und gij (x,/~) 

in entsprechenden Elementen beider R~ume einander gleieh sind, ergibt das Resultat, 

dass ~ die Zuordnung, die dutch (2.1), (2.3) festgelegt ist, ein-eindeutig ist. 

Zum Sehluss dieses Paragraphen wollen wit noch die Identitiit der Fundamen- 

talfunktionen in einander entspreehenden Grundelementen (x, 2)+--~(x,  t t ) b e w e i s e n .  

Naeh (1.2) und (1.6) bekommt man durch eine e]ementare Reehnung 6 auf Grund der 

Homogenit~t ersten Grades in den //~ yon F (x,/~): 

F 2 (x,/~) - a (x,/~) a "t (x, ,u)/J, ,ut. 

Naeh (2.1) wird dann: 

~(x, ~,) g,, (~, t,) g~  (x, ~) qt*r (x, 2) 2 k ~'. 

Beachten wir nun . (2.8 a), dann wird in Hinsicht auf (2.1): 

F2 (x, 2) <x, 2) 2k 2r  

Nach (2.7) wird wegen (1.1) und wegen der Homogenit~t ersten Grades yon F* (x, 2) 

in den 2 i 

(2.1o) t '  (x,/ ,)  = F* (x, ~) 

w .  z.  b .  w .  

w 3. Untersuchung der Torsionstensoren A~jk und A~jk. 

In diesem w wollen wir vor allem die Identitg.t dec Vek~oren 1 *~ und fbeweisen; 

dann zeigen wir, dass A *~=A ~=0 besteht und endlich untersuchen wir die Torsions- 

tensoren A* A u~ u~ und 

Die Gleichung (2.1) l~sst sich nach (1.13) und (1.14) in der Form: 

s Vgl .  [1]. 
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.F (~, ,u) I~ - .F* (x, ~) , l, ~ 
Vg (~, x) Vg (x, /~) ~ * ~ - -  g", (x, ~) 

schreiben. Beachten wit jetzt die Identit~t 

1~* = * 1 *~ gik 

und die Gleichungen (2.10) und (2.7 a), so folgt 

( 3 . 1 )  l~ = t'~. 

(3.1) driick~ aus, dass der Normaleinheitsvektor l~ des Cartanschen Raumes mit dem 

Einheitsvektor l* des Finslerschen Raumes in entsprechenden Grundelementen iden- 

tisch ist. Wegen (2.6 c) ist auch 

(3.2) 1 i = l *i . 

Bestimmen wit jetzt die kontravarianten Komponenten des Vektors l ~ yon der 

Gleichung (2.10). Nach (1.14) bekommt man durch Ableitung nach /~i yon (2.10) 

(3.3) lk= 1 _ ~F*(x ,~}  c~2~ 
l/g (x, #) c~ 2 ~ ~/~k' 

wobei - n o c h  aus (2.3) zu bestimmen ist. Nach (2.3) wird: 
~,uk 

t) g 
(3.4) ~/~k = ~/~k ~ ~/~- 

Die Argumente yon g und die g~ sind natiirlich (x ~, tt~). 

naeh (1.11) 
A~=~ ~ 1 ~ ,  

und nach (1.5), (1.7) und (1.14) 

A i~ = A is~ l~ - 

besteht, so bekommt man aus (3.4) 

1 c ~ giS 

2 O/~k 
tt~ 

(3.5) 

Man hat noch 

Beachten wir jetzt, dass 

~ .q k gi~ 2 V ~  W ok 

F li " 
g~S t t s=:  V g  ' 

somit wird aus (3.5) in Beachtung der Gleichung (1.16 a) 
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0 2 ~ _ _ V g  ( A  i~200 - g~k) .  
(3.6) 0 ttk 

Setzen wir nun (3.6) in (3.3) ein, so wird in Hinsicht auf (2.6 e) 

1 k = 1 *k - l* A ~~ 

Diese Gleiehung gibt dann nach (3.1), (3.2) und (1.16a) 

(3.7) Ak - F 0g 0. 
g3/~ 0 ~tk 

(3.8) 

Die Gleiehung (3.6) reduziert sich wegen (1.16 a) und (3.7) auf 

Mit Hilfe der Gleichung (2.7 a) k6nnen wir sofor~ beweisen, dass aueh der Tensor 

A* des Finslerschen Raumes versehwindet. Nach (2.7 a) ist n~mlieh: 

g* (x, ~.) ~ g ~ ~k 

0/~k naeh (2.1) zu berechnen ist. Diese Gleiehung gibt aber, auf Grund yon (3.7) wo 0 2~ 

in Hinsieht auf die Gleichung (1.9): 

, 1 F* ~ g* 
(3.9) A, = 2 g* c~-2' =0" 

Die Gleiehungen (3.7) (3.9) bedeuten geometriseh, dass in diejenigen Cartanschen 

und Finslerschen Rdumen,  deren Grundelemente (x, it) und (x, 2) mit  der im 5~ 2. ange- 

gebenen Met]wde zueinander geordnet werden kSnnen, ein Rauminhal t  yon der Form 

v = f  Vgdx l dx2...d  
(n) 

b zw .  

V*= f V - j  d x  ~ d x  2 . . .  d x  n 
(n) 

existiert. (Vgl. die Arbeit [2]. w 1.) 

Die metrische Dualit~t yon Cartansehen und Finslersehen R~umen, fiir die 

A k= 0 besteht, wurde von L. Berwald untersucht.7 Die Zuordnung der Hyperfl'~chen- 

elemente hat Berwald durch 
~ =  F 

7 Vgl. [2] S. 148 150. 
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oder wegen A*= O, durch 
F l~ 

~?= Vg 

angegeben. Bei dieser Zuordnung, die v o n d e r  unsrigen etwas verschieden ist, konnte 

auch er die Identitgt der metrischen und der Einheitsvektoren erweisen. Berwald 

hat dabei die Annahme A k = 0  gemacht, die wir aus anderen Forderungen ableiten 

konnten. 

Wir werden noch in diesem w die IdentitSt der Torsionstensoren A* ~]k und A~jk 

in entspreehenden Grundelementen zeigen. Differentiert man (2.6 e), so wird wegen (3.8): 

0 gpt ~ g*pt 
- Vgr 

Nach (1.5) und (1.7) bekommt man aus dieser Gleichung: 

(3 .10)  Arts _ F ~ g*Vt g*rS. 
2 0 ~ 

Nun ist wegen (1.8) und (1.4) 

1 (~ f]*pt 1 ~ * �9 gvs g*pt 

die nach {Jberschiebung mit g,~k 
l a  g , k t  C *t~: 
2 a i  ~ 

ergibt. Diese Identitgt gibt mit den Gleichungen (3.10), (2.6 c), (2.10) und (1.3) zu- 

s a I n m e n  
AVe* = A*~t* 

W. z . b . w .  

Wit k6nnen also behaupten: die Torsionstensoren der dualen Finslerschen und 

Cartanschen R~iume stimmen in ihren einander entsprechenden Grundelementen iiberein. 

Unter dualen R~ume verstehen wit dabei diejenigen Finslerschen und Cartan- 

sehen Rgume, deren Grundelemente (x, ~) und (x, #) dutch (2.1) und (2.3)einander 

zugeordnet sind. 

w 4. Der oskulierende Riemannsche Raum. 

In einem Finslerschen Raum hat "Hmr O. Varga zu einer Linienelementfolge 

(4.1 a)  x i -  x ~ (t) 
, ( t o < t < t l )  

(4.1 b) ~' = ~' (t) 
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einen sogenannten oskulierenden Riemannschen Raum konstruiert 8, und mit Hilfe des 

oskulierenden Raumes konnte er das invariante Differential im Finslersehen Raum 

definieren. Im folgenden zeigen wir der bequemeren Lesbarkeit halber, vor allem 

die Konstruktion des oskulierenden Riemannschen Raumes; naehher wollen wit auf 

Grund von (2.1) aueh zu dem Cartanschen Raum einen oskulierenden Riemannschen 

Raum konstruieren und zeigen, dass der oskulierende Riemannsche Raum mit dem 

des Finslerschen Raumes iibereinstimmt. Wir behaupten also: 

Der oskulierende Riemannsche Raum eines Cartanschen Raumes ist mit dem des 

dualen Finslerschen Raumes identisch. 

Mit Hilfe des gemeinsamen oskulierenden Riemannschen Raumes werden wir die 

Kriimmungstensoren und die invarianten Differentiale des Cartanschen und des Fins- 

lerschen Raumes leieht untersuchen kSnnen. 

Legen wir durch jedes Linienelement (x * (t), ~ (t)) der Folge (4.1)eine Extremale 

des Variationsproblems 

a 

hindureh. Somit haben wit eine einparametrige Schar yon Extremalen erhalten, die 

einen gewissen Punktbereieh 2) des n-dimensionalen Punktraumes x* seh]ieht bedecken. 

W~hlen wir jetzt  auf allen Extremalen die Bogenl~nge 

als Parameter,  dann k6nnen wir den Tangentenvektor der Extremalen in Bezug auf 

diesen Parameter  bestimmen. Es l~sst sich also zu jedem Punkt  x ~ von 2)eindeutig 

eine Richtung / zuordnen, n~mlieh die Riehtung des Tangentenvektors der durch 

x ~ gehenden Extremale. Es ist somit 

(4.2) r ~ = / ( x  1, x 2, . . . .  xn). 

Wir wollen die Linienelemente (4.1 b) gleieh so gew~hlt denken, dass die ~* (t) mit 

den Ableitungen der Extremalen naeh der Bogenl~nge s zusammenfallen. Das ergibt 

die IdentitSten: 

(4.3) ~ (t) = r ~ (x 1 (t), x 2 (t) . . . . .  x n (t)). 

Substituieren wir rmn / = /  (x) in den metrischen Grundtensor g~*k (x, ~) des 

Finslerschen Raumes, dann kSnnen wir die Funktionen: 

Vgi  [5], w 2. 
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(4.4) ?Ji*k (x) = g,*k (x, r (x)), y,,k (x) = g,,k (x, r (x)) 

als metr ischen Grundtensor  eines Riemannschen Raumes  in ~ betrachten.  Dieser 

Riemannsche R a u m  ist der lgngs (4.1) oskulierende Riemannsche Raum.  

Es sei noch folgende wlchtige Eigenschaft  des Feldvektors  r ~ hervorgehoben:  l~ngs 

(4.1) bestehen identiseh die Relat ionen" 

(4.5) O r i (~). 
- - -  k l 0 ~  xl + F ~ r ~ = 

(Q) i * wo die Fkz die Christoffelschen Symbole des Tensors yi~ (x) bedeuten.  Es ist 

( ~ ) .  (0) 
(4.6 a) Fk', = y,~s Fk~ 

mit  

(4.6 b) _Fk~z (x) = ~ l - ~  + ~ x  k - b x  ~ ] 

J e t z t  gehen wir zur Kons t ruk t ion  des oskulierenden Riemannschen Raumes  der 

Cartansehen Geometrie iiber. Dabei  setzen wir an, dass die Hyperf l i ichenelemente  

(x,/~) der Cartansehen Geometr ie  dutch  (2.]) zu den Linienelementen (x, 2) des dualen 

Finslersehen Raumes  geordnet  sind. Die Gleiehungen (4.1) und (2.]) bes t immen 

hiernach eine Hyperfl i ichenelementfolge v o n d e r  Fo rm:  

(4.7 a) x ~ = x ~ (t) ] 

I . . . . . . . .  1 . . . .  , �9 [ 
(4.7 b) /z~=/~ ( t )=  I/g*(x(t), ~(t))g~k(x(t), 2( t ))2k(t)  (t~ 

) 

/~* (t) h~ngt wegen (4.7 b) nu t  von x * (t) und  ~i (t), also von der Linienelementfolge 

(4.1) ab. Wenn wir die Gleichungen (4.2), (4.3) und (4.4) beachten,  k6nnen wir die 

Hyperfl / tchenelementfolge (4.7) fiber die Kurve  (4.7 a) hinaus fortsetzen.  Es wird im ~ :  

1 , 
(4.s) ~ =/~ (t)= V~* (xi r,~ (x)~ (~). 

Fiihren wir nun tt, (x) v o n d e r  Gleichung (4.8) in den metr ischen Grundtensor  

g,k (x ,# )  des Cartanschen Raumes  ein, so wird:  

(4.9 a) 

(4.9 b) 

t 
y'~ (x) = g~ (x, t~ (x)) = d ~ (x  z 

( 
' V ~ * ( ~  rs,  (x),-" (x) 

' V ~ x )  r~" (x) ~" (x) , 

9 Vgl. [5] Formel (2.18). 
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wo y* (x) selbstverst~indlich die Determinante mit den Elementen yik (x)bedeutet .  

Diese GrSssen, n~mlieh die yik (x) und yak (x) sind nieht nur l~ngs der Hyperfl~chen- 

elementfolge (4.7) definiert, sondern im ganzen Bereich ~ ,  wo die r ~ (x) eindeutig 

bestimmt sind. Dabei soll bemerkt werden, dass die /zt (x) eben die durch (2.1) zu 

der Richtung r ~ (x) zugeordneten Hyperfl~chenelemente bedeuten. 

Die y~ (x) betrachten wir nun als die Komponenten tines metrischen Grund- 

tensors, n~mlich als Komponenten des metrischen Grundtensors des l~ings (4.7) 

oskulierenden Riemannschen Raumes; damit haben wir die Konstruktion beendet. 

y~k (x) kann wirklich als ein metrischer Fundamentaltensor betraehtet werden, denn 

die quadratische Form der Hi]fsver~nderliehen zr: 

~]ik 7,~ zk 
ist wegen (4.9 b) positiv definit. 

Wir kSnnen beweisen, dass im Bereich ~ die Relation 

(4.10) y,j (x)= y,~ (x) 

giiltig ist, und das bedeutet die Identitiit der oskulierenden Riiume. Naeh (2.6 e) 

besteht fiir die entsprechenden Elemente /u~ (x), r ~ (x) 

g~J (x, # (x)) = g*~J (x, r (x)) 

und dann bekommt man nach (4.9 a) und (4.4), dass 

(4.11 a) y~J (x)=g *~j (X, r (x))=~*~J (x) 

ist, w. z. b. w. 

Ebenso kann man aueh aus (4.9 b) 

(4.11 b) y,k (x)= y,*k (x) 

beweisen. 

Wit wollen noch bemerken, dass selbstverst~ndli'ch (4.5) auch beziiglich der ko- 

varianten Komponenten des Vektors r (x) giiltig ist; dass also 

(4.12) ~ rs r176 t ~x  ~ F ~ r t = O  

besteht. (4.12) ist iibrigens aus (4.5) sehr einfach abzuleiten; nur braucht man in (4.5) 

T i ~ ~2 * i t  T t 

zu substituieren, dann mit r*~ iiberschieben und endlich (4.6) und 
~,.~t ~ * 
x I ~,~ = _ ~,.kt ~Yk~x l 

benutzen. 
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w 5. Identifiit der Kriimmungstensoren und der invarianten Differentiale. 

In diesem Paragraphen beweisen wir: 
(q). 

Satz  I. Der Kriimmungstensor R /~  des Idngs (4.1) oskulierenden Riemannschen 
*j 

Raumes ist mit dem Hauptkriimmungstensor T, ~ des Finslersehen Raumes identisch, 

/alls noch liings (4.1) die Gleicl~ung 

~2 r ~ ~2 G ~ ~ G s ~ r ~ 

(5.1 a) ~xkaxZ - ~ x ~ 2 ~  ~ x  ~ 

a2 G ~ ~2 G ~ a G t 
x l ~ k  + (?~kc~t c9:~ 

besteht. Dabei sind die G ~ die Extremalen des Finslerschen Raumes bestimmenden 

Funktionen : 

(Bei G s lassen wir den ,,*" weg, da es kein Missversti~ndniss m6glich ist.) 

(q) j 
Satz  II.  Der Kriimmungstensor R, kl des Idngs (4.7) oskulierenden Riemannschen 

Raumes ist mit dem Kriimmungstensor [~/kz des Cartanschen Raumes identisch, ]alls 

l~ings (4.7) 

) (5.1b) ~ xJ ~ xk - -ff F~oj + 

F 

- -  a X k Iso j  + 

]~ . 

so] ~ tok 

F aF~oj 
Vg ~ x~ 

F ~ F 

besteht. 

Dabei soll 

l~ings der Hyperfl~ichenelementfolge (4.7) genommen werden. 

II  fo!gt : 

*j  
T~ kz (x, 2) und R/k~ (x,#) lang8 der Linienelementfolge (4.1) bzw. 

Aus den S/~tzcn I und 

Sa tz  III .  Ist zur Linienelement]olge (4.1) die Hyperelement]olge (4.7) zugeordnet, 

dann stimmen in den entsprechenden Grundelementen yon (4.1) und (4.7)der Haupt- 

kriimmungstensor T~Jkl und der Tensor R~ l  iiberein. (Selbstverst~ndlich miissen (5.1 a) 

und (5.1 b) erfiillt sein.) 

Endlich beweisen wir: 
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S a t z  IV.  Liings (4.1), bzw. ldngs der entsprechenden Hyperfliichenelement/olge (4.7) 

ist das invariantc Differential  eines Vektors ~ mit  dem invarianten Differential  des 

oskulierenden Riemannschen Raumes  identisch. 

Den ersten Tell des Satzes IV  ha t  schon H e r r  O. Varga  erwiesen (vgl. [5]), 

denn er ha t  das invar ian te  Different ial  des Finslerschen Raumes  eben durch  das in- 

va r ian te  Different ia l  de~ 1/ings (4.1) oskulierenden Riemannschen  Raumes  definiert .  

Somit  b rauchen  wit  nur  nachzuweisen,  dass das invar ian te  Different ial  des oskulieren- 

den R iemannschen  Raumes  mi t  dem des Car tanschen Raumes  identisch ist. 

In  die Gleichung (4.6 b) subs t i tu ieren  wir die y*q (x) aus (4.4); es wird:  

a *  * ~g;z 1 (e) 1 [  gk~ a gs~ + 
(5.2) G , ,  ( ~ )  - 21  a x' + a ~ - ~x" ! 

nun  ist l~ng~ (4.1 a) 1~ nach einer l/ingeren R e c h n u n g :  

(5.3) 
r t ~ G t 

r9 x k ~ d~ ~ ' 

wo die G t die E x t r e m a l e n  des Finslerschen R a u m e s  best~immen. Sie sind in den 2 ~ 

r t 
homogen  yon zweiter  Dimension.  F i ihr t  m a n  die Wer te  ~ x ~  von (5.3) in die Glei- 

chung (5.2) ein, so wird wegen (4.4): 

(o) ~ ~)*i 
(5.4) G ,  (x) = k, (x, 5). 

Die Gleichung (5.4) ha t  selbstverstS~ndlieh nur  liings (4.1) Giiltigkeit.  

mungs tensor  des oskul ierenden R iemannschen  Raumes  is t :  

(q) (q). 
(o) a G ~  a FJ;  (~) (~) (o) (Q) 

(5.5) R&t  . . . .  ~ k s ~ �9 ~ x  z a x  k + /2, ~ F j - F J z F / k  

L~ngs (4.1) ist nun  
2 ~ = r ~ (x) ; 

Der  Kr i im-  

somi t  erh~ilt m a n  aus (5.2) wegen (5.1 a) und (5.3) 

(~o) (a), ~ ) ,  
a F~Qs a F~qs ~ ~ s  ~ G i 

(5.6) 
x t 8 x t 8 5' 8 ~t '  

oder m i t  Hi]fe yon (4.4) und (5.3) 

lo Vgl. [5] Gleichung (2.27). 
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(o) (tq*q ~)*~ ~ G ~ 
(5.6 a) 

8 x t 8 x t ~ ~ ~ 5c t 

(S. die Rechnungen im Anhang.) 
(Q) 

Fiihren wir jetzt die GrSssen F,q~ und -~ x-- ~- yon (5.4) und von (5.6 a) in die 

Gleichung (5.5) ein, so bekommen wir das Ergebnis in Itinsicht auf (1.19)und (1.18), 

dass l~ngs (4.1) 
(Q) j 

(5.7) R~ kz = T~*~ 

besteht. Damit haben wir die Giiltigkeit von Satz I bewiesen. 

Um den Satz II  zu beweisen, wollen wir erst erweisen, dass l~ngs (4.7) 

(q) 

I ' ,  ~ (~1 = r ' ;"r  (x,  ~ (~)1 

besteht. 

giiltig ist. 

(5.8) 

es wird also nach (4.6 b): 

(5.9 a) Y ~  (x) = ~ \-~x~ 

Beachten wir, dass im Bereich !~ also auch Iiings (4.7) 

y~ = y~ (x) 

Nachher folgt wegen (4.11 b) und (4.9b) 

7~ (z) =g,~ (x, ~ (x)) 

8 gst 8 g~t] + . . . . .  + 
8 x ~ - ~i-x~-I 

Diese Gleichung kann man wegen 
1 F 8 g ~  ~ pqr __ 
2 V g  8~tr 

auch in der Form (in Beachtung von (4.9 a)): 

~)t I gS~ [8 gks 8 gsl 8 gkl~ 
(5.9) Fkl = 2 i-8x' + 8x  k - ~-X~ ~ 

d- -~- Ak tp ~it, _ gSt 

schreiben. 

Uberschieben wir diese Gleichung mit 

(5.1o) ~ = V~ st 

8#~ 8 x S l  
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die nach (4.8) and (5.8) 

und (1.16 a) 

ergibt, so wird aus (5.9): 

im Bereich ~ besteht, und beachten wir, 

A f  t/~q -- 0 

dass (3.7) 

, u ~ -  ~ g  v x  " 

Diese Gleiehung kann man noch mittels 

F 

Vg 
etwas umformen: 

(5.11) 
% F La a~ + 

~ x  ~ ~ x ~ l  kz ~ x  

Die Gr5ssen Fkoz des Cartanschen Raumes mit A ~=0 sind: 

1_ [8 gkt 
(5.12) Fkoz = 2 ~ ~ x z + x k Uxxl -2 Azkt a x  ~ t -  " 

Nach (4.12) und (5.10) wird 

x j o ' x  

Aus dieser Gleichung bekommt man nach Oberschiebung mit l ~ auf Grund yon (5.10) 

und wegen A r f  g =  0 

= = Fskjl ~l s l~l j = 
~x  J ~x  j 

- V g  0 x ~ 0 x j 18 I j �9 

Stezen wir dies in die Gleichung (5.11) ein, dann wird wegen A t kl It = 0 

( ~ )  . 

F '  k z r~ = F I ' ko t ,  

wie man das dureh Verg]eich mit (5.12) sofort best~tigen kann. 

Nach (4.12) und (5.10) wird wegen A k = 0  

(5.13) a~s E~o~ ~logV~ 

Die Gleichungen (5.13) und (5:9) ergeben die gewiinschte Identit/ i t :  
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(Q) i "4  (5.14) Fk z = Fk l. 

Die Gleichung (5.14) besteht also lgngs (4.7). 

Mit Hilfe yon (5.1 b) und (5.13) bekommt man aus (5.9 a) die Gleichung: 

(o) 
Fksz ~ F* F* ksz ~ k~l ~ ,Ut n 

(5.15) ~x ~ - ~x' + ~`at ~x ~ 

(die ausfiihrliche Rechnung s. im Anhang), oder mit Hilfe von (4.9 a) 
(~) 

k z ,~ F.~sz ,~ F.~sl  ~ ,a t  
x ~ ~x' + ~ ` a t ~ x  - ~ "  

Substituieren wir diese Werte in (5.5), so wird nach (1.20) l~ings der Hyperflgchen- 

elementfolge (4.7) 
(o) 
R ~ , ~ t k .  ~ i k l .  

Damit haben wir die Siitze II  und I I I  bewiesen. 

Es sei der Vektor ~ =  ~ (x,`a) des Cartansehen Raumes gegeben. Bilden wir das 

invariante Differential von ~ l~ngs der Hyperflgehenelementfolge (4.7) im lgngs (4.7) 

oskulierenden Riemannschen Raum. Es wird: 

(5.16) 
D ~  d ~  ~ t  ~j dx k 
,tit-= d-~ + jk dt 

Dabei sind die GrSssen im (5.16) lgngs (4.7) zu bilden. Wegen der Gleichungen (4.8) 

und (4.7) wird lgngs (4.7) 
m (x (t)) = m (t), 

re, d x ~ d `a,. 
~x  k d-t- = d t '  

somit bekommt man nach (5.9) und (5.13): 

(5.17) D ~i d~i C/s . ~  ~J dx  s 
dt = dt- + 2' + F/s dt 

mit 

r , ' ,  = u s •x* - ax l + as ' ,  r , o , -  a,s" r,o . (5.17 a) 

Die Gleichung (5.17) gibt m i t  (5.i7 a) eben das invariante Differential des Vektors 

~* (x, #) im Cartanschen Raum liings (4.7). 

a log V~ 
11 ]:)as Glied ~ x  I ,us in der Formel  (5.13) k o m m t  wegen der Homogeni tg t  nul l ter  Ord- 

nung  tier Gr6ssen in (5.15), sowie t iberhaupt  im folgenden, nicht  in Betracht .  
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Bei der Bildung des invarianten Differentials des Vektors ~ (x, tt) lgngs (4.7) 

haben wir (5.1 b) gar nieht benutzt. Die Relation (5.16) besteht also liings jeder 

Hyperfliiehenelementfolge des Cartanschen Raumes. Wegen dieser Eigenschaft liesse 

sieh das invariante Differential der Vektoren eben durch den oskulierenden Riemann- 

schen Raum in den Cartansehen Raum einfiihren, also iihnlich wie im Finslerschen 

Raum. Vgl. [5]. 

w 6. Schlussbemerkungen. 

Wir haben v o n d e r  Gestalt der Zuordnung bewiesen, dass die Tensoren A ~, A *~ 

verschwinden. Wenn wit die Identitiit  der metrischen Grundtensoren in entsprechen- 

den Elementen behalten, dann miisste man die Ein-eindeutigkeit der Zuordnung fallen 

lassen, um einen neuen Fall zu erhalten. Es ist bemerkenswert, dass die yon uns 

behandelte Zuordnung die Gleiehung 

A t = A *~ = 0 
mit sieh b r ing t .  

Aus unseren Ergebnissen ergibt sieh, dass die Torsionstensoren und die invarian- 

ten Di//erentiale in beiden Riiumen iibereinstimmen. Wir hab~n sogar noeh mehr ge- 

zeigt, niimlieh dass die invarianten Di]]erentiale beider Riiume mit dem invarianten 

Di]]erential des oskulierenden Riemannsehen Raumes i~bereinstimmen. 

Der Hauptkriimmungstensor des Finslersehen Raumes bzw. der Tensor /~/kl des 
(e). 

Cartansehen Raumes stimmt dagegen mit RJk~ des oskulierenden Riemannsehen Rau- 

mes liings einer Linienelementfo]ge bzw. Hyperelementfolge nur dann iiberein, wenn 

(5.1 a) bzw. (5.1 bi erfiillt ist. Wegcn 

8 2 r s 8 2 r s 
. . . . . . . .  = 0 

~ x  k 8 x  ~ 8 x  z 8 x  ~ 

folgt aus (5.1a) unmittelbar, dass l~ngs der Linienelementfolge (4.1) die Gleichung: 

(6.1) ,,  I { 8' a' ~' a' 8' a' 8 G' 8' a' ~_y~ = 

besteht. 

Im Cartanschen Raum folgt aus der GMchung (5.1 b), dass 

~oj + P~oj sF* (6.2) ~,o,~ a r* (a r,o~ r* ' r *  
- - - -  s o k  - -  + t o k  s o j ]  = 0 
8 x ~ \ -o-~  : S  

besteht. Dies kann man s0fort beweisen, wenn man 
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a 2 ,us 8 2 ~us 
a x i a x k a x k a x j 0, 

F,*o~ =F,o~ 

beachtet, und die Gleichung (5.1 b) auf die Form (vgl. den Anhang): 

a2 #~ F [a I'~oj FtO~ ) 

bringt. Die F~*o~ stimmen iibrigens nur im Fall A ~= 0 mit F~o~ iiberein. 

Aus der Beclingung (6.1) folgt nach (1.19), dass der Hauptkriimmungstensor mit 

dem Riemanncshen Kriimmungstensor identisch ist. Ebenso folgt nach (1.21), dass 

nach (6.2) R / ~ = R J ~  besteht. 

A n h a n g .  

I. Beweis der Formel (5.6) und (5.15). Die GMchung (5.2) besteht im ganzen 

Teilbereich ~.  Differentiert man diese GMchung nach x ", so wird: 

(o) 

a r~s, 11 a~" gg ao * 2 * 
a x  ~ - =  2~a-x~ax ~ ~ -~s, a y~, 

- , - -2~xZar  t + a x k a r t  a x S a / j a x  , + 

+ 2 \ a x , , a r ,  ax ~ + ax , ,a r taxk  a x ~ , a / a x s !  + 

+ 2 \ a r q 3 r t  ax~ + a r q ~ r t a x k  8 r q a r t a x  s. ~x ~ +  

l tog~ ~ a2/ ags, a2/ ag~, a~r'~ 
+ 2 ~ a r t  a x t O z "  + a r t  a x k a x  p a r  t a X S ~ X P ]  " 

Wenn wir nun (5.1 a) und (5.3) beachten, so erhalten wir sofort die Gleichung (5.6). 

Differentiert man nach x~ die Gleichung 

dann bekommt man wegen 

und wegen (5.6): 

(9) (o) 
I~kSl = ~2 *st I~ktl , 

7 *st (X) = g,s t  (X, r (X)) 

(e) (~) (e) 
0 I~Sz a g,st (5) g,St a F~tz a g,S~ (.o) a r Q r ~ 
- a~X~ = ~ XV Fk t l  + (g X ~ + a r q I 'k t t  . . . . .  4- g,s t  a Fktz  a 

a X v a r q a X" 

Beachtet man jetzt die Gleichung (5.3), so bekommt man aus dieser ~leichung 

eben (5.6 a). 
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In ganz i~hnlicher weise kann man auch (5.15) beweisen, nur miissen wir die 

Rechnung mit  (5.9a) beginnen. Formal  besteht der Unterschied darin, dass s tar t  

g~t nur g:t und start  r der Buchstabe /~ steht. Beniitzen wir dann ( 5 . 1 b ) u n d  

(5.13), so bekommen wit eben (5.15). 

Um/ormung der Formel (5.1 b). Die G]eichung (5.1 b) l~isst sich in der Form 

F 

a=>,, a l /v r ,~  * ,v a V, o, F Z V,  o. = a ~ ' - "  + =-~ r , o ,  r o o ~  + . . ; -  , I1: r ,o~  a Vg a X k Vg Vg 

schreiben, denn 

und Vg von /~t nicht abhgngt.  

] ~ Y = l  ~ 
V~ oz, 

* A ' Y ,  ok=F~ok: Es ist wegen ]?iok =/ ' iok + ~o 

~ x  k = - F F o o k  "+ F I ,, k, 

Es wird also 

und somit : 

-W. Z, b .  w .  

] 

Fg=_  1 [,:,,%. 
xk Vg 

1 F F 
x~ F"  Vg- -- - 17 ~ -  /"o% = - ~/g== Foo~ 

(v~l. [1].) 
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