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Nous nous intéressons, dans les pages qui suivent, aux opérateurs T, linéaires con-
tinus, d'un espace de Banach E dans lui-méme, possédant la propriété suivante, que nous

notons § (le symbole + significant « ne tend pas ») :
H:I7T|| =1 et 3z,€ E, tel que T"xy+>0, n—>oo,

La question de savoir si un tel opérateur posséde nécessairement un sous-espace in-
variant non trivial est assez ancienne et reste ouverte (rappelons qu’un sous-espace vec-
toriel fermé ¥ est dit invariant par 7' si TF< F; il est non trivial si F {0} et F+F).

Nous allons montrer qu’avec une hypothése supplémentaire sur 7', que 'on peut juger
assez faible (qui est, en tout cas, beaucoup plus faible que celles déja connues), elle admet
une réponse positive; les sous-espaces invariants ainsi construits seront en outre d’un type
trés particulier; nous reviendrons sur ce point par la suite (au § 5).

Comme c’est I'usage, les sous-espaces invariants que nous construirons seront en fait
hyper-invariants, ¢’est-a-dire invariants par tout opérateur qui commute avec 7. C’était
déja le cas pour les résultats obtenus par divers auteurs dans cette direction. Mentionnons-
les : — Si T et *T vérifient §, dans E et B’ respectivement, et si E est réflexif, 7' posséde
un sous-espace hyper-invariant non trivial (en abrégé S.H.N.T.) (Colojoard-Foiag [3],
p. 136, cor. 1.10; voir aussi B. Beauzamy [2]).

— Si le spectre de T est contenu dans le cercle unité, n’est pas réduit & un point, et si

log || 7]
ngl 1+n2 <Oo, (1)

T a un S.SHN.T. (Wermer [9] avec quelques hypothéses techniques supplémentaires;
Colojoari-Foiag [3], p. 154, cor. 3.3). Le cas ou le spectre de 7' est réduit & un point a été
traité, mais sous une hypothése un peu plus forte que (1), par A. Atzmon [1].
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66 B. BEAUZAMY

La condition (1), dite « Condition de Beurling » a le défaut de porter sur les normes
177 (n€Z), et non sur les normes des itérés d’un point y, € F, c’est-a-dire sur les quantités
| T™yo|l (n€Z). Cest premiérement & ce défaut que remédie notre condition. Elle nous
permet aussi d’abandonner toute condition d’inversibilité ou de spectre. Enfin, elle ne
porte pas directement sur Popérateur 7' lui-méme, mais sur un opérateur «asymptotiquement
voisin » de T', ce qui parait raisonnable, car le comportement asymptotique des itérés
(T"%)nsr 0 devrait suffire & caractériser les sous-espaces invariants. Ces remarques étant
faites, passons au résultat proprement dit. Nous 'avons divisé en deux parties, énoncées
respectivement aux théorémes 1 et 2. Le premier réclame une inversibilité locale pour U;
ce n’est pas le cas du second, mais il demande 3 la place que Y soit faiblement compact
(ce qui se produira, par exemple, si ’espace E est réflexif),

Remarquons enfin qu’on ne fait aucune hypothése de commutation entre 7' et U.

TatorEME 1. Soit E un espace de Banach, et T un opérateur de E dans E, non égal a
un multiple de Uidentité, et vérifiant 9.

On suppose qu’tl existe un opérateur U, tel que :

Yz, UWx—T"c—~0, n->-+oo,

qu’tl existe une suite croissante (9,),en vérifiant :
onz=1, Vne€N, Om+aSOm* On Ym, VREN

log 0, 2)
nzo 1 -+ né <

et une suite de points (Y)xen aVEC :

Uy = Y1, VE=1 } 8
lvoll =1, [l <o VE>1.

Alors T posséde un sous-espace hyper-invariant non trivial.

TukoRRME 2, Soit E un espace de Banach et T un opérateur de E dans E, non égal &
un multiple de Videntité, et vérifiant §.
On suppose qu’il existe un opérateur faiblement compact U, avec

Ut —T"ox>0, n—>+o°
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qu’il existe une suite croissante (0,)nen vérifiant (2), un point y,€ B avec ||yo|| =1 et que, pour

tout £ >0, on peut trouver un nombre C(e) >0 et une suite (y, )y, de points de E, avec :

| W — w0l <&, Vh>1 }
| Wyl <Cle)ory VE>1, Vi<E.

Alors T posséde un sous-espace hyper-invariant non trivial.

L’hypothése du théoréme 1 signifie qu’un certain point y, admet une chaine d’inverses
par U dont les normes ne croissent pas trop vite; celle du théoréme 2 a le méme sens pour
des inverses approchés. Il faut noter que dans ce second cas, il n’y a pas a priori de relation
entre y et y,_,.

Avant d’aborder la démonstration des théorémes, donnons un corollaire évideflt du

théoréme 1 :

COROLLAIRE. 8¢ T wérifie §), est inversible, et si, pour un certain point y,€E, on a
T~"yol| <@n, pour une suite (9,)nen du type précédent, T a un sous-espace hyper-invariant

non trivial.

11 suffit en effet de prendre U =T et y, = T"y,.
Un certain nombre de faits simples sont bien connus; nous allons les rappeler briéve-
ment. Dans les énoncés qui suivent, le mot « doit » signifie que dans le cas contraire le

probléme est résolu.

(1) T ne doit pas posséder de vecteur propre : si 31 et x +0 tels que 7'z =1z, ’'ensemble
{2€ B, Tz=2z} est un sous-espace fermé, hyper-invariant pour 7', non réduit 3 0, et non
égal & E si T n’est pas un multiple de I'identité; T’ ne peut donc vérifier d’équation fonc-
tionnelle du type >§ a, T*=0.

(2) T doit étre injectif et d’image dense, faute de quoi Ker 7' ou Im 7 sont des sous-
espaces hyper-invariants non triviaux.

(3) Si 'on considére F={x€H, T"x—~>0, n—~>+co}, on a un sous-espace fermé, non
égal & K si on admet ), et hyper-invariant pour 7'. Il doit done étre réduit & {0}. Autrement
dit,  implique que Va %0, T"x+>0, n—> + oo,

Nous allons maintenant passer & la démonstration des théorémes 1 et 2. La plus
grande partie concernera les deux théorémes simultanément : nous allons développer un
critére permettant d’assurer I'existence de S.H.N.T. Cette approche nous a initialement

été suggérée par P. Enflo.
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§ 1. Représentation d’un opérateur sur orbite d’un point
Soit z, un point de E, avec |zy||=1. Posons F, =span {z,, T, ..., ", ...}. Les
combinaisons lindaires finies > o T%x, sont denses dans F,; sur celles-ci, 7' agit comme
un shift : T(Dsq o T 20) =, 0, T%+12,. On peut done représenter 7' comme la multiplica-

tion par z sur un espace de polyn6mes, en identifiant

px)= 2 a* o 3 o Tz,

k=0 k=0

et en posant
ol =13 T o -
k20

L’espace F,, s’identifie ainsi isométriquement & la complétion, pour la norme | ||, d’'un
espace de polyndmes; cet espace complété sera noté B,, ou simplement B, si aucune con-

fusion n’est & craindre.
En particulier, si 3§ |oy| < oo, la série 5§ o2* définit un élément de B.

Pour un polyndme p =73, 2,7, on pose

1Pllor = “srlllglllp xgl= sup (2 1% B, T'%) |5
galls

IS8 Tizll<1 &30

et cette définition s’étend aux éléments avec > Iock] < oo, Chacun d’eux a ainsi une norme

|l2]| et une norme ||p||o, et on a évidemment :

2l = e <1 < Hellos- 1111

ll2ll < {l|los- @)

Nous pouvons, dés & présent, fixer le point sur 'orbite duquel la représentation de 7'

et comme ||1]| = [fao]lz=1,

sera faite : il s’agit du point y, donné dans I’énoncé des théorémes 1 et 2. En vertu de la
remarque 3, ’hypothése §) se traduit dans B, =B par :

Nlallop =1

5
xm—>0, n—>+oo} ( )

et, toujours en vertu de cette remarque 3, on @, Vp =0, 2"p+>0, n~> + co.

§ 2. Séries de Fourier ahsolument convergentes

Nous notons A(T) I’ensemble des fonctions, définies sur le tore, dont la série de

Fourier est absolument convergente :

+00

+00 .
f0)= > c.e*®, avec D |¢|<oo.
0 —0
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Cet espace est muni de la norme

+00
"f"Am: Z le[
)

Pour toute fonction € A(T), si f(6) =3 c,e™?, nous poserons, pour m >0 :

Pulf) 0)= 2 ¢ ™0
k=-m
(c’est une suite d’éléments de 4(T)) et
Yulf) = z ckmk+m
kz-m
(c’est une suite d’éléments de B).

Remarquons que puisque |||, =1, on a :

+00
llmPllon < §O|6k| =[|flacxy, VYmEN, (6)

et done a fortiori
[pnhll < Wllac» VmeEN,

ce qui signifie que les y,,(f) sont uniformément bornées, en norme et en norme d’opérateurs.

PrOPOSITION 1. Soit (9,)nen une suite de nombres réels vérifiant les hypothéses (2).
On peut trouver deux fonctions f et g, définies sur le tore, & supports disjoints, appartenant &
A(T), avec :
Yu(H+>0, m—> oo, dans B
{wm(g)+—>0, m—> + oo, dans B

et s c,(g) sont les coefficients de Fourier de la fonction g,

2 Ol ealg)] < 0.
nezZ

Démonstration. Les fonctions g et f seront construites successivement.

LemMmE 1. Pour tout N €N, on peut trouver une fonction gy, & support dans un intervalle
de largeur 47| N, telle que

Ymlgw)+>0, m—> 4 oo

2. Omlealgy)| < oo.
nezZ
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Démonstration. On sait que si une suite (o,),n vérifie les conditions (2), le sous-espace
de A(T) constitué des f telles que

Ezlcn(l‘)lem < oo ()

est une algébre de Beurling non quasi-analytique (voir par exemple Y. Domar [4], p. 18) :
il résulte en effet de Paley-Wiener ([8], th. XII) que ’on peut trouver dans cette classe
des fonctions dont le support est arbitrairement petit et qui ne sont pas identiquement
nulles.

On en déduit alors aisément l’existence de partitions de 'unité; pour tout N€EN,

notons (gy,;)-1,...y une telle partition, dans laquelle chacun des supports est de largeur

au plus 477/ N, chacune des fonctions vérifiant (7).
On a done >7.;gy ;=1, et par conséquent > 1 @n(gy, ;) =€, Ym€EN. Il en résulte

que, dans B :

M=

Ymlgy,s) =2™.

j=1

]

Puisque 2™+>0, m~> + oo, pour un §j au moins y,(gy, ;)+>0, m— + o. Ceci prouve le lemme,
la fonction gy étant le gy ; correspondant.

Remarquons que 1’'on obtient facilement, pour cet indice 5 :

. . ¢4
i in g | > 22

m->+00
ot oty =limy o0 [J™]].

Pour chaque N =1, 2, ..., choisissons une fonction gy donnée par le lemme 1, et notons
ay le point du tore qui est le centre de I'intervalle ol gy=1.

Soit a un point d’accumulation de la suite des (@, ),n. Pour tout voisinage Ja —¢, @ +¢[
du point @, on peut trouver une fonction gy, donnée par le lemme 1, pour N assez grand,
dont le support est entidrement contenu dans ce voisinage. Posons a =e'®,

Posons p,=a —x. D’aprés la remarque 1, on a py==0, car p,=0 signifierait, revenant
3 E, que a y,=Ty, et y, serait vecteur propre.

D’aprés la remarque 3, on peut supposer ™p,+>0, m— -+ oo, dans B, il existe donc un
y>0 tel que

Vm €N, [l&™p,|| =y > 0. (8)

Posons fy(0) =€ —¢€. La fonction f, s’annule au seul point 6 =6,. Il résulte alors du
théoréme de Wiener-Ditkin (voir J. P. Kahane [7]) que 'on peut trouver une suite (f)xen
de fonctions de A(T), convergeant vers f, dans A(T), chacune étant identiquement nulle

sur un voisinage de 6 =0,.
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LEMME 2. On peut trouver des entiers k, et m, tels que

Vm = mg, |9nlfu)]z = v/2.

Démonstration. Puisque f,—fo, k= + oo, dans A(T), on peut trouver k, assez grand
pour que :
“fko—fouA(T) <yl4.
On a alors, YmEN
”eimsfko(e) —eimofo(e)“A(T) <yl4.

Si on choisit m, assez grand pour que Vm =m,

(1€ (0) ~ @ (i) O) || acey < [ 4,

on aura alors, Vm =m,

N @m(fro) (0) — €™Fo(0) || acry < /2
et done

[9m(fro) —%"Pol| 2 < 7/2.

Mais d’aprés (8) ||a™p,||z=>7, Ym, et done ||y,(fi)|ls=>9/2 si m=>my; le lemme 2 est donc
démontré.

Soit ¥ le voisinage de 8 =0, sur lequel f,, ’annule identiquement. D’aprés le lemme 1,
pour N assez grand, on peut trouver une fonetion g, dont le support soit tout entier contenu
dans V; les fonctions f;, et gy ainsi obtenues seront alors & supports disjoints : ce seront
respectivement les fonctions f et ¢ annoncées par la proposition 1, dont la démonstration
est ainsi achevée.

Nous allons maintenant nous intéresser & I'opérateur U.

§ 3. Opérateurs asymptotiquement équivalents

Nous avons fait, aux théorémes 1 et 2 respectivement, 'hypothése de I'existence d’un
opérateur U satisfaisant :
Yz, T2 —U'x—>0, n—>4oo
ou
7"~ U||op >0, n—> oo,

La premiére condition ne se réduit pas & la seconde (on peut par exemple, comme nous
Ia fait remarquer C. Foiag, trouver un opérateur 7T vérifiant || 77| =1 Vn et Va, T"2~0,

n—> +00) : elle est strictement plus faible. La seconde est plus faible que la notion d’équi-
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valence asymptotique introduite par C. Apostol (voir [3], p. 28) qui demandait
|7 —Ur||""~0; elle différe done de celle de « quasi-Nilpotent-équivalence » ([3], p. 11).
Nous allons maintenant distinguer entre les démonstrations des théorémes 1 et 2.

Pour alléger les notations, nous posons :

P, =—1—w 9)
" ”g"A(T) "

1
by = 5m— Yulf),
= e ¥

pour les deux fonctions g et f, & supports disjoints, que nous avons trouvées, et soit a>0
tel que :
lim inf ||, > «>0

m—>-+co0

9
Tim inf lp | > > 0 ®)
m>+oo

Nous notons (a;);ez les coefficients de Fourier de g/[|gflaer, si bien que p,=a_,+
O 1@+ e+ Gy ;@ +..., dans B.
Du fait de I'introduction de ’'opérateur U, nous ne pourrons pas nous limiter & 'espace

B, et, dans E, nous utiliserons la notation :
PulT)=a_pI+a_p TH...+a_p, T +...

avec les notations || p,(7)||op, €t ||2m(T) (¥o)| s dont le sens est évident.

Nous nous plagons maintenant sous les hypothéses du théoréme 1.

ProrosirioN 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, il existe un point zy==0 dans E
tel que
Pu(T) (Yo) — T2 >0, m—>+oo.

Démonstration. Dans I'espace E, posons, si m€EN :
Gn= O Ym+ oo+ Oy Yms+ o+ O Yy + Y+ Uy + ... +a; Wy + ...,
ot les (y;)ken sont les points donnés par les hypothéses du théoréme 1.
LemMzE 3. La suite g, converge vers un point z, de E.

Démonstration. 11 suffit évidemment de démontrer que la série >§° a_;y; est normale-
ment convergente (remarquons au passage que c’est ici qu’on utilise le fait que I'espace E

est complet, fait sans lequel la conclusion du théoréme 1 ne subsiste pas).
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Mais on a par hypothése ||y,|| <g;, et d’aprés la proposition 1, 3% |a_;| ;< oo, d’olt
le lemme.

Remarquons que, puisque V&, Uz —T"2—0, on a, VY, sup, | U"z|| <o et, d’aprés
Banach-Steinhaus, il existe M >0 tel que

VreN, | U < M. (10)

Toujours dans I'espace £, posons

P =U"q,, m=0.
Dans E, p,, s’écrit :

Pn=0_m¥Yo+C_my Ty0+...+a_,,,+jij0+....
LEMME 4. On a, dans E, py, —p,—0, m— 4 o,

Démonstration. On peut écrire :

e
“p;n - Pm"b < 21 | “—m+j| “TI?/O - u’yoll .
Le lemme en résulte aussitot.

LeMmE 5. Dans E, on a
|2 —T720||z =0, etz 0.

Démonstration. On a, d’apreés le lemme 3,

[+ e zo, m—r + oo
et done, d’apres (10) :
|on— U 2| >0, m—> oo,

Mais on a
lom—2n)| =0, m—>-+oco (lemme 4)
et
U™zy—T™2y—~0, m— + oo (par hypothése)
et donc

|£m— T2 =0, m—> o0,
comime annonce.

Supposons maintenant z,=0. Alors p,,—0, m— + oo ce qui contredit la proposition 1.
Ceci achéve la preuve de la proposition 2. Remarquons que z, peut ne pas appartenir &
F,,, mais, bien sir,

dist (F,, T"2,) >0, n—> + oo,
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Nous allons maintenant démontrer ’analogue de la proposition 2 dans le cadre des

hypothéses du théoréme 2.

ProrosiTioN 3. Sous les hypothéses du théoréme 2, il existe un point z,€E, avec

200, une suite d’entiers (my)nen, Strictement croissante, une suite de scalaires (ot))ien, o¢; 20,

Vi, avec Y, 22t o, =1, et un entier jEN tels que

My 41
D % Diees(T) (Unsr ) = Tntizg—0, n— + oo

k=my,+1

ot les points y,€E sont ceux donnés par les hypothéses du théoréme 2, pour la valeur ¢ =
o/8M? (o donné par la proposition 1, M donné par (10)), et Vopérateur p,,;(T') est, selon nos

notations précédentes :

PerdT) =0 _gespd + ..+ 0oy ppym T+ ..
Démonstration de la proposition 3.
LeMME 6. 1 existe un entier jEN tel que
) o
i) gl =2
et
’ ' o
|25+ (U) (Usg) — 05 (W) (uyo)" < e Vk.
Démonstration. On sait (prop. 1) qu’il existe a>0 tel que
2] = &, Vi = my, c’est-d-dire ||p,(T)(yo)|| = .

On en déduit, d’apres le lemme 4; qu’il existe m, tel que Ym =m;,

p 3
) @)l > -

Mais comme Py 1(U) (Fo) — Pl U) (UYo) =_imr1y Yo» 1] eXiste m, tel que si m>m,,

(W) (o)l > -

On peut écrire, Yk, jEN

Pess( W W) = O Wi+ oo 0y W+ oo+ 0oy jyim Ui o +ag U+ .

(12)
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Mais on a, par hypothese
W~ woll < o~ ERS _—
8M* "8M

et done, VI>0,
aM &«

Uty — Wy < YR

d’ol I'on déduit :
oo W+ oo+ an Wyt ) = (@ggo+ . +ay Wy + .. I
* «®
< 3 Jasyul Uy~ Wl < o

et ce, pour tout jEN.
On a done :

' o .
oUWt oo oUWyt ) = W) (o)l < g7, VB 5EN.
Mais par ailleurs :

0
o—ern Yo+ 0tornsr Wi+ oo+ U Yill < Ole) 12:1 Ol @il

et il résulte immédiatement des estimations faites sur les coefficients (a,)nen que cette
quantité tend vers 0 lorsque j— -+ oo; on peut done la rendre inférieure & «/8 M en prenant §

assez grand. Pour cet entier 4, on a done, VEZEN :
’ ’ [r4 ’
(W) () = ) () < 57 (12)

et done

[l 55U (Usgs) — 21 (W) (U] < ‘?{;

le lemme en résulte aussitdt, si on choisit § =m,,.

La suite {Pz+j(U) (¥x)}xen est done bornée, d’aprés (127) si j est ainsi choisi. Si U est
faiblement compact, les images {pi.;(U)(Uy,)}xen possédent une sous-suite faiblement
convergente vers un z,€ E; ce point z, vérifie aussi

o —23() (Ul < §

et il résulte de (12) que 2z,=0.



76 B. BEAUZAMY

On en déduit qu’il existe une suite d’entiers (m,,),n strictement croissante, une suite

de réels a; >0, avec Vn, >ontl o, =1, tels que

1
Mpt1 , L
2 G DU (Wt gy — U125 | >0, n—> + oo,
my+1

Mais U"n+1zy— T +12,—>0, et

My 41 Mp 41
2 . o Presi(U) (U3 )~ 2 . o Peos(T) (U™ +1+ 1 g7) H
Myt m,,+

My 41
< 2 o] 1phss(U) = s Dllop [ U™ il -
my+1
Mais
U= 2yl < U= o Uyl < 2,

et || pr+s{ W) — Dy (T)|lop=0, k> + o par un calcul analogue & celui du lemme 4. Ceci
prouve la proposition 3.

Si m,, +1<k<m,,,, nous poserons :

?/I'c =U+1y,.
On a vu que
llyel| <2M, VEEN. (13)

§ 4. Sous-espaces hyperinvariants

Nous allons maintenant reprendre la démonstration simultanée des théorémes 1 et 2.

ProrosiTION 4. Sotent | et g deux fonctions de A(T), a supports disjoints. On note

(bx)kez les coefficients de Fourier de f, (a;);ez ceux de g. On a, dans B, Ym, n€N :
190 @l < Wl 3 [a-nl + gl = [Br-nl
< i<

Démonstration. Posons

Pu(f) (0)= 2 bee ™™,

k<-m

Pulg) (0)= 2 a;e .
j<—n
Puisque f et g sont & supports disjoints, on a :

(@mlD) + @) (Pa(9) +@n(g)) =0, Vm, n€N,
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et done, puisque A(T) est une algébre :

len) - 2@l ac < llenDllac - 191l aco + [ @mDllacr - l@n @) laco

d’olt la proposition résulte immédiatement, puisque

l@n(Allacr < ]l acry
et

@ n(h) - ¥u@llos < l@n(f) - @@l acr -

11 résulte donc de la proposition 4 que, avec nos notations précédentes :

”kmpn”@ -0, m,n—>+4ce
ou encore

”hm(T) 'pn(T)”op >0, m,n—> -+,
LEMME 7. On a, pour toute suite croissante d’entiers v,

lemhnlls >3, si m>m.

Démonstration. D’aprés la proposition 1, on a ||h,|| 5 > « 51 m >m,. Mais on peut écrire :

[ER N S B [
j<—m

et ce second membre peut étre rendu inférieur & «/2 en choisissant m assez grand.

Nous pouvons maintenant achever les démonstrations des théorémes 1 et 2.
Fin de la démonstration du théoréme 1. Considérons le sous-espace vectoriel de & :
F={z€E T"h,(T)z—>0, m~>oc},

C’est un sous-espace fermé (car || 77 h,(T)||o, <1, Vm), hyper-invariant pour 7'. Il ne con-
tient pas le point y,, d’aprés le lemme 7, et n’est donc pas I’espace tout entier. Reste &
voir qu’il n’est pas réduit & {0}, Pour cela, nous allons montrer qu’il contient le point z,
donné par la proposition 3.

On a en effet :

I 27 3n(T) 20| < Vol T) oo [ 2 T) (50) — T 2o + 1o T) P T o [ 9ol

Mais |hu(T)|lop< 1, DT — T™2y~>0 d’aprés la proposition 2 et |[h(T)pu(T)|[op>0

d’aprés la proposition 4; ceci achéve la démonstration du théoréme 1.
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Fin de la démonstration du théoréme 2. De la méme fagon, considérons :
G ={z, T™+th,(T)z >0},

ol les (m,) sont les entiers donnés par la proposition 3. C’est un sous-espace fermé hyper-
invariant, qui ne contient pas y, d’aprés le lemme 7, mais qui contient le point z, donné
par la proposition 3, car :

s30T o)l < e[ 3 sty |

My +1

|+

() ( S s e T) ) Tz)

My +1

Mais le premier terme tend vers 0 en vertu de la proposition 3, et, pour le second, on peut

écrire :
Mp 41 , Mp+1 ,
hn(T) Zlak pk+1(T) (yk) < 21|°‘k| “hn(T) pk+i(T)“op“yk“
Myt Myt

et ||yx|| <2M d’apreés (13), tandis que
“hn(T)pk-H'(T)"op g O: n—>0o0, k >mn+ 19

d’aprés la proposition 4.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.

Si on g’intéresse seulement & 'opérateur 7' lui-méme, on peut faire la constatation
suivante : le sous-espace invariant non trivial que nous obtenons pour cet opérateur est
engendré par les itérés d’un €lément p€ B, p==0, pour lequel il existe une suite (A,)nen
avee ||hyllop <C, ||hu| = «, et hyp—>0.

Dans le cas particulier du shift sur [2(Z)(T e, =e,,, Vrn€Z), les sous-espaces invariants
obtenus par cette méthode sont les suivants : ce sont les sous-espaces engendrés par les
itérés d’une suite (@,),ez, qui est constituée des coefficients de Fourier d'une fonction f
s’annulant identiquement sur un intervalle du tore; ce ne sont pas les sous-espaces cons-
titués des suibes {@,),en pour lesquelles a, =0 si n<n, (ny€Z).

Nous allons maintenant donner les limites de la méthode gue nous venons de dévelop-

per.

§ 5. Sous-espaces invarianis ou hyper-invariants de type fonctionnel

Soit € A(T), non identiquement nulle. On écrit sa série de Fourier :

@)= 2 a e,

keZ
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Si T est de norme 1, on définit une suite d’opérateurs en posant
(T)= 5 @a,T¢" neN,
kz-n
et on a
[#a(Dlop < [IFllacry  YmEN.
Le sous-espace vectoriel

F={z€E, h(T)2—~0, n->+o}

est alors fermé, et, de toute évidence, il est hyper-invariant pour 7'.

Ce sous-espace n’est pas E tout entier s'il existe y, tel que h,(T)y,+>0 (et ceci peut
toujours é&tre réalisé si T' vérifie §, comme le montre la proposition 1); il n’est pas réduit
a {0} 'l existe z,=<0 tel que h,(T)z,—0. Si ces conditions sont satisfaites, nous dirons
que nous sommes en présence d’un sous-espace hyper-invariant non trivial de type fonc-
tionnel.

Les théorémes 1 et 2 nous ont permis d’obtenir des sous-espaces de type fonctionnel.
On peut évidemment se demander si tout opérateur vérifiant (§) ne posséde pas ce type
de sous-espace invariant, et si les restrictions (2} et (3) que nous avons imposées sont bien
nécessaires.

Le théoréme qui suit résout ce probléme : non seulement ces conditions sont néces-
saires (pour obtenir ce type de sous-espace, répétons-le), mais encore elles sont les meil-

leures possibles (ce qui répond & une question posée par C. Foiag).

THEOREME 3. Pour toute suite croissante (0,)nen, satisfaisant

Omin <0m'0n Ym,nEN, 0,>1VnEN,
(27

log o,
st 4 oo,
ngN 1+n2

on peut trouver un opérateur T, vérifiant §), inversible, tel que

—k
VEEN, |17 = g Va, int 12l o,
xeN Ok

et qui ne posséde aucun sous-espace invariant non trivial de type fonctionnel.

Démonstration. Soit (g,)nen une suite vérifiant les conditions précédentes. Convenons,

pour simplifier les notations, que g, =1. Posons v, =1/g,, ..., ¥; =g;_3/0%; ..., (on a 0 <y, <1,
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Vk). L’opérateur annoncé sera un « shift & poids » sur {*(Z), c’est-a-dire un opérateur défini
par :
Te, =wyep,y, VEEZ

((ex)rez €8t la base canonique de [3(Z)).

Pour notre exemple, les coefficients w;, valent :

w,=1 sik>0
w,=v_ sik<0.

11 est évident que 7' est de norme 1 et qu’il vérifie §) (les poids valant 1 du c6té positif).
LEMME 8. On a, pour tout KEN, ||T7*|| =gy, et, V2 =£0 3C(x) >0 tel que
Vi, | T | = C(x)gy.
Démonstration. Soit =73 hez e, On vérifie immédiatement que

1
T_k = K, ———— €n_g,
z % nwn41-~-wn—ken "
et donc que
2
It = 3 o (22) i ot 3 el
-n

n nzk

Les assertions du lemme en résultent immédiatement, en utilisant la croissance de la
suite (g)ren €b 1a propriété g, <gn:0,. Il nous reste & montrer que 7', ainsi défini, ne
posséde aucun sous-espace invariant non trivial de type fonctionnel.

Soit € A(T), non identiquement nulle; et k(7)== _, @, T"*". Supposons qu’il existe
2€1Z) tel que h,(T)z—>0, n— + oo; nous allons voir que z=0, ce qui démontre bien le
théoréme.

Pour tout p€(3(Z), nous notons (gx)rez ses coordonnées, et nous désignons par p’
Pélément de {3(Z) défini par :

P = Pi si k>0

=w_; ..y Py, 8 k<0,
Notons 7', le shift usuel sur {*(Z) (T, e, =e,,1, Y&).
Lymme 9. Pour tout p€IXZ), on a :
h(TYp—0, n—~> + 00 <k, (Ty)p" >0, n— + o0,
Démonstration. La §-éme coordonnée de 7%p, notée (T%p)(j), vaut :

D Wit Witet1 -+ Wi—1-
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La j-éme coordonnée de %,(T)p vaut done :
Pl T)D)(G) = C_pDj+ ooe + Oy i Wy e Wiy + -
et, 51 j220, cecl 8'écrit :
Ao T)D) () = Py oo F Oy Po T O ji PaWq oo F Ot PogWog e W_g + e

11 est immédiat de vérifier que, pour § 0, la j-éme coordonnée de h,(T)p’ est donnée par

la méme formule. Mais comme par ailleurs

j% |(3a(T)R) )P0, > + oo,

EO (o T) D) PF~0, n—> + oo,

le lemme en résulte aussitot.

11 résulte du lemme que A, (7T)2 =0, n— - 0.

LeMME 10. On a, pour tout m€Z, ez ay_ ;2 =0.

L 4

Démonstration. Pour m€Z, la n+-m-éme coordonnée de h,(T,)z" s'écrit :

(bo(To)2) (A m)= 3 a2

i<m+n
et, comme |(h,(Ty)z")(n+m)| >0, n—> + oo le lemme en résulte aussitdt.

Posons p(8) => .z 2:€*®. On obtient une fonction de L(T), et le lemme 3 signifie que
cette fonction est orthogonale, dans LXT), aux fonctions ¢™°f, Vm €Z. Comme € A(T), f est
continue, et ¢f€L2 On doit donc avoir ¢gf =0 p.p. Mais on a supposé f non identique-
ment nulle : il y a done un intervalle ouvert sur lequel f ne s’annule pas; ¢ est done nulle
p-p. sur cet intervalle. Il nous reste & voir que ceci implique que ¢ est identiquement nulle.

On a, ¢i k<0,

2e=W_1... W2 ©b (2)ER
1

= 2.

-k
Considérons la fonction définie sur R+ par :

a(t) =10g On si n<t<'n+1 (n=0; 17 "'):

6 — 792901 Acta mathematica 144, Imprimé le 13 Juin 1980
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on obtient une fonction positive croissante, vérifiant

[[Ra-+e
et on a |2_y| <Ce P, pour £>0.

11 résulte alors d’'un théoréme de N. Levinson ([5]) p. 74, ou [6]) que ¢ est identique-
ment nulle.

Nous voyons ainsi que, pour obtenir des sous-espaces de type fonctionnel, les hypo-
théses & imposer sont bien des restrictions sur la croissance d’une suite de points qui sont,
en gros, les itérés par 7! (lorsque celui-ci existe) d’un peint donné. Il faut noter, & cet
égard, que le résultat de Colojoard-Foiag, dans le cas oit T et ‘7 vérifient §), n’est qu’un
cas particulier du théoréme 2 : il est en effet facile de démontrer (comme nous 1’avons
fait dans [2]), que dans ce cas, il existe un point y, de norme 1 et une suite de points y,,
de norme bornée, tels que T™y,—y,, n—> + oo,

Je tiens & remercier MM. A, Atzmon, C. Foiag, J. L. Krivine, M. Zeller-Meier, B, Mau-
rey pour leurs observations et commentaires, J. P. Kahane, qui m’a aidé & mettre les
pages précédentes sous leur forme présente, et surtout, bien sir, P. Enflo, qui m’a introduit

& ces questions et m’a suggéré 'approche développée ici.
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